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SOME APPLICATIONS OF TANAHASHI'S BEST POSSIBILITY 

OF FURUTA INEQUALITY 

MASAHIRO YANAGIDA 
FACULTY OF SCIおNC日， SCIENCE UNlVERSITY OF TOKYO 

ABSTRACT. We shall give some applications of Tanahωhi's resu比whichstates the besもpossibilityof 
Furuもainequa1iも，y.Firstly， we shall discuss the besもpossibi1ityof a welトknownch乱，racteriZl抗ion'ofchao七ic

F 

order: log A 2: log B if and only if AT主(AをBPA;;)再亨 holdsfor all p 2: 0 and r主O.Secondly， we shall 
discussぬebe呂志possibi1ityof pもyponormalityof generalized Aluぬgetr回出rmation'I'.，t出 ITI'UITltfor 
p-hyponormal or log-hyponormal oper凶orT whose polar decompos比ionis T = UITI. 

1. • Introduction 

This repor七isbased on出efollowing preprint: 

M.Yanagida， Some α'1Jplicαtions of 1¥αnαhashi 's result on the best possibility of Furuta inequality， 
to appear in Mathematical Inequalities加 dApplic剖ions.

A capital letter means a bounded linear operator on a complex Hilber七spaceH. An operator T is said 

to be posi七ive(denoted by Tど0)if(Tx，x)三ofor all x E H and also an operator T is said to be s釘ictly
positive (denoted by T > 0)証Tis positive and invertible. The following Theorem A is an extension of 
the celebrated Lowner-Heinz theorem: A三B三oensures A'"三Bα forany αE [0，1]. 

Theorem A (Furu砧 inequality[8]). 
p 

1f A 2:: B三0，then for eαch r 2:: 0， 

(i) (BをAPBを)まど (B;;BPB号)~

αnd 

(益 (AをAPAを)~と (A;;BPAを)~

hold for p三Oαnd q三1with (1十r)qミp十T・
(0， 

FIGURE 1 

We remark that Theorem A yields Lowner-Heinz theorem when we puもr= 0 in (i) or (ii) s組，tedabove. 
Alternative proofs of Theorem A are given in問 and[13]， and also an elementarγone-page proof in問.
Associated with Theorem A， T，加ahashi[14] shows the following result. 

Theorem B ([14]). Let p > 0， q > 0 α nd r > O. ~σfO<q く1 0町r(ρ1 十Tけ)q<p 十T円1tめh巴T問t巴印仰xis必tpoωsz悩ti叩 α n 
t加mωv叩ler付ti幼ble巴operaαtωor，問'sA αnd B on 1麗尽2such t.抗hα叫tA:主三 B >0 α7ηld 

(1.1) Aヰ工芝(AをBPAを)i

Theorem B states th品位ledomain of the parameters p， q and r in Theorem A is the bes七possiblefor 
the inequalities (i) and (ii) under the assumption A之B之O.We remark th剖 invertibilityof A and B are 

not mentioned in [14] but it is obvious by scr凶inizi珂 theproof of Theorem B in [14]. 

For positive and invertible operators A凱 dB， chωtic order is defined by log Aど10gB.Chωもicorder 
is weaker than usual order AとBsince log t is an operator monotone function. Ando [2] shows that 

logA三logB if and only if AP 三 (A号 BPA~)を for all pどO.As a generalization of this resulも， the following 
characteriz叫ionof chaotic order is given by using Theorem A. 

-1-



Theorem C' ([4][5][1司).For positiveαnd invertible operators A and B， log A三logBifαndonlyザ

(1.2) AT三(AをBPAを)詩宇

holds forαIIp 三Oαndr三O.

For positive operators A and B， we consider an order AcI ;::: BcI for 8 > O. By Lowner-Heinz theorem， 
AcI1 ;::: BcIl implies Ad2 ;::: Bd2 for 81三82> O. And we remark th剖 theorder Ad ;::: Bd coincides with usual 
order A ;::: B in case 8口 1，and approaches chaοticorder log A三10gB出 letting8→+0. The following 
resulもisobtained by applying Theorem Aもoposiもiveoperators A and B which satisfy A d ;::: BcI for 8 > O. 

Theorem D ([6][7]). For positive operators A and B， A"どB"for a fixed 8 > 0ザαndonlyザ

A守主主 (A;;BPAを)t

holds for all pど0，r之Oαnd qど1with (8 + r)q三p+r.

Theorem D can be considered as a connection with Theorem A and Theorem C' via出eorder AcI > BcI 

since Theorem C' can be rewritten邸 follows.

Theorem C. For positive and invertible operators A αnd B， logA;::: 10gBザαndonlyザ

A守主主 (AをBPA号)t

holds forαIIp さoand r ;::: 0 with rqどp十r.

Figure 2 [7] shows the domains of出ep紅 ametersp， q 
旦土工 r 

加 dr on which the inequality A q ど(AをBPAき)qholds 

under the assumptions A三B，A"三BcIfor 8 E (0，1) and 
log A ;::: log B， respectively. We remark that the domain 
drawn for p， q and r加 Figure2 gets smaller剖七heorder 
gets weaker. 

-r 

FIGURE 2 

On the other hand，加 oper剖orT is said to be p-hyponormal. for p > 0 if (T*T)P三(TTつPand an 
operator T is said to be log-hyponormal if T is invertible and logT*T三logTTへp-hyponormalandlog“ 

hyponormal operators are defined as extensions of hyponormal one， i.e.， T*T ~三 TT掌. It is easily obtained 

that every p-hyponormal operator is q-hyponormal for p > q > 0 by Lowner-Heinz theorem， and every 
p-hyponormal operator is log-hyponormal since log t is an operator monotone function. 

Let T be a p-hyponormal operator whose polar decomposition is T = UITI. Aluthge [1] i凶roducedthe 

oper杭or'I' = I引きUITIt， which is called Aluthge transform剖ion，and also showed the following result by 
applying Theorem A. 

Theorem E ([1]). Let T = UITI be the polar decomposition o.ザfαp.閑-み.明.h句U仰'Porηwrmαalo叩'pe町Tα-ato町rforO < p < 1αn 
U be 1包4肌ni必tαryμ.Then the following αssertions hold: 

(i) 'I'口ITltulTIをお (p+t)ゐyponormalザO<p<j
(ii) 'I' = ITltulTIをishyponormalザt5p <1. 
As a natural generalization of Aluthge transformation， the operator 1'，り口 ITISUITltfor 8 > 0 and t > 0 
can be considered. The following Theorem F on Ts，t is a generalization of Theorem E on T. 

Theorem F ([11][12][17]). Let T = UITI be the polar decomposition ofαp-hyponormal operator for p > O. 
Then the following assertions hold: 

(i)九t= ITlsUITlt is位型炉Lhyponormalfor s > 0 and t > 0 such that m叫が}三p.
(ii) 'I's，t口ITISUjTltis hyponormal for s > 0 and t > 0 such thαtp三max{s，t}.

円
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We remark出品 TheoremF yie1ds Theorem E when putting s =t =! and the proof of [11] is cited 
under the condition N(T) = N(T*). As a parallel result to Theorem F for log-hyponormal operators， the 
following Theorem G is given in [16]. 

Theorem G ([16]). Let T = UITI be the p戸ol“αrdecomposition 0，ザfα lo叩Ig-h旬yponormaαalo叩'peraαtωorれ. Then Ts，t口
ITlsUITltis可評Lhyponormalfor s > 0 and t > O. 

Weremark出品TheoremG is a parallel result to Theorem F. In fact， Theorem G corresponds七o出ecase
p→十oof Theorem F since p-hyponormality of T (i.e.， (T*T)P主(TT*)P)approaches log-hyponormality 
of T (i.e・，10gT寸守主 logTT*)部 p→+0. 

In七hispaper， we shall show some applications of Theorem B which states the best possibility of Theorem 
A. In fact， we shall discuss the best possibilities of some applications of Theorem A. 
Firstly， we shall discuss a characterization of chaotic order. In fact， we shal1 prove the best possibilities 
of Theorem D and Theorem C， which are parallel results to Theorem B. 
Secondly， we shall discuss generalized Aluthge transformation for p-hyponormal operators and 10g-
hyponormal operators. In fact， we shall prove the best possibilities of Theorem F and Theorem G by using 
the best possibilities of Theorem D and Theorem C， respective1y. 

2. On a characterization of chaotic order 

We show the following Theorem 1 and Theorem 2， which state the best possibilities of Theorem D and 
Theorem C， respective1y. We remark th剖 thefact of Theorem 1 was pointed ou七in[15]. 

Theorem 1. Let p > 0， q> 0， r > 0 and 6 > O. 1f 0 < q < 1 or (6 + r)q < p + r， there exist positive and 
inveTtible operators Aαnd B on JR2 such that A<Iど B<Iand 

(1.1) A呼工芝 (AをBPAを)i

Theorem 2. Let p > 0， q > 0 and r > O. 1f rq < p + r， there exist positive and invertible op巴ratorsA 
αnd B on JR2 such that 10g A三10gBαnd

(1.1) AE.す!:~ (AをBPA宮)i

We remark that Theorem 1 and Theorem 2 are parallel resu1ts to Theorem B. We a1so remark that 

Theorem 2 can be rewritten in the following form. 

Theorem 2'・Letp > 0 and r > O. 1f α> 1， there exist positive and invertible operators A αnd B on JR2 
such that 10g Aと10gBαnd

(2.1) AT日ど (AをBPAi)品

Theorem 2' states that the ouもsideexponents on both sides of (1.2) in Theorem C' are the bes七possib1e.

Proof of Theorem 1. Assume 0 < q < 1 or (6十 r)q< p十T・PutPl口 5>Oand T1口 i> 0，七hen
(6十r)q< p 十ris equivale前七o(1十rdq< Pl十rl.By Theorem B，もhereexis七positiveand inve凶ib1e
operators Al and Bl such七haもんど Bl> 0 and 

(2.2) 
.U::!:.C.L守 p 号 1
Al q ど (A~2Bi1 A?-) q. 

Here we p凶 A口 Aj>OaMBzBf>o，thenA1口 A<Iand B1 = B<I， SO伽，tA1三Blis問uival側七o
d三B<Iand (2.2) is equiva1ent to the following (1.1): 

(1.1) Aヰ工芝 (A号BPA号)t，

therefore A and B satisfy both A <Iど B<Iand (1.1). Hence the proof of Theorem 1 is comp1ete. 口

-3-



Proof ofTheorem 2. Assume吋 <p+r・Since0 <午-r，伽 reexists a o > 0蹴 hthat 0 < o <午 -r，
thatis， (o+r)q<p+r・ByTheorem 1， there exist positive and invertib1e operators A a:nd B such th叫
Ad > Bd胡 d

(1.1) Aヰ工芝 (AをBPAを)i

Ad三Bdensures 10g A :2: 10g B since 10g t is operator monotone， so that A and B satisfy bo七h10gA :2: 10gB 
and (1.1). Hence the proof of Theorem 2 is comp1ete. 口

3. On generalized Aluthge transformation 

By using Theorem 1 and Theorem 2 in the previous section， we show the best possibility of Theorem F 
and Theorem G， respective1y. 

Theorem 3. Let p > 0， s > 0 and t > O. And let Tロ UITIbe the polar decomposition of T. Then the 
following assertions hold: 

(i) 1n cαse m叫が}三 p，ザα>仕明ド1，there exists a p幽hyp仰 mα1叩eratorT such thatえ，t口
ITI8UITlt is not αゐyponormαl.

(ii) 1n case pさmax{s，t}， ifα> 1， there existsαpゐyponormaloperator T such thatえ，t口 ITI8UITltis 
not αゐyponormal.

Theorem 4. Let s > 0 and t > O. 1fれα> 吟炉iF幼伽ε例T陀'eexzs耐tお耐st抑tおsαμl砂 h匂hypon附Z
1九九〉L，t 口 ITη18U川IT引Itiぬsnot α 個ゐhy仰pon仰ormαal， ~ 品ere T = UITI is the polar decomposition of T. 

In order to prove Theorem 3 and Theorem 4， we prepare the following 1emma. 

Lemma 1. For positi開叩eratorsA αnd B on a Hilbe付 spaceH， define th巴operatorT on EÐ~一∞ Hαs
folloω18: 

(3.1) 一一T
 

nu 

o
A
 

回
ぷ

o
J
U
 

O
J
U
 

ωhere口showsthe place 0.μhe (0，0) matrix的問nt.Then the followingα限付ionshold: 
(i) T is pゐyponormalfor p > 0ザαndonly if APさBP.

(ii) T is log帽hyponormalザαndonly if A and B α陀 zr附 rtibleand 10g Aと10gB.

Furthermore， define 'I's，t ='ITlsUITlt for s > 0 αndt> 0 wh巴reT = UITI is the polαr decomposition of T. 
Then the followingαssertion holds: 

(iii)九，t口 ITISUITltisα-hyponormal forα>0ザαndonlyザboth

(BをA8Bt)日之 B(8付)臼

αnd 

A(S+t)自主 (AをBtAき)白

hold. 

Lemma 1 can be proved by easy calculation， so that we omit to discribe the proof of Lemma 1. 

-4-



Proof of Theorem 3. In the process of the proof of (i)， we divide七hecase (i) into (i吋 and(凶)as follows. 

(i-a)伽 et ~ s > 0 and t = max{が}三 p>O. Assume α>丘型炉=緊・ PU色ht>O阻 d
8 =p > 0，もhen(8十s)q< t十s.By Theorem 1， there exist positive opera七orsA and B on a Hilbert space 
H such出品 Ad> Bd and 

(3.2) A午ど (Aきがが)i

Since q =士加d8口 p，Adどが isequivalenももoAP三BPand (3.2) is equivalent to 
A(S付)日ど (AきBtAき)臼.

Here we define七heoper品orT on ED之ー∞H 部 (3.1)in Lemma 1. Then T is p-hyponorn叫 and九，tis no七
αωhyponormal by (i)加 d(iii) of Lemma 1. 

(凶)Case s ~ t > 0 and s = m蹴 {υ}~ p > O. Assume α>丘型炉1=出.Put q ~ > 0 and 
8 = p > 0，出en(8十 t)q< s十 t.By Theorem 1，七hereexist positive and invertible operators A1 and B1 
on a Hilbert space H such th品 Ai三Bfand 

(3.3) 
旦土.!.

A1 q ど(AiBîAf)~. 

PutA=Bi1 andB口 Al1，then AfとBfis equivalent to A d三Bdand (3.3) is equivalent to the following 
(3.4): 

(3.4) (BtAs Bt)まどB乎.

Since q 口~ and 8 = p， AdどBdis equivalent to AP三BPand (3.4) is equivale凶も0

(BをASBを)日ど B(s+t)白.

Here we defineぬeoperator T on ED二一∞H出 (3.1)in Lemma 1， then T is p-hyponormal and Ts，t is noも
仕 hyponormalby (i)加 d(iii) of Lemma 1. 

(込)Case p之max{s，t}， i.e.， p主s> 0 and pどt> O. Assume α> 1. Put q = ~ > 0 and 8同 p>0， then 
o < q < 1. By Theorem 1， there exist posi七iveoperators A and B on a Hilbert space H such 出品Ad~Bð 
叩 d

(3.5) A7ど(AきBtAき)t.

Since q = ~ and 8口 p，Ad三Bdis equivalent七oAP三BPand (3.5) is equivale副知

A(叶 t)臼ど (AtBtAき)日.

Here we define the operator T on ED ~二一∞ H 加 (3.1) in Lemma 1. Then T is p-hyponormal and 'I's，t is not 
砕 hyponormalby (i) and (iii) of Lemma 1. 

Consequent1y七heproof of Theorem 3 is comp1eもe. 口

Proof of Theorem 4. 

(a) Case t之s> O. Assume α>回路!!l=出.Put q = ~ > 0， then sq < t + s. By Theorem 2， there 
exist positive and invertible operators A and B on a HilberもspaceH suchもhatlogA三10gB叩 d

(3.6) A午ど (AtBtAき)i

Since q口 ι(3.6)is equiva1ent to 

A(S+t)臼ど (AtBtAを)日.

Here we define the oper抗orT on EÐ~二一∞ H 出 (3.1) in Lemma 1， then T is log-hyponormal and 'I's，t is 
not α-hyponorn叫 by(ii) and (iii) of Lemma 1. 

p
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(b) C出 es 2': t > O. Assume α>出需品出品.Put q =ま>0， then tq < s十 t.By Theorem2，伽re
e対抗 positiveand invertible operators A1釦 dB1 on a Hilbert space H such that log A1三logB1叩 d

主誌 を い~.~ ~q ど (AlBîAlF.

Put Aコ=B1
1 and B = A11，七henlogAlどlogB1 is equivalent to log A三logB and (3.7) is equivalent to 

the following (3.7): 

(3.8) (BをASM)tどB乎.

Since q = ~， (3.8) is equivalent to 
(BをASBを)日ど B(s+t)日.

Here we define the operator T on EB二一∞H 回 (3.1)in Lemma 1，出enT is log-hyponormal and え，tis 
not α幽hyponormalby (ii) and (iii) of Lemma 1. 

Consequently the proof of Theorem 4 is complete. 
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Equivalence relation between an order preserving 
operator inequality and related operator functions 

Masatoshi Ito， Masashi Hashimo七oand Takayuki Furuta 
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Abstract 

This report is based on the following two papers: 

[FH号 T.Fur凶a，M.Hashimoto and M.Ito， Equivalence relation betωeen generalized 
Furutαinequαlityαnd relαted operator functions， Scientiae Mathematicae， 1 
(1998)， 257-259. 

[F] T.Furuta， Simplified proof ofαn order preserving operator ineq叩 lity，Proc. 
Japan. Acad.， 74 (1998)， 114. 
In this paper， we shall show equivalence relation between an order preserving 
operator inequality and related operator functions. 

1 Introduction 

第1章から第3章は[FHI]に基づいている。

ここではヒノレベルト空間H上の有界線形作用素について考える。以下、単に作用素と
呼ぶことにする。その中でも特にpositiveな作用素について考えるが、ここで作用素Tが

positiveであるとはpositivedefini旬、即ち (Tx，x) 2:: 0 for all x巴H と定義し、 TどOと
表す。また、 Tがpositiveかつmver七ibleであるとき、 Tはstrictlypositiveであるといい、

T >0と表す。 positiveoperatorの)1領序を保存する不等式として有名なLowner-Heinzの定
理:Aどβどoensures A臼三 B臼forαnyαE[0，1]があるが、 α>1の時は必ずしも成立
しないので、応用上不便であった。そこで応用上使利なように次の定理が確立された。

p 

Theorem F ([4]). 

/f A 2:: B 2:: 0， then for eαch rど0，

(i) (B~AP B~)~ 三 (B~BP B~)~ 

αnd 

(ii) (Ai AP A~)~ 三 (A~BP A~)t 

holdfor pさ0αndq三1with (1 +ァ)q三p十r. (1，0) 

FIGURE 
、 (0，…r) 

Theorem Fの(i)または(ii)においてr=Oとおくことにより LowneトHeinzの定理が得ら
れる。 TheoremFの別証明は [2][11]で与えられており、また [5]ではone-pageproofが与
えられている。また、 TheoremFのパラメータ p，q，rの範屈を示したのが上図であるが、
この領域はbestpossibleであることが [12]で示された。

Theorem Fの拡張として [6]で次のTheoremGが確立された。

7-



Theorem G ([6]). lf AどB三owith A > 0， then for eαch t ε[0，1]αndp主1，

Fp，t(A， B， r， s) = Aす{A~(A手BPAザ)SAf}d弓昔下Aザ

is decreαsing for r三tand s三1，and Fp，t(A， A， r， s)三F幻(A，B，r，s)，that is， for eαch 
t E [0ヲ1]α吋 pど1，

(*) Al-t竹之 {A~(AずBPA手YA~}ぜ弓昔F

holds for any s ど1and rどt.

Ando-Hiaiによる山ではlogmajorizationに関する主定理と共に、それと同値な作用素不
等式として次もまた紹介されている:

lf A ~三 B どowith A > 0， then 

Ar 三 {A~(A手BPA弓LYAfH

holds forαny pど1αndr三1.

Theorem GはAndo-Hiaiによる上の不等式と TheoremF告身をinterpolateするものであ
る。 Th問問Gの別証明は[3]で示品、作用素不等式(*)における左辺の指数針先が
best possibleであることが [13]で示された。最近、 TheoremGの拡張として [7]で次の結
果が紹介された。

Theorem H ([7]). Let AどB三owith A > O. 
max{q，t}， 

For eαch t E [0，1]， qど0αndp三

Gp，q，t(A，B，r，s) = A子{A~(AザBPAザtA~}両tAザ

is decreαsing for r > t αnd s ど1.

Theorem Hの簡単な証明は[8]、[9]で示され、また更なる発展が [10]で示された。

2 Result 

今回、我々はTheoremG、TheoremHに関連して次の結果を得ることができた。

Theorem 1. The following statements hold αnd follow from each other. 

(i) lf A?  B三owith A > 0， then for eαchtE[O，l]αndp三1，
Al-t十T ど {A~(AザBPAずtA~同部長 holdsforαny s三1αndrどt.

(ii) lf AどBどowith A > 0， then for eαch 1どqどt主Oαndpどq，
A山T ど {A~(AザBPA子 )5A~}両普r holds for αny s三1and rどt.

(iii) lf A三Bどowith A > 0， then for eαch t ε[0，1]αndpど1，

九，t{A，B， r， s) 口 Aザ{A~(AずBPAザ)SAE}d弓昔rA子
is decreαsing for r主tαnd s > 1. 

-8-'-



(iv) /f A三B三owith A > O} then for eαch t E [0，1L qどoand pど丸
Gp，q，t(A， B， r， s)ロ A-;r {A~(A手BPA子 )5A~ }1:'場 Aす
is decreαsing for r三tαnd s三1such thαt (p -t)sどq-t. 

0)， (iii)はTheoremGとして、 (ii)，(iv)はTheorem証及びその拡張としてそれぞれ既
に得られている。また、 (ii)，(iv)は、今まで(i)， (iii)の拡張という克方をされ、それぞれ
別々に誕明されてきた。しかし、実は(i)から (iv)は全て互いに導きあえる、つまり(i)か
ら(iv)のどれかひとつさえわかれば、他を示すのに複雑な証明を経なくても良い、という
ことをTheorem1は意味している。そこで、本文中では(ii)のsimplifiedproofを併せて
紹介する。

以下の誌明中、次の揚題が重要になる。

Lemma F ([6]). Let A > 0αnd B be αnzn附・tibleoperator. Then 

(BAB*)λ= BAt(AtB* BAt)入ーlAtB*

holds forαny reαl numberλ 

3 Proof of Theorem 1 

Bがinvertibleであると仮定しても一般性は失われない。 (i)から (iv)の関係を (iv)→
(iii)→(i)→(ii)→(iv)のjI撰に示していく。

Proof of (iv)吟 (iii). 
(iv)でq口 1と置き、 p三1とすると (iii)を得る。

Proof of (iii) =キ (i).
(iii)において、関数値と最大値を比べることにより次の不等式を得る:

For each t E [0，1] and pど1，

Fp，t(A， B， r， s)三Fp，t(A，B， t， 1) 

holds for any r ~ t anQ. s ど1.

=A子BA子

< Al-t 

(3.1) の両イ期から A~ を掛けることにより (i) が得られる。

Proof of (i)当 (ii).

by A どB

(3.1) 

q 巴 [0 ， 1] だから A~B~O に Löwner-Heinz theoremを適用すると Aq三Bqが成り立つ。
(i)において、 A1= Aq， B1 = Bq， t1ロ jι[O，l]， Pl = ~ど 1 ， rl口 iどちと置き換えるこ
とにより、それぞれ

Ai叶 rl= A刊 T?A?=A5?Aア=A手?Bf12BP
となり、右辺の外側の指数は

1 t1十円 q-t十T

(p -t)s十T

~9-



と変形でき、次の(3.2)を得る。
For each 1 どq三t~ 0 and p 三q，

Aq一件γ ど {A~(A手BPAヂ )SA~}<芦計わ

holds for any 'r三tand 8 三1.
つまり (i)から (ii)を得ることができたo

ProoJ OJ (ii)吟 (iv).
(ii)においてD=A子BPAザヲ q口 tと援くと次の(3.3)を得るo
FOT each t ε[0，1] and pどh

(3.2) 

Ar三(A吉DSAf)(p-市有 (3.3) 

holds for any 'r三tand8 ど1.
(3.3)はLemmaFにより次の (3.4)と同値である。

DS三(D'2ArD'2)指先.

(3.3)と(3.4)にLowner-Heinz theoremを適用すると、

(3.4) 

AU三(A宝DSA~)(p-市字下 for 'rどU 三0，

(DtAr Dt)昔掃とさ D山 for 8芝山之 O

(3.5) 

(3.6) 

の2式が得られる。

ここで、 Gp，q，t(A，B， 'r， 8)が'r， 8に関してそれぞれ単調減少であることを示したいのだが、

Gp，q，t(A，B，'r，8) A子(A~DS A~)両td
= A子J(8)A子
ーが(DtArDげま掛!Dt by Lemma F 
= Dtg('r)Dt 

と審き換えておく。ここで、

j(8) = (A吉DSA吉)両t
g('r) 口 (D~ArDt/l若者詳i

とする。以下J(8)，g(けがそれぞれ'r， Sに関して単調減少であることを示す。
(a) Proof of decreasing for sど1such that (p -t)sどq-t. 

J(s) 口 (A~DSA~)(芦恭わ
酬 酬 fpーの(.+柑)+r_ q-t+r 

一 {(AをDSAを)ー肝心~}(p-引山J+r for s三ω三O
r_5 ，， _S  _s.. ---..!..Eニ~_s .r，-----..!1.-t+r {A切言(D言ArD言)(p--t)s+rD言A吉}<P=m山J+r by Lemma F 

> (A~DtD叫DtA~) おJ+r
前酬 α-t+r

= (AをDS+山A主)iPーり(s刊J+r
= J(s十切).
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なぜなら (ii)の条件より (p一石ZL)竹 E[0， 1Jだから Lown昨最後の不等式は(3.6)によるo

Heinz theoremより成り立つ。
よってGp;q;t(A，B，r，s)= Aすf(s)Aすは(p-t)sどq-tであるような Sさlについて単
調減少である。

(b) Proof of decreasing for rどt.

for r > u> 0 
by Lemma F 

(D~Ar DI)旦ま結宇
{(D~Ar DI)切知子}伝活討を
{DfAf(AfDSAf)F加古AfDI}伊記官告

(D吉A"2AUA吉D言)伝記計f
(DIAr十也DI)伊話料f
g(r十u).

> 

g(r) 

最後の不等式は(3.5)による。なぜなら (ii)の条件より抗措ε[-1，0]だから Lowner叩
Heinz theoremと両辺のmverseを取ることにより成り立つo

よってGp，q，i(A，B，r，s)= D宝g(r)D~ は T ど t について単調減少である。
(a)， (b)によりかりから (iv)が得られた。
以上より Theorem1は証明された。

Simplified proof of (ii) 

第4章は[F]に基づいている。

まず初めに次の(4.1)、つまり T口 tの場合を証明するo

IfA 三B2:: 0 with A> 0， then 

4 

( 4.1) 

また Lowner-Heinz theoremより

Aq三{At(AずBPAhsAt}FhR

holds for 1 どq2:: t 2:: 0， pどqand s 2:: 1. 
2三s三1の場合、条件より S-LIE4z平tE [0，1]、
At三Bt.・・(**)だから次が成り立つ。

by Lemma F 

by (料)

{At(AずBPA手yAt}(p-おz

{B~(B~A-t B~y-1 B~}(p-恥杭

{B~(B~ B-t B~)吋B~} (p士号3亨T
Bq < Aq に A1

< 

B1 

(4.2) 

for 1三q三tどO，p三qand 2 > s > 1. 
ここでA1どB1ど0に対して(4.2)を適用すると、

A1qlど{Aグ(A1千B1PlA1乎ylA1号p日:;刊 (4.3) 

holds for 1 三恒三t1~三 0 ，P1 2:: q1 and 2どSl2:: 1. 
(4.3)で1=由主 t1寸三 0，P1口 q 三q1= 1と置き、 AllB1を元に庚すと次のよ
うになる。

(4.4) Aq三{At(A手BPA手)日1At}FポポT

ta--
1
ょ



(4.1)は全ての Sど1で成立す

吋

A2 = Aq， B2 = {A言(AずBPAずYA"2}<p-t)s+t

(4.1)より A2三B2ど0を満たすので、 TheoremFにより

holds for.1三q'2tど0，p '2 q and 4 '2 SSlど1.
以下(4.2)から(4.4)を導いた手I1慶を繰り遮すことにより、
る。

ここで、

とすると、

(4.5) 
F 内 l+ro

A21+r2三(A2すB2P2A〆)前方

A2， B2を充に戻すと、'r2ニ E71Mと置き、
holds for P2ど1and 'r2 ~と O.
最後に (4.5)でP2口 K PN，
for each 1 '2 q どtどoand P '2 q， 

Aqー州・ど {A~(AザBPAザ )sA~}ポ味わ

holds for any 'r主tand S ど1.
よって (ii)が証明された。
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SI永t1ULTANEOUSEXTENSIONS OF SELBERG 

INEQUALITY AND HEINZ-KATO司、URUTAINEQUALITY 

MASATOSHI FUJII 

O. Introduction. 
Throughout this note， an operator means a bounded linear one acting on a Hilbert space. 
An oper叫orA is positive， denoted by A三0，if (Ax，x)さofor all x E H. We fi駈rs“も citet出he
Hei出ir凶駒K乱叫七o-Fun

The Heinz-嶋Katωo-Fu汀ru凶1比tainequality. Let A and B be positive operators on H. 1f αη 
operator T on H satisfies T*T ::::; A2αndTTネ::::;B2， then 

(1) I(TITI臼+β-lX，y)1 ::::; IIA由xllllBβyll

forαIIα，sε[0，1] withα十Fさ1αηdx，yE H. 

Based on (1)， we h乱.vethe 
generalized Schwarz inequality. Let T口 UITIbe古11epolar decomposition of an operator T 
on H in the below. 

Theorem A. Let T be an operator on H αndOヂYE H. For z E H satisfyi吋 TITI白+β-lZ
#0 αば (TITI日+β-lZ，y) = 0， 

+βL. ..¥12 ， I(ITI
2Q
x， z)12(IT*12sy， Y) ョ M

(2) I(TITI叶 P-1X，y)1十 円削1')向、 三(lT12白鳥ぉ)(IT*12{:1y，y) 

forαIIαJ三owithα+β 三1αndxεH. 
We here remark that Lin's t.heorem is just the case α+β 口 1in Theorem A. As a 
consequence， we have the following improvement of七heHeinz-Kato司Furutainequality via 
the Lowner-Heinz inequality， i.e.， A三B三oimplies A由主 B白 forαε[0，ヱ]:
Theorem B. Let Aαnd B be positive operators on H. 1f αη operator T. on H satisfies 
T*T::::; A2αnd TT* ::::; B2， theη 

。+β-1-..¥12 ， 1(IT12白 x，z)l2(ITアβy，y) β
(3) I(TITIQ+P-1X， Y)I~ + IW  1 .~Iml')向一 、 壬IIA白xl1211Bβyll

for allα，βE  [0，1] withα+β 三 1αηdx，y，z εH such that TITI白+β-lZ# 0 αnd 
(TITI日+βー 1z，y)口 O.

On the other hand， K由 o[6] informed us of the Selberg inequality which is a generaliza-
tion of the Bessel inequalit.y: For given nonzero vectors Zl， . .. ，Zn E H， 

(4) <一山一一
ヤ
ム
ー
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holds for all x εH. 
In this note， we first point outもhatthe Selberg inequality (4) is refined回 follows:If 
(y， Zi) = 0 for given {zふ then

ゃ I(X，Zi)j2
l(y，x)12 + )， ~'~;~'J1 ¥lllyl12 :::; IIxl1211yl12 ケLjl(Zi，Zj)1

(5) 

holds for all x. Though七herefinement (5) is motivated by Theorem A， it gives us further 
extensions of Theorem A， precisely a simultaneous extension of Selberg and Heinz-Kato-
Furuta inequalities. We moreover consider its genera1izations via the Furuta inequality. 
This is a joint work with R.Nakamoto. 

1. Preliminary. For the sake of convenience， we first give a proof of Theorem A: 

Proof of Theorem A. We onlyuse the positivity of七heGram matrix 

G=  G(UITI白鳥ITγy，UITI白z).

Noting that 

(IT*Isy， UITI""z)口 (y，IT本|βUITI""z)= (y，TITI""-lβ-lZ) = 0 

by the assumption， we have 

、1E
t
a
f
-
-
/

、、E
S
J
Z
 

白

T

ρ

1

 

1
ノ

Z

J
'
n
u
四

i

~
m
 

T

i

 

U
 
、lJUU 
Qμ i
i
e
2
 

本

2

3

8

i

T
M
 

ーパ
β

)

Z

キ

{

「
T
T
出
U
 

，sz
竜、

*
 

*

i

!

 

川
U
'
Z
，

β

ド
1

2
1
1
1円
i

l
l
-
一本

y
i

叶
T

ぺ

白

i
パ
E

間
同
町
l
m
n
 

川
町

d
E
E
-
-

，，a
E

、

f
I
I
I
l
‘I
¥
 

一一G
 

Since ITI""zヂ0，we have 

+β1_ ..¥12 ， 1(lT12日x，z)j2(1T本12βy，y) 空 日
I(TITI叶 P-lx，y)1十 fIml?̂ ， 、壬 (ITI2白 x，x)(IT*1叩 y，y). 

Next we cite the Furuta inequality， [2] and [3] for a one-page proof: 

The Furuta inequality. 1f A ~三 β 2: 0， then 
for eαch r三0，

p (1+2r)q=p十2r
(BT AP BT)l/qど(BTBP BT)l/q 

(*) (1 +2r)q三p+2r.

q 

holds for p 2: 0 αnd q 2: 1 with 

Figure 
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2. Refinements of Selberg inequality. 

We begin with the proof of (5)， which is done along with Fun印 'sway [4]: 

Lemma 1. If (y， Zi) = 0 fo1' given nonze1'o叩 ctoysfzi;11131 ・，n}，then 

(5) 

holds fo1' α11 x. 

P1'oof. We put 

Then we have 

2 や |(x，zi)1222
I(x， y)l:l十): ~\~;-'/I ¥llIyll:l ~ IIxll:lllyll 
ケI:jI(Zi， Zj)1 

=x一平23(ZL)iztzz一平Zi

lIul12口 Ilx-乞α内 112

壬IIxl1
2
-2Re 2:ai(X， Zi) + 2二{Iαil2乞1(ω 

2 て~ 1(X，ZiW 
= IIxll:l-) : 

兵.JI:j I(Zi，Zj)l' 

Hence it follows七hat

ゃ I(x，Zi)12 
Ily112{llx112 _ ~ ~\.~;，ot Jl ¥I}三IIyll2111LII勺 I(y，吋12
ケむ I(Zi，Zj)1
て~ (X， Zi ¥12 空

中 |(u，z-〉;zi)izzj(1jJ;)iz. 
LJZj|(zjA)i 

Now Furu七ashowed the following extension of the Selberg inequality: 
operator on H with the kernel I附 (T).For given {Zi} ct ker(T*)， 

ゃ I(Tx，Zi)12
〉;I1511jTi

白

xl1
2

ケI:jI(ITヂ(l-"')Zi，Zj)1 
(6) 

holds for all x E H and αε[0，1]. 
Thus we have a refinement of (6) by Lemma 1. 

3 

Let T be an 

Theorem 2. Let T = UITI be the polαl' decomposition ofαη opemto1' T on H， {Zi; i = 
1，2，・・・ ，n} ct ker(T本)αndαE [0，1]. If (UITI1-"'y， Zi) = 0101' all i， thei凡

(7) ゃ I(Tx，zi)12 
l川(IT町|白"'x，y)l2+>~ ヤ'" If川r川Ir庁rn.干"，刊~可も"泊‘

holds fo1' αII x E H. 
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4 

Theorem 3. Suppose thαt {Zi; i口 1，2，・・・ ， n} ct ker(T本)αnd a.，s三owithα+s三1?:
α-s. 1f (lT*1β+1一白y，Zi) = 0 for all i， theη 

(8) 
ゃ I(Tx，ziWIIIT* 1匂112 β

I(TITI叶 β-lx，y)12十〉1511iTrziFiliT*fuli2ケL:j1 (IT*12(1一日)Zi，Zj)1 

holds forαII x E H. 1n pαrticulαr，ザ(ITア(l-<>)y，Zi) = 0 forαε [0，1]， then 

(9) 
ゃ I(Tx，ziWIIIT*11-<>yIl2 

I(Tx，yW十デ :::;IIIT円 112111T*11-<>yI12 ケL:j1(IT*12(1一白)Zi，zj)1 

holds for all x E H. 

By a similar way to Lemma 1， we have an alternative simultaneous extension of Selberg 
and generalized Schwarz inequalities: 

Theorem 4. Suppose that {Zi; i = 1，2，・・・ 3η} ct ker(T) andαJ三ow'ithα+β 三1. 1f 
(TITI<>+β-lZi' y) = 0 for all i， then 

(10) 
β や 1(IT12白川WIIIT*Iβyl12 β 

I(TITI<>+s-1x，yW + )~三IIITI D: x Il 211IT本 I l1 yllケむ1(IT12aZi， Zj) 1 

holds for αII x E H. 

3. Refinements of Heinz-Kato-Furuta inequality. 

Corollary 5. Suppose thαtαJ三owithα十P主1?:α ーβandZi (j. ker(Tつsαtisfies
(ITつβ+l-<>y，Zi) = 0 for i = 1，・・・ ，n. 1f ITI2 :::; A2 αnd IT*12 :::; B2 fOT A，Bミ0，then 

(11) 
十s-1__.¥12 ゃ I(Tx，zi)1211IT* Isyl12β  

I(TITI日十p nu)| ÷〉: 511A~i121lBPuli ケL:jI(ITヂ(l-<>)Zi，Zj)1

holds forαII x E H. 1n partic1山r，if (IT* 12(1-<>)y， Zi) = 0 forαε [0，1]， then 

(12) ゃ I(Tx，zi)1211IT* 11-叩112/' 11 A<>... 112 11 nl 
I(Tx，yW+デ引IA<>:l:1I21IBl-<>yllケおI(ITポ(l-<>)Zi，Zj)1

holds forαII x E H. 

Corollary 6. Suppose thαtα，β?: 0 with α÷β 三1三α一βαndZi (j. ker(T) satisfies 
(TITI叶 β-1Zi> y)ここofor i口 1，2，・・・ ，n. 1f ITI2 :::; A2 αηd IT本12三B2for A，B三0，then 

(13) 
+βー1__.¥12 ゃ I(lTI2ax，zi)12111T中yll2 β

I(TITI叶 P ZJ)i+〉:silA白xll211Bsyll
ケ L:j I(ITI旬以j)1 

holds forαllx εH. 

To give further ex七ensionsof the Heinz-Kato-FUruta inequality， we apply the FUruta 
inequality [2] and [3]. 

内
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5 

Theorem γ. Let A and B be positive operato1's 0η H andTαn operato1' such thαtT*T S 
A2αndTTホ SB2. Then f01' each 1'， s;:::. 0 

(14) j(TjTj(1判明+(1+28)β-lx，yW十デi(Tx，Zi) j2(jT* j2(1ゆ )βy，y)
ケ E

j
(jTj2(ト由一2r<>)Zi， Zj) 

{l+2r)a C1 +2~)ß 

三((jTj2rA2pjTj2r)精子X，X)((jT*j2ザ qjTザ)弓閣ιy，y)

fo7'αII p， q三1，αJε [0，1]with (1十27')α+(1+2s)s三1三(1十27')ααndx，y，Zl，'" ，Zn E 
H s'U.ch thαt Zi ~ keベT*)αnd (jTつ(1+28)β+1ー(1+2r)<>y，Zi) = 0 f01' i = 1，・・・ ，n.

Simi1arly we have the following further extensions by Theorem 4: 

Theorem 8. Let A αnd B be positive operato1's on H αndT αn operato1' such that T*T S 
A2αndTTホ SB2. Then f01' eαch 7'， s 三O

(15) j(TjT削削T引吋|ド(1+山+ト-
ケ 5ε丸幻:五不j〆(何jT問jTj2叩!戸2(叫川白Ziわ川，Zj) 

内(1十2r)α (1十2.)β

三((jTj;<rA;<PjTj訂)す羽;:-x， x)((jT* j;<8 B勾 jTγ8)-q持γy，y)

f01'αII p， q三1，α，sE [0，1] with (1 + 27')α+ (1十 2s)s三1αnd x，y， Zl>・・.，Zn E H such 
that Zi ~ ke7'(T)αnd (TjTj(1+2r)白 +(1+2s)βーlZi，y) = 0 f01' i = 1，'" ，n. 
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Hanner type inequality with random coefficients 

Aoi HONDA， Yushiaki OKAZAKI(Kyushu Institute of Technology) 

and Yasuji TAKAHASHI(Okayama Prefectural University) 

Abstract 
Let 1 ::; p < ∞， a.ncl let (8，丸μ)be a， measUl'e spa.ce withμ(8) = 1 

a.ncl LPコ LP(S，L:，μ)・Thenorm of LP is given by 11:1:11 = (んい(8)IPdμ(s))i
Ha.nner proved the following inequa.lities. For・X1，X2 E 17¥ it holcls tha.t for 
1::;])::;2 

IIx1 + a:21Y'十IIx1-X2W三111:1:111+ 11:1:2IW + Illx111-Ila:21W' 

a.ncl for 2 ::; p <∞ 

IIx1十 X"2W十 Ilxl-X2W  ::; IIIx111 + IIx21W十 Illx111-llx2IW.
In our recent works， we extenclecl Ha.nller's inequa.lity to the rレelementin-
equalityasfollows. Let 01， 02，・・・ ，Onbe the independent symmetric real valuecl 
m 

EII剖I
P

三 EI会o，dlxdl for1 ::; p ::; 2， and 
n p 

土oill:l:illl引乞仇 < E for2さp<∞?
i=l i=l 

where E mea.ns the expecta.tion with respect to the clist出凶onof {ん}.1n 
this short note， we consicler the complex valued ra.ndom vω，'ia.bles {ん(w)}.
Wf? sha.ll give the ra.nge condition for {ん(ω)}which implies the a，bove in-
equa.lities. 

1 Introduction 

百a.nnerの不等式， Pavlovi己の不等式については以下の結果が得られている.

Ha，nnerの不等式([1]):l:1 ， ~?;2 E Lι1  S P S 2.とするとき次の不等式が成り立つ.

IIXl + x211P十IIXl-xzlIP三IlIxll1+ IIxzlW十IlIxdl-llx2IW.
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2'5:p<∞なら逆向きの不等式が成り立つ.

特にp口 lの場合はノルムの三角不等式と同等であり任意のノ jレム空間で成り立

つ.7J = 2なら等号成立.これを Ra.clerna.cher、列を使って次のようにあらわす事が
できる.

ε白1，ε臼2を独立な Rし{a.c1吋1，(吋仁じclem

、ag，J
1
i
 

ri--

、
(1 '5: ]Jさ2)EII会ε小

X1，X2 E Lも

Ha，nnerの不等式は次のように自然に.n要素に拡張できる.

n要素Ha.nnerの不等式([2，3])

(2) (1 '5: p '5: 2) Bbztil-HSGll町 IP
Xl， ;&2，・・・，:1.!'I1 εLs 

一方、 Ha.nnerの不等式の拡張としては、 Pa.vlovieの不等式がある.Ha.nner・の不等

式に複素数値の係数をつけたものであるが、この場合:1.:1，X2εLsでは必ずしも成
り立たず、 ;&1，;&2 E L誌となる.

Pa.vlovI己の不等式 ([5])

lI'Wl川十'W2X211P十 IIWl:l.:l- W2~l! 2 

(1 '5: ]Jざ2)

次にn要素Pavlovi己の不等式を示す.Hannerの不等式と開様に独立なRa.clema.cher

列を使って拡張している.

n要素Pa.vlovi己([4])

(4) (1 '5: p '5: 2) 日EIふliltiizi IF Elliン川町

i = 1，2，・・.，17.

(3)( 4)において町 ELsでは必ずしも成立しない.n要素Ha.nnerの不等式と n要
素 Pa.vlovieの不等式の係数を {εz叫}から一般の独立確率変数へ拡張したものが次

である.

{ん('W)}i~l :独立対称窓致盤確率変数列
:1.;1， :/':2，・・・，a:nE Lも

このとき次の不等式が成り立つ.

ujiξC，町巴 L主

(5) (1 '5: p '5: 2) ElishillpとEIさんlIa:.df

n
H
d
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{Oi(ω)}L:独立対称窒茎翠隼確率変数列
Xl，X2， ...， Xn E Lゑ

(6) (1 ~ p ~ 2) 
H

ゃ
ん
凶
E
 
>一

円ヤ
μ
凶

B
 

吟

上記 (1) から (6) は全て 2~p< ∞では逆向きの不等式となる. Pa.vlcn必不等式は

町巴 L~ では成立しない.ここでは成立するための条件について考察する.

Results 

]1=ヱ 2では常に等号が成立する.

Theorern 1 

的モ L~ ， {O'i(刈}i= 1を独立複素数値確率変数とする.ただし，E[Sd = 0ヲE[lOi12] < 
∞.このとき次が成り立つ.

2 

EII剖 l'= E I~OilIXilf 
Theorem 2 

{ム(刈};L1巴cn，:1::1， X2，・・・?立:nELLとし、集合iIを

、
.• 
E
E
E

、、r
s
'
a
E
，，，

作

λu

n
ゃ
ん
凶
B
 
<一
p
 p

向
叫ャ
μ
凶

B
 

H
 C
 
E
 

r
仏

為

円

円

九

円

v
f
j
i
 

iI 

このとき次の不等式が成り立つ.

(1 ~ p ~ 2) 

が成り立つ領域とする.

F

あ・nZM 

<一B
 
>一山fu

b
 
nZM 

B
 

Theorem 2をPavlovie不等式の形に直すと

'Wi E C，的 εLも;(町(t)，・・・ ，xn(t))εiIa.e 

(1 ~ p ~ 2) 、gg
k
r
l
i
j

p
 

m
L
 

H
U
 

F
C
 

n
ヤ
μ
M

E
 
<一

P
 

ω
 

cu 
nZM 

E
 
C
 

1

l

E

 

R

h

t

'

 

ω

九一

似

仇
v
f
j
l
 

iI 

n
ゃ
ん
同
<一E
 
>一ε

 

叫

Z
M
E
 

訪
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~n minimal Banach spaces 

Yasuji Takahashl 

Department of $ystem Engineering.ー OkayamaPrefectural University 

and 

Mikio Kato 

Department of Mathematics， Kyushu Institute of Technology 

Abstract. We cons1der a Banach space X which embedsinto any one of 

its infinite-dimensional subspaces. Such a space X is called minimal. 

It 1s shown that a non-reflexive Banach space X is minimal if and only 

if it is isomorphic to a subspace of co or .e 1. It is also shown that 
a minimal Banach. space X is isomorphic to a Hilbert space if and only 

if any quotient space of any subspace of X has the Gordon同 Lewis (GL)田

property. 

B efinitions and Preliminaries 

Let X be an infinite田 dimensional8anach space and X. be its dual. 

(1) X is mini盟主よ if it embeds into each of its subspaces. (Unless 

otherwise stated， a subspace means an infinite-dimensional closed lin申

ear subspace; the notion of minimality was introduced by Rosenthal.) 

In 1960， Pelczynski [PeJ showed that Co and spaces ..e p (l孟 p(∞}

are minimal. (For the other examples of minimalBanach spaces; see 

Casazza-Johnson-Tzafriri [CJTJ and Schlumprecht [ScJ.) It is easy to 

see that any minimal Banach space is separable; and all subspaces of 

minimal spaces are also minimal. 

(2) X is homogeneou， if it is isomorphic to each of its subspaces. 
。fcourse， any separable Hilbert space is hom~geneous ， and homogeneous 

Banach spaces are minimal. 

22-



H omogeneous Banach space (HBS) problem: Is any homogeneous Ban~ch 

space isomorphic to a Hilbert space 1 

This problem has fr~quently been cal1ed the Banach's HBS problem 

( c f. [B a] ， 19 3 2). 1 n 19 8 8， J 0 h n s 0 n 1 J 0 ] s h 0 w e d t h a t i f X a n d X. a r e ho m四

ogeneous and have the Gordon-Lewis (GL)四 property，then X is isomorphic 

tn M 2. Recal1 that X is called to have the GL-propert:t if any absol-

utely summing operator from X into L2 factors through some Ll-SpaCe. 

In 1995， Komorowski and Tomczak-Jaegermann [KT] showed that if X is 

homogeneous and has a subspace with an unconditional basis，then X is 

isomorphic to M 2・ Recently the HBS problem was solved in the positive 

by Gowers [GJ proving that any homogeneous 8anach space contains a 

subspace wlth an unconditional basis. It is also true that any mlnimal 

8anach space has a subspace with an unconditional basls， see IG1. 

Maln Results 

It Is easy to see that an infinlte-dlmenslonal Banach space X is 

isomorphic to a Hilbert space if and only if any separable subspace of 

X is isomorphic to M 2. Hence the positive answer to the H8S problem 

implies the following result. 

Theorem 1. Let X be a 8anach space such that al1 separable sub司

spaces are mutual1y isomorphic， then X is isomorphic to a Hilbert 

space. (X is not. necessarily separable.) 

Remark 1. Even up to this day no direct proof is known that if X is 

homogeneous， then X is uniformly isomorphic to al1 of its subspaces， 

that is， there is a constant C>O such that the Banach-Mazur distance 

d(X ， Y)~C for all subspaces Y; in this case we say that X and Yare 

c ・-Is 0 m 0 r p h 1 c • 

The followlng result is easily proved. 

Theorem 2. Let X be a 8anach space such that for each n and for all 

n巴 dimensionalsubspaces Y and Z of X， Y and Z are C田 isomorphic，where 

C>O is a constant. Then X is isomorphic to a llilbert space. 

Remark 2. If C = 1， then X is isometric to a Hilber.t space. 

-23-



A~ meritioned above，. any minimal Banach space has asubSpace with an 

unconditional basis. Hence， by a rerult of James [Ja]， we have 

Theorem 3. Let X be a non田 reflexiveBanach space. Then X is minimal 

if and onlyif it is isomorphic to a subspace of co or ~ 1・

lt is well-known that any subspace of ~ p (1孟 p;;;;; 2) has the GL.;. 

p r 0 p er t y a n d a n y q u 0 t i e n t s p a c e 0 f . c 0 0 r ~ q ( 2 :;;; q :;;;∞) has the GL・-

property. ln general， X has the GL四 propertyif and only if X. has it， 

and if X is of cotype 2 and has the GL-property， then any subspace of 

X and any quotient space of X. has the GL-property (cf. [Pi1]). In the 

fol1owing， we consider Banach spaces X such that any quo土ientspace of 

any subspace of X has the GL-property. 

Lemma 4 (Johnson [Jo]). If any subspace of X has the GL由 property，

then X is of weak cotype 2. 

Remark 3. lt is known that weak cotype 2 implies cotype q for al1 

q > 2， but the converse is false. For the details of cotype and weak 

cotype， see Pisier [Pi2]. 

Weak Hilbert spac e (cf. [Pi2]): X is called a weak Hilbert space if X 

and X. are of weak cotype 2 and X is of type p for some p > 1. 

Lemma 5. If any subspace of X and any quotient space of X.. have 

the GL由 property，then X is a weak Hilbert space. 

Lemma 6 (cf. [Jo]). Let X be a minimal Banach space. Then X is iso申

morphic to a Hilbert space if and only if it .is a weak Hilbert space. 

Theorem 7. Let X be a minimal Banach space. Then X is isomorphic 

to ~ 2 if and only if any quotient space of any subspace of X has the 

GL申 property.

The proof can be done by Theorem 2， Lemmas 5 and 6. 

Remark 4. Without the assumption of minimality， it can be shown 

tha主 ifX is reflexive and any quotient space of any subspace of~ 2 (X) 

has the GL田 property，then X is isomorphic to a Hilbert space. It is 

known that if any quotient space of any subspace of a z(X) has a basis 
then X is isomorphic to ~ 2 (cf. [MT]) . It seems to .be unknown that 

if any quotient space of any subspace of~ 2(X) has the approximation 

property， is X isomorphic to a Hilbert space ? 
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EXTRAPOLATION THEOREM ON  LORENTZ SPACES 

TAKUYA SOBUKAWA (曽布川拓塩)

Ok句ramaUniversity (岡山大学教育学部)

Abstr，αct. おxtrapolationtheory was cons七ructedby B.Jawer屯hand M. Milman 
(lJM])七otrea七ZygロlUndclass L lot" L槌七he"limit c幽e"of the [.おa拙i口凶I
1n七抗出hepresen七p正ape創r‘， we shall investigate出e“limit"p¥、仰と 1or， mo1'e gene1'ally， 
such "limit c拙 e"on Lo1'entz spaces. 

1. lntroduction and Results. 
関数空間における補外理論は，次のYanoの定理がその出発点である.

Theorem A([Y]). (n，μ)を有限測度空間とする.Tを任意の 1<p<2に対し
てLP(口)上で定義された半線形な有界作用素とし，

[fn!T!(X)IPd!'(X)r <; (P ~l)k [1 IT.f(x )IPd，μ(x)1 :::; ("，， ~~1\k 1/1.f(x)IPdμ(x) 
Q 一(p-1)k IJn 

という評価が任意の fεLP(n)， 1 < Vp :::; 2に対して成り立つものとする.このと
きTは

I IT六x)ldμ(x)三BI 1.f(x)I(1 + log 1.f(x)l)kdμ(x) + C， 
Jn Jn 

という評価を満たす.すなわち Tは任意の LlogkLに属する関数を Llへ写す作用
素となる.

この定理をもとに， B.JawerthとはMilmanが一般の (quasi-)Banach spacesに
対して抽象的な補外空間として L:q空間を構成した.

定義.{Ae}oくOく1は準ノルム可換群の族で、あり，次の性質を満たすとする:

(1) (strongly compatible) 2つの準ノルム可換群ムと 8があって，

ムcAe c L: for any 0 < D < 1 

であり，その埋め込み写像は連続でかつ，
(2) (weak L:p-condition)αE L:がαLan (COI問 rgencein L:， αn E Aen， 

n 。<Dn< 1)と分解されるとき，そのような分解のうち少なくとも 1つは
主(両目P<∞

をみたすようなものが存在する(この条件は [JM]にある条件よりも弱しつ.
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このとき任意の q~l に対じて準ノノレム可換群

εqAozzq{Ao;O <6<1} 
OくOく1

を， αニ乞α包 (in~)， αi E Aejとしづ分解が少なくとも 1通り存在して，

∞
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を満たすような αE~ 全体として定義する.ただし，ここでの inf は α= 2: αゎ

a.i E Aeiとし1う分解全体をとるものとする.

このとき，次のことが示される.

Main Lemma 1. {Ae}oくOく1および、 {Be}oくOく1はよの Weak~P 条件を p=l で
みたすとする.Tが劣加法的な Aeから Beへの縮小作用素 (eε(0，1))であれば.， T
は2:P{Ae} to 2:P {Be}の有界作用素である ρ三P<∞).
OくOく1 0くOく1

このことを ~P が ex七rapolation methodであるともいう.
次のことが示される

Theorem B 2 • (0，μ)を有線測度空間とし， 1三Po<∞， α三Oとする.このとき
LP空間の族に対して次のように 2空間が決定される.

乞{トし)LP(O): po < P < ∞ ~=L川ogPO Cl!L(n) 
PO L¥P-PoJ 

Po = 1の場合を用いれば，上の Lemmaから Yanoの定理が導かれることがわか
る([JM]).
一方筆者はこの定理を無限測度空間上の LP空間の族に対して拡張することを試
み，次の結果を得た([Sl]).

Theorem C. (0，μ)をσ有限測度空間とし， 1:S; po < P < P1 <∞， α三Oとす
る.このとき LP 空間の ~1 空間が次のように求められる.

一 LP(O) 1-…p向ド……O〆内…<匂似pド<仇サ十十)トト=ペ(LPO1伊山山山吋p刊町川吋0叶巾刈10均O匂g(五( (p~po)α) Pl 血払
P-Po 

ここで定数hα>0およびl:S;p<∞に対し(kLP)Cl! とは
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lqヱ 1の場合は [JM]，q> 1の場合には [82ト
2pOエコ lの場合は [JM]に証明がある.po> 1の場合にもこの定理が成り立つことは
M.Milmanが筆者に証明なしに示唆した.証明は [83]を参照.
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を満たす関数全体(集合としては U と同一)からなる quasi-Banach空間である.
この結果からYanoの定理を含む結果，およびp¥冶po>1のときに発散する作用
素の有界性について，同様の結果が得られる.
しかしこの方法は LP空間そのものを扱っていなし¥.そこで次に考えるのは

po引のときに 乞 {(p-po)一αLP}という空間を具体的に特徴づける
PO<P<Pl 

ことである.
このことを調べるうちに次の結果が得られた.

Main theorem. (n，μ)を一殺の測度空間とする. 1:::; Po < Pl < ∞yα ど 0，
1:::; qo <∞とする.
Pl <∞の場合には

γqo ~ ( P .. ) LP，q(p)(口)~ = LPO，q口log門 +LP1，qO(n) 
p Zく‘-l ¥P -Poノ jO<P<Pl 司、

Pl = ∞の場合には

Lqo ~ ( ~!ェ) LP，q(p) (n) ~ = LPO，qO logqOαL+L∞(n) 
POくpく∞、、ノノ

ここで q(.)はpに依存して変わる 1:::; q(p)三∞なる任意の数，LPO ，qo logqOαOL_ト
LP1，ql logqlαlLはその再配列関数fに対して

(1
1よ 川/∞ょ1~よ川+什I刷

をみたす関数f全体の集合である.

2. Our result is 

2.1. Natur，αl. 

Extrapolation theolγ はinterpolationtheoryと密接な関係がある.実際，良く知
られた次の補間定理を考える.

((LPoyo，(LP1)P1)0713If口 (LP)P P口 (1-e)po + epl 

1-e e 
(LPO ，qo ， LPl ，ql )θ，q，K ニ LP，q P =一一+-

Po Pl 

Ep-spaceとKo，pspaceはヲ定義を見ればおよそ空間の族もしくは pair の匂久
SUln"であると見ることができる.ということは，このような Lorentz型のさを聞を考
えることは自然であると言えよう.

2.2. Gener，αl. 

qo = 1， q(p) = Pとおけば我々の問題の答えが得られる.また考える測度空間が有
限測度空間なら po= qo = q(p)とおけばTheoremBが得られる.よって，これまで
の結果を含む一般的な結果であることがわかる.

2.3. Yields Yano 's type estimation. 
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Corollary. 1 ::; po < P1 <∞ 1三ro< r1 <∞とする.Tが sub-additiveで、
LP，q(p)から LT，s(1')への有界作用素，ただしpo< Vp < P1 ro < Vr <η は次をみた
す指数とする:
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また l壬q(p)，s(ァ)三∞yα 三O.さらにこの作用素 Tの LP，q(p)から V'，S(7')への作
用素ノルムが任意の pに対して (p-Po)一α の定数倍でおさえられるとする.このと
き Tは

LPO，q logβ十αL十LPl，q から v'O，q logβL-トL円 ，q への有界作用素である

(s三OJ1 ::; q <∞j 

2.4. pαrtially improves knoωη results. 
この結果は Bennett山 Rudnickの interpolationtheorem ([BR])の評価を部分的
に改良する.その様子を見るために 1つ具体例を挙げる.

Example. T=んを Rieszpotential operαtorJ すなわち

ふf(;c)=ん占ヤdy (0 <入<1) 
とする.

I入は weaktype (1，1/入)かつstrongtype (p， r) (~ -~ = 1一入)であることが知
られている.

Bennett叩 Ru也ickの定理と Riesz-Thorinの補間定理を用いると

I入:L1，11ogβ十1L十LPl，lー→L士，11ogβL十 V'l，l bounded(β 三0)

とし1う評価が得られる.

Marcinkiewiczの補間定理の評価を精密に見て Riesz-Thorinの定理と組み
合わせると

ノ¥入

111".fII1' ::; A出)11.fllp 
という評価を得る(よ _1=1-λ 我々の得た Corollaryをここに用いるとα=入?

P l' 
Pozl，mzt古一去口 1-入に対して

I入:L1，11ogβ十入L十LPl，l一→L士，11ogβL-トLTl，l bounded(s三0)

という評価を得る.

。<入 <1である.
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An Introduction and Consideration of the Robbins' Paper 
on BSE-Banach modules 

Sin-Ei Takahasi 
Department of Basic Technology 
Applied Mathematics and Physics 
Yamagata Un:iversity 

Abstract. By using bundle techniques， D. A. Robbins answered affirmatively 
a question on a BSE-Banach module over a commutative Banach algebra with 
bounded approximate identity， which raised by the author. 

局所可換群上の有界Borel測度のFourier-Stieltjes変換を連続関数のある種の性質
で特徴付けたBochner-Shoenberg岳民rleinの定理(cf.[5， p. 3勾)は一般の可換
Banach環の上に完全に焼き直され、そのような定理の成り立つ可換Banach環は
BSE-環と定義され、 BSE帽環の構造や応用が研究されてきた(cf.[1]， [2]， [7] and [旬。
BSE-環の定義とほぼ平行して、可換Banach環上のBanachmoduleにもBSE構造が
導入され、 BSE-環の定義を特別な場合として合むBSE-Banach moduleが定義され
た(cf.[6])。これは先にLiu蜘Rooji-Wang[3]によってコンパクト可換群の群環上の
Banach moduleに持ち込まれたBochner-Shoenberg-Eberlein裂の定理を基本的に是
正したものでもあった。実際、彼等の定理は彼等自身も論文で述べているように、
もとの定理の完全な一般化ではなかったからである。
筆者はBSE欄Banachmoduleを定義した際、誘導モジュールがもとの可換Banach
環上のおanac註moduleとなるのかを問題として提超した。これに対して、最近D.
A. Robbins [4]は、 Banachspace bundleのテクニックを用いて、 moduleとなること
を示した。また彼はsup-normでは完備とならないBanachmoduleの例をあげてい
るが、これは筆者の問題の出し仕方が綾妹だったせいもあり、実際には後で定義す
るBSE-normで完備かどうかまだ openである。
もう少し詳しく述べよう。今可換Banach環A上のBanachmodule Xを考える。
Aの(正期)梅大イデアル空間 φAの各元ψE<TA 対してM伊を対応するAの極大
正期イデアノレとし、

X伊江部組{M~+ (1-etp)X} 

と置く。ここで九は ψ(etp)= 1を満たすAの元である。今各 ψE<TA 対して、
X伊=X/Xtpと置き、ゆA 上のんに関するベクトル場の全体をI1Xtp=立九で表

7 伊εA

わす。また各 ψεφA，XεXに対して、

:alx)器 x(ψ)ロx十Xtp

と置く。 ベクトノレ場 aEIIxtpは、次の不等式を満たす正数 βが存在するとき

BSEと呼ぶ:

I ~1(σ(ψ;)) トね1 0 九iL* 
(¥:1 Pl，…， plIEφA， V五巴(Xtpl)* ，…，¥;/[.巴(Xtp)* ， ¥;/n = 1，2，…) 

-
B
A
 

nd

。



そのようなpの下限をいl四で表わす。このとき、 BSEベクトル場の全体
IIBseX伊はノルム ial脚のもとで、 Ba加a剖nacぬhA-刷引.r羽mo
さてAからXへの連続なA剛準同型写像をmultiplierと呼びび、その全体をM(A，X刃) 

で表わす。このとき各TEM(A，X)に対して、

(Ta)̂( cp) =ψ(a)T(ψ) (Va E A， V cp EφA) 

を満たすベクトノレ場 Tが一意に定まる。今

M(A， X) = {T: T E M(A， X)} 
と置く。更に連続なBSEベクトノレ場の全体を日;J伊で表わし、これをXの誘導
モジュールと呼ぶ。ここでベクトノレ場 σEI1X.伊が連続であるとは、次の意味で

ある:積位相を導入した空間 φ'AXXを考え、

lr( cp， x) = (ψ， x(ψ)) (cpEφA' X εめ

で定義される<TAxXから u{材xX申への写像 x に関する quotienttopologyを'PEφjt -.-

ぷ{ψ}X X'Pに導入したとき、丸から以{ψ}X九への写像:ド(れ(ψ))が
連続である。

我々の興味は民主(A，X) = I1;seX'Pとなる場合である。このようなBanachmodule 
XをBSEと呼んでおり、これはmu1tiplierのGelfand変換がいわゆる BSE“不等式:

|告例帆))I ~ ~叫 21Johlf
で完全に特徴付けられることを意味している。可換Banach環はそれ自身の上の
Banach moduleと見ることができるが、それがBSEであるとき、 BSE-環と呼ぶ。
円板環、ハーディ環、群環、(可換)C*嶋環などはBSE-環の代表的なものである (cf.
印)。また擬中心的C九環はその中心上のBSEBanach moduleである。更にコンパ
クト可換群Gに対して、 C(G)，L町G)(l~p 話∞')，M(G)は皆BSE-BanachL l(G)_ 
moduleである ([6])。
さて任意の可換Banach環Aをそれ自身の上のBanachmoduleと見たとき、その
誘導モジュールは GBsi弘)と書かれるが、これはBSE-normのもとで常に半単純可
換Banach環である。従って、任意の可換沼anach環A上の任意のBanachmodule 

Xの誘導モジューノレ日;JvもまたBS釦E払司-n悶1
ことが期待されて良いだろう弘。これに対してRoぬbb副in郎lSはbundle: 

以{ψ}X九→弘
がBanachspace bundleとなり且つ任意の TEl白(A，X)が連続となるようなbundle

topologyが一意に存在し、吏にAが有界近似単位元を持てば、このbundle

topologyがquotienttopology に一致することを示して、日;J中がA削moduleとな
ることを肯定的に解決した。然しながらこれがBSE-normで完備であるかどうかは
まだopenである。彼は単位区間上の有界Borel測度の全体のなすBanach
G([O， 1]) -moduleを考察し、この誘導モジュールがsup引ormのもとで完備でない

ことを示しているが、 これがおSE-normで完備であるかどうかは不明である。ま
た彼はそのおanachspace bundleのテクニツクを用いて、筆者の結果のいくつかの
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矩い証明を与えている。
最後に有界近似単位元を持たない重要な可換Banach環は沢山あるが、これらの
上のBanachmoduleについての考察がなされたい。
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Cellular A utomata in Function Spaces 11 

Mie Matsuto1 andFukikoτ'ak.eo2 
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2Deparlment of Information Sciences， Ochano11lIzu University 

1. Introduction 

Cellular automata are discrete dynamical sys色emswith simple construct.ion and some of the 
limit sets show fractal patterns. Cellular automata are used as models for physical and biological 

phenomena [6， 10]. The existence of the limit set is studied by some people [5，ηand its fractal 
dimension is also exa剖叩n凶I
[2、3].Linear cellular automata (LCA) are defined拙

(1.1) Lα(a:) =玄α同(叶k) (rnod p) αod， 
kEG 

where pd is the set of all maps a : 71/→7l，jp with compact support and G is a finite subset of 7l， 
with ~G 三 2 andαk E {1， 2，.・・ ，p-1} and the smnmation :E is taken as the summation with 
mod p， in this paper. 1n case of p = 2， S. J. Wi1lson [7] investigated the 1胎h凶I
ηεN and αモEPフd，he consider the set 

K(nヲα)コ {(a，t)E 7l，d X N I 0三t::;2n-1，Lia(x)= 1}， 

which is obtainβd from the nth stage of LCA with the initial stateαε pd and showed the 
自由ten田 ofthe1imit set ofLCA， where the 1imit set 九isconsidered as a subset of]Rd X [0ぅ1]such 

that九=n~l Un>Ã~ 号泣ぜtheset n~l Un>k互供coincideswith the 州 U~lnn>k 互供1
He also showed that the 1imit set does 1l0t depe五doII the initial state. F.v.Ha四 eler，H.-O.Peitgen 
and G. Skordev [1] studied the existence of a limit set of LCA by usi時 matrI..xsubstitution system 

and hierarchical iter叫 edfunctioll systems. 
For a prime number pど2，S. Takahashi [5] investigated the同

K(n，80) = {(x，t) E 7l，d x N I 0::; t壬p'Yl _ 1， Lt80(x) i= O} 

for・80E pd and 11， E Nぅwherethe value is paid attention on whether zero or nOllzero. By 
using the附 K(n， 80)， he also defined the limit set as a sub附 of]RdX [0，1] in the same way 
as p = 2 and山 wedthe existence of恥 1凶 tset巧口 d吟tfdfor恥 cial80 E Pがd FI恥O凹r 
α G伊pd(α #針州6ゐ0川)，パ，tlは削1

五悩凶t同s配et川of吟iμE主訟且叫Lf，伽Oぽr叩叫ypμε N. The set 与が has correspondence with 7l，jp-yalued upper 
semi continuous長mctionson ]Rd X悦1].In [4]， we have investigated the limit funct.ion in case 
ofp = 2. 

込We shal1 consider the case of a prime number p 2: 2. We consider 7l，jp-valued upper s間en凶
C∞伽O倒∞n蜘I伽 ousf路sfu肌刷01
Wc九M弘ewill prove that the limit set doesl山 dependon t出heinitial state for a prime nmnber p (主3).
When p is not a prime number， it Occurs that the limit function takes more than two values. 
So if we apply this functioll theory to the c剖 eof nOll prime number p， we would get more 
interesting conclusion than treated as the subset of]Rd X [0，1]. 
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2. The lhnit function of linear cellular automata 

Let p be a prime number and let pd be the set of aU con五gurationsα:Zd→Zjp with compact 
support. 'We define oo E pd as 

2・=0
x #.0. 

噌

i
n
H
v

r
E
l
t
a
E

、
一一) z 

，，s
‘、
九
日
Z
U
 

Let USC be the space 0ぱfall Z/'ルp川川-ベv.叫r
Wl比t.hcompact support. The space U SC is an order complet.e lattice， th叫 ISぅfora町 {!n}nC 
USC， there exist functions Vム回ld八.ιinUSC such that 

V fn(いz川，t吋)= in凶nぱf円巾刷{い似ゆ剥俳仲仲(;いい止♂叫υr町M川，'，汁刈'パ刈tの抑)
n>l 

and 

八fn(a.:，t)= inf{ん(川)InE N} 
n>l 

We define an operat.or T : U SC→USCby 

for 9 E USCラTg(a:， t) = L: L: Ljóo(l)g(SI~/(吋))
j=o lEG.i 

(2.1) 

where Gj = {l E Z ILjoo(l)列}and Sl，j(a.:， t) = (日)十(付)・
For n E N let Xn {(~;，ぅ ptn) E ]Rd x[O， 1 ]1;1; ε Zd〈うtE N，O :::; t 三p円 一1リ}ar吋 defi自品fin
砂n:pd→USCby 

if (;札会)E Xη 
if (;， ， ~tn) E (]Rd X [0，1]) ¥ 

Ltα(x) 
O M3ふ)ロ(

for αE pd. 
For a con長gurationαEpd， put l(α) = min{ilα(i) # O} and u(α) = max{ilα(i) # O}. Then we 
have the following proposition concerning T. 

Proposition 1. S1J.pposeαε P is nonzeroαηd l(α) = O. Then 

= g1， that is， g1 isαn 

(i) jor (町t)ε]RdX [0，1]‘thθre exists limn→∞T
n
(ψo(α))(ιt). 

Then Tgl (ii) For a E pd， p1J.t g1 (a.:， t)コ limn→∞T
n
(ψo(α))(a:，t). 

T -invariant j1J.nction. 

(i五)FO'f・(x，t) E ]Rd X [0，1]司 pv.tgo(a.:， t) = lim71→∞TIl(ψo(oo))(a.:，t). Thenα(O)gO = g1・

We willconsider the converge町 eof Tn(ψ0(00)) to go using the distal1ces d f and D J (which 
眠 definedin the next蹴 tion)and investigate t.he relation among go， 91 and l"8o in section 4. 

3. Me土ricsin the space USC 

By using the Hausdor茸1l1etricD(.4，13) of ωmpact sets A and 13司 wesl凶1introduce two 
metrics d f， D f in U S C for considering the convergence to the limi t set as foUows: 
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dJ{仇，gz)

Df(glぅg2)

maxl::;j壬P_ID(gll(j)，"g;1(j))， 

= 1na..'(1合金一lD(gll[S+]，g;l[.s十])，

for gl，g2 E USC， where g-l[s+] = {(叫t)lg(:z:，t) 2:: s} and gll (j) is the closure of the set gll(j). 
We have the followillg theore1l1 cOllcerning d f and D f' 

Theorem 2. ForムEU SC， sUPPo8edf(fn， fm)→0αS n，n7，→∞・ Letg =八klVn>kfn. 
Then we have 

Df{fn， g)→o as n →∞. 

4. Convergence of Tng 

We will consider the case of one dimensional cellular automata (d = 1). V¥Te fu甘 rewritean 
operator T: USC→USC加 follows:
Let αk be de畳間din (1.1). Put k_ = 1l1in{k : αk i= O}， k十 max{k αk i= O} aI叫
んo= A:+ -k_. Let N = P +ヰ!lko.For 1 ::; 1三Nthere exists a叫 queinteger V/ such that 

(v/ -1)， _， / •.• V/{切+1) 
l十-E-ko<lgul十1十一一子.-:::!...ko・

Let 

tt[ 
(Vl -1) 

1-'V/ 一一一ーす一:.!...，，~o -'l.!/k+ -1， 

C[ V'ldO{Ut)宅

(4.1) St(x， t) = (え!)十(三人竺)
p p p p 

and 

(4.2) Tg(x， t) =乞C[g(Si1(x，t)) fo1' g E USC， 

whe伐r問"'ethe犯esum 
equals to the defini抗tionof T in section 2. So we use this definition of T to prove the following 

le1l1mas and p1'opositions. 

By Theorem 2， we shal1 show {Tn(ψ叫ん))}nis a Cauchy sequence w.1'.t. df in orde1' to 
comider the convergeme to the limit sd of LCA.So we deanesome MIld d distance lldjhydof 

'l/Jn and ゆが・ In order to define the di8t叩 ceMJ，nF， we prepare some notations. We抗街1'8抗tdefi宣色fin
the disjoint partitioll {E~}Î' of supp仇(80)，where {S/(U'YEr E~)}江1 町e eit.her disjoillt 01' the 
union of E~+l(Proposition 3). 

Put no = min{nl ko < pTl}. For s E {仏 ，pko}，put t~o = [叫fhl，whereilis山
Gauss's symbol. For s E {O"..ぅpk:o}，there exist ls E {O，'" ，p2} alld rs E {O，'" ，ko -1} such 
that 

(4.3) sp = 18ko +九・
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Fol' n主no+ 1 and 8ε{O，... ，pkO}， desne t~ inductively as follows: 

t?218P714+tff1. 

Divide the region including 8Upp 'I，l'n( 80) into disjoint subsets {Ai，j，s hi，s 01' {E~}γ ， which satisちr
Pl'oposition 3 as follows: 
Fol' n 2:: no， 1 :::; 8 :::; ko組 d1:::;j壬8，put 

(4.4) 

k4-iふ1
F5zく 17-(s-1)}

七1 十1
Ai1，j，s == U {(x十j-1， t)l;n引く pTl

、三
Z
J

噌
，
.
品十

一心一

f
<
 
Z
 
く一

唱
・
ムQ

U
 

山一

f

阻 dfol' n 2:: no， 2 :::; s :::; 1.:0 and 1 :::; j :::; 8 -1， put 

hlt  i十1
4jfY {(けj-lj)iF:引くγ

Put 

1:::;j:::;8-1}. 1 :::; j :::; 8} U{(2， j， s) 1 2 :::; 8三pko，r== {(1，j，.s) 11ざs:::;pko， 

、E
，3
1
3ムcu 

噌

E
ふ

一
十一
n

.
J
C
P
 

'K
一< 

<一
一心一

f

Fo1' nとno十 1and γ== (1，j，.s) E rラput

t?;171i  i 十1
E; == U {(a十j-Lt)iF壬t<予γ 司

んI-iふ1 k_i 、
pn -(8一山おく pl1 十1}

and fo1' nさno十1alldγ== (2，j，s) E r， put 

frlJIi  i十l

EZZYJM-IJ)iF5t<γ 

Then we have 

Proposition 3. Pv.t El1 == U
i
'Ef E~' ・ Then

(i) 8ψ'P仇(80)c En. 

(ii) E~ n E;，ごやザγ#γ

(ii) rf SI(En) n S!'(En) =1=仇 ihenthere exi8isγ1，.・1γkE r(kど1)s'U.ch that 

あ(En)n SI，(En) == U E~j+1. 
(iv) Eαch Si! (E~) cOTTesponds to /3ome Ar，;，;. 

IvIo1'eove1' we define the sets 1-y， 11 and a function hv. Fo1' γ==(b，j，8)εr， put 

17 == {(l，i) 11:::; es三1.:0withゆo十eszs，Sl(A138)=BF，jJ}・

ヴ

t
司
U



Let 

1/ = {vコ {γ1，.・1γm} I mEN，γk E r，Ii'k i=-仇 (l;J37εIη，EZ+ICSjil(Erl) 
for a町 kE{し・・Jη}and any nE N}‘ 

where (lk' ik) E I'Yk is taken such that z'k壬九 fora町 (lbik") E I'Y}，' If E;k・+1CSii.1(E;;;1) holds 
for some n E N， then it holds for all n E N. For v= {γ1，' . .ヲγ'm}EV， de五neh~ by 

h~(x ， t) = L 
(ll，it}EI"Y1 

乞 C叫11.• . c叫lんrn..~)ψ仇n(倫6品0ω)(xいZ叶+2ε;ンpm一k川(が仇i九h一i∞:お)，t川，パ川t均引)
(iん1n，im )εIム、m k立 1

Put 
lifjhnFzmax{df(fd，lzf)111巴17}・

Then we have the following proposition. 

Proposition 4. df(ψn+1(o仏仇F十l(OO))三}MJ，d.

Proposition 5. For a. svJficiently 1α噌en1， 

MJI，nl十1く∞・

Proposition 6. For n， n' :三 2，

n
 判。

買
収
1

一P
<一

官
E
ふ十n
 

t
k
 ÷
 判。

苅凡
μ

Using these propositions、wehave 

Theorem 7. Let T be definedαs (2.1). Then 

(i) df(Tn(ψ以内))，Tm(4'0(oo)))→O αs肌 m→∞.

(ii) P叫ん=八 VTn(内(ゐ))，叫ere八andVα陀 latticeoperations in USC. Then we hα問
k>ln>k 

Df(Tn(ψo(oo))，/o)→O αs nー+∞.

We will get t.he following theorem in a similar way to Theorem 7. 

Theorem 8. Let T be defined a.s (2.1)αば αE1フbenonze肌 Then

(i) df(Tn(仰い))，Tm(仰い)))→ OαS仏間→∞・

(ii) Putん=八 yTn(向(α))E USC. Thenωe hαve 
k>ln>k 

Df(Tn(妙。(α))，ん)→O αs n →∞. 

We wil1 consider the relation among 10 in Theorem 7，ん inTheorem 8 and the limit set 
λI I K(n，α) 
= r 1 リーて~-I Let 9 be theupper envelope of g， that isラ
.k=ln>k 

g(x， t) = ir叫φ(x，t)l<T E USC，ゆ(民t)三g(民t)}.
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λI I 11ピ(n，α}
Theorem 9. FOTa E P， letYa = f 1 Uーコ「 fmdgGbedBhed buga(υ) = limn~争x>Trl(ψo(α))(;t:，t). 

k=ln>k 
(i)Fm' 150ε?宅 thechαTO.cteTistic fu.nction 1Y6n of the set 1'80 sαtisfies (p… 1)11言。コ giioand 
giio =八k>lVn>k TTI(ψ。(150)). 
(ii) F01、αnyαε1フラ ωe hαりE

八V TtJ(ψ0(150) )コ八 VTIl(ψo(α)
k>ln>k ん>1n>l.， 
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Chaotic semigroups of linear operators 

Mino Yamada and Fukiko Takeo 

Department of Information Sciences 
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1 Introduction 

The hypercyclic or chaotic operator is consistent with the topologically tran凹
sitive or chaotic， respectively in a topological space defined by Devaney [2]. 
The property of hypercyclic and chaotic operators has been studied by some 
people [1， 3， 4， 6]. In [6]， the theory of hypercyclic and chaotic bounded 
linear operators has been developed in connection with the invariant sub“ 
space problem of Hilbert spaces. In [1]， it is given a necessary and su担cie批
condition for the semigroup to be hypercyclic in a separable Banach space. 
Concerning to the chaotic semigroup， a necessary condition for thesemi“ 
group is given in a separable Banach space. In [5]， chaotic ser向roupsare 
associated with the idea of exactness and applied to partial differential equa-
tions. In this paper， we investigate necessary and sufficient conditions for 
translation semigroups to be chaotic in weigted function spaces and give an 
example which shows that some solutions of partial differential equations 
become chaotic semigroups. 

2 Preliminaries 

Let X be a Ba叩n胎ぜ
X. The semigroup {T(t)} is called hypercyclic if there exists x E X such 
that {T(t)x I t > O} is dense in x. The semigroup {T(t)} is called chαotic 
if {T(t)} is hypercyclic and the set of periodic points Xp = {x巴XIヨt>
o s.t. T(t)x = x} is dense in x. 
Let 1 be (一∞，∞)or 1口 [0，∞).By an admissible weight functioηon 1 
we mean a measurable function ρ:1→lR satisfying the following conditions: 

(i) p(γ) > 0 for all T巴1;

nu 
λ
句



(ii) there exist constants M 三1and ωε 設suchthatρ(γ):::;Mがρ(t十γ)
for all 7 E 1 and for all t > O. 

With an admissible weight function， we construct the following weighted 
function spaces. 

巧川口{U:1→<<:1…α
with IIullニ(llu(γ)IPρ(叶，

α九ωωpバp(1υ問I
with 11ド拘川州u叫州j，II口 sup 1凶匂(ヤ的ア寸)Ipρ(7)ト. 

In the above spaces， we consider the family of followi時 operators{T(t)} 
with the parameter t > 0 as a translation semigroup: 

[T(t)u](γ)口 U(7十t) for u E Co，p(I) or L~(1). 

When ρ(ァ)= 1， weighted function spaces are equal to LP or Co and the 
hypercyclicity of the translation semigroup doesn't occur， since the norm of 
T(t) is equal to 1 for all tどoin LP or Co・However，ifρ(7)チ1，hypercyclic 
or chaotic phenomena may occur. 80 we shall investigate a hypercyclic or 
chaotic translation semigroup in I{ or Co，p' A condition for the translation 
semigroup to be hypercyclic in I{ or Co，ρis given in [1] as follows. 

Theorem A [1]. Let X be one of the spαces巧(1)or Co，ρ(1)切than 
αdmissible weight functionρ. Then the followingρjαnd (2)αre eq切りαlent.

ρ) The translαtion semigro叩 {T(t)}in X is hypercyclic. 

(2) (i) 1f 1口 [0，∞)， then lim inft→∞p(t) = 0 holds. 

戸り1f1 = (-∞?∞)， thenfor eαch () E ]! there existsαsequence {tj }tl 
of positive real numbers such thαt 

limρ(ち+()) = ~imρ(ーち+()) = O. 
3→∞ 3→∞ 

-41 



3 Main results 

We give necessary and su忠cientconditions for the translation semigroup to 
be chaotic in weighted function spaces.We also show that if the set Xp is 
dense in X， the semigroup {T(t)} becomeshypercyclic. 
The necessary and suffi.cient condition in Theorem A for the translation 
semigroup to be hypercyclic depends on whetl附 I口[0，∞)or 1 = (-∞，∞)， 
but does not depend on whether X is ~(.I) or C1り (1).As for the chaotic 
condition， it depends on wheもt悶 Xis ~(I) or Co，p(I)， but does not depend 
on whether 1 = [0，∞) or 1口(一∞，∞)剖 shownbelow. 

Theorem 1. Let X be ~ (1)， ωhere 1 = (-∞，∞) (γesp.I口[0，∞)).The 
tr，αnslation semigroup {T( t)} zs chαoticザαndonly if forαllE>Oαnd for 
all 1 > 0， there exist P > 0 such that 

玄 ρ(l+ηP) < E (r仰乞ρ(l+ nP) <ε) 

The above condition is stronger than "li叫→∞ρ(T) = 0" from the prop-
ertyof the admissible weight function. 

The next theorem is the case of Co，p(I). 

Theorem 2. Let X be Cω(1)，初here1 = (-∞，∞) (resp. 1 
Then the followingαssertionsαre equivαlent: 

[0，∞)). 

(i) the translation semigro叩 {T(t)}in X is chαotic; 

(ii) forαII E > 0αndforαIII > 0， there exists P > 0 such that p(l十nP)<E  
for αnyn E Z¥{O} (resp. nεN); 

(註i)there exists {li}~l C Ja+ whose limit is infinity， such that forαllE>O 
αnd forαlliεN， there exists P > 0 such thatρ( li十nP)< E， for αII 
nεZ ¥{O}(resp.ηεN). 

The equivalence between (i) and (ii) is obtained by the property of the 
admissible weight function. The condition (iii) is weaker than the condition 
"limT→∞ρ(T) = 0". In fact， there exist admissible weight functions which 
satisfy the condition (iii) and whose limit is not O. 

80 we give the equivalent condition to limT→∞ρ〔ァ)口 O.

Theorem 3. Let 1 be ( -∞?∞) (resp.1 = [0，∞))， and let X be aω(1). Then 
for αtranslαtion semigro叩 {T(t)}，the following conditions α問 equivαlent:

。
凸Aみ



(i) limr→土∞ρ(ァ)口o(resp.T→∞); 

(ii) {T(t)} is chαotic. In αddition， forαII E > 0 and forαII x E X there 
exists to > 0 such that， for all t > to there exists VtεXp such that 

Ilx -Vtll < Eαnd T(t)Vt = Vt・

The next theorem means that the hypercyclicity comes from the denseness 
of the set of periodic points when 1 is a half line. 

Theorem 4. Let 1 be [0，∞)αnd X be ~(I) or Co，p(I). Then the set of 
periodic points Xp is dense in X ザ仰donly if {T(t)} is chaotic. 

The next example is七heapplication of Theorem 3. 

Example. Let Co([O，∞)) be the set of continuous functions on [0，∞) which 
vanishat infinity with sup norm. We shall consider the following partial 
differential equation on the space Co([O，∞))， : 

(位。旬。t sx ωu 
u(O，x)口 f(x)

ω<0 

f εCJ((O，∞)). 

Then the solution is 
u(t， x)口 eωtf(x十t).

80 if we define an operator T(t) on Co([O，∞)) by T(t)f(x)口 u(t，x)， then 
{T(t)} becomesa chaotic semigroup. 
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Abstract 

We discuss problems of nOIトmonotonebifurcations for two cases of onかparameterfami-
lies: real quadratic rational maps and real cubic polynomials. We present counter examples 
by computer experiments to the monotonici七yconjecture and the antimonotonicity conjec-
七ure.

1 Introduction 

System of iterated maps， viewed as real dynamical systems is considered as an important model 
for the chaotic behavior in certain parameter恒edsystems. Creation and annihilation of periodic 
orbits is one of the most fundamental bifurcation processes， often illustrated by出epitchforks 
oriented either onかwayor both“ways. 
We discuss in出ispaper some topics from the bifurcation problems for a one parameter real 
family of quadratic rational maps or of cubic polynomials. J. Milnor andW. Thurston ([11]) 

proved by using Teichmuller theory that the logistic family {入x(l x);入E[1，4]}， which is a 
family of simple maps with ex壮emelycomplicated dynamics， has only orbiふcreationparameter 
values and no orbit-annihilation values as the parameter increases. Unlike monotonicity of the 
logistic family， however， there exist many one幽parameterfamilies exhibiting a non-monotone 
orbit-bifurcation structure， namelyぬepitchforks oriented both-ways. 
We discuss mOI肌 onicityconjecture (M) indicated in several papers， now reformu1ated by [18] 
as follows: 

(M) Let fm(x) = mf(x) be αone-pαrameter family of differential mαps from closed 
interval 1m into itself which sαtisfies the following properties: (1) fm is concαve on 
1m， (2) the set of periodic points of h consists of two fixed points， (3) fm hαsα 
negαtive schωαrZ2αn derivative. As the pαrameter m is increased， this one-pαrameter 
fαmily is monotone. 

Wec∞副era family {mf(x)}， where f(x) = r +命・ Thebifurcation diagram of this family 
can be monotone， non-monotone， or antimonotone according to the choice of the function f， 
namely the choice of r (cf. [6]). To the monotonicity co吋ecture，we will give a counter example 
using the defining equation of the lower escape locus， obtained in the section 2.1. 
Next， we present an example to the antimonotonicity conjecture (A)， enounced in the paper 
([2]) with th位 heuristicargument and numerical evidence: 

(A) A smooth one-dimensional mαp depending on one pαrameter hαsαηαntimono-
tone pαrameter匂αlueωheneverαtleαst two independent critical points αre contαined 
in the interior of αchαoticαttrαctor. 
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Hereafter we call the part'!at leαst two independent critical points αre contained in the interior of 
αchαoticαttractor"， anti-condition:(A凶).To construct a one-parameter fa凶 lyunder (Anti)， 
having no antimonotone parameter value， we usean algebraic curve， 80由calledcenter curve 
defi.ned in our papers ([16]， [4])， in the moduli space of the cubic maps with the multiplier-
coordinates system. 
Our method of approach to a bifurcation problem is to analyze an algebraic curve， defined 
by one-parameter family in the moduli space associated of a fqmily， e.g.， we examine “which 
hyperbolic locus does the curve lie in?" or“which dynamical curves does the curve intersect 
with?" 

2 Moduli space of quadratic rational maps 

LetC be the Riemann sphere and Rat2 (C) the space of all quadratic rational maps from 
C to .itself. The group PSL2 (C) of羽るbiustransformations acts on the space Rat2(C) by 
conjugation， 9 0 f 09-1 E Rat2(C)おr9 E PSL2(C)， f E Rat2(C). The quotient space of 
Rat2(C) under this ac七ionwill be denoted by M2(C)， and called the mod凶 spaceof holomorphic 
conjugacy classes '(1) of quadratic rational maps f. The multipliers coordinates are introduced 
in M2(C). For each f εRat2(C)， let Zl， Z2， Z3 be the fixed points of f and μi the multipliers of 
Zi;州出f'(Zi)(1::; i ::; 3). Consider the elementary symmetric functions ofthe three multiplie町
内 =μ1十μ2十μぁぴ2μ1μ2+μ2μ3+μ3μ1，σ3-=μ1μ2μ3，which are subject only to the 
restriction that σ3口町一 2.Hence the moduli space M2(C) is canonically isomorphic to C2 

(Lemma 3.1 in [10]). Let Rat2(R) be the set of real quadratic rational maps. We remark that 
the real moduli space M2(R) for Rat2(R) is the real cut of M2(C) (see [6]). 
By an automorphism of a quadratic rational map f， we will mean 9 E PSL2(C) which com-
m凶eswith f. The col1ection A凶 (f)of all automorphisms of f forms a finite group. Since 
Aut(f) is isomorphic to Aut(f) for any f E (1)， the set 

S口{(I);Aut(f) is non-trivial} C M2(C) 

おdefinedand called the symmetry locus. 

For each μE C， let Perl (μ) be the set of all conjugacy classes (1) of maps f having a fixed 
poi国 withmultiplier μ. Each of Per1 (μ) forms a straight line as follows: 

Per1(μ) 口 {(I) E M2(C);σ2 = (μ 十μ一1)σ1一(ωμ〆2+2勾μf戸内一4勺1り)
(Lemmas 3.4 and 3.6泊 [10]).
Topological partition 

For map f E Rat2 (R)， the two critical points of f are two real numbers or a pair of complex 
conjugate numbers. If f has a pair of complex conjugate critical points， this map is two.ゐO幽one
covering map on Sl = R U {∞}. In this case， if f' > 0 then f is called the map of degree +2， 
else f' < 0 then the map of degree -2. 
While a map f with real critical points is called monotone (resp. unimodal， bimodal) if the 
intervalI口 int(f(Sl))contains no (resp. one， two) critical points ([10]). 

2.1 Real slices of hyperbolic escape locus 

A rational map is hyperbolic if and only if the orbit of every critical point converges to some 
attracting periodic orbit. The hyperbolic maps form an open subset of moduli space， and the 
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connected components of this open set are called hyperbolic components. M. Rees ([19]) shows 
that the hyperbolic components can be divided into four classes，TypeB: Bitransitive， Type C: 
Capture， Type D: Disjoi国 attractors，and Type E: Escape. The names are due to J. Milnor 
([10]). 

Type E: Escape. Both critical orbits converge to the same attracting fixed point. There is 
just one such hyperbolic component. 

In the complex case the escape locus is connected. But the real cut of this component splits 
into two parts; the upper part and the lower part. The boundary curve of the upper part is 
given by Milnor (Caption of Fig町 e16 in [10]). 
Now， we specify the lower boundary. Proof is given in [13] and [7]. This boundary curve will 
play a key role in our later discussions of section 3. 

Theorem 1 Escape loci on the real moduli space is the union of the following setsj 

{σ2> -2σl十1，ぴ2>2σ1 -3}， {σ2<2σ1 3，σ1 < -1}， 
{σ2<一2tZ1-1o σ1三一1}

3 Bifurcations 

Let {f.λ} A be a one-parameter family of discrete dynamical systems on R where A is an interval 
of R. As the p町 ameterincreases， a parameter value入ois called orbit creating if，叫ん， new 
periodic orbits are created and no periodic orbits are annihilated;入。 iscalled orbit annihilating 
if periodic orbits are annihilated and no new periodic orbits are created;入。 iscalled neutral if 
no periodic orbits are annihilated and no periodic orbits are created. 
A family {f.λh is said to be monotone increasing (resp. decreasing) if every parameter value 
in A is neutral or orbit creating (resp. annihilating). A family {f.λh is called non-monotone if 
A contains both orbit creating and orbit annihilati時 parametervalues. A family {f.入}Ais called 
antimonotone if any neighborhood of a suitable parameter Ao in A contains both infinitely many 
orbit creating and orbit annihilating parameter values. 

4 Counter examples 

4.1 Counter example to the Monotonicity conjecture 

In this section we shall present a counter example， which is a one parameter family of quadratic 
rational maps， to the monoto凶cityconjecture enounced in the paper 118]. 

4.1.1 Monotone and non-monotone bifurcations of quadratic rational families 

Now， we investigate the dynamics of a certain real 2-parameter family given by M. Bier and 
T. C. Bountis [1] and rewritten by H.日.Nusse and J. A. Yorke ([18]): 

{ん(x)吋 Ir十よ)
¥1十x2)J (mけER2

Here the map fo，r(x) should be thought of as an ideal1imit map， in the natural compacti宣ca-
tion of M2(C) (cf. [9])， of quadratic rational maps which degenerate towards the constant zero 
map. Then it makes sense to discuss the bifurcations of this family including the parameter 
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value m = 0， though in the real moduli space M2(R) the maps diverge to infinity accordingas 
m →土o.Since the maps fm，r and fm，-r are conjugate to each other for anyr， it su缶cesto 
consider the case r > O. 

Theorem 2 In M2(R)， the one-paramet町 fami1y{j m，r (叫ん foreach五xedr (r三0)lies 
exactly on an irreducible algebraic curve 討r.
Forr チ~， O ， the curve討ris of degree 4 denned by the equation 

Hr(σhσ2) = _r2σj十 (8r2-2)σ?十 ((8r2-1)σ2 -128r4十 8r2+1)σ?十((-32r2十8)σ2

十512r4-96r2 -12)σ1 + (ー 16r2 十 4)σ~ + (512r4 -96r2 -12)σ2 

--:4096r6十 1536r4- 144r2十36= O. (1) 

For r = ~ or r口 0，出ecun叫 iris of degree 3 

The proof is given in our paper [6]. 
Example (Antimonotone) Consider the one-parameter family defined on a suitable interval 

1m， Fm(x) = m喝容Q，where constantαis the positive root of the following equation 49a2 -
32口 0，and b is the unique positive root of the fo11owing equation 

117649b7十 684285b6十 1721517b5十 2358566b4+ 1670655計十991301b2-257125b口 O.

It is clear that this family satisfies the conditions of monotonicity conjecture (M)， "namely， (1) 
each Fm is concave， (2) the set of periodic points in 11 of F1 consists of two :fixed points， and 
(3) Fm has a negative schwarzian derivative. 

In this moduli space， a defini時 equationofthe algebraic curve defined by {Fm}m is given部
follows; 

Sα，b = (2σ?十(σ2--1)σî+(--8σ2+ 12)ぴ1-- 4σ~+12σ2-- 36)α6+((2σr+(σ2 十 24)σî+(12σ2+ 72)σ1 十
36σ2)b2 十 (--14σr+(--6ぴ2- 20)σî+(32σ2 十 24)σ1 十 16σ~+24σ2 十 144)b+ σt+4σr+(…3σ2--
12)σr --12σ2σ1十36σ2)α4十((ー10σr+(--4σ2ー132)σr+(--48σ2-504)ぴ1--144σ2 432)b3 + 
(2σt +46σr + (4σ2十188)σ?十(--16σ2--216)σ1 --240σ2一720)b2+ (--4ぴt--30σ?十(4σ2+
84)σr+ (48σ2十152)σ1--112σ2--336)b+2σt--6σr+(…4σ2--12)ぴr+(16σ2十56)σ1--16ぴ2--
48)α2+(σt+24σ?十216σ?十864σ1十1296)b4十(--4σf-64σr--288σr+1728)b3十(6σf十48σ?-
48σr --576ぴ1+ 864)b2 + ( --4σt +96σr --256σ1 + 192)b +σt--8σr + 24σi 32σ1十16口 O.
We remark that this curve tangent to a boundary curve of the lower locus of escape. Then 
we see this family is a凶

4.2 Antimonotonicity conjecture 

In this section we shall present an example， which is a one parameter family of cubic polynomials， 
to the antimonotonicity conjecture enounced in the paper [2]. The one-parameter family 1.λ(x) = 
-x3 + 1.2675x一入， defined in [2]， is a凶 monotoneunder (Anti). It turns out that this family 
exactly on a half line σ1 = -3.8025 in the moduli space. On the other hand， we can present 
a set BC1:σ3 = i(σ1 -6)2， of classes of the maps one of whose two critical points maps 
to another one (see [16]， [1司).The set BC1 corresponds to the one parameter family: BC1 : 
仇似仰(いωZ吋)= 一x3+ αωZ 十吋(ρ1+~争初α吋)!f wi恥eca町E吋 O仰w門 Wl地伽右白hc∞O刃m坤叩1苧明p戸1附 叫 e仇n凶nm訂加ment比tsth川 1凶
monotωon悶e(伊na凶h旧1立rra叫11防ynot a倒I凶 monotωone)under (Anti). 
Recently we know that J. Milnor and Ch.τresser also treat of this problem and they said in 
[12] that 
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The αnalogue of the Antimonotonicity Conjecture for the stunted sαwtooth flαmilies 

is certαinly fiαlse， since by 5.8， it is very eαsy to find smooth curvesαlong which there 
αre only orbit creαtions. Thus， if the conjecture is true for the cubic family， then 
αny complexity preserving correspondence between the stunted sawtoothαnd cubic 
pαrameter triαngles must be very wild indeed. 

We remark th叫 theentropy of the family {fλ}入isnot monotone but one of our family {ga}a is 
monotone. 
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Isome凶triesof Nevanl日inmEn1鴎除a-t

-(Nevanl日inna型空間における等長写像について)

東北大学大学説情報科学研究科 飯田安保

(Yasuo IIDA， Graduate School of Information Sciences， Tohoku University) 

Abstract. Let A be a linear isometry of X into X. When X = Hq (0 < qく∞，q :j:. 2)， A is 
cl則‘acterizedby Rudin ([R]， Theorem 4.4). The c田町 whereA(Hq) = Hq， is described by Forelli ([F]). 
In the case X = N判 Ais completely descゆ edby St日phensoll([Ste]， Theorem 2.2 and Corollary 2.3). 
We shall show that， when X口 NP，A has the same form出 inthe c出日 X=N*・

O.序

Nevanlinna型空間における等長写像について、 HPについては For叫li，Rudinらに、 Nホについては
Stephensonに、 NPについてはIida-Mochizukiによって結果が得られている。

ここでは、それらの結果の紹介とともに、未解決である N上と H∞上の等長写像について触れる。

1.準備

まず、代表的な空間である Nevanlinna cl出向 Smirnovclass， Hardy spacesの定義を与える:

定義 1(N，机 ，HP) 
U口 {zE CI Izl < 1}， T = {z E C 1 Izl = 1}とする。また、 dσ をT上の no侃rm叫ali配 dLebe回sgu
measureとする。さらに fをU上の正賠関数とする。

1 vヱ忠巳昨平h1附 +什吋iげf附 d伽州σ吋州(α似C
(注 fENのとき、 f*(ιωCο):=1五11浮?fH(TCο)がa.e怠ふe仏.(E Tで存在することが知られている。

2. fENで、 liI!lI log(l + If(r()I) dσ(()口 Ilog(l + Ifホ(()I)dι(()を満たすとき、 fEN市と
吋 1-JT JT 

する。

3. 0 < p <∞に対し liI!l I If (べ)lPdσ(()<十∞を満たすとき、 fE HPとする。
T→1-JT 

また、 U上の有界正則関数全体を H∞で表す。

N をNevanlinna cl出 s，N本を Smirnovcl出 s，HP{O <p ~∞)を Hardy spacesと呼ぶ。

これらの空間のあいだに、以下のような包含関係が成り立つ:

H∞c Hq c HP C N* c N (0 < p < q <∞) 

以上のような包含関係は昔からよく知られていたが、 1977年に M.StollはN*とHPの開に位置する

空間 NPを次のように導入した ([Sto]): 

噌

E-・品
「
円
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定義2(NP) 
p>lとする。 U上の正則関数fが

思 l[l仙 If(r()IW伽(()< +∞ 
を満たすとき、 fENPとする。

この NPには、以下の特徴がある:

NP C Nq (1 < q < p) ， U Hq c n NP ， U NP C N* 
q>O p>l p>l 

以上の空間 N，N政 ，NP，HPをまとめて Nevanlinna-typespacesと呼ぶ ([CK])。

2. HP， N*， NP上の線形等長写像について

① H凡isometry

f E HP (0 < P <∞)に対して、

IIfllp= {lかか|げr附附附f*門川m川*吋*(()Iαω附Cοω)IP吋叫叩d伽州州附σ吋吋ω((ωCο)
とおくと、これは p~l のとき HP におけるノルムとなる。

一方、 O<p<lのとき Ilfllpは三角不等式を満たさないのでノルムとはならないが、

Pp 仏 g) = IIf -gll~ 口 Lかかlげr削門附f*門内f*(()吋市*(()ωCο) 一r代附(代ω附Cο)
とおくと、 ρpはHPにおける距離を定義する。

そ代 H町P吋カか糾ミらt:JHP八への峨線形瞬写像削A純崎意蜘のfμEHP凶…い阿てLルかμI(μ(μ附A材f
を満たすとき、 AをHP-等長写{象と呼ぶことにする。

この H孔等長写f象については、 deLeeuw-Rudin-Wermer ([DRW])， Forelli([F])， Rudin([R])らに研究さ
れているが、ここではRudinの結果を記しておく:

定理1(問)
OくP<∞，p:f:2とし、 S:HP→HPが H久等長写像であるとする。このとき WE HPとU上の
inner functionφ が存在して、

(Sj)(z) =雪(z)f(φ(z)) ， z εU， f E HP 
が成り立つ。ここに、 T上の任意の宥界な Borelfunction h( ()に対し、

I h(() dσ(() = I h(φ*(())lw*(()IP dσ(() 
JT JT 

が成り立つ。

③ N*-isometry 
次に、 N.について以下のような距離を定義しよう:

d(j， g) = I log(l + If*(() -g*(()I) dσ(() (j， gEN*) 
JT 

この距離 dに関する N*上の線形等長写像については、 Stephel1sonによって次の結果が得られている:

円
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p
h
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定理2([Ste]) 
T: N*→ N本が線形等長'l'ff.像であるとする。このとき U上のinnerfunctions ¥T， <T (ただし、 φ本は T

上 measure幽preserving)が存在して、

(Tf)(z) =雷(z)f(φ(z)) ， zEU，fENホ

となる。

③ NP幽isometry
NP (p> 1)について以下のような距離を定義しよう:

4川口{lかμかpμ10仙 iげr削山f*門内*吋市(αCい水吋w澗川川(αω似ω側Cοωω州)1川川lり川)丹阿l
この距離 dpに関する NP上の線形等長写{像象については、Iida-Mochizukiによってその結果が今年になっ

て得られた。これは N本の場合とまったく閉じ形である ([1M]): 

定理3
p>lとし、 A:NP→ NPが線形等長写像であるとする。このとき U上のinnerfunctions ¥T ，<T (た

だし、 φ*はT上measure-preserving)が存在して、

(女) (Af)(z)口安(z)f(φ(z)) ， zEU，fENP 
となる。

逆に、上記のような習と φが与えられたとき、(女)はNPから NPへの線形等長写像となる。

塁笠担
p>lとし、 A:NP→NPが上への線形等長写像であるとする。このとき α，bE Tが存をして、

(Af)(z)口 αf(bz) ， zEU，fENP 

となる。

3. N evanlini:la型空間上の線形等長写像の宋解決問題について

④ H凡 isometry

H∞上のノルムは IIfll∞口 supIf(z)1で与えられる。このノルムに関する線形等長写像については、 onto
zEU 

の場合はdeLeeuw-RudirトWermerによって以下の結果が得られている ([DRW])。

定理4

S:H∞→ H∞が上へのH∞幽等長写像であるとする。このとき cETとゆ(z)=三二三b(αE U， b E T) 
1-αz 

が存在して

(Sf)(z) = cf(ゆ(z)) ， z E U， f E H∞ 

となる。

“into"の場合の H∞“等長写像についてはその形はまだ決定されていないようであるo
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⑤ N欄isometry
N上には以下のような顕離が通常定義されている。

dN(f， g) = 五号1 I log(l十If{.r()-g(r()1) dσ(() (f， g E N) 
→1-JT 

ここでは、これとは異なる形の距離について考えていく。

以下の結果は昔から良く知られている N の困数分解定理である:

定理5
f EN， 1手0とする。このとき fは以下の形に分解される。

aB(z)F(z)Sl (z) 
I(z)口

ぬい)

ここで、

-α は絶対値 1の複素数

品lanlαn-Z
ー

. B(z) = Zmll I~ーァ一二ァは f の零点 {αn} からなる Blaschke product 
;三1an !ーαnz

.F引F円即附(ヤωz斗巾)=叫 r{ 芋1令10同矧O略州g副gllげf*吋*(()Iαω似Cοω)1肘!μ凶d伽州σ
¥JT ." 一 ，ゐ争 / 

( r (+ z， 1--， ¥ 
. Sj(Z)口 exp!-1ァ一向(()) (j = 1，2. Vl， V2は違いに特異な測度)

¥ JTち-Z ) 

: (singul町)inner functionと呼ばれる。

註了 1 E N*のとーきは S2(Z)会1となる。

このとき、以下の式が成り立つ:

11/11 = 1il!l I 10g(1 +1/(r()1) dσ(()口 I10g(1 + 1f*(()1) dσ(()十円(T)
-r→1-JT JT 

Stephensonは、 [S臼]において均(T)や singularinner functionとN-isometryとの関わりあいを調べ

ている。ここでは代表的な結果のみを挙げておく。

まず、 1，g E N*が commoninner factor hを持つとは、 t，EeN*となる non-constantinner 
h' h 

function hが存在することである。

さらに f，gEN，療が commoninner factorを持たないとき、 f八g=lと書く。
また、 U上の innerfunctions ψ，ゆ(ただしゅ(0)= 0)に対し、 A(ψ，ゆ): N→ N は (Af)(z)= 
ψ(z)(f(ゆ(z))(f E N)のことを表すものとする。
A(ψ，ゆ):N→N の形のものが N-isometryになる条件は以下のようになる。

定理6([S叫)
A(ψ，ゆ):N → N が N刷.isometryになる必要十分条件は任意の singul町 innerfun:ction Sに対して
ψ八(S(ゆ))ロ 1が成り立つことである。
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On出etype ofvon Neumann algebras generated by partial isomeなyoperators 

(部分等距離作用素から生成されるフォン・ノイマン環の裂について)

HideoTA阻 MOTO

(Miyagi University of Education) 

武先英夫

(宮城教育大学)

Abstract s匂shallta1k the generation of von Neumann a1gebras in幼'istalk. In 

particular， we ta1k the generation ofvonNeumann a1gebras by partia1 isometries and 

give an answer for the probrem of Saito. 

この講演では我々は次のNotationの下で話を進めて行く。

Hは可分なヒ/レベルトであり，B(H)をH上の有界作用素全体からなる伊諜とするO

B(H)の部分集合 gに対して，

M( 11): Jlを含む最小のフォン・ノイマン環ほから生成されたフォン・ノイマン環)

特に，Jl = {A， B， C，…}であるとき，M( Jl)口 M(A，B， C，…) であらわす。

フォン・ノイマン環の生成については， 1 960年代においてBehncke，F迎more，Saito， 

Stemp君i，Suzuki， Topping， Pearcy， Putnum，等によって進められていた。

( 1 )可換フォン E ノイマン環は1個の自己共役作用素から生成される。 (vonNeumann: 

1929) 

(2) 1型フォン・ノイマン環は1個から生成される。 (Pearcy:1952)
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(3) A， B: 可換フォン・ノイマン環~M (A， B)は1個から生成される。

(4) (i) Mn : 1個から生成される (ii) {Mn}:互いに可換

=> 

{Mn}から生成されるフォン・ノイマン環MIま1値から生成される。

(5) Hyperfiniteフォン"ノイマン環は1僧から生成される。 (Saito: 1963) 

(6 )耳 1 型. II∞型.m型のフォン・ノイマン環を生成する作用素がそれぞれ存症する。
しかも，それらは partial isometryである。 (Pearcy:1962and Saito:1963) 

(7) M 祭 M2仇りであるフォン aノイマン環MIこ対して次は同値である。 (Saito: 1968) 

(i) Mは1個から生成される。

(ii) Mは1個の partialisαnetryによって生成される。

特別な partial isometry がどんな裂のフォン・ノイマン環を生成するかについて考

える。

斎藤は[8]で， Tn (n= 1，2，…)が partialisometriesであるとき， Tが powerpartial 

isometryであるといい，次の問題を提起した。

一般の powerpartial isometryから生成されるフォン・ノイマン躍の裂については知られていな

い。

さらに，斎藤は [8Jで次のことを問題として提起している。

任意の Properlyinfiniteなフォン・ノイマン環は1侶の powerpartial is側 etryによ

って生成される?

我々はこの間題に対して否定的な完全な回答を与えることができた。すなわち，次の定

理によって n∞型，盟型のフォン・ノイマン環を生成する powerpartial isometryが存
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在しないことがわかる。

定理 A

Power partJal isometryはI型のフォン a ノイマン環を生成する。

これの準備として次のようなことを考える。

定義

ヒルベルト空間K上の作用素 U:truncated sift operator of index n 

であるとは，K.が次の性質をみたすように部分空間Koの n-foldcopyによってあらわされる。

K = Ko fD将@…fDKo 

であり，

U出。 ifn = 1 
and 

Uく九九日¥， fn>泣く0，f1， f2，"・，fn寸> -ifnミ;;2 

そのとき，斎藤[7Jは次のことを示した。

T : truncatedsi代operatorsの finitedirect sum， 

すなわち

T=芝fDUn(め(1 ~玉 n(l) くれ(2) く…く n(r))

ここで， Un(主}は truncatedsi代operatorof index n(k)である。

このとき，MT)は I型のフォン・ノイマン環である。

我々は上の finitedirect sumという条件を落としても同様のことが言えるこをを示し

た。そして，その結果が最終的に有用な役割を演ずる。

O
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定理B.

T : truncated si代operatorsの笥niteor infinite direct sum， 

すなわち

T = ~EÐUn(k) (1話 n(1)く n(2)く…く n(r)く…く K ~五+∞)

ここで， Un(k)は truncatedsi仕operatorof index n(k)である。

このとき， M(T)はI型のフォン・ノイマン績である。

以上の事柄と次の重要な powerpartial isometry分解定理 (Halmosand Wallen[3]，also 

see Saito[9])をあげる。

定理 c.
U:power partial isometry 

お争

U = U1 EDU2 EDむbED U4 (centra I d i rect sum) 

ここで，

U1: unitary operator U2: uni I atera I sift operator 

U3: adjoint of uniJateral sift operator 

U4: direct sum of truncated shift operators 

この定理 Cを考えると， A1(Ut) は可換フォン・ノイマン環で，A1(む2)'A1(U3)はI型のフ

ォン・ノイマン環である。したがって， truncated shift operator U4に対して，A1(U4)の

型奇知る必、要がある。これは定理Bにより 1型であるので，

Af(ω= Af(Ul) ED A!(U2) ED Af(U3)ED A!(UJ 

は I型フォン・ノイマン環となる。

Truncated shift operatorsの直和で表された operatorによって生成されるフォン・ノ

イマン環がI型であることを示した定理Bはグラフに付随した隣接作用素に対しでも適用
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される。この結果は藤井等[2]による隣接作用素が partialisometryであることの特性を

考えることによって， [11]で次のことを示した。

定理阻

止有向グラフに付髄した隣接作用紫で partial isometry 

出争

III(T) : 1型フォン圃ノイマン環
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A subclass of paranormal including class of log-hyponormal 

and several related classes 

Takeaki Yamazaki， Masaもoshi1もoand Takayuki Furuta 
Faculty of Science， Science University of Tokyo 

This report is based onぬefollowing preprint: 

T.Furuta， M.Ito and T.Yamazaki， A subclass of paranormal operators including class of log-hyponormal 
and several related classes，もoappear in Scientiae Mathem叫lcae.

1 In土roduction

ここではヒノレベルト空間H上の有界線形作用素について考える。以下、単に作用棄と呼ぶことにする。こ

こで作用素Tがpositiveであるとはpositivedefinite、長持ち (Tx，x)どofor all x E H と定義し、 TどOと
表す。また、 Tがpositiveかつlllverもibleであるとき、 Tはstrictlypositiveであるといい、 T>Oと表す。

normal (話T*Tコ TT*)を含む作用素のc1assとして次の3つが知られている。

Definition A. 

T : hyponormal訴 T*T三TT事

T : log-hyponormαlぷ当>T : invertible and logT*TどlogTTホ.

T : paranormal必 IIT2xl/三 I/Txl/2 for ev町山t閃 ct…げ

hyponormal==>paranormalはよく知られた結果であり、 invertiblehyponormal=キlog幽hyponormalはlogt

が作用素単調関数であることよりわかる。また、 log-hyponormal=こ>paranormalはAndo山によって示され

ている。なお、 log“hyponormalについては [1][10]で研究されており、 paranormalは1960年代後半に多く

の研究者によって研究されたclassであった[時期間。

今問、我々はlog拍hyponormalとparanormalの開に新しい作用素のc1硝s(c1拙sAと名づける)を定義す

ることにより、 log-hyponormalニ=>paranormalの見通しのよい証明を operatorinequalityの結果を使って

与えることができた。次に、そのclassAとparanormalのそれぞれを拡張した新しい作用素のc1assを定義

すると、 log-hyponormal，c1ass A及びparanormalの関係そ自然に理解できることがわかったo 更に、これ
らのc1assの関係が全てproperであることを示す具体例を挙げる。

2 A subclass of paranormal including class of log-hyponormal 

新しい作用禁のclassとして次のようなc1assを定義する。なお、作用素Tの絶対値 ITI= (T*T)きさ Oで

あることに注意しておく。

Definition 1. T: class A 必 IT2 1 三 ITI 2 • (2.1) 

c1ass “A"という名前は“absoluもe"valueにちなんだものである。このc1assAに関して、次のTheorem1 

が得られた。 なお、 Theorem1はAndo[問1月]の結果《“'log嶋嶋占e
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Theorem i. Let T E B(H). Then the following assert附 lSholqi 

(1) T: 10g.町hyponormal=中止 classA. 
(2) T : class A吋 T: paranormal. 

Theorem 1の証明の前にいくつかの定理と補題を紹介しておしこれらの定理は以下の証明において重要

な投割を果たす。

Theorem A ([3][6]). Let A and B be positi叩 invertibleoperators. . Then the following properties are 

mutually equivalent: 

。)logA芝10gB.
(ii) APど{A5BPAf)tjbTallp三O.

(iu) N ど (Aき BPA~)p+τ forαIIp三oand r三O.

なお、 TheoremAのが)と(討)の同値性については問で示されている。

Theorem B (Holder-McCarthy inequality [9]). Let A be a positi何 operator. Then the following 

inequalities hold for all x E H: 
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次のLemmaAは[7，Lemma 1Jを少し改良したものである。

Lemma A. Let A and B be invertible operators. Then 

(BAA* B*)̂ = BA{A* B* BA)̂-l AホB* holds for any real number入，

Proof of Theorem 1. 
def 

Proof of (1). Tがlog-hyponormal(羊為 logT*T三logTTつであることは、

log ITI2三loglT・"12

と同値である。また、 TheoremAの(i)と(ii)の偶イ直性より (2.2)は

ITI均三 (lTIPIT*1みITIP)t for all p三0

と同値である。そこで、 (2.3)にp=lを代入すると、

ITI2ど(ITI.IT*121TI) t. 

(2.勾

(2.3) 

(2.4) 

LemmaAとIT*J2= TTホより、 (2.4)は

ITj2どITIT(T*ITI2T)手T*ITI (2.5) 

と変形できる。そして、 (2.5)は

(TつTI2T)をど T*T

と同値である。さらに、 ITI2= T*Tより (2.6)は

IT
2
1三ITI2

(2.6) 

と問値であるのでTはclassAである。
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Proof of (2). TがclassAであることの定義は次のようなもので、あった。

T: class A話 IT2j三ITI2 (2.1) 

すると、任意のIIxll= 1に対して、

IIT2xtニ ((T2)マ弘x)
= (lT212x，x) 

ど(lT2Ix，x)2 

三(ITJ2xJx)2 

= IITxll
4 

by (ii) of Theorem B 

by (2.1) 

よって、

//T2x//三IITxll2 for every uniもvectorx E H 

が成り立つのでTはparanormalである。

以上により、 Theorem1は証窮された。 ロ

3 Several classes related to class A -and paranormal 

第2主主では新しい作用素のclassとして“classA"を定義したが、この章ではさらにclassA， paranormal 

の拡張である classをそれぞれ次の様に定義する。

Definition 2. -For each k > 0， 

T :CIGSSAfkjg(TYi2kT)布三 ITI2

T : absolute-k-paranormal話 I/ITlkTxll三I/Txllk+1 for e問 unit叩 ctorx E H 

class A， paranormalはそれぞれclassA(k)， absolu白-k-paranormalにおいて k= 1としたものとなって
いる。

このclassA(k)， absoluteみ-paranormalに関して、次の結果が得られたo

Theorem 2. Let T E B(H). Then the following assertions hold; 

(1) T : invertible and class A口今 T:class A(k) for kさ1.

(2) T : paranormal司 T:absolut吋 -pa附 lOrmαlfor k三L

(3) For伺 chk > 0， T: class A(k)訪 T:αbsol叫吋'-paranormal.

更に、 Theorem2の(1)，(2)の拡張としてclassA(k)， absolu白必-par叩 ormalについてそれぞれ次の結果

を得ることが出来た。

Theorem 3. Let T be an invertible class A(k) operator for k > O. Then 

f(l)口 (T*1T121T)市

is increasing for l 2:: k > 0， αnd the following inequality holds; 

f(l)三ITI2，i.e.， T is class A(l) for l三k> O. 
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Theorem 4. Let T be an absolute必-paranormaloperator for k > O. Then for every unit vector x εH， 

F(l)ご IIITI1Txll市

is increasing for 1三k> 0， and the following inequality holds; 

F(l)三IITxll，i.e.， T is absolute-l仰 rimormalfor 1どk> O. 

Theorem 3は、ある k>Oに対してclassA(k)であるならば、 1'とk>Oなる lに対してcl出 sA(l)であ

り、さらにそのことは関数f(l)がlについての単調増加関数で、あるという形で表現できる、ということを主

接している。同擦にTheorem41土、ある k>Oに対して absolute-k-paranormalであるならば、 lどk>O

なる lに対してゆsolute-l-paranormalであり、さらにそのことは関数F(l)がfについての単調増加関数で

あるという形で表現できる、ということを主張している。

4 Examples 

この章ではabsolute-k-paranormalのcharacterizationを与え、更にそれらを利用して第2章と第3章で

定義したclassの関係がproperであることを示すいくつかの具体例を挙げる。

paranormalのcharacterIzationとしてAndo[l]は次のTheoremEを得た。

Theorem E ([1]). An operator T is paranormalザαndonlyザ

T*2T2 -2λTホT+入2>0 for all入>O. 

このTheoremEの拡張として、次のような訪問lu品。k-paranormalのcharacterizationが得られた。な

お、 Theorem5においてk 1としたものがTheoremEである。

Theorem 5. For eachk > 0， an operator T is absolute刷ιparanormαlザandonlyザ

T*ITI2kT -(k + 1)入klTI2十k入k+l三O for all入>O. 

また、 log-hyponormal，class A(k)の定義と Theorem5より次のProposition6を得ることができる。

Proposition 6. Let f{コ EB Hnω'here Hn竺H.For given po山 leoperators A， B on H， define the 
n=-oo 

operator TA，B on f{ as follows: 

TA，B 

O 

B O 
B 自

O 

A O 

ωhere口shows伽 placeザめe(0，0) matrix仇 ment.Then t.恥he巴hμ州Jμl伽O側切切t吋n吋ga附s四s肥sert付凶t“伽t
(i) TA，B is log-hyponormalザandonlyザAand B a陀 invertibleand 

logA三10gB.
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(ii) For eαch k > 0，む，B is clαss A(k)ザandonlyザ

(BA2k B)誌TさB2

(ui) For each k > 0， TA，B is absolute-k暢par:αnormalザandonlyザ

BA2kB… (k十1)入kB2十k入k+lさoforαII入>O. 

以下、この針。position6を使ってここで議論したclassの関係が全てproperであることを示す具体棋を

挙げる。なお、ここでは行列Xのトレースと行列式をそれぞれなX，detXと表すものとする。

Ex阻 ple1. Let J{ = E9 Hnω'her:e Hn 竺 ~2. For given positive matrices A， B on ~2 ， define山
n=-c口

operator TA，B on J{ as (4.1) in Propos似on6. Then t肥 hα即 thefollowing examples. 

(1) An example of non-lo少hyponormal，class A operator. 

A=(177)2B=(10) 
7 51' ¥0 41 

とする。Fujii，Furuta， Wang[4]はlogAど10gBかつ A2三(AB2A)きであることを示した。一方、 A2ど
(AB2 A)きと (BA2B)きさがはLemmaAより同値である。よって、 Proposition6の (i)と(ii)より TA，B

はnon値log-hyponormalかつclassAである。

(2) An example of nor;トclassA， class A(2)， paranormal叩eratoれ

A = (2 0_) . B = (3 -2) 
-¥ 0 2v'23 J ' ~ -¥ -2 3 J 

とする。そのとき、

勺 1η I0.17472.. . -3.1798.. . ¥ (BA:tB)言…B:t ~._...-... ~._._~... 

¥ -3.1798.. . 11.770... I 

である。 (BA2B)t-B2の闘存鍍は 12.585.. ι0.64001 ...なので、 (BA2B)をど B2である。よって、
Proposition 6の(ii)より TA，B はnon-classAである。また、同様の計算により TA，B はclassA(2)である。

一方、入 >0に対してX1(入)を次の様に定義する。

つ つつ (404-26入十入2 -576十24入 L
X1(入)= BA~B … 2入βZ 十入zzl i 

¥ -576十24入 844-26入+入2J

Pl(入)=なX1(入)， ql (入)= detX1(入)とすると、

Pl(入)= 2入2_ 52入十 1248= 2(入-13)2十910>0 

である。また、

ql(入)ェ入4_ 52入3+ 1348入2_ 4800入+9200 

である。 ql(入)を微分すると、

qU入)=4入3-156入2十2696入-4800 
ロ 4(入-2){(入-18.5)2 + 257.75} 

となる。よって、 qi(入)ロ Oのとき入 =2であるので、任意の入>0 Iこ対して ql(入)ど ql(2)= 4592 > 0 
である。ゆえに、任意の入 >0に対しでもrX1(入)= Pl(入)> 0かつおもX1(入)ェ ql(入)> 0であるので、

X1(入)三 Oである。よって、 Proposition6の(副)より TA，B はparanormalである。
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5 Remarks 

Remark 1. paranormal司 normaloid(話 IITnl1=IITf for all p慨もlve1凶eg位 sn)はよく知られた結果
である [5]向。この結果の拡張として次のTheorem7が得られた。

Theorem 7. T :αbsolute必?αTαn01'-1ηalfo1' some k > 0 ==? T : n01'maloid. 

Remark 2.ここで論じた作用棄の cl拙 Sの関係を留にまとめると次のようになる。なお、p-hyponormal

($.t (T*吟F三(TT市)Pfor a posiもivenumber p)については多くの研究者によって研究がなされているD
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Characterizations of chaotic order associated 

with Kantorovich inequality 

Takeaki Yamazaki and Masahiro Yanagida 
Faculty of Science， Science University of Tokyo 

This paper is based on the following preprint: 

T.Yamazala and M.Yanagida， Characterizαtions of chaotic order αssociated with 1{antorovich 
znequαlity， to appear in Scientiae Mathem叫lcae.

Abs主r-ac主

By-usi時出巴 orderpreserving operator inequality shown in [11] which is associa七日dwith 
Kantorovich inequality， we shall give sorne characterizations of chaotic order. 

1 Introd uction 

ここではとノレベルト空間上の有界線形作用素について考える。作用素 Tがpositive(T三Oと書
く)とは (Tx，x)2:: 0 for all x εHのことと定義する。そして、 Tが抗rictlypositive (T > 0と書
く)とは、 Tがpositiveかっ invertibleと定義する。この posiもiveoperatorに対して、“A>B>O
ensures AP どBPfor any p E [0， 1]"というのは有名なLるwner-Heinztheoremであるが、この指数
pがp>lの時はA>B三Oであっても必ずしも APどBPが成り立っとは限らないことも知られ
ている。これに対して、次の症理が示されている。

Theorem A ([5]). 1f AさB> 0 and M1三B三m1>0， then 

(ZYAPさBP for pさ1
また、最近 TheoremAよりも精密な結果として、次の結果が示されている。

Theorem B ([11]). 1f A三B>0 and MIどB三mI>0， then 

(与)P-lAP江市M，p)AP2:: BP for p三1， 、B
，，，
T
i
 

寸
g
ム
，，.，、

where 

一 (p_ l)P-lMP  -mP)P 
K+(m，MJ)--77ー， (1.2) 

この TheoremBは Holder-McCar吐lyinequality [1司と Kantorovichinequality“1f A is an 
operator on a Hilbert spα出 H such that M 1三A三mI> 0， then (A-lx，x)(Ax，x)三(m+
M)2j4mM holds for every unit vector x in H"に際連して示されたものである。

また、 Lるwner-Heinztheorem は指数pがp>lでは成り立っとは限らないということから、 J;f;
用上不便であったが、この不便さを解消するものとして次の定理が示された。
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Theorem F (Furuta inequality [7]). 
p 

lf A 2: B三0，then for eαch r 2: 0， 
q=l 

(i) (B~AP B~)まど (B~BPB~)~ 

αnd 

(ii) (A~AP Aを)~ど (A~BPA~)~ 

hold for p三oand q三1with (1十r)qどp十'f'. (0， -r) 
FIGURE 

Theorem Fの(i)または (ii)において、 7・=0とおくと、 Lowner-Heinzぬeoremが得られる。ま
た、 [3]や [12]でTheor巴mFの別証明が得られており、さらに [8]ではTheoremFの簡単な 1ペー
ジの証明が得られている。 そして、 [1η では上の Figureで帯かれたp，q，'f'のdomainがTheorem
Fのbestpossible domainであることが示されている。
また、 Ando[1]は、 10gA三10gB (chaotic order と呼ぶ)と (B~APB~)告三 BP for all p三Oが
向僅であることを示しているが、 TheoremFを使うことによってその Andoの結果の拡張が得ら
れる。

Theorem C ([4][6][9]). Let A and B b卸巴 p仰os幻it“iveaぱ i仇ηm附t附1
Then the follお01切/JZ叩ngassertれzonsα T何'em削utuall匂yequzれ初valen吋t:: 

(i) log A三10gB.

(ii) (B~AP B~) 件下三 Br for all p三oand 'f'どO.

我々は、今思 TheoremBとTheoremCを使うことによって、新しい chaoticorderのcharac-
terizationを得ることができた。

2 Resu1ts 

Theorem 1. Let A and B be positiveαnd invertible operators on αHilbert space H satisfying 
10g A 2: 10g B and M 1 2: B どml>O. Then 

(:r :r APどK桐 M，p+ l)AP 2: BP for p三0， (2.1) 

ωhere J{+(m， M，p) is defined in (1.2)酌

Theorem 1はTheoremAの拡張と見ることができる。 また、次のchaoもicorderのcharacteri-
zationも得た。

Theorem 2. Let A and B be positiveαnd invertible operators on αHilbert space H satisfying 
MI>Bどml> O. Then the following assertions are mutually equivalent: 

(i) 10gAど10gB.

(mP十MP)2
(註)AP三BPfor all p三O
4mPMP 

さらに、 Theorem1とTheorem2の(i)ロ今 (ii)を補弼するものとして、次の結果を得た。
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Theorem 3. Let A and B be positive and invertible operators on a Hilbert spαce H sαtisfying 
10gA ど10gBand MI どBさmI>O. Then 

K+ (mr，Mr， 1 + ;)AP三BP for p > 0 and r > 0， (2.2) 

ωhere K+(m，M，p) is defined in (1.2). 

Theorem 3において、 r= 1と置くと、 Theorem 1を得ることができ、 Theorem3におい
て、 Tロ pと寵くと、 Theorem 2の(i)ヱニ:>(ii)を得ることができる。また、(1.2)における定数
K+(m， M，p)に関連して、次の propositionを得た。

Proposition 4. Let K+(m， M，p) be defined in (1.2). Then 

(_r ur  P十r¥
F(p， r， m， M) = K+ ¥ mr， Mr， 7 ) 

is an increasing function of p， r and M， andαlso a decreasing function of m for p > 0， r> 0 and 
M > m > O. And the following inequality holds: 

(~) P ~ K+ ( mr， Mr， E.ヂ)三 1 for any p > 0， r > 0 and M > m > O. (2.3) 

そして、この Proposition4を考えることによって、 Theorem2よりもさらによい評価である
chaotic orderのcharacterizationを得ることができた。

Theorem 5. Let A and B be positive and in叩 rtibleoperators on a Hilbert space H satisfying 
MI三B三mI>O. Then the following assertions are mutually equivalent: 

(i) 10gAど10gB

(討)Mh(p)APどBPho1ds for all p > 0， where h =誓>1 and 

Mh(P) 
h古先T

e 1og(h叶 i)
(2.4) 

なお、 Theorem5において、 Mh(l)

研究されている。

(h -l)hh':'l 
はSpecht'sratioと呼ばれ、 [2][16]などで

10g h 

3 Proof of results 

以下、 Theorem2、Proposition4とTheorem5の証明の概略を紹介する。

Froof of Theorem 2. 

(a) Froof of(i) ===> (ii). Theorem Cの(ii)において、 r=pと置くことによって、 10gAど10gB
から、次の式を得る。

(B~AP B~)主主 BP for pどO.

そこで、 A1 ロ (B~APB~) 告、 B1 BPと置くと、条件から A1どB1> 0、MP三BlどmP> 0を
満たすことがわかる。そして、 A1とB1にTheoremBを適用すると、次の式が得られる。

K+(mP， MP ，Pl)(B1 AP B1)守主 (BP)Pl for pさoand Pl三1. (3.1) 
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さらに、 (3.1)式において、 Plコ 2:と 1と遣いて、 (3.1)式を整理すると、次の式が得られる。

Kt:( mP ， MP， 2)APどBP for p三O.

一{mP+MP)21  ト
よって、 K+(mP3MPJ)- 477ZPMF である」とから、 (i)=今(めが示せた。

(b) PTOof of(ii)口今(i1.logtはoper抗ormonoもonefunctionであるのでミ (iリの両辺に logを
とることによって、次の式が得られる。

J ((mP十MP)2ゾ i
log {i i A 〉どlogB for all pどO.
I ¥ 4mP Mp J -1 

そこで、 (3.2)式において p→+0とすると、

(3_2) 

1;_ r (mP十MP)21t-1  
Pミot 4mPMp 

であることから 10gA三10gBを得ることができ、 Theorem2の証明ができた。 出

PTOof of PTOposition 4. h =誓>1とし、

伽，h)=(zfS子)* (3.3) 

とすると、

{_r ur  P + r ¥ _ (~)吾 (MP+r -mP+ヅ+F
K+l m M--i 且

by(1.2) ¥". ，m ， r ) -(1 + ~)1+;; (Mr 
_ mr) (mrMP+r 

_ MrmP村)'r

=(ム')(-p ');; hP+r - 1)
叫
"byh ff>l 

¥p+r)¥p十r) (hr _ 1) (hp+r _ hr);:- m 

=(J--Jr一一)T 似)
1 ( r hP十r_1¥p( p hP+r 1 ¥ ~ I 
h ¥p+ r hr -1 )¥p+r hP-1) I 

{~ 伽 ，h) . g(r，p， h) r 匂刷by(3作3
となる。さらに、 g(p，r，九)について次の2つのが示せるが託明は省略する。

(1). g(p， r， h)はp>Oとr>Oについてのincreasingfunctionである。

(II). p >0， r > 0について h芝g(p，r， h)主計.

よって、上の伊功により次の不等式を得ることができる。

h三;伽，h). g(川沿1 ぉrp > 0 and r > 0 (3.5) 

また、 (3.4)式と (3.5)式によって、 (2司式を得る。つまり、

(わ
P I 一

一iさん(m
r ，MrJ !!.ヂ)三 1 加叩yp>い oand M>  m > 0 附

さらに、上の(りと (3.4)式、 (3.5)式によって、 F(p，刊 ，M) K+(mr，Mr， E子)がp>0と
r > 0についての increasingfuncもlonであることもわかる。また、同様にして F(p，r，m，M)
K+(mr ，Mr， Eヂ)の M とm についての単調性も示すことができる。 口

ハV
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Proof of Theorem丘

(a) Proofof(i)ロ中 (ii).Theorem 3によって，1ogAど10gBならば

ム (m\ Mr ， l+~)AP さ BP for p > 0 and r > 0 

ここで、 hロ誓>1として、 (2.勾式において T→+0とすると、

息。J{+(mr，Mr， 1 +~) = Mh(p) 

(2.2) 

であることから、 Mh(p)APどBPfor p > 0制等=る。

(b) Proof of (ii)口今 (i).(ii)の両辺に logをとると、次の式を得る。

log( {JIlh (p)}} A)さ10gB for p > O. 

そこで、 (3.6)式において p→+0とすると、

(3.6) 

註Il!JMh(p)}ま=1
p→十υ

より、 logA芝10gBを得ることができる。よって、 Theorem5が証明できた。 口

4 Concluding Remarks 

Remark 1. AとBをpositiveinvertibleな作用素とするロ この持、 A三BとlogAさ10gBを
補間する orderとして、 A<I三B<Ifor 5 E (0，1]を考える。そして、この orderに対して次の結果を
得た。

Proposition 6. Let A and B be positive and invertible operators on αHilbert space H satisfying 
d三B<Ifor 5ε(0，1] and MI三B三mI>0， then 

J{+ (m<I，M<I， ~)AP ~ BP for p三5，

ω'here J{+(m， M，p) is de.βned in (1.2). 

証明は A<I> B<Iに対して TheoremBを適用するだけである。 また、

~~o f{+(m<Í， M<Í，~) Nh(p) (4.1) 

であることが示されるので、 TheoremBとTheorem5の自然なつながりを次のようにまとめるこ
とができる。

Let A > 0 αnd MI三B ~ mI> O. Then the following assertions hold: 

(i) A主Bimplies K+(m， M，p)APさβPfor p > 1， 

{込)for eaoh 5 E (叫がどが出向 J{+(m<Í， M<Í，~) AP.~ BP for p > 5， 

(iii) log A三10gBimplies Mh(P)APどBPfor p > 0， 

where.h =禁>1， and K+(m， M，p) a凶 Mh(P)are de:fined in (1.2) and (2.4)， respectively. 

上の (ii)において、 5=1とすると (i)が得られ、(4.1)式によって、 (ii)において 6→十Oとす
ると (iii)を得る。

宅
2
ム
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Remark 2.最近、 chaoticorderの characteriz抗lonとして、次の定理が示されている。

Theorem D ([6]). If A， B > 0， then 10g Aど10gBザandonlyザforany o E (0，1] there existsαn 
α=αd > 0 such that (eO A)日 >BO!. 

これに対して、 Theorem2とTheorem5は、次のように書き換えることができる。

Theorem 2'. If A，B > 0， then 10gAど10gBザandonlyザforany p三othere exists a Kp > 1 
such that Kp →1 as p -+ +0， and (KpA)PどBP.

また、 Theorem2から Theorem2'を得たように、 Theorem2から TheoremDも形式的に得る
ことができる。

Remark 3. Theorem 2'は次の TheoremE [10]と非常に似た形をしている。

Theore回 E ([10]). If A， B > 0， then log Aさ10gBザandonly if for any pどothere exists the 
unique unitary operator Up such that Up -+ 1 αsp→+0， and (UpAU;)PどBP.
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Order among Furuta type inequalities 
EIZABURO KAMEI 

ABSTRACT. The order between parametrized Furuta inequality and 
parametrized grand Furuta inequality is determined as follows; if Aさ
B > 0， then 

AU H o-u (At q~ BP)三AU H~ニ旦 BP 三 Bð

戸一包 p-t p-u 

B
U 
H伝を (B

t qi!ニ!AP)三BU H~ニゑ AP どが
p-t p-u 

for t E [0，1]， 0:::; t < p :::; s， u三Oand0ε[O，p]. 
Especially， if 0 E [0， 1] under the above conditions，出en

AU Hμ (At q~ BP)三AU H立二五 BP壬Bd
戸-u p-t p-u 

ざAd:::; BU Uo-旦 AP :::; BU Ui二五 (Bt q 
t:J-u 

AP). 

The case of 0口 1gives the order between the Furuta inequality and 
grand Furuta inequality. 

1. Introduction. Throughout this note， we use a capitalletter as an operator 
on a Hilbert space H. An operator A is said to be positive (in symbol: A三0)if 

(Ax，x)三ofor all x E H， and also an operator A is strictly positive (in symbol: 
A > 0) if A is positive and invertible. 

The original form of the Furuta inequality [5] given by Furuta himself is the 

following( cf. [6]， [17]). 
Furu主ainequality: lf A ~三 B~三 0 ， then for eαch rど0，

(A~AP A~)~ 三 (A~BPA~)~ αnd (BEAPB5)t ど (B~BPB~)~ 

holds for p αnd q such thαtp三0αndq三1with (1十r)qどp十 T・

The case of r = 0 in this inequality is the Lowner-Heinz inequality: 

(LH) Aα >Bα for A>B>O αnd 0 <α<1. 

1991 Mathematics Subject ααssポcation.47A30， 47A63 and 47B15. 
Key wordsαnd phrases. Positive operators， Qperator mean， Lowner-Heinz inequality， Furuta 
inequality， grand Furuta inequality. 
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2 ORDER AMONG FURUTA INEQUALITIES 

肝omthe viewpoint of operator mean ([2]，[3]，[10]，[11] etc.)， the Furuta inequality 
1S rewrit加nas follows; 

AU U 1-v. BP :::; A and B:::; BU Uよ二五 AP 

for p ど1andu :::; O. The notations Uαandqαare defined for positive operators A 

and B by 

Aqα B = A} (A-}BA-})αA33foTαεR 

and Uα= qa when αε[O，lJ.戸Notethat Ua is an operator mean in the sense of Kubo-

Ando [16] which corresponds to七heoperator monotone functionxαII;l the Lowner 
theory. 

As shown in (11)， we had arranged these inequalities in one line by using the 
operator mean Ua as follows: 

Satellite theorem of the Furuta inequality: lf A 三B~ 0， then 

AU Ul二五 BP :::; B:::; A < BU U正二五 AP 

for all pど1and u:::; O. 

Wecan generalize this inequality as the following and called it a paramertrization 

of the Furuta inequality ([13]， [14]). 

Theorem A. lf A 三B> 0， then for 0 :::; o :::; p αndu :::;0 

AU U~ニ旦 BP :::; B8 and BU U ~ニ旦 AP どA63
p-v. 

αnd for u :::;γ:::;0αndp 三0

AU U口 BP:::; A1'αnd BU h止 AP~ B1'. 
p-u p-u 

Asa corollary we have the following， in which也ecase of O = 1 is the satellite 
市theorem.

Corollary A. lf A 三B> 0， then for 0 :::; o :::; 1， O :::; pαηd u:::; 0 

AU hニゑ BP :::; B8 :::; A8 :::; BU ts-v. AP， 

αndJor…1:::;γ:::;0， u:::;γαηdp ~ 0 

AU Uに~ BP :::; A l' :::; B1' :::; BU ff止と AP.
p-u p-u 
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3 

λs a generalization of the Furuta inequality， Furuta [7] had given an inequality 
which we called the grand訊lfutainequality. It interpolates土heFuruta inequality 

and the Ando-Hiai ineq凶 lity[1] equivalent to the main result of log majorization. 

We cite here it in terms of operator mean ([3]): 

The grand Furuta inequali句r: lf A どB? 0αnd A is invertible， then for 
eαch p ど1αnd0三t~ 1， 

日.KAMEI 

A-r+tじヰヰー (A
tQs BP) ~ A 

¥P-t)S十ヂ

holds for r ? t αnd s 三1.

The best possibility of (;尋託子 isshown in [18]. This theorem also has制 ellte
form [14] and more generally we have shown the next theorem as a parametrized 

form of the grand Furuta inequality [15]. 

lf A ~三 B > 0， then for 0 -::; t ~ 1， 0 ~ t < P ~ s， u ~ 0αηd Theorem B. 

O~ð~ß 
BP)! BP)三(At均三t(A

t Q~当A
U 

U士号

AP)3 AP)三(BtQS (B
t 
Q告BUU結

αnd 

The satellite theorem of grand Furuta inequality is just the case of d = 1 and we 
can align these inequali七iesas follows; 

Corollary B. lf A ? B > 0， then for 0 ~ t ~ 1， 0 ~ t < P ~ s， u ~ 0， 
0 さ ð~l αndd ~ s 

ざBO三A
8
三(B
tQ~ AP)! ~ BU U4止 (BtQ~ AP) 
p-t 戸 p-t

AUU結 (AtQ~ョ BP) 三 (AtQ告 BP)!

On the complementary domain of the Furuta inequality， that is， 0 ~ t < P ~ 1， 
the following inequality holds ([12]，[15]). 

lfA三B> 0， then for 0 ~ t < P ~ 1， p三;d三min{1，2p}αndTheorem C. 

五
月P
 
A
 

三AtQT.二五 BPざB8~ AO三BtQ 
p-x 

BP)昔(AtQo_t 

β?d 

AP ~ (Bt Q 

lf A どB>0， then for 0三t~ 1 ~ p， pチtαnd s ? p 

-一β、‘EB
，J
P
 
A
 

ざB壬A~ (Bt q~ 
p-.t 

w
h
d
 

吋
，
a

BP)会(AtQ全?



4 ORDER AMONG FURUTA INEQUALITIES 

2. Resul旬 andProofs. At the begining， we modiちTTheorem C. 

Theorem 1. lf A 三B> 0， then for 0 ::; t ::; 1αnd 0 ::; t < p ::; s 

(At Q臼 BP)~ 三 BP αηd (Bt QI!::! AP)宮ど AP.

The following theorems are 0 btained by the use of Theorem A and Theorem 1 

in which we can give an order between the Furuta inequality and the grand Furuta 

inequality. 

Theorem 2. lf A 三B> 0， then for 0 ::; t ::; 1， 0 ::; t < p ::; s， u ::; 0αηd 
O三6::;p

AU U~-u (At QI!::! BP)三AU Uo-旦 BP::; Bd 
f:J-u  p-t p-u 

αnd 

BU U~二五 (Bt Qs-t AP) どBU Uω APどAd.
p-'ι p-t p-u 

Proof. It follows from Theorem B and Theorem 1 that 

AU13苛 (A
tQ~壬f BP) 

AU15ョ(AuiEt(At恰 BP))

< Au ii去を (Athg壬fBP)苦三 Au15ョBP.
The first inequality follows from Theorem B and the second one is Theorem 1. 

Under a little stronger conditionsofTheorem 2， we can arrange these inequalities 
in one 1ine， which is completely parallel to Corollary B， too: 

Corollary 3. lf A どB> 0， then for 0 ::; t ::; 1， 0 ::; t < p ::; s， u ::; 0， 
0::;6::;1αnd 6 ::; p 

AU 141(At huBP)5Au 1立ニ旦 BP三がさがさ BUUo...:u APざBU U~ニ旦 (Bt
Q乏こ!AP). 

p-u p-t p-u p-u f:Jー包 p-t 

The case of 6 = 1 shows the order between the Furuta inequality and grand Furuta 

inequa1ity. 

Theorem 4. lf A三B> 0， then for 0 ::; t三1，0::; t < p :S s， u ::; 0 αnd 
u<γ::;0 

AU ~口 (At Q臼 BP)::;AU ff:rこと BP ::; A' 
p-u p-t 
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αnd 

BU U"*ニと (Bt ~Q.ニ主 AP) 三 BU h二五 AP三B'Y
p-u p-t p-u 

Proof. 

AU 12ヨ(At~知 BP)

AU U::t..=.!!. (AU U.g二三 (At ~.@.=! BP)) 
p-u p-u p-t 

:::; AU U日 (Atbg当BP)告三AUU日 BP.

We can arrange these inequalities in one line also under a li抗lestronger condition 

for γ. 

Corollary 5. 1f A どB> 0， then for 0 ::; t :::; 1， 0 :::; t < p :::; s， u :::; 0， 
-1 ::;γ:::;0αndu :::;γ 

AUUμ (At ~~ニ!BP) :::; AU U::r.ニとBP三A'Y三B'Y::; BU U::t..=.!!. AP三BUU"*止 (Bt~.@.=! AP). 
p-u p-t p-u. p-u p-u p-t 
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OPERATOR MOMENT PROBLEl¥在SON ABELIAN 

ト SEMIGROUPS

KOJI FURUTA AND NOBUHISA SAKAKIBARA 

ABSTRACT. Let S be an abelian恥sernigroupwi七hぬeidentity. Our main 
concerns in this paper al'e色heintegral representa主ionsfor operator-吋-
positive definite functions on S and operator-valued func土“ionsof positive七ype
on S. In Theorem 2.1， we characterize moment functions whose representing 
measures have compac七support.Furtherrnore， in section' 3， we discuss the 
rel討ionbetween (semi)pe出 ctnessof S and operator semipel'fectness of S. 

1. PRELIMIN ARIES 

LeもS (S，十7キ>)be an abelianトsemigroupwithもheidentity O. A function 
p:S →C is called a sem.icharacter if iもisa nonzero multiplicative function 
s抗isfyi珂 ρ(sっこ p(s)for all s E S. No臼 thatp(O) = 1 and every semicharacter 
lS noもbounded.The se七of.semicharacterson S is denoted by S*. We巴quipS* 
with th巴topologyinherited from CS， having th巴topologyof pointwise convergence. 
Then S本 lSaもopologicalsemigroup under pointwise multiplication with involution 
p吋戸 andthe idenもity1. ln particular・， S* is a Hausdorff space. 
Let 1-1. be a compl日xHilbert space， (・，-) the inner product on 冗， B(約七hese七d
bounded 1inear opera七orson 1ムandB(1-I.)+七heset of posiもiveoperators in B (1-1.) 
A function !.p : S →B(1のisca.lled of pos伽

2二(!.p(Si+ sj)Ci，Cj)三0
i，j=l 

for all n > 1， Sl，S2，'・.，sn E S and 6，と2，.・.，Cnε 1-1.. Mor・eover，!.p is called 
positive definite if 

乞何(!.p(Si十ザ)c，c)三0
i，j=l 

for all nど1，Sl， s~γ ・ '， SnES ， C1 ， C2 γ ・. ，Cn E Cand cε 1-1.. If冗=C， the 
funcもionsof positive type are the same as positivedefiniもefuncもions.1n particular， 
every semicharacter is a posi七ivedefinite fU11ction 011 S. 
Let X be a subset of S¥ The seもofall Bo問 1subs巴もsof X is deno七edby !B(X) 
Let M+ (X) denote the seもofall r巴gularBorel (i.e. Ra.dDn) measures d巴長田d011
!B(X)， and E+(X)もheseもofme邸 uresμEM+ (X) such tl叫

I Ip(s)ldμ(ρ)<∞ for s E S. 
JX 
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The set of signed measures of the form 山一 μ2十 i(μ3一向)wi出向 EE+(X) 
will be der川 edby E(X). Moreover， leもE+(X，1l)denoもethe set of functions 
F : a(X)→B(1l)+ satisfying (F(.)ιη)ε E(X) for all c， TJ E 1l. A function 
ψ:5 →B(1l) is called a moment function正出ereeXISもsF E E+(5ぺ冗)such that 
ψ(8) =ん.p(8)dF(p)， i.巴・

2 

Aバs附 for・8E 5， c， TJ E冗(ψ(8)ιη) 

We have the following. 

PropositiOl1 1.1. Let ψ:5 →B(1l) and con8ider the following condition8 : 
(1) <p i8 a moment function 
(2)ψi8 of p08iti問 typej 
(3) <p i8 p08itive definite. 

Then the implication (1) ==? (2)司 (3)hold8. 

Proof (1) ==? (2) If <p is a momenもfunction，then <p can be writ七開 inthe form 
ψ(8) =ιρ(8)dF(p)， 8 E 5， for some FεE+(5つi).Let 6，6γ・・ふεチiand 
81，82， ・.，8n E 5. Defineμij E E(5*)， i，jコ 1，2γ ・・ ，11， and μE E+(5*) by 

B E a(5つ的j(B)ロ (F(B)とれとj)， 

μ(B) :ロ5ンii(B)，B E a(5*) 

μij (B) I 
μjj{B)J 
[内(B)
μji(B) 

Since the matrix 

is positive， we have 

iμij(B)1さμii(B)I/2μjj(B)1/2壬μ(B)

dJ.Lii 
Therefore eachμij is absolutely continuous wiもhrespect to μLet gij :=ーーとL

dμ7 
i， j = 1，2，' .. ，11， beもheRadon-Nikodym deriv抗ive.Then for αゎα2，. . . ，αnE(C 
and B E a(5*)， 

2二α荷 (μ(B)Ci，とj)ど0ム主叩j(p)dμ(p 
Since B E怒(5つisarbitrary， iもfollows出品もhematrix [gij (p) ]7;j=1 is pos凶V日for
μ-a.e.p. Consequently， 

主(伊(吋)Ci訓告L.p(川 )dμij(p) 
=ムζρ(8i)p(8j)gij(p)dμ(p)ど。
口

nu 
oo 

which shows that ψis of posiもlveもype.
The implication (2)当 (3)is clear. 
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Remark. (i) In the special case of S being an abelian group G with the involution 
♂ -8， every positive de長nitefunction on G is of positive type (see [8， p.58， 
Corollary 1]). Furthermore， since positivedefinite funcもionson G are bounded， 
出色y乱1・emoment funcもionsby Theorem 2.1. 
(ii) If冗ロ C，apo叩Sl抗凶七tiv刊巴 defi凶I
ar閃ep戸r問.巴回s巴n凶も1I珂 m巴出ur沈巴 iおsn∞1叩O叫も unique if any (和s巴閃e[ド1，Chapter 6， 3伊2& 33]). SO an 
abelian *嶋田migroup5 is call日d8emiperfect if every positive definiもe，scalar句valued
function on 5 is a momenもfuncもioll.If， fur出er・more，a representing measure is 
unique，もhen5 is called perfect. 
(iii) Examples are known showing 七回 (3) 司 (2) is noもtrue (see [4， Proof of 
Theorem 1]). 

Let κbe a complex Hilbert spaceand V a dense subspace of κ. By a 恥
repre8entation of aトsemigroup5 withもheidentity 1 (5 is not necessarily abelian) 
on V， we mean a family {π(8)} sE S of densely defined linear operaもorsonκW1七h
domain V such七haも

(i) π(1リ)工 1 (れ七h巴id巴n叫凶七ti七yoperaもO凶l'
(ii) π (8吋)刀CVand 作(いs斗)宵叫(t)= π (8t) for 8ム，tε 5， 
( 註胤i)π (8吋)ネつ11)口 π (い8♂キつ)for 8 E 5 

The followingもheoremis known (cf. [8， p.27， Theo1'em 1]). 

Theorem 1.2. Let 5 be aト8emigroupwith the identity 1 and let ψ:5 →B(冗)
be of p08itive type， i.e. for any 81，82， . •. ，8nεS αnd c1，6，... ，ふεチt

L(ψ(8j8i)Ci，とj)三o.
Then there exi8t a Hilbert 8paceκ2α bounded linear operator V : 1i→καnd a 
ト問'pre8entαtion{π(8)}sES of 5 on αden8e sub8pace V ofκ8uch thαt 

(1) V1i C V αnd {作(8)VC: 8 E 5，c Eチi}i8 total inκ2 
(2)ψ(8)ニ V*π(8)V for 8 εS 

2. MOMENT PROBLEM : CASE OF COMPACT SUPPORT 

Ev巴ryexponentially bounded， positive de五mも巴， scalar-valued function on 5 is a 
mome叫 functionwhose representi珂 measu1'ehas compacもS昭 po1'も (see[2， Theo1'em 
2.1]). Inもhissection， we shall p1'ove出istheorem for ope1'aもOl'-valuedfunction. A 
functionα:5 →[0，∞) is call巴dan absolute 叩 lueif 
(i)α(0) = 1， 
(ii)α(8十t)ざα(8)α(t) for 8，t E 5， 
(iii)α(8*)ニ α(8) for 8 E 5. 

A function ψ:5 →B(1i) is called小 boundedif tl悶 eeX1Sもsa cor同組も C> 0 such 
七hat

11ψ(8)11:s Cα(8) fo1' 8 E 5， 
andCjフiscalled exponentially bounded ifもhereexisもsan absoluもevalue αW1出1'especも
もowhich ψlSαωbounded. 

1
1
A
 

O
O
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Theorem 2ム Letcp : S →B(1i). Then the followi吋 conditiαnsaTe mutually 
eguivalent 

(1) The1'e exist a compact subset X of S* and F E E+ (X，的 sucnthat 

ψ(s) = I p(s)dF{p) fo1' s E S; 
JX  

(2) cp is of positi叩 typeand exponentially bounded ; 
(3) cp is positive definite and exponentially bounded. 

The 1'ep1'esenting function FE E+(X，冗)isuniquely dete1'mined by cp. 

Proof. (1) =:::>(2) Suppose that (1) h他 Thenψisof positive type by Propo-
sition 1.1. We define an absolute value αon Sby 

α(s)口 sup{lp(s)1: pεX} for s E S. 

Then for c E 11. with 11とIJ= 1， we hav巴

I(叫s)c，C)1= 11 p(s)d(F(ρ)c， c) 1 
IJX 

~L附)Idげ(p)ç ，Ç)
三α(s)(F(X)c，c)

さα(s)IIF(X)IL

so that I(少(s)c.，C)1~α(s)IIF(X)II. By polarization， we geも

I(ψ(s)ιη) 1三2α(s)IIF(X)11

for c，ηε 11. with Ilcll = 11η11口1.Therefore Ilcp(s)11 ~ 21IF(X)11α(s) and ψlS 
α同bounded.
(2)司 (3) 1もfollowsfrom Proposition 1.1. 
(3)司 (1) Suppose that出ereeXlSもanabsolute valueαon S and a constant 
C> 0 suchもhat

11ψ(s) 11壬Cα(s) for s E S. 

Then for each c E 1ムもhefunction on S definedby s吋 (cp(s)c，c)is positive definite 
and α附boundedsinc巴

l(cp(s)c，c)1 ~ IIcp(s)llllcI12三Cllcl12α(s).

By [2， Theorem 2.1]， there exists a unique measureμEεE牛(S*)satisfying 

(cp(s)c，c) = 1 p(s)τlμc(p) forsES. 
J S. 

Moreover，もhesupport ofμ( is a subset ofthecompacもsetX of 必 boundedser世c11ar-
acもers.For c，ηε 1{， define 

μtη→{川一μ(-り十i山ーか(-i山 E(X)
Then， bypolarization， 

(2.1) 仲胤
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Fix B E 93(X) and puもφ(ιη)τロ μc，1/(B)for 乙ηε 1i.Then φdefines a sesqui-
lin色町 formon 冗 x1i since theもransformationμEE(X)叶戸εCSgiven by 

戸(s)ロ Ip(s)d，μ(p)， s ε5， 
JX 

is linearand injective (see [1，4.2.10]). Moreover， <T is posiも1V巴andbounded since 

O三φ(と?と)=μc，c(β)

さμc，c(X)

コ (ψ(O)C"，C")

三11ψ(0)1111C"112

(cf. [7， 318]). Therefore， by [7， p.38， Theorem 1]， there exisもsa unique 0叩pe釘ra叫七O白r 
F{B) ε B(1冗的t吟)九+s叫iおsf命シi凶n

μc，川η孔(β)=φ(任Eι3η柿)= (F(B)民5ι，1叫7)，c，ηε1i 

Since B E 93(X) is arbitrar)らitfollows 出品 (F(・)ιη)=μc，可 EE(X)， i.e. F ε 
E+ (X， 1i). Consequ巴凶ly，we have 

(¥O( s)ιη) = I p(s)d(F(p)ιη) for s E 5. 
JX 

Thus the proof is complete. ロ

RBlllark. The equivalence (1)布中 (3)ofTheorem 2.1 is found in [2， Theorem 2.6] 
(岡山outproof). 

3. MOMENT PROBLEM : RELATION TO (SEMI)四回おCTNESS

As 11附
S， も山山he児e1m口m時吋lpがpl向i五恥1ca附刷C印叫叫a抗州もU伽lOnω∞n(作仰3幻)こ司今 (仰1り)of Pro時叩O叩叩p抑O叩釧s拙i抗七“ω伽iぬ加lOnω叩n1.1 d仇O閃側巴郎sno叫tne町C悶町叩i均1yh凶01必i泊d. 1n 
もhissection，五rsも1ywe shall prove出叫 theimp1ication (3)口?(1) of Proposition 
1.1 ho1ds for perfect恥semigroups.Furthermore， for semiperfectトsemlgroups，we 
discuss wheぬerもheimplications (2) ==? (1) and (3)司 (1)ho1d or not 

Theorelll 3.1. Let 5be a perfect トsemigTOupand ¥0 : 5 →B(冗).Ifψis positive 
definite， then it is a moment function. Furthermore， a representing function F E 
E+ (5*， 1i) is un叩ぽlydetermined byψ・

Proof. 1n the proof of Theorem 2.1 (3)司 (1)，use the p巴rfe山 lessof 5 instead of 
[2， Theor‘色m2.1] and [1， Proposition6.5.司insteadof [1， 4.2.10] 口

By Theorem 3.1 and Proposition 1.1七heiollowing condiもionsare mutually equiv-
a1ent.: 

(i) 5 is perfect; 
(ii) Every function of positive t.ype on 5 is a moment function whose repre-
-senting function is unique1y de七ermined;。ii)Everypositive definite function on 5 is a mome凶 functionwhose repre-
senもingfuncもionis uniquely determined. 
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Accordingly， when S is perfect， we may assume that not only positive definite， 
scala1'-valued functions but also positive definite functions 01' funcもionsof positive 
type have the unique inもeg1'alrepresenもation.For・seロripe1'fecもトsemigroups，isもhis
equivalent relationもrue?Unforもunatelywe do noもknowthe explicit answer to this 
question. 80 as long田 thisprobl巴mremains unsettled， leもusagreeもodefine the 
following. 

DefinItIon. An abelianトsemigroupS is called opemto1' semipe1'fect (resp. st1'ongly 
O伊p戸'e11叫α'Clto肘1's四em別t伊p戸伊erゆ:声h削ctが)μife告vel'伐l'y五白加lllct凶もtio∞nofpμO叫1ve刊eもtyp戸巴 (re詑巴sp.p戸ositive刊巴d由e琵命fin山 f白uncω
tio吋O∞n S iお日 amome叫 function. 

The following Theorem 3.2 and Theorem 3.3 are obtained ifwe consider operator-
valued functions insもeadof scalal"時valuedfunctions in the proof of [6， Proposition 
1] and [3， Proposition 1]， r・especもively.

Theorelll 3.2. Let S1 and S2 be abeliαn *-semigroups with the identityαnd let 
h: S1→S2 be a suワiective*-homomo1'phism. 
(1) 1f S1 is operato1' semipe1'fect， then S2 is opemto1' semipe1'fect. 
(2) 1f S1 is stro吋 lyoperatoT semipe1'fect， then S2is stro旬 lyoperαto1' semipe1"“ 
fect. 

Theorelll 3.3. Let S1 be anαbelianト semigroupwith the identity and S2 a finitely 
gene1'αted abeliαη~いsemig1'oup with the identity. 

(1) 1f S1 is pe1'fectαnd S2 is operato1' semipeヴ'ect，then the p1'oduct S1 x S2 is 
opemto1' semipe1'fect. 

(2) 1f S1 is pe1'fectαnd S2 is strongly opemto1' semipe1'fect， then the p1'oduct 
S1 X S2 is strongly operato1' semipe1'fect. 

By Theor・巴m3.2 and 3.3， we note that operaもorserr註perfectトsemigroupsand 
sも1・onglyoperator s巴miperfect恥 S巴migroupshave the pl'・ope1'ties出品 semipe1'fect
トsemig1'oupshave. We know onlyほ11'・ee巴ssentialexamples， which are semipe1'fect 
and noもperfect:

(i) (No，十，s*コ s)， whe1'e No :コ {O，1，2，...};
(ii) (iZ， +， 8ホコ 8);
(iii) (iZ2，十，(8，t)* = (t， s)). 
We shal1 pl'ove也前 theya1'e operaも01'semipe1'fect. 

Theorelll 3.4. The semig1'o叩 (No，十，s*= 8) is ope1'ato1' 8emかe1'fect.
Proof Let ip : No→B(冗)be of posi古ivetype. By Theol'官n1.2， thel'巴 exista 
Hilbe1'も spaceκ，a bounded linear ope1'ato1' V 冗→ κanda 村 ep1'esentation
{π(n)}nE蕊oof No on a dense s由spaceof κsuchもhat

少(η)ロ V*1I'(n)V fo1' n E No・

8inceπ(1)コ π(γ)C 11'(1)*， the ope1'aも01'π(1)is symmetric and closable. Let T 
denote its closure and de五n色theoperaもorT on th巴directsum κ@κby 

T:= TED (-T) 

The ope1'ator T is symmetric and its deficiency indices a1'e equal. The1'efore T 
has a sel 
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measure of T' and P the orthogonal p1'ojection of 1i EBチlonto1i EB {O} and define 
V' : 1iEB 1i→κ@κby V':ェVEB O. Then， identifyi碍冗EB{O} with 1i， we have 

ψ(n) = V*TnV 

= PV'*T，nV'1η 

= l )"ndF例
where F(・)=PV同F'(・)V'I1i. Since 

N~ = {n叶入n 入EIR} :::: IR， 

it follows tha七ψlSa momen七function.Henc巴(No，十，s*= s) is op色r叫01'semipe1'-
fect. 口

Theorem 3.5. The serr吋roup(:&.:，十，♂ =s) is oper，αtor serr叩erfect.

Proof We use the sam巴 notationas in the p1'oof of Theor・em3.4. Let 'P : Z → 
β(冗)be of positive七ypeand leも(π，V，κ)be theも1'ipleas in Theo1'em 3.4. Since 
π(1)π(-1)口付(0)= 1 and the seも{π(s)Vc: s E S， c E 1i}おもotalinκ，もherange 
of T' is dense in κ@κ. Hence T' T'* is one-to凶one.Let F' be the spect1'al 
measure ofT' and put F(.)ロ PV同F'(・)V'IηThenF( {O}) = 0 and 

'P(η)ニ j 入ndF(入) for nεZ 
JIA¥{o} 

This shows thaもψisa moment function since 

rロ {n叶入n 入εR¥{O}}竺R¥{O}.

Therefore (:&.:， +， s*ニ s)is operaもorsemipe1'f，巴C七日

Theorem 3.6. The ト semzgro叩 (:&.:2，十，(s， t)本=(t， s)) is operator serr叩erfect.

Proof Let S :ロ(:&.:，十，sキニ -s)and T := (:&.:，十，s*= s). Since S is perfect by [1， 
p.203] and T is op巴rators巴miperfect，出巴 group

G:= (S x T，十，(s， t)本=(→s，t)) 

with出ep1'oducもinvoluもionis operator semiperfect by Theo1'em 3.3. Defineもhe
funcもionh : (Z2，十，(s，t)* = (t， s))→Gby 

九(n，m):ごい-m，n+m) for・(n，m)εf

Then h is a *-isomo1'phism onto the *-stable subgroup 

Go := {(s， t) E G : s十tE 2:&':}， 

of G. In view of Theorem 3.2， it sufficesもoshow th抗 Gois ope1'叫01'serr話perfect.
Howeve1'， conside1'i時七heoper叫o1'-valuedfunction in [3， Theorem 1]， we see that 
Go is ope1'aも01'serr札pe1'fect. 口

mhυ 
0
0
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Remark. Inspecial case.ofψin Theorem 3.4being a maもrix-valuedfunction of 
positive type.， K. Schmudgen has proved thatψis a moment function (see [10， 
Proposition 2.3]). In [5]， T. M. Bisgaarddiscusses operatorsemip巴rfectness，b凶
our proofs and methods are differenもandindependent. 

As can be seen from the de告白もions，w巴haveもhefollowing implications: 

(iJ S is perfect 

=今(長)S is strongly operaもorsemiperfect 

司 (iii)S is operator sem単位fect

=キ(iv)Sis s巴miperfect

We do not know wnether the implications (ii) =今 (i)and (iv) =今 (iii)are七rueor 
not. Onもhec叩もm肌 theimplication(iii) 今 (ii)is notもrue.In fact， No is not 
strongly oper抗orsemiperfecも(see[4， Proof of Theor巴m 1]). We shall prove出品
(Z， +， x* = x) is not strongly operator 田町中日rfect，too. 

Theorem 3.7. There exists a function <p : Z →M2(C) which is positive definite 
αnd not of positive type. 

Proof Let an ・=2(叫 2)¥n三O.Defineψ:Z →M2(C)回 follows:
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工作(i十品，f，j)コー2< 0， 
i，j=O 

which implies tnat ψis not of positiveもype.To see thatψis positiv色 definite，we 
shall prove that 

(<p(-2n)f"f，) (<p( 0)ιご)
Dn(f，) :斗 1， nど0，

(伊(D)f"と) (ψ(2n)-c，f，) 

and 
(<p(-2n十2)f"と) (<p(1)f" C) 

D~(と):斗 1， nさ1，

(<p(1)f" f，) (ψ(271，)ご?と)
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Do(c) = 41α112十 iα212三1，

D~(ç) 乞 41α11 4 十 41α214 十 171αl可1 2 -16(Re(α1可))2

三2(1α112十|α2FY三1，

DI(と)ロ α3D~(と)一 (41α11 2 十 |α212)3

> 25! - 26> 1. 

Let n主 2and suppose th叫 D~_1(と)三 1 and Dn-1(ご)ど 1. We show that 
D~(めど 1 and Dn(めど1.For k = -2n十2，-2n+3，・・・ ，2n-1， we have 

I(ψ(k)c，c)l::; 11(j'(k)11 

三max{11ψ(-2n十2)11， 11(j'(2n -2)11} 

ざα2n-1，

so tha七

(3.1) 1 (ψ(k)c，c}1 ::;α2n-1・

Similarly for k = -2n十1，-2n十2，'"，2n， 

(3.2) I(ψ(k)c， c) 1壬α2n・

Then the es七imate(3.1) yields 

D~(ç) 三 α2nDn-1(c)一(211.-1)a~~_1(2n -1)! 

さ
2(2n+2)!

一(2n)!2(2n+1
)!2n 

= 2
2n(2n+l)!(22(2n+リ!一 (2n)!)

三
2(2n)!
一(2n)!三1.

Accordingly， th日間もimate(3:2) yields 

Dn(ご)三 α2n+1D~(ご)一 (2吋α3;+1(2n)!

ど
2(2n+3)!

ー (2η 十 1)!2(2n+2)!(2n+1) 

= 2(2円+2)!(2n+1)(22(2n+2)!一(2η 十 1)!)

ど
2(2n+1)!

一(211.十 1)!ど1.

Tlms， by inductioll， we get D~ (ご)ど 1，11.ど1，and Dn(計三 1，n三O. 口
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On the product of Riesz sets in dual objects of compact groups 

Hiroshi Yamaguchi 

Department of Mathematics， Josai Universi句f

Abstract. Let Ei be a Riesz set in the dual object of a compac七groupKi(i口 1，2}.We 
show七hatthe product set El x E2 is a Riesz set in the dual object of Kl a K2・Wealso 
give a resul七oncompact groups rela七edto a resul七ofG1icksberg and Graham concerned 

with "small p set 

31 T上の F.and M. Rieszの定現の T2への拡張として次のBochnerの結果がある。

定理1.1. μεM(T2)， t，(η， m) = 0 for (n， m) <t z十 xZ十口今 μ<<mT2・

定理1.1は士宮 ZのRiesz集合z+の積z+X z+はぜ2cぎZaZのRiesz集合にな
ることを示している。この種のことについては、局所コンパクト可換群についても成り立つ。

室義1.1. Gを局所コンパクト可換群とし、 pを自然数とするo aの開集合Eが次
を満たすとき、 smallp setと呼ばれる。

(1. 1) 'i/με ME(G)キ〆=FTつ72ε L1(G).
但し、 ME(G)口 {μEM (G) : T， = 0 on EC}.特に、 small1setはRiesz集合と呼ばれる。

亙塁.11(cf.[6]). G1， G2を局所コンパクト可換群とし、 pを自然数とする。 El，E2
をそれぞれeh，G2のsmallp setとする。すると、 E1xE2はG1ゐG2のsmallp setである。

small 2 setになるための条件としては、 Grahamによって与えられた次の結果がある。

室盟主ニヨ (cf.[3]). Gを局所コンパクト可換群とし、 Sを次を満たすGのBorel集合

とする。

(1. 2) {1' E a : ma(S n (γ-S)) <∞}はOで穂密。
すると、 μ，1IE Ms(G) ==? Iμ1*1ν|ε Ll(G). 

ここでは、定理1.1、定理1.3に関連したことを(非可換)コンパクト群にたいして考え

てみる。

n
H
d
 
oo 



92 K をコンパクト群とし;¥:EK をK のdualobjec七とする。 M(K)をK 上の
bounded re別1ぽ me邸 uresの空間とし、 mKをK上の Haarmeasureとする。 σE:EK .~こ
対して、 U(σ)をσに属し、 Hσ を表現空間として持つKのcontinuousirreducible -unitary 
representationとする。 με M(K)に対して、 μのFourier変換Aを次のように定義する:
σEEKi乙ηEH，σに対して、

<以σ)乙η>=I <D~u)ç， η >dμ(x) . 
. K 

位し、 CJU)zDσUY)Dσ。又、 Dσ は Hσ 上の conjugation。そして~ spec(μ) = {σ 巴:EK:

t，(σ) =1 O}とおく。:EK1こは、 conjugation"-，，と積"x"の2つのopera七ionsが定義される。

亙蓋ゑ1. pを自然数とするo :EK の部分集合Eが次を満たすとき sωsmallp setと言
うことにする。

(2. 1) Vμ1l・・ 1仰を ME(K)=今 μ1ト・ 4μ'PE L1(K). 
位し、 ME(K)ニヱ {μ 巴M(K): spec(μ) c E}. 特に、 s-small1 setはRiesz集合と呼ば
れる。

注意 Kがcompactabelian groupの時は、 "s-smallp se七"と "smallp se七"は同じ

概念である。

塁塁2.1. pを自然数とし、 Kl，K2をcompactgroupsとする。 E1，E2をそれぞれ
":EK1， I:K2のs-smallp setsとする。すると、 E1X E2は :EKIEDK2虫記KlX :EK2における

s-small p setである。

*. E1，E2をそれぞれ":EKll:EK2のRi田z集合とする。すると、広×んは:EK1ED幻自
:EK1 X :EK2における町田z集合である。

次に、定理1.3に対応したことを compactgroupの場合について考えてみる。 Gがcom-

pact abelian groupの場合は、定理1.3の条件(1.2)は次の条件(1.2)'となる。

(1. 2)' V，ε0にたいして、 8n(γ-8)は有限集合。
又、条件(1.2)'は次の条件(1.2)"と同値である。

(1. 2)" V'1， ，2 E Gに対して、Ci1十8)n Ci2 -8)は有限集合。
ま翠2こ2. Kをcompactgroupとし、ムを次を満たす:EKの部分集合とする。
(2. 2) Vσ，7 E:EK に対して、 (σ×ム)n (ァx.d.)は有限集合。
すると、 Vμ，ν巴Ml!，.(K)コ吟 |μ1* Ivl E L1(K)。
イ昆し、.d.= {ぬ :ω 巴ム}，σ×ム={σ ×η:ηε ム}。特に、ムはかsmall2 setである。
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CONTROLS OF THE OUTPUTS 

BY MEANS OF INPUTS 
〈αts-tγ久C七〉

Saburou Saitoh 

Department of Mathematics， Faculty of Engineering， 
Gunma University， Kiryu 376-8515， Japan 
かmail:ssaitoh@eg♂mma-u.ac.JP 

Abs土ract:Let fj be a member of a Hilber主space1ij， Sj be a linear system of 
冗jandんbethe output of fj in the system. We assume that the outputsん
are functions on a same set E. Then we consider the problems : 
How to find the sum fl十/2， the product fl/2， and etc by means of their 
inputs時?
The theory of reproducing kernels will give natural answers in natural situa-
tions for th田eproblems. 
Surprising enough， for very general non1inearsystem Sj ，we will be able to 
discuss the similar problems. 

AMS Subj. Classification: 30C40， 46E32， 44AlO， 35A22. 

Key Words: Hilbert space， reproducing kernel， linear transform， nonlinear 
transform， convolution， norm inequality， integral equation， norト
linear differential equation， algebraic structure in Hilbert spac田.

1. A General Concept 

Following Saitoh [1]， we shall introduce a general theory for linear transforms 
in the framework of Hilbert spaces. 
Let冗 bea Hilbert (possibly finite-dimensional) sp附.Let E be叩 ab抑制
set and h be a Hilbert件 valuedfunction on E. Then we shall consider the 
linear transform 

f(P) = (f，h(P))払fE冗 、‘，，，'i
 

• 
'A ，
sa

‘、

from冗 intothe linear space F(E) comprising all the complex叫 uedfunction 
on E. In order to investigate the linear transform (1.1)， we form a positive 
matrix I¥(p， q) on E defined by 

I¥(p，q) = (h(q)，h(P))1{ on ExE. (1.2) 

ワ
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Then， we obtain the following : 

(∞1幻)The range in the 1おin肘ea紅rtra加zお1Stおorm(υ1.1) b匂y1冗iiおscha訂ra配ct凶e臼釘r巾.
dl山 i略 kernelHilbert s叩pa拭ceHK(E) admitti時 the問 producingkernel K(p， q). 

(II) In general， we have the inequality 

IIfI!Hx(E)三IIfllη.
Here， for a member 1 of H K(E) there exists a muquely deterllUned f* E冗
satisfying 

1(P) 之江 (f*， h(P)h{ on E 
回 d

II/IIHK(Ej口 11f"1I1i.

(III) In gene凶， we have the inversion formula in (1.1) in the form 

f→r (1.3) 

in (II) by using the reproducing kernel Hilbert space H [{(E). However， this 
formula is， in general， involved and delicate. We need， case by c部 e，arguments. 
In this paper， we assume tha土theinversion formula (1.3) is established. 

(IV) Conversely， we asslU11e that an isometrical mapping L from a reproducing 
kernel Hilbert space H[{(E) adnutting the reproducing kernel K(p，q) on E onto 
a Hilber土space冗.Then we have the representation (1.1) by 

h(P) := LK(.，p). 

Furthermore， {h(P); p E E} is complete in托

~ow we shall consider two systems 

ん(P)= (fj， hj(P))叫，ち ε千ij (1.4) 

in the above way by using {冗j，E，hj}1=I'He民間部sumethat E is a 
s側e杭tf，伽O町rt恥hetwo s耶y戸st印e附 i加noぽrd点伽e釘rt初ohave the output functions 11 (p) and h (P) 
on the same set E. 
For example， we can consider the operators 

h(P)十ん(P)

ai1d 

h (p) h(P) 
in :F(E). Then， we can consider the following problems : How to represent the 

sum I1 (P) + h(P) and the product I1 (叫ん(P)on E in terms of their inputs fl 
and f2 ? 
In this abstract we shall show that by using the theory of reproducing kernels 
we can give natm'al answers for 山田eproblems. 
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2. Sum 

By (I)， !tεHK1 (E) and h E HK，(E)，叩 dwe note that for the reproducing 
kernel Hilbert space H K汁 K，(E) adnutting the reproducing kernel 

[(1 (p，q) + K2(P，q) on E、

HK汁 K，(E) is composed of all functions 

1(P) = !t (P) + h(P); んEHKj(E) 

回 dits norm II/IIHKけ K，(E)is given by 

(2.1) 

1I/1I~Kl+K， {E) = min{ lI /dl~KI (E) + IIhll~K， (E)} (2.2) 

where the minimum is taken overんEH Kj (E) satisfying (2.1) for 1. Hence，泊
general、wehave the inequality 

11/1 十 hll~KI+K， (E) 壬 II/dl~Kl (E) + IIhll~K， (E) ・ (2.3)

For the positive matrix [(1十K2on E， we assume the expr回 sionin the form 

K1(P，q) + [(2(P，q)口(hs{q)，hs(P))ηs on E x E (2.4) 

with a Hilbert space 1-ls-valued function on E andれrrtherwe assume that 

{hs(P);pε E} is {;omplete in討s. (2.5) 

Such a representation is， in general， possible (Saitoh [1]， page 36 and seechapter 
1， !i5). Then， we can consider the line町 mappingfrom 1-ls onto H K汁れ(E)

Is(P)口(fs，hs(P))1ls'fs E 1is (2:6) 

出ldwe obtain the isometricalidentity 

IIlsIlHK
1
+K，(E) = IIfs11 1ls' (2.7) 

Hence， for such repr田entations(2.4) with (2.5)， we obtain the isometrical map-
pings among the Hilb色rtspace千{s.
Now¥for the sum 11 (P) + h(p) there 凶 stsa uniquely determined fs E従s
satisfying 

!t伊)+ん(P)口 (fs，hs(P})ηson E. (2~8) 

Then， fs will be considered出 asum of fl and f2 through these transforms and 
冊、 weshall introduce tbe notation 

fs口 fd+]f-;!. (2;9) 
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This sum fo1' the membe1's f，εH， and f2ε H2 is int1'oduced through the three 
transforms ind山 edby {問、 E， hj} (j = 1， 2)and {千九，E， hs}. 
The ope削 orf，[+]ιis expressible in terms of f，加d品 bythe inversion 
formula 

(f， ，h， (P)hil十(f2，h2(P))仙→ f，[+]f2 (2.10) 

in the sense (II) from H h"け h"~(E) onto Hs・Then，from (II) and (2.5) we have 

Theorem 2.1. We have a triangle inequality 

IIfd+]f211~s :::; IIfdl~l 十 11色 II~，・ (2.11) 

If {hj(p.); PεE} are complete in冗j(j口 1，2)，then従jand Hh"j 訂 E
isometrical. By using the isometrical mappings induced by Hilbert space valued 
function hj (j口 1，2)and hs， we c胡 introducethe sum space of払削ぬ in
the form 

冗1[十JH2 (2.12) 

through the transforms. 
For example， if for some positive number γ 

K， <<γ2K2 on E (2.13) 

that is， {2.K2 -J{， is a positive matrix on E， we have 

HK， (E) C HK，(E) (2.14) 

出 d

IIf1I1HK，(E)三γlIiIIIHK， (E) for f1 E HK， (E) (2.15) 

(Saitoh [1]， page 37). Hence， in this case， we need not to introduce a阻lbert
space討sand the linear mapping (2.6) in Theorem (2.1) and we can use the 
linear mapping 

(f2，h2(P))H2' f2 E千t2

instead of (2.6) in Theorem 2.1. 

3. Product 

The product K1 (p， q) J(2(P， q) is a positive matrix on E and the reproducing ker欄
nel Hilbert space H h"1 バh"μ，
IS coωmposed of all funct“ions 

C同

f(p) =乞h中)九心)011 E; (3.1) 

ん.n(P)ε HKj(E)(j= 1，2) 

p
h
u
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and the norm in HK1K，(E) is given by 
C拍

IIfll~K1K， (E) 口 nun玄 IIhnll~KI (dlh.nll~K， (E) (3.2) 
n=¥ 

where the minimum is taken over all functions satis行i碍 (3.1)for f. In partic幽
叫ar，(3.1) converg'田 absolutelyon E. Especially we obtain the inequality 

II/d211 HK1 K，(8) ~ 1I/111HKI (E) IIhIlHK，(E)・ (3.3) 

As in the sum， we assume th拭 therepresentation 

}(¥(p，q)}(¥(p，q)口 (hp(q)，hp(P))ripon E x E (3.4) 

with a Hilbert space討pヴ aluedfunction on E、andwe assume that 

{hp(P);pεE} is complete in冗p. (3.5) 

Then we consider the linear mapping 

Ip(P)口 (fp，hp(P)hip， fp E冗p (3.6) 

組 dwe obtain the isometrical identity 

IIlpllHKl K
2 
(E)口 IIfpllHp. (3.7) 

Hence， for any product h (叫ん(P)there exists a uniquely determined fpε冗p
sati呂町ing

fI(P)fz(P)口 (fp，hp(P))1lpon E. (3.8) 

Then， f p will be considered as a product of f¥ and f2 through these transforms 
and so， we shall introduce the notation 

fp口 fdxJf2・ (3.9) 

This product for the membersちG冗j(j之江 1，2) is introduced through the three 
transforms induced by {1lj， E， hj} (j口 1，2)and {冗p，E， hp}. The operator 
f¥ [x ]f2 is expressible in terms of f¥ and f2 by the inversion formula 

(fl>hdp))払 (f2，h2(P))1l， → fdx]f2 (3.10) 

in the sense (III) from HK1 K，(E) onto勾p.Then， we obtain 

Theorem 3.1. We have a Schwarz type inequality 

IIfdx]f2111lp 三IIfdl1l1IIf2111l，. (3.11) 

p
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As in the SlUll space 1-l1 [十抑2we can introduce the product Sp制

1-ldx]千i2 (3.12) 

through the three transforms under the completeness assumptions of hj in 
冗j(j口 1，2).

For example， if for a positive γ 

KIK2 <<γ21kfi on E， (3.13) 

出 inthe snm、wecan consider the linear transform 

(f!，h1(P))払， fl E討1

instead of (3.6). 

1n particular， in the setting in Section 1， we obtain 

Corollary 3.1. If K2 <<γ2 K on E for a positive co間 tantγand{h(P);p E E} 
is complete in牝 then1-l is a commutative ring with the product f[ X]g through 
the same three transforms {凡 E，h}. Furthermoreザγ=1， 1-l is a Banach 
内ngwith the product. 
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Genus of the boundarygenerating curve of the 

numerical range of a matrix 

Hiroshi NAKAZATO 

Hirosaki U niversity 

Abstract 

In this talk， 1 discuss the boundary generating curve of the numerical range of 
a matrix. The main theorem determines the numerical range of a certain type of 
nilpotent Toeplitz matrices. 

1 行列の数域の境界を形成する代数曲線

nxn複素行列 Tに対し、その数域W(T)が、

W(T)コ {(Tc，c): c εcn，11と11= 1} 

によって定義される。数域W(T)は、 Toeplitz-Hausdorffの定理よりコンパクト出集合
となる。実代数幾何学における Tarski=Seidenberg定理より、 W(T)の境界θW(T)
は、有限偲の代数曲線弧の和集合となっていることがわかるやf.[N-N幽T])。

Aをnxn援素行列とし、次のようなエルミット行列の閤宥値入j(O)を各0εRに
対して考える:

(cosO)(A + A*)j2 -(sin O)(A -A本)j(2i)= (exp(iO) A)h， 

det(山一 (cosO)(A + A*)j2 + (由。)(A -A*)j(2 i)) = II (t一入j(O))・
j=l 

このとき、点[(入j(O)，-cosO， sinO)]は、次のような代数曲親C:

{[(t， X， y)]εRp2 :. det(t In十件j2)(A十Aつ-i (yj2){A -A*))口 O}
上にある。逆に曲線Cは、次のような弧の有眼偲の和集合である:

{[(入.j(8)，-cosO， sin8)]:αj:505Fj}， 

ここで、各 入j(O)は変数Oについての実解析関数であり、 Cの双対曲線C八は、次の
ような弧の和集合となるいj(O)+ i Yj(O):αj5959j}ここで、関数Xj(O)，Xj{O)は、
次のようにして与えられる:

-98-



X j (0) = cos 0入j(O)ー針。入;(0)，

Yj{O) = -sin 0入j(0)一cosO入;(0)

ここで、行列Aの数域W(A)は、複素数平面Cにおける曲線{Xj(O)十iYj(O):αj5
o ~ sj}の凸包と一致する。この意味で、曲線町(0)+ i Yj(O) をW(A)の境界を形
成する代数曲線 boundary generating curve of W (A)と苦うことにする。

Toelitz型の巾零行列で数域の境界が有理曲線と2 

なるもの

複素アフィン曲線c= {(z，ω) : f(z，ω)口 O}は、その有限価の点を除いて2つの
l変数有理関数。(t)，ゆ(t)を用いて

{(ゆ(t)，ψ(t)):tEC¥E}

と媒介変数表示されるとき、有理曲線であると言われる。ここで、 Eは、。，ψの分母の
準点、からなる有限集合である。ここで複素射影代数曲線Cの非特異モデルと呼ばれる

Cと双有理問値な特異点を持たない空間"曲娘."[複素曲線、リーマン面]c"を取れば、
Cが有理曲線であることと、リーマン面c"の種数 (genus)が0であることとは、向値
である (cf.[Wal])。
n口 2mを2以上の偶数とし、 sl，. . . ，s(n-2)/2を任意の援素数とし、 sn/2E R 
とするとき、次のような nxn巾零行列Bロ A(slぃ..，s(π-2)/， sn/2)を
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により定める。また η 2m-1を3以上の奇数としsl，. . . ，s(n-l)/2を任意の複素数
とするとき、次のような nxn巾零行列 Bロ A(slぃ.. ，s(n-2)/' s(n-l)/2)を次のよう
に定める。
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Theorem [M. T. Chien(簡茂丁)-Nak回抗o[CωN]]Bは、 Toeplitz行列である
ような巾零行列 (2.1)または (2.2)とするo.このとき W(B) の境界を形成する代数
曲線は、有理曲線である。数域W(B)は次のような曲線の凸包である C:

x(8) + i y(8) = exp( -i 8)入(8)-i exp(-i 8)入'(8)，
ここで、 O~8~nη とする。ただし、 η が偶数 n=2m ならば、

入刷(伊例0め)コ仰mけm+~州抗(告宮苧トP九ιωいm恥叫山一→羽押j戸川e低x4削
であり、 nが奇数n= 2m-1ならば、次のようになる。

入(8)オ (Epm-jexp(i[ぞ-.!8])) 

1-i 

2 -3i 

4 

2十3i

1十i

o 

2 -3i 
4 

2十3i
1十i。。

4 

2十3i

l+i 
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2+ 3i 
l十t
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[定理が適用できる具体例]

1十i

o 
O 

O 

O 
O 

n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
 

B1口

一般化された循環行列の間有値3 

前節で述べた定理を証明するためのアイデアについて述べよう。第 l節で述べたよ

うな理由で、行列 Aの数域 W(A)は、各実数0に対し、エルミット行列 (exp(i8)A)h 
を考え、その固有値が与えられれば、決定される。例えば、

rl exp(-iη) 
r2 exp( -:-i() 
r2 exp(i() 
rl exp(iη) 。

r2 exp( -i() 
r2 exp(i() 
rlexp(句)
O 
O 

r2 exp(i() 
rl exp(句)
O 

O 

O 

rl exp(iη) 
O 

O 
O 
O 

n
u
n
u
n
u
n
u
n
u
 

A= 

rl exp(i[8-叫)
r2 exp( i[8 -(]) 
r2 exp(i[8十(])
rl exp(i[8 +叫)
O 

r2 exp( i[8 -(]) 
r2 exp( i[8 + (]) 
rl exp(i[8十叫)
o 

rl exp( -i[8十叫)

( rl， r2 E R，η，( E R)ならば、

2(exp(i8) A)h = 

rl exp(i[8 +泊 r2exp(i[8 + (]) 
o rl exp( i[8 +柑)

rl exp( -i[8 +叫) 0 
r2 exp( -i[8 + (]) rl exp( -i[8十叫)
r2 exp( -i[8 -(]) r2 exp( -i[8十(])
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となるが、この 2(exp(iO)Ah =は、 α=exp(-2iO)に対し、

O Cl C2 C3 C4 

αC4 O Cl C2 C3 

αC3 αC4 。Cl C2 
αC2 αC3 αC4 O Cl 

αCl αC2 αC3 αC4 O 

という形をしている。一般に、複素数α#0および、被素数 C}，C2，...， Cn-lに対し、
nXn行列を、

O Cl C2 C3 Cn-l 
αCn-l 。Cl C2 Cn-2 
αCn-2 αCn-l 。Cl Cn-3 

αCl αC2 αC3 αC4 。
で定義し、これを一般化された循Z新子列と雷う。この行列は、次のようなweightedshift 
Sを考えるとき、

一一
C
M
 

o 1 0 00  
o 0 1 00  

o 0 0 01  
αo  0 0 ... 0 

これを用いて、 ClS+ C2S2十 ".十九一lsn-1と表わすことができる。行列Sは、多
項式ゆ(x)= xnーαに対する companionmatrixであり、 Sの毘有多項式は、ゆ(x)で
あり、 αのn乗根がSの毘宥鑑となる。これより、 ClS十 ".十九一lsn-1の屈有健も求
まる。このような原理で、 (2.1)，(2.2)で登場した申零行列の数域が決定される。

4 通常多重点と代数曲線の種数

Aが、 ηXn複素行列とし、複素代数曲線CCを次のような集合として定める:

{[(t， x， y)] E Cp2 : det(t In十 (x/2)(A十Aつ-i (y/2)(A -A本))= O}. 
ここで、複素向次多項式 F(t，x， y) = FA(t， x， y)を次の関係式により定める:

F(t， x， y) = det(t In十 (x/2)(A十A*)-i (y/2)(A -Aつ). 

曲繰 CCの一点九 =[(to， xo， Yo)]を取る。ここで、必要ならば F(t，x，y)
tP F1 (t， X， y) と因数分解する[pさ0] ことにより to # 0従って to= 1 と
仮定できる。さて、 J(x，y) = F(l， x， y) と援しきて、

J(xo + x， yo十y)口乞αj，m-jzju甘いj十 ε αj，kzjd， 
j口o j+k>m 

と表わすことができるo ここで、 m は自然数であって αj，m-j# 0が或る 05:j5:m
に対して成り立つものとする。ここで、次のような2変数向次多項式を考える
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ここで各kに対し (αk，sk)E C¥{(O，O)}とする。このとき、各直線

{[(1， x， y)] E Cp2 :αk(X -XO)十品(y-YO) = O} U {[(O， sklーαk)]}

は点、九における曲線CCの接線 tangent( line )と言われる。 m三2ならば，点九
は曲線CCの特異点 singularpointとか多重点 multiplepoint と呼ばれる。 m コ 1
ならば，点、九は非特異点 a non伊singularpoint であると雷う。 m= 1 なら
ば曲線CCは点九で唯一つの接線を持つ。多項式 Fが重複因子を含まないならば、
CC の特異点の偶数は有限個である om 三2 であって CC の点九における接線
αk(X-XO)+βk(Y -YO)ロ Oが各kごとに異なるとき、すなわち αjsk-αksj::j:. 0が、
任意の l~j ::j:. k 三 m に対して成り立っとき、点九は、通常 m 重点 ordinarym-ple 
point であると言われる (cf.[Wal])。
Cじが既約な n次曲線であってその特異点がすべて通常多重点であり、その多重度

がり (j= 1，2ド..，p)であるとき、曲線CCの種数、京性数 genus9が次の式で与え
られる(定義される)。

gzj(n一仰-2)-iさり(りー1)

5 双有理変換による特異点のreduction

代数曲線で尖点 (cusp)や接触結節点という"複雑な"特異点を持つものを、もっ
と単純な特異点である通常多重点しか、特異点として持たない代数曲線に変換する方

法が知られている。

複素射影平萄 Cp2 においてアフィン鹿標系 (X，y)を採用し、変換 (X， y)川
(X，Y) : 

X=ゆ(X，y)，Y =ψ(X， y)， 

で以下に述べるような性質を持つものを考える。ここで、仇ψは有理関数であって、上
記の写像の逆写像 (X，Y)吋 (X，y)が

X=φ(X， Y)， Y =曽(X，Y)，

という形で与えられる。ここでφ，習もまた有理関数である。このような変換を双有理
変換 birationα1tmnsformαtion と言うo 任意の既約な複素代数曲線Cに対し、双荷
理変換Tで曲線c'= T(C)が特異点として、通常多重点以外のものを含まないものが
存在する。このとき、このような c'の種数でもって、曲線Cの種数が与えられる。こ
のような変換により、 Cの種数を言博することが原理的には可龍である ([Wal]，[Shii])。
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6 種数 1のboundarygenerating curveの例

次のような 4x4行列 A，A'および、 8x8行列Bの数域の境界を形成する代数
曲線の種数はいずれも 1である。
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これらの行列 A，A'，Bの数域の境界を、楕丹関数を使って径数表示できる。上部の

Bとの対比で不思議である事実としては、つぎのような行列 K
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の数域の boundarygenerating curveが有理曲線であることが挙げられる。
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F泊iteR出1kIntermediate Hankel Operators On百leBergman Space 

Tak油iko Nakazi (Hokk担doUniversity) 

and 

Tomoko Osawa (Asahikawa National Co恥geofTechnology) 

Abstract. Let L2 = L2 (D， rdrdθ/ 7r) be the Lebesgue space on the open unit disc andι コ

f ハHol(D)be the Bergman space. Let P be the orthogonal projection of L2 onto L! and let Q 

be the orthgon州 ojectionon日;。コ{gEL2:ふL!，g(ル o}.Tl削 -P三Q.Thebig司拙el
operator and the small Hanke1 0抑制oron L! are defined as the followi昭 :ForゆinL'$) ， H ;jg (f) 
= (I -P)(O f)and H;mall (f)口 Q(砂f)(f E L! ). In this paper， the finite rank intermediate Hankel 

operators between H;jg and H;mall are studied. We give two theorems which describe general 

finite rank intermediate Hankel operators. Using them we study some specia1 intermediate Han幽

kel operators more exact1y. 

~ 1. Introduction 

Dはopenunit disc、dA= rdrdB / 7r はD上のnormαlizedarea mesureを示す。 L2コ

L2 (D，dA)とする。 Hol(D)はD上のholomorphicρmctionから成る集合とする。 L:=
L! (D， dA) = L2ハHol(D)とし、 L:をBel伊 an抑 ceと呼ぶ。 Mがfのinvariantsub司pace

であるとは、 M がL2のclosedsub司paceであり、かっ、 zMcMになるときを、、う。

M をL2のclosedsub司pace、pM をL2から Mへのorthogonalprojectionとする 0

4εf に対して H~f コ (1-P)(掛か (fεL!)と定義されるHfをM-Hankeloperator 
と呼ぶ。

M=ιのときは、 H;ア怒と書き bμα仰訓仰n此脆'kelo.ψrper，仰erat，削αωI帆 M:イイ1宇:

書射き sm抑'm即仰1κω正αz陥 n此励刷1依伽似k舵ωel均中er，仰erat，附α'atorと呼ぱれる。 そして、 ιCMc(;L!)ょのとき、 Hfはinter-
mediαte Hankel oper，αWと呼ばれる。 この O伊rperaαwについてiはま、 Per略1沼g.聞札-開-Rocぬh也蜘蜘b加e町r培g-Wu叫[8什]，
Janロ附l

それらの例は、すべて M がL2の inv，αr印刷subspαceとなっている。そのうちの 1つを

次に挙げる。

例 0<β<1のとき、ち=亙引zmzn:向?m註o}とする。このとき、 M Tpとすると、
ちはinvariantsub伊αceとなる。(Janson幽 Rochberg[2]) 
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Hf がCωompαctパ守や:>s‘S宝chαωt的tencla.α's~釘九』バ可

いつ F戸μμni附1iteraαn成kとなるかは、 iド10叶]を除いては調べられたことはないようである。ただ、
finiterankについても、ひじように特殊なMの場合のみに研究されているにすぎなL九

我々は、これまで研究されたことのあるすべての例が、満足している次のひじように

弱L、仮定のもとに、次の問題を研究する。

仮定 L;5MかつMIまrのinναriantsubspαceとする。

問題 笠亙のもとに、 Hfがfini附 αnkとなるsymbol件を決定せよ。

9 2. Kronecker typeの定理

M∞=MハL∞昔、つM∞]= { f ELOO : f(z) = g(z)白(z-a)-l，a.eρ ， gEM∞， 

α1，...，atεD ， t5，/}と定義すると、 M∞Iは lについて単調増加となる。次の定理は、
Bergman伊αceにおけるKroneckertypeの定理である。

定理1 M をL2のinvariantsub伊αceとするo o ELooに対して、 Hfの rankiJ< 1以下
であるならば、 OEM∞

，1となる。

この定理は、 Hαrdy伊αceにおけるよく知られたKroneckerの定理と全く関じ形

をしているが、必ずしもfiniterank M -Hnαkeloper，α101'を決定しているとは言えなL九

なぜなら、 MがHardy伊αceのとき、 M
民](1コ0，1，2，…)はすべて異なることが知られて

L、るが、 MがBergman司paceのとき、 M∞，1(1=0，1，2，…)がすべて異なるかどうかは知ら

れていなL、からである。よって、我々は、 M只l をもっと研究することが必要であると

思われる。次の定理は、 .finiterank M -Hankeloperatorはzerooper，α101'以外に存在しな
、、のはいつであるかをj夫定している。

定型2 M はL2のinvariantsubspaceとするとき、次の(1)-(3)は開値である。

(1)件ELOOに対してHfのrankiJ< 1以下であるならば、 HfロOとなる。

(2)任意のlに対して、 M∞=M∞，]となる。

(3)任意の gEM聞に対して、 αEDかつ g(z) g(α)/ z-αεrであるならば、

g(z)-g(α)/ z -a EM∞となる。

この定理から、次の系が簡単に得られる。
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系1 M 口 ιのとき、 HFのrankが有限であるならば、 HFコOとなる。

系2 DoをDの Oψ']Jez問 M とする。 Mルご{fE叫EL2γ:f:h加01，ゐom仰 h釘りρ戸μm削?
とき、 Hfのrankが有限であるならば、 H;コOとなる。

~ 3.Invariant subspaceのFouriercoe伍cient

d 三L2([O，1)，dr/オとすると、 L2=玄@deqo，L:=玄EB(crj )ejjBと分解される。

M叫は/1L2…淵仇…f付川sub抑 C印eパとす仏 Mκj恕(ド九μεd山J
するとき、 {M.κ吋j};=-OO ~ MのFou悶ri防ercωO伊俳ci附と呼恥‘Ji九さらlに二MfCMのとき、 M=
エEBM〆。となるが、これをMの Fourierdecompa耐 onと呼ぶ。次の定理は、 Mの
j'目的

Fourier decompositionを用L、て、 .ftniterank M -Rαn此eloper，αlorを決定してL、る。

定理3 M はrの invarianlsωspαceとする o o ELoo に対して、仲=工神/r)eifBの
J=-∞ 

とき、 Hfのrankが l以下である必要十分条件は、 bz 1かつ任意の nに対して、

L:bjr
j
札一jか)EMnを満たすような、 bo，...，bzECが存在することである。

この定理は、定理1を用いて証明できる。定理3は、すべてのnについて調べ

たが、次の系が示すように、特別なsymboloでは必ずしもすべてを調べる必要はなL九

系3 o=ム(r)eitBのとき Hfの rankがl以下である必要十分条件は、 bz=1かっ

t~n 壬 I+t を満たす任意の n に対 L て、 bn_trn-tøt(r) EMnとなるような、 bo，...，bzEC 

が存在することである。

系4 件=L:α〆十za-jZJのとき Hfのrankが l以下である必要十分条件は、
jロ j=o

bl=l かっn壬0を満たす任意の n に対しては、 L:bj叫
Fly-2j-nddnであり、 O<n<1

j=o 

を満たす任意の nに対しては、 L:占1αn-〆
J=n 

存在することである。
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~4.M が特別の場合

日228@hdOと定義すると、ιc担2C(~L~)\L2 =れ e耐となる。次の

定理は、 bigHankel operatorの場合を含み、それに近い場合を調べている。

定理4 zL~ cMcH2で、 MはL2のinvariantsub抑 ceとする o o=玄仇i(巾
i=l 

のとき、次の(1)，(2)が示せる。

(1)j ~ 0を満たす任意の jに対して、 AdJ(rJV2ロ{o}であるならば、 Hf二 Oを除〈
pnitemnkHfは存在しない。

(2)H:ェ0を除<finite rank H:1は存在しないならば、 jミ0を満たす任意のjに対して、

Mjハr川r={o}となる。

(1)の仮定については、 M ニL;のときは明らかに満たしている条件である。次の

定理は、 smallHankel operatorを含み、それに近い場合を調べている。

志望互 M-:::>誼2で、 M はfの invariantsubspaceとする。このとき、 fではない

どんなM に対しでも、 Hf学Oかつ Hfがfinitera此となる symbol併が存在する。

次の定理は、 M がちょうど真ん中のぜのときは、簡単にの1mbol併が決定され

ることを示している。

定理6 M=H2で、 M はfの invariantsωspaceとする o o eL'"に対して、 Hfの

rα成が lである必要十分条件は、 o=.L:Oi(l・)eijBとなることである。但し、札I(r):;t:0 
i=一l

とする。
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Carleson inequalities in classes of derivatives 
of harmonic Bergman functions with 0くp<l

Masahiro YAMADA 

ABSTRACT. We give a necessary and su茄cientcondition for a positive measure 
μon the upper half-space of]Rn to satisfy the inequalities 

(J IDaulQdjL) l/Q三c(J ID;ulPyr dV) l/p 
for all u in a subclass of a harmonic Bergman space when 0 < p < 1 and p ~ 
q， where Dy denotes the partial differentiation oper叫orwith respect to the last 
coordinate y. We also show that the Bergman norm is comparable to derivative 

norms and harmonic conjugation is bounded on the harmonk Bergman space bP 

when 0 < p < 1. 

1. Introduction 

Let H be the upper half-space of the n-dimensional Euclidean space Rπ (n三2)，that 
is， H = {z = (x，y)巴Rn y > O}， where we have written a point z 巴Rnas zニ (x，y)
with x = (Xl'・・・ ，Xn-dεi尽ト1and y E R. For 0 < p <∞， leむゲ口ゲ(H，dV) be the 
class of all harmonic functions u on H such that 

11 u IIp= (L'叫Pdv)1h<∞
where dV denotes the Lebesgue volume measure on H. The class bP is called the h訂 mOll1c
Bergman space. Recently， properties of functions in the harmonic Bergman space bP for 
l~p< ∞ have been studied by Ramey and Yi [9]， and several important resu1ts have 
been given. Our aim 1S to investigate properties in the harmonic Bergman space bP when 
p~ l. 

In this paper， we study conditions on a σ-finite positive Borel measure μon H for 

which there is a constant C satisfying I lulPdμ~ C I IDyUIPyr dV for all u in a subclass 
of bP when p < 1， where D百denotestlle partial derivative with respect to y and r > -1. 
(Our . consideration is. more ge 怠悶eral吋i
plane were studied by Stegenga [10]. It was proved that when r 主1 a 五hロ凶it匂epositive Borel 

mm悶e伺a…
l叩99但1MαOth恥e印m川αt“枕i化CωsSubject Gα1μαs鉛s~ポ戸Cωat“的iωO仰n. 46 E 30. 
J{ey words and phrases. Bergman space， Carleson inequaliもy，harmonic function， harmonic conjugation・
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holomorphic functions f if a吋 onlyifthere is aconstant K such that v(S(乃)< Kl11r for 
any interval 1 in the unit circle， where dA denotes the Lebesgue area measure， 111 denotes 
土henorrr凶izedarc lengもhof 1， and S(I) = {( : (!KJε 1，1 -111 < 1(1 < 1}. It was also 
proved that when 0三γ<1 such measures are those satisfying ν(US(Ij)) ~ KCap(Uん)
for all finite disjoint collections of intervals {ん}， where Cap is an appropriate Bessel 
capacity (if r < 0 any五niteBorel measure satisfies this inequality). It is known that 
these characterizations can be generalized to the case of p > 1 (see also [10]). When p :::; 1， 
the characterization in Ahern and Jevtie [1] is simpler. Indeed，νsatisfies the inequality 

I IflPdv:::; c I 1f'IP(l -I(!r dA if and only if v(S(I))三KII12-p+rwhen p < 1. Jn the 
proof of吐lecase p :::; 1， a Hausdorff capacity was used in stead of the Bessel capacity. 
When p > 1 investigations for several variables are given in [3]. In these investigations， 
necessary and sufficient conditions were not obtained completely， and it was also shown 
that， in general， the above condition is not necessary， in contrast to the result on the unit 
disk. In case p壬1，no necessary and su缶cientconditions are known. 
In 33， we give a necessary and su笛cientcondition for a measure μon the upper half-

space H to satisfy the inequality I luIPdJ.l:::; C I IDyulPyr dV for all u in a subclass of 
bP when p :::; 1 ( see Theorem 1). 32 is devoted to some preliminary lemmas for this 
investigation in 33. In the proofs of characterizations of measures on the uniもdiskto 

sati均 suchinequalities in [10] and [1]， capacity estimates are used. However， in the proof 
of Theorem 1 in 33， we use integral representations for harmonic functions. 
In 34， we study properties of functions in the harmonic Bergman space bP when p :::; 1. 
Al1 resu1ts described in !i4 were proved in [9J when p 2: 1. In [9]， it was shown廿latifp三l
and u E bP then there exist unique harmonic conjugates Ul，. . . ，Un-l of U that belong to 
bP. U sing the ideas used in the proof of Theorem 1， we show that these conjugation results 
are also valid in the case of p :::; 1. Therefore， harmonic conjugation is bounded on the 
harmonic Bergman space bP for all 0 < p <∞and all dimensions n. It is well known that 
such conjugation result is not vaIid in the theory of Hardy spaces ( see [5， pp.102-123] and 
[4， pp.167-172] ). Moreover， we show出atwhen p三1the Bergman norm is comparable 
to several "derivative norms" as in [9]. These resu1ts are consequences of Theorem 1 and 
the bounded 

2. Preliminary lemmas 

Recall that a point z E H will be written as z = (x， y) wjth x E jRn-l andy > O. 
We use the a:bsolute value symbol 1 . I to denote the Euclidean norm in jRn or JR.n-l. 
For z (x， y)， let z (x， -y).The pseudohyperbolic metric p in H 1S defined by 
ρ(z，切)= Iz一切1!lz-wl. It is clear that p is invariant under horizontal translations and 
dilations. Let De(ω) = {z巴H;p(z，ω) <ε}when切口 (s，t)εH and 0 <ε< 1. De(w) 

1十ε22d
is a Euclidean ball whose ce伽組dradius are (s ， 亡EEt) 加d 亡Empecti刊~ly. It 
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fullows that there is a consもantC = Ce > 0 s山 hthat C-1tn :S; V(De(ω)) < Ctn for all 
切 εH.The proof of (3) of Lernma 1 is parallel to that of Lernma 4.3.6 in [12]. 

LEMMA 1. Let 0く ε<1. Then， the followingα陀 true.
(1) 1fz，切，(are in H αnd p(z， w) <ε， then C-11z -(1三|切-(1三Clz-(1 withα 
positive constant C depending only on ε. 
(2) 1f z口 (X，y)，ωコ (s，t)α間的 H andρ(z，ω) <ム thenC-ly三t:s; Cy withα 
positive constαnt C depending only on ε. 
(3) 1f 0 <ε< 1/2 then there existαpositive integer Nαnd a sequence {心}in H 
sαtisfyi吋 thefollowing conditions : (a) Hロ UDe((j)，(b) De/4(心)nDε/4((j)口日ザiヂJ，
(c)αny point in H belongs to at most N of the sets D2e( (j). 

For a function U on H and J > 0， letγ'SU denote the function on H defined by 
TSU(X， y) = u(x， y十J)，and let 7P口 {TSU; U E bP， J > O}. If α=(αh・・・ヲα礼)is a multi-
index of no.nnegative integers with order 1.， then D白 denotesthe partial differentiation 
operator が/θz?1...0z;コ1âyan

• The following lemma is stated in [2， Corollary 8.2] when 
pど1.

LEMMA 2. Let 0 < p :s; 1. Then， the following a陀 true.
(1) Forαny U εbP) there isα constant C > 0 such that IDau( s， t)1 :s; C Itn/p+lal for 
all (s， t) E H. 
(2) Forαny U E bP， there is αconstαぱ C> 0 such that I(DaTSU)(s，t)1 < C/(t十J)π!P+I日|
for αII (s， t) E H. 

Letω ェ (δ，t)εH. The Poisson kernel Pw is the function on ]Rト1given by Pw(X)ロ
P(s-x，t)口 'Ynt/(ls-xI2十t

2)π/2( 'Yn is thepositive constant γπ 口 2J(nV(週刊))， where Bn 
denotes the unit bal1 in ]Rn ). The harmonic extension of this function to H is P( s-x， t十y).
If z = (x，y) ε H， then we may write Pw(z). We note t出ha抗tP切~(z斗) = γ%π (t + yω)/1μω … iln托へ7 
ID~~却(z吟)1:ざ::;C 11 ω 一iln叫十刊la出吋叶iト…1 ， and D? P加バ(μωZ寸)= ( 一1)a1+'… 

.. 
→-+ 臼anト川働削帥町e倫伽‘蜘司

lernma is useful and削 edin [9， Lernma 3.1] 

LEMMA 3. Let 0 < c < 1. Then， there is αconstant C > 0 depending On c αnd n such 
thαt 

forαII切口 (s，t)εH. 

I~づdV(z) ロ Crc

JH Iωー必|

Let m be a nonnegative integer and let cm = (_2)m 1m!. The following Lemma 4 is 
given jn [2， Chaμr 8] and [9]， when U εbP and pど1.The proofs of (1) and (2) of 
Lernma 4 are parallel to the proofs of Theorem 8.22 in [2， Chapter 8] and Lemma 4.1 in 
[9] respectively， except only minor changes. 

LEMMA 4. Let 0くp:s; 1. 1f U E TP， then the follow仇9equalities hold. 
(1) u(ω)口4咋)
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(2) u(切)口 -2cmI ym(D;+1u)(z)P，切 (z)dV(z)forαIIωε H， m =0，1，2，・・
JH 

The following Lemma 5 is a consequence of Lemma 4. 

LEMMA 5. Let 0 < p ::; 1. If u E 7P， then 

u(ω) = -2cm十kI ym付 (D;u)(z)D;+1P，凹(z)dV(z)
JH  

for αII m，k 三8αndωε H.

3. Carleson inequalities 

Let Bt(s) denote the bal1 in JRn-l with center sιJRn-l and radius t > O. When 
no confusion arises we may write Bt in stead of Bt(s). For each ball Bt in JRn-l set 
S(Bt) = {(x， y) ; x εBt， y < 2t}. We now state our main result in this section. 

THEOREM 1. Suppose that 0 < p ::; 1， p ::; qαnd r > -1. Let μbe ασ-finite 
positive Borel meαsure on H， αηd let l αnd m be nonnegαtive integers・The叩Tη叫1勺}the following 
(ο1) rv (件3)αT問ee句qωm叩yαle凶
(1り)There isαco附 tα叫 c> 0 such t抗hαdt 

(ilDaulqゅ)山三 c(i
'

附 yrdv)1/P

forαII u E 7Pαndfor αII multi-indicesαof order l. 
(2) There is αconstαnt C > 0 such that 

(iID~叫
forαII u E 7

p. 

(3) There is a constαnt K > 0 such thatμ(S( Bt)) ::; Kt(叫
γ)qfp+(e-m)qforαII bαlls 

Bt C JRn-l. 

We note that in case (n十r)q/ p + (l -m)q = 0 ( or equivalently， n 十T口 p(m-l) )， 
μsatisfies the above inequalities if and only ifμIS a五nitemeasure. In fact， in this case， 
condition (3) of Theorem 1 is reduced toμ(S(B)) ::; K for all bal1s B. -For each compact 
set E C H， we can choose a bal1 B satisfying E C S(B). Therefore， we have μ(E) ::; K 
for all compact sets E C H， and thus μIS五nite. Simi1arly， we can see that in case 
(n十γ)q/p十(l-m)q<O，μsatis五esthe above inequalities if and only ifμ= O. In the 
inequality in (2) of Theorem 1， if mどf，then， of course， we can replace D~u and D;::u 
by u and D;;-eu respectlvely. Similarly， if m < f， then we canreplace D~u and D;uby 
D~-mu and u respectively. 
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We give a su伍cientcondition for a measure μto satisfy the inequality. 

PROPOSITION 2. Under theαssumptions on p， q， r， .e αnd m in Theorem 1， let.k be a 
nonnegative integer such that p( n十k)-2n > O. Suppose that ther・'e2S αconstant K > 0 
such thαt r I ""I~{ "，.，J.. P.，J..L-' d，μ(z) :::; Kt(叫 r)qj門(叶m+k)JH 1ω-zlq(叶 t付)
forαII w = (s， t) E H. Then， there isαconstαnt C > 0 such that 

([1叫 dμr三c(L I D;;'u IY dV ) 1/， 
forαllu ε7Pαnd for all multi-indicesαof order.e. 

In order to give a necessary condition for a rneasure μto satis守山einequality in (2) 
of Theorem 1， we need the following lernma. 

LEMMA 6. Let k be αnonnegαtive integer. Then， there exist constαnts 0 <σ:::;1αnd 
C > 0 such that ID;P，切(z)1三C/tn十川 forαIIω口 (s，t) E Hαnd z εS(But(s))・

PROPOSITION 3. Under the αssumptions on p， q， r， .e and m in Theorem 1， suppose 
that there is αconstant C > 0 such thai 

はiD;uiwy/q三C(L'削 WOlfp
forαllu ε 7p • Then， there isαconstαnt K > 0 such thatμ(S(Bt)) :::; Kt(叶巾jp十(e-m)q
for all balls Bt C Rn-l. 

PROOF OF THEOREM 1. (1)吟 (2)is trivial. (2) =今 (3)was already shown in 
Proposition 3. We will show (3)功 (1). Let c = ( n十r)q/p+ (.e -m)q and supω 
pose thatμ(S(Bη))三Krt for all balls B1J C Rn-l. By Proposition 2， i七lSSU伍cient
to prove that there exists a nonnegative integer k such七hatp(n + k) -2n > 0 and 

I 1/1ω-zl'Ydμ(坊主 CtC--Yfor allω = (s， t) E H， where γ= q(η 十2十k).Letωε H. 
JH 

Without 10ss of generality we rnay assurne thatω 口 (0，t)， and k will be determined 1ater. 
Let Sj口 S(B如何))(jど 0).Clearly， if z f/:. Sj-l' then 1ω-zlど2i-1t(j三 1).Therefore， 

L戸内(z)三11dμ山 2北九-F5Ctcーγ十Cづ
Since γ-c = q(n十m十k)-(n十r)q/ p， we can choose an integer k such that γ-c>O 

and p(n十k)-2n > O. It follows that I 1/1切 -zPd，μ(z):::; CtC--Y. 
JH 
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4. Derivative norms and harmonic conjugates of bP-functions 

When pさ1，prQperties of the harmonic Bergman space bP have been studied by 
Ramey and Yi [9]. We show th叫 someof these properties are also valid for 0 < p < 1. 
For each d > 0， set no口 {zE H ; y > d} and denote by Xo the characteristic function 
of no・Weuse the expression A何 Bmeaning that there is a constant C > 0 such that 
C-1 A < B ~ C A. We show that the Bergman norm is comparable to “derivative norms" . 
The following theorem is a consequence of Theorem 1. 

T̂HEOREM 4. Let 0 < p ~ 1αnd.e beαnonnegative integer. Then 

11 ullp~ 乞 11 〆DCXu IIp回 11〆D;uIIp 

forαlluEbP. 

Given a harmonic function u on H， recall that functions Ul， • •. ，unん"n刊1ν.一白崎ゆ制叩-白噸嶋-
mOlllCc∞01吋lJuga叫te出s0ぱf匂コ口=Unif 

玄DjUj= 0 and Diuj = DjUi (1ざしj三n)，

where Dj =ご θ/θXj(1 ~ j ~ n -1) and Dn口 Dy=δ/δy. 
In [9]， it was shown出atharmonic conjugation is bounded on the harmonic Bergman 
space bP when pと1.We show that this conjugation result is also valid in七hecase of 
p ~ 1. That conjugation is bounded on the Bergman space on the unit disk for p ~ 1 was 

observed in [6]. An analogous result holds for the upper half叩 acein all dimensions. 

THEOREM 5. Let 0 < p ~ 1αnd U E bP. Then， there exist hα門7Ionicconjugαtes 
Ul，... ，Un-l of U such thai UjεbP. Moreoveηtheya陀 uniquelydeterminedαnd 

11 U IIp~ 玄 11 町 IIp . 

By Theorems 4 and 5， we see that Bergman norms are also comparable to tangential 
derivative norms. In the proof of Theorem 6.2 in [9]， if we replace Theorems 4.4 and 6.1 
in [9] by Theorems 4 and 5 respedively， then the following Theorem 6 is obtained. 

THEOREM 6. Lei U < p ~ 1αnd f! beαnonnegαtive integer. Then， 

11 U IIp~ L Ir yl D白U IIp 

forαll-uEbP. 
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ABSTRACT 

In partially ordered 1inear spaceヲ wedefine a generalized supremum as the set of all 
minimal elements of the set of upper bound. Also we consider the facial structure 
of positive cone in order to investigate the properties of the genera1ized supremumヲ
especially the condition U(A) = (Sup A) + P. 

Let E be a linear space over lR， and P be a convex cone in E satisfying 

(P1) E=P-P， 
(P2) Pη(-P) = {O}. 
The order relation in E is defi.ned by x :::; yやキ y-x巴P.It can easily be seen that 
(1) x::; y and y :::; x斗 x=仏

(2) ♂三 yand y三z=今 x:::; z， 
(3) x:::; y口今 x+z:::;y十zfor all z E E， 
( 4) 0 :::; x and 0 :::;入巴lR=今 0:::;入民

(5) For every x巴E，there exists Xl， X2εE such that x = Xl - X2， and 0:::; Xl， X2・
Conversely， if an order in E satis五回 (1)r-..I (5)， t1問1P = {x E E I 0三x}is a convex 
cone satisfying (P1) and (P2). A linear space E equipped with such a positive cone P 
is called a partially ordered linear space， and is sometimes denoted by (E， P). 

Defi.nition. For a subset A 01 E， the gener，αlized supremum Sup A is deβned to be the 
set 01αII r市川malelements 01 U(A)，叫 ereU(A) is the set 01αII匂pperbound 01 A. 

The generalized infimum Inf A can be defined similarly. In order to distinguish this 
notion from the least upper bound and the greatest lower bound， we denote the latter 
ones by s叩 Aand inf A respectively. If E is order complete， then Sup A = {sup A} 
holds whenever the subset A is upper bounded (i.e.，U(A)チ日).When E = lRn and P 
is closed and not a lattice cone， Sup A becomes a in白uteset in most cases. However， it 
is possibly empty， even when A is upper bounded. 

Proposition 1. ForαEE αnd入>0， w巴んα句E
(1) Sup(A十α)口 SupA+αy
(2) Sup入A口入SupA，
(3) SupA口一Inf(-A).

Proposition 2. For anαrbitr，αry set A C E with U(A) i=札SupA口 Sup(coA) holds 
where coA is the convex hull 01 A. 

αV b and α八bare defined to be Sup{α，b} and Inf{α， b} respectively. 

Proposition 3. For・e旬eryα，b，c 巴Eand入εlR，
(1) (α十c)V (b + c) = (αV b)十c， 
(2) 入αV入b口入(αVb). 
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Theorem 1. 

(1) For叫bE E， αVb 日中坊 α八b=l-札
(2) Forα， b εEヲ α十b (αV b) =α八九
(3)αεα+十α- 叫 ereα+=αv0 andαα 八O.

A partially ordered linear space (E， P) is saidもobe monotone order complete (m.o.c. 
for short) if every upper bounded totally ordered subset of E has the least upper bound 
in E. If E is五nitedimensional， (EぅP)is m.o.c. if and only if P is closed. Moreover， if E 
lS re丑exiveBanach space and E* = P* -P* holds where Pホ={♂|♂(x)三0，Vx巴
P}， then (EうP)is m.o.c.([3]). In [1]， some conditions which guarantee E水口 P*-P* 
are shown. 

Theorem 2. S'uppose that a partially ordered lineαr spαce (EうP)ismonotone 0吋er
complete， then for e'uery subset A of E， 

¥
Iノ

寸

1
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〆
el--

、
U(A) = (Sup A)十P

holds. 1n pα州 cular，αVbチ札α八bチofor every a， b E E，αnd U(α，b) = (αV b) + P. 
Corollary 1. Suppose that (E， P) satisfies the hypotheses i叩ηTh εωor陀附εm2  α仰7吋 let A be ε 
α 3 匂叫bs巴et0ザfE. 1f Sup A consists of α single element α ， then α is the le ω t 包.pperbound 
of A. 

Corollary 2. For・ωerysubset A of尻町L(U(A))) U(A) holds叫 ereL(U(A)) de-
notes the 10山 rbound of U(A). Moreover，ザ(E，P) sαtisfies the hypotheses in Theorem 
2， then we hαve SuplnfSupA = SupA . 
Let (E， P) be a partially ordered linear space， and suppose that P is algebraically closed， 
七hatis， every straight line of E meets P by a closed i凶ervaLA point x of a convex 
subset A c E is called an algebraic interior point of A if for every z E E， there exists 
入>0 such that x十入zE A. We denote the algebraic interior and the algebraic boundary 
of A by intA and 8A respectively. A convex subset C of P is called an exposed face 
of P if there exists a supporting hyperplane H of P such that C = P n H. By ~(P) ， 

we denote the set of all exposed fa悶 ofP. For C E苦(P)，dim C is defi.ned as the 
dimension of affC where affC denotes the a部nehull of C. The followingもheoremis 
fundamental and is useful when we intend to determine the se七αVb explicitly. 

Theorem 3. Suppose that P isα1gebraicαlly clou.d a叫 intPチo.1f dimC :s 1 for 
every C E ~(P) ， then αVb口 θU(α)丹θU(b)holds for every incom仰叩blepα2rα，bE E. 

Lemrn，a 1. 1f 0 :s x :S y and y E 8P， theηxEδP. 
Proof. Suppose that x εint P and put z口 2y-x，then z = y+(y x) E P+P口 P.
Since P is convex and x E int P， y ~(x + z)巴 intP. This contradicts the 
assumption. 

Proof of Theorem 3. Let Xo be an eleme凶 ofαV b， and suppose that x。εintU(α). 
Then there exists入>0 such that c ， . (1…入)xo十入bE U(α). It is easy to see that 

def 

C 巴U(α)n U(b)口 U(α，b)and c手Xo・Thiscontradicts the fact that Xo is a minimal 
element of U (α，b)， and hence αVbC θU(α) n 8U(b). 
Conversely， take x 0 E δU(α) nθU(b) arbitrarily a凶 supposethat yo三xo，yo E 
U(α，b). Since α:S yo :S Xo， it follows by Lemma 1 that 

yoε[α，xo] c 8U(α)ヲ

吋

i
1
3
4
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where[αヲxo]= {x E EI a :::; x :::;xo} isan order interval. Obviously every order interval 
is a convex set. Similarly wehave 

Yo巴[b，xo] C 8U(b)， 

and hence 

[α，x_o] n int U(α)口札 [b，xo] nintU(る)=札

while int U(α)阻 dintU(b) are both assumed to be nonempty . Applying the separation 
theorem， we can丑ndhyperplanes Hl' H2 of E such that 
(1) H1 sep訂以es[α，xo] and U(α) and， 
(2) H2 separates [b，xo] and U(b). 
-Since [α，xo] C U(α) and [b， xo] C U(b)， we can see that [a， xo] C U(α)n H1 a邸an
[伊bヲ川♂0] c U(伊例bめ)n H2. By the c∞O 吋 i抗Lもω七
On the other hand，α， b久， a出IロldXo cannot be in any single straight line because αandb 
are not comparable. Hence [α?♂0] and [b， xo] are respectively included in two d必ifferen
lines， and in particular， both Xo and yo belong to the intersection of those two lines. 
This means Xo = yo and so Xo巴αVb. Q.E.D. 

In the case when a linear topolcigy is given in E， the assertion of Theorem 3 can be 
translated into theもermsof topology and is sti11 valid. 

Theorem 4. Suppose that P is algebraicαlly closed and int P 0. 1f dim C :::;∞ 
for every C E :&(P)， (F.1) holds αMαVb-l日foreveryα， b E E in particular. 

Lemma 2. 1f x巴θU(A)forαsubset A of E， then U(A)x C θU(A)ωhere U(A)x = 
{y E U(A) 1 y :::; x}. 

ProoメLety be an arbitrary point in U(A)x. Since x E 8U(A) there exists a point z E E 
such that {x十tzI t > O} n U(A) = o. By the de五凶ionof U(A)， U(A)+ P口 U(A)，
and this yields {ν+ tz I t > O} n U(A) = o. This means that y巴θU(A).
Proof of Theorem 4. Let Xo be an arbitrary point in U(A). Since P is algebraical1y 
closedぅPcan not include any straight line. Indeed if {x十句 It E Ia} C P for some 
y -1 0， then {ty I tE設}CPU δP = P and this contradicts ( P2). Hence for a positive 
element xチ.0， there exists t1 = max{ t 2: 0 I Xo tx巴U(A)}.If we put xl出向 -t1x，
then Xl巴θU(A)and it fol1ows from Lemma 2 that U(A)Xl CθU(A). Since U(A)x'l is 
aconvex set and int U (A)チ札 wecan apply the separation theorem and there exists 
a hyper plane H which separates U(A)Xl and U(A). Clearly， U(A)Xl C (Xl -P) n H 
and dim((町一 P)n H) < ∞ by the assumption. Put H'口 H-x}，P' H' np， 
and X 口 P' P'， then dimX <∞， and P' is a closed convex cone with nonempty 
interior rela説明 toX. Thus the partial1y ordered linear space (X， P') is ill.O，C. Since 
the recession cone of U( A) is Pヲtherecession cone of U(A)Xl = U(A)n (Xl -P) is { 
o }.耳切ceby the convexi七yof U(A)Xl it is bounded in X and also bouded below in 
(X， P). ]3yan analogy of the proof of Theorem2， we -can conclude that there exists a 
minimal element z of U(A)Xl which is also a minimal element of U(A). Q.E.D. 

Example 1. Let E be the space of al1 symmetric matices of M2(Ia)， and let P be the set 
of al1positive semi definite matrices in E. Then (E， P) is m.o.-c.， but it is not a lattice. 
E and P can be identi五edwith ~3 a 
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Hence， by some simple culculationsぅwecan determine the set αV b for incomparable 
pair a，b ε訓E.

Example 2. Next we investigate七herelation between the conditions of Theorem 2 and 
that of Theorem 3. We say that the positive cone P satis五escondition (:d') when dimC :::; 
1 for every C ε苦(P).The monotone order completeness does not imply也econdiも10n
(苦).Now we show an example in order to see the converse implication is also not true. 
Let E be the linear space consisting of all sequences ♂ロ(九九・・・) (Xi E lR) such 
that Xi = 0 except for fi.nite number of i口 1，2，・・・ Wede五ne

P = {x =(Xl，X2'・・・)I町三 (2224)t}・

Then P is algebraically closed and int P ιMoreover we can prove (E， P) is not 
m.o.c. while P satisfies the condition (苦).We will show that (E， P) is not m.o.c. We 
defi.ne a sequence {αn} C E by 

n口(上主主 1 よ 0.0・ー)¥ 2.n ， 2' 4' 8' ， 2n ， v， v， } (η ロ 1，2γ・・).

Then we have α1 どα2 どα3 主・・・ Moreover，since (~おザ)戸2 十 (~むげ)戸2+aωt幻げ)戸2 + ... = tト? 
w附ec伽a叩…n蹴吋t出h刷凶州(一jf，o，川川0仏削叫，0，仏，. . . )同lS山S印&叫山山low同O仰附w附e位的r山山bo凶 of {い仇叫向ωn}ω 口 (仇h九ω，b九 ，bi，ι九tわ?帆 ) 

be an arbitrary lower bound of {αn}. Then an element of the form cニ (b1十入，b2，b3， . 
ふうん0，0γ・・)always satisfies bどcwhen入>O. I-t is easy to see that we can choose 
入andμsuch that c is also a lower bound of {αn}. This means that the greates土lower
bound of {αn} does not exist， and (E， P) is not m.o.c.. 
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Q-AIgebras And Dilations 

Takahiko N akazi (Hokkaido U凶versity)

Abstract. Let B be a c∞omr郎
Q-也a叫1gebrawhe臼reA is a uni江formalgebra and J is a closed ideal. In this paper we show the 
following two resu1ts. (1) If B is of two dimension and an operator algebra on a Hilbert 
space then B is a Q-algebra. (2) Aもwodimensional Q-algebra is isometrically isomorphic 
to A/ゴwhereA is the disc algebra and .J is a closed ideal of A. As a result of (2) we 
C剖 1show a dilation theorem. This is a survey article on the author's two papers [5] and 
[6]. 

定義

Aを X 上の unifOl'・malgebraかっ Jを Aの closedidealとするとき、 A/Jと
isometrically isomorphicなBanachalgebraはQ-algebraと呼ばれる。これは Varopoulous
の定義である。 Ji1(A)はAのmaximalideal spaceを示す。 Z巴M(A)に対して 6は z
における pointderivationを示す。すなわち 6は 5(fg)コ f(x)5(g)+ 5(f)g(x)となる
continuous linear function討を示す。 x，yE M(A)かつ x-:j:νに対して

とする。

σ 口 σ(x，y)口 sup{lf(ν)1 ; f E A， f ( x )コ 0，IIfll∞:::; 1}、
ω=ω(:r，5) = sup{15(f)1 ; f E A， f(x) = 0， IIfll∞:::;1}、

Part 1. Dilation 

C(X)をX上の continuousfunctionの全体とすると uniforma.lgebra AはC(X)
の closedsubalgebraである。 H は Hilbertspace、L(H)は H 上の boundedlinear 
operatorの全体とする。 11.11∞は C(X)のnorm、11. 11はHまたは L(H)の nornlを
示す。

争が Aから L(H)への unitalbounded homomorphismとは、 φ(1)はH上の
identity operator、φはA上で linearかっ mu1tiplicative，かっ

11争(.f)1I:::;γIIfll∞ (f E A) 

となる γが存在するとする。争n を(ん)E Mnxn(A)から(争(ん))巴 Mnxn(L(H))への
写像とすると、 11争nll:::; 11争n+111である。

11φIIcb = sup 11φπ11 
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と書く。一般に 11争11:::;1怜IIcbである。 11φIIcb<∞のとき φはcompletelyboundedとい
われる。 11到|口 1のとき、 φが争の dilationとは、 φが C(X)から D(K)への unital
bounded homomorpl出mかっ 11φ11口 lで、

争(f)= Pφ(f)IH (f巴A)

となることである。ここで K は H を含む Hilbertspaceで、 P は K から H への

orthogonal projectionである。このとき 11到Icb= 11列cb= 1である。|同11=1とは眼ら
ないとき、もし 11到Icb<∞ならば争は dilationをもっ unitalbounded homomorphism 
曽(だから 11引1= 1)にsimilarであることが知られている。逆も成立することが知られ
ている。

11争11<∞ならば 11争IIcb<∞となるかどうかは大変興味ある侍題であるが、
dimH = ∞のとき Aが discalgebraであってもこれが成立しないことは Pisier[12]に
よって最近訴された。 dimH<∞のとき、任意の uniformalgebra Aについてこれは成

立することが知られている [18，Exercises 3.11]。ただし怜11=怜Ilcbとは限らない。
我々は dimH<∞のとき、 11φ11=怜Ilcbとなるのはいつかを問題とする。 4:::;

dimH <∞のとき、たとえ 11争11= 1でも 11到1=11φIIcbとは摂らない uniformalgebraが
存在することは Parrot[10]によって示された。 dimH= 3のとき全く知られていない様
であるが、 dimH= 2のときは任意の uniformalgebraと任意の争について 11叫 =1向IIcb
となることは Chu[5]によって示された。

盟盟1 Aを任意のuniformalgebraかっ争を任意の unitalbounded homomor-
phismとする。もし dimAjker争=2ならば 11争11ロ 11争IIcbが成立するか?

問題 1はNakazi-Takahaぬi[4]によって 11争11= 1のとき正しいことが示された。
次の定理は、もし Aが disca.lgebraのとき問題 1に答えれば良いことを示している。定
理 1の証明は [8，Theorem 9]の証明から導ける。

l定理 11 Aを任意の uniformalgebra 、争を Aから L(H)への unitalbounded 
homomo叩而5函ーとする。もし dimAjker争=2ならば、 discalgebra Aのある closedideal 
ゴがあって、 Ajker争から Ajゴへの unitalisometrical1y isomorphismゆが帯在して、
争o</>はAから L(H)への unitalbounded homomorphismとなる。

定理 1は、任意の uniformalgebra AのQ-algebraAj Jが2次元のとき、 AjJは
disc algebra Aの Q-algebraAjゴと isometricallyisomorphicであることを示している。

Part II. COl11l11utative Banach Algebra 

Bを identity1をもっ2次元 commutativeBanach algebraとする。このとき
B={αf十bB:α，bE C}と書ける。ここで βがseml帽simpleのとき B2= 1，そうでない
とき B2= 0である。
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盟盟2 sが2次元 commutativeBanach algebraがQ孔gebraである必要十分
条件は Bは-Hi1bertspace H上の operatoralgebraであることであるか?

Q-algebraは常に Hilbertspace H上の operatoralgebraであることは Cole[4] 
によって示された。 Bが2次元 conlffi叫ativeBanach algebraかっ BC L(H)とする。も
し鑑tEdimH = 2かっ Bが semi-simpleのとき Drury[4]によって示された ([11を参
照)。よって上の開題 2は箆星なしに Q-algebraを示すことであるが、次の定理 2は問
題2，こ答えている。(参照 [5])。

|定理 21 Bが2次元 commutativeBanach algebraがHilbertspace上の oper町
ator algeb九ならば Q-a.lgebraである。

2次元ということより、 B={αI十bB:α，bE C}と書けるが、 B~ A/J (iso-
metrically isomorphic)となる uniformalgebra Aとその closedideal Jが存在する。

B2 =1のとき、 J1= {g E A : g( x) = g(ν)口 O}とする。ここで x，y巴M(A)か
つ ZヂUである。 F1E AをF1(X)= 1かつ F1(-y)コ -1とすると αI十bB-→α1十bF1はB
から A/J1への isomorphismを与えている。 Coleの定理 [4]より、 A/J1はHilbertspace 
上の operatoralgebraとなるので、 Feldman-Krupnik幽Markusの定理 [3]より、I;/fE Aに
対して

一|尺z);f刊(去一小(l.f(x)1~.I刊

十 ~I 竹川(会一川!州 ;II(y)-l)。

ここでσ=σ(x，y)である。
B2 = 0のとき、 J2={gεA : .f(x) = 8(f) = O}とする。ここで Z 巴.M(A)か

っ 6は Zにおける pointderivationである。 F2E AをF2(x)口 0:かっ 8(九)= 1とする
と、 αI十bB→αl十sF2は Bから A/J2への isomorphismを与えている。 Coleの定理
[4Jより、 AjJ2はHilbertspa.ce上の operatoralgebraとなることを用いて(今度は書か
れた定理はない様であるが)、 Vf巴A1こ対して

1I.f + J2]1 

育所 1 ，11.'7 _ ¥I? ，18CfJ] 1 
=け I~~'1 ~2 + lf(x)J2 + I~~ JIニ

を示すこ之ができる。ここで ωロ ω(x，めである。

Bが Hilbertspace上の operatoralgebraを仮定せずに定理 2は成立するかは興

味あるが、これはたとえ Bが seml任mpleであっても成立しない(参照 [9])。
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Norrn of a linear cornbination of two projections on a Banach space 
Takahiko N akazi (託okkaidoUniversity) 

Takanori Yamamoto (自okkai-GakuenU niversity) 

Abstract. Let L(B) denote the algebra of all bounded linear operators on a Banach 
space B. Let P E L(B) satisちTp2 = P， Pチ0，1， and let Q口 I-P. For 1 <p三∞
let Bl' B2 be 即回eroclosed s由spacesof B such that B1 n B2 = {O}， B1 + B2 = B and 

IIFl十九IIB= (1IFlll~ + IIF211~)1/p ， (Fi巴Bl'乃 EB2). 

Then we write B = B1 EBp B2・ LetO!， s be complex numbers. If dim B = 2， then we 
calculate the norm ofαP+βQ on B. For any F E B， there is a unique decomposition 
F口九十九.In Parは，we calculate 11αP+sQIIL(B) when dimB = 2， B口B1EBpB2 and 
ranP = B1・InPart II， we calcula七e11αP十sQIIL(B)when dimB口 2and B口 B1EBpB2・
IfBisanin五niもedimensional Hilbert space H，七henwe can reduce it to two dimensional 
C邸 e.In ParもIII，we give the elementary proof of the Feldman-Krupnik“Markus theorem 
using七hecosine of the angle between P and Q and the results of Par七1and Part II when 
dimB = 2， p口 2.Furthermore we calc叫atethe norm of (αA1 + sA2)(γA1十oA2)-1
for complex numbers α，s，"(，oboチ0) and operators Al' A2 which are not necessarily 
linear and saもおか A2"(A1 = A1oA2・

Theorem (恥ldman-Kr・upnik-Markus) Let P be a bounded 1inear ope叫 oron a 
Hilbert space H satisfying p2 = P， Pチ0，1，andlet Q口 I…P. Letα，βbe complex 
numbers. Then 

α-s1
2 
(IID112 ，¥ ，(1αI+IsI， 11αPリQIIL(H) 口，11ヲ~I (IIPII1(H) -1) + ll~1 ~ It-'I ) 

iα-sI
2 
(11 DII2¥(1α1-IsI，2 

+ ¥11-2 ~ 1 (IIPII1(H) -1) + tーす!::!J

次の Lemma1の (3)はFeldman-Iむupnik-Markus(cf.[1])によりもっと一般的に知られ
ていたが、この場合はもっと初等的に証明でき、 Part1， II， IIIにおいて本質的で、ある。

Lemma 1. l:S;p:S;∞ 1_トl口コ 1と複素数 α，b，c，dについて不等式:
q 

同 ((1αIP+IclP門 (1川 IP)
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が成り立つ。よって、 11αP+ sQIIL(B) :-.:. SUPIIFIIB=l 11 (αP+sQ)FIIB 

SUp ， II(αF1 + (α-s)CF2) + sF211B . 
111九十F211B=1

とくに、 l:S;p:S;∞， IIFIIB 口 (1IF111~+ 11九 11~)1かのとき、

11μ|怜αP 十sQ例IILμL(問B的)= SUp (11 α F凡i+(いα一 ß)CFιh引山11怜|広~+I伊i伊ßFιh引II~お)
(11F111品~+吋11F2計211巴~)戸1/かP=l

とくに C=oのとき、 11αP+βQIIL(B)= max(1α1， IsJ). 

Theorem 1. 1:S; p :S;∞ dimB江口 2， B = B1 E9p B2' ranP口B1のとき、

IIe111B = IIe211B = 1を満たすような B1の基底 e1とB2の基底 e2が存在し、任意の
F1εB1，F2εB2は複素数x，yにより F1コxe1， F2 = ye2とかけ、先に定義した作用素
Cに対し、 Ce2=αe1を満たす複素数 αが存在して等式:

11αP + sQIIL(B) SUp (1αz十(α s)αylP+ IsyjP)l/P 
(lxIP+lylp)l/p=l 

が成り立ち、 j十j口1のとき不等式:

m以 (1α1，(1α-sIPlalP + IsIψ)三 11αP+ sQIIL(B) 

:S; ((1αIq+ 1α slql仰 /q+ IsIP)ゆ

が成り立ち、等式 IIPIIL(B)口(1αIq十l)l/qが成り立つ。
とくに、 p口∞，1，2のとき、それぞれ次の (1)，(2)， (3)が成り立つ。
(1) P =∞のとき、 11αP + sQIIL(B) = sUPm蹴 (lxl，lyl)=lm似 (1αz十(α-s)αyl， IsyJ) 

= max(1αi十|α-sI.Iα1，IsJ). 

(2) p = 1のとき、 11αP + sQIIL(B) = sUPlxl十|百1=1(1αz十(α一β)αyl+抑制)

出血ax(1α1，伸一sI.Iα1+ IsJ). 

(3) p口2のとき、 11αPリ QIIL(B)= sup(則的山(1α叶 (α-s)仰 12+ IsYI2) 1/2 

|ザj'lal'十円盟)イザl'lal'十(円盟)
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つω
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が成り立つ。とくにαd-bc=Oのとき、 2つめの不等号は等号になる。とくにp=∞，1，2
のとき、それぞれ次の:(1)，(2)， .(3)が成り立つ。

ω p=∞のとき SUPII川

ロ max(1α1+Iol， -Icl + Idl) 

C
 
ι」引32
 
p
 
u
 

cu 一一
¥
i
I
/
 

z
u
u
 

/
1
2
1
1
¥
 

¥
1
1
t
E
F
/
 

b

d

 

α
c
 

/'ESSE
‘、‘、一一-

T
 

引
wuz
 

n
y
 
u
 

p
白

キ
C
、戸」のti

 一一p
 

つ刷

c
 

t」引Mm
 

Dι u
 

cu 一一

怜

υ

2

J
U
H
H
H
Hれ
れ
引

i
寸

t
¥
1
1
1
2
1
f

噂

Z

匂
u

'
O
 
I
l
i
-
-
i
¥
 

1
1
Mい

¥
1
1
1
s
t
/

l

I

L

U

，α
 

+
 

A
内

α
c

ハH
M
J
I
l
l
-、、

低

H
H
H
H

m

d

 

=

市

引
u
dm
 
p
 
u
 
s
 

お
C
、戸}のつ山一一p

 

、、z
，J
q
d
 

iα12 +rbl2 + Icj2十 Idl2， 1αd -bcl I • /1α12 + Ibl2十Icl2+ Idl2αd-bCI 
4 十一一一一一一+υ . 

V 4 2 

とくに (3)の証明のアイデアは任意の正の数kに対して次の(i)~ (vi)の間鑑性による。
(i) たさsupzMi師宅i:132均12
(ii) すべての複素数 x，yについて、

(z u)(kibic|2JJfdi2)(;)どO

(iii) k三max(1α12+ Ic12， Ibl2 + Id12) かっ

k-Iα12 -lcl2αb+cd 
ab + ed k -Ibl2 -Idl2 >0 

(iv) k三max(1α12十Ic12，IbJ2十Id12) かつが…(1αi2+ Ibl2 + Icl2 + Id12) k + 1αd -bcl2どO
>1aI2+lbj2十ICJ2+ldI2十ゾ(1α12+lb12十IcI2十IdI2)2-4Iad-beI2(v) k ;::: 1"'1 'IU.j '1"1 '1"'1 'Y ¥1"'1 ~ 

〈吋) ゾ五三ゾ|山町内42+特出十F同可同刊2 特出
1 Part 11 ranP口 B1のをき、有界線形作用素C:B2→B1が存在して、
B = B1 EBpB2という分解について、
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iPartIIranP =B1を仮定しないときを考ゑる。 PkチO，Qk=F 0を満たす kEBを
用いて、 2次元複素数ベクトノレ空聞に、

11(8， t)IIBk = 1J8Pk十tQkllB， (8， t E C) 

というノノレムを定めてできる 2次元Banach空需を Bkで表す。 Bk上の作用素九，Qoを、

九(8，t)口 (8，0)， QO(8， t)口 (0，t)， (8， t E C) 

と定める。このとき、 11αP十βQIIL(B)は

11α九十sQoIIL(Bk):口 sup II{α九十sQO){8，t}IIBk 
11 (s，t) 11 Bk =1 

を用いて、

11αP+sQIIL(B) = ~ SUp . 11α九十sQOIIL(Bk)
kEB，Pk:J;O，Qk:J;O 

とかくことができる。 11α九+sQOIIL(Bk)について次の Theorem2が成り立つ。

Theorem2. 1 ~ P三∞ dimB口 2， B口 B1EDp B2のとき、 lIe111B= lIe211B = 1 
を満たすような B1の基底 e1とB2の基底 e

2が君子在し、 PkチO，Qkラ60を満たす kE B 
に対し、複素数f1，!2，g1，g2が存在して

Pk = f1e1十!2e2，Qk = gle1十g2e2

とかける。このとき、 f1g2-!2g1ヂ0が成り立ち、

αf1g2 -s!2g1 l.. (s-α)f1g1 ~._ (α一β)!2g2 _1- sf1g2 -α!2g1 
Oシ口 c:= α ・2なお

f1g2 -!2g1 ' ν f1g2 -!2g1' ~ . f1g2 -!2g1 ' 山 f1g2-!2g1 

と定めると、等式 11α九十sQOIIL(Bk)口 SUPllxe1+が IIB=l11 (ω+ by)e1十(cx十dy)e2llB

zp J31/P21(|い阿川げ)1/~|i(z出，=1I (~ ~) ( ~ 1 
が成り立ち、 j汁 =1のとき不等式 mは((1αIP什柄引 (lblP十IdIP)吋

三11α九十βQOI1L側三((1αIq十倒的+(Iclq十Idlq)附)ゆ
が成り立ち、等式:

(1f1IP + 1!2IP)ゆ (lg1lq十Ig2lq)ljq
11九IIL(Bk)= 

可，
d
q
L
 

1
1
 



が成り立つ。とくに、 p口∞，1，2のとき、それぞれ次の (1)，(2)， (3)が成り立つ。
(1) p口∞のとき、 11α九十sQoIIL(Bk)口max(1α1+ Ibl， Icl什dl).
(2) p口lのとき、 11α九十sQoIIL(Bk}口max(1α1+ Icl， Ibl + Idl). 
(3) p =2のとき、 11α九十βQoIIL(BAJ

|α12+ibi742十|d!2+吟 bcl+ JJα12十|bi1142+|di2一吟到

la;γ川αト川叶一イ汁P
ぺ
|2i M加+ん励倒凶品到.9212 れ仰州α叫川|

…一一…
.1 V_~~~ V__~_I 

十 i
一一一…一一

1+什l
一一…一
1. IV_~~-

V__~_I 

+ 1. 2 1 1 f192 -1291 1 ¥ }  
， 

~ 1 2 1 1 f192 -1291 1¥2  

Example. Pk = e1 + e2， Qk = e1 -e2のとき、 α=d=ザ b=c出子より、

(1α+sIP+Iα-sIP)ゆ (1α十slq+1α…sIq¥山ざ 11α九十 ßQo lI L側三 ll~
， 
r-' I 

~ 
I~ r-' I 

) 

とくにp口2のとき、 11α九十sQoIIL(Bk)口max(1αI，IsI).とくにp口1，∞のとき、

iα十sI+Iα-sI
1¥α九+sQOI¥L(川口

これは、 Q-a1gebraでない例を与えている(cf.開， [3])。

i Part III Feldman-Krupnik“Markusの定理の別証明 PkチO，Qkチ0を満たす
kEHに対し、正規直交系 e1，e2が存在してspan(Pk，Qk) = span(e1， e2)が成り立ち、こ
れは2次元Hilber七空間になる。このとき、

IIxe1 + ye21¥H = (lxl2 + ly12)1/2 

が成り立つから、 Theorem2 (3)より、

1-， (1α|十IsI¥
2
， 1_ ， (1αI-IsI¥ 11α九十sQoIIL(Bk)= '¥1γ+!一一一一1+リγ十i一一一一 l¥1

1

'¥  2 1'¥11 '¥  2 I 

.，.....，...~α一β12
P(Pk， Qk)2 _f DL  /"¥L¥ I(Pk， Qk)HI 

ーで、戸I
~ 

2 
r-' 

I 1 n~('~;"Qk)2' 山ト IIPkllHllQkllH
よって、 0壬ρ(Pk，Qk) < 1. "1は ρ口p(Pk，Qk)について単調増加であるから、

11αP + sQIIL(H) = sup 11α九+sQoIIL(Bk) 
kEB，Pk:j:.O，Qkメ0

"1+ (且坦li
2
+J"I十(Ial:1s1i2 

¥ 2 I ¥1 1 '¥  2 I 

。。
ワ
M

1
2
A
 



|α-s1
2 
P(P， Q)2 

こで、 γ口|一一一;n~;;:~\') ， p(P，Q) = SUp p(Pk， Qk). 
1 2 1 1-ρ(P，Q)2?J  KGH，ph正O，QkfO

よって、 I1αP+sQIIL(H)がp(P，Q)を用いて表された。とくに、 α 1，s口 Oの場合より

p(P， Q) =四P問 iiZ121制H=-)1 ~ IIPILi[H)が成り立ち、 11αP十βQII明が IIPIIL(H)
を用いて表された。証明終。

2つの作用素の角度の cosineに着目し、つぎの新しい定理を証明できる。とくに、
A1 = P， A2 = Q， "'1 = 8口 1のとき、 (2)はFeldman-Krupnik-Markusの定理になる。

Theorem 3. Hilber七空間 H全体で定義された作用素 AbA2 (線形とは限らない)
と複素数α，s，γ，8 (ただし γ6チ0)について、 (1)，(2)が成り立つ。

11αA1十sA211___ 1_. ， (1α81 + Is'Y1¥ 2 I 1_. ， (1α81-Isγ1¥ 
(1)<t17p+i  l+dγ÷i i 

11γA1 + 8A211 ---= ¥j IP '"  21γ81 ) I ¥j IP '"  21"'181 ) 

..，... .，..ゃ _1α8-sγ12 P(Ab A2)2 _1 A A ¥ ____ I(A1f， A2f)HI 
トー一 1 ' p(A1，A2)口 suI 2"'18 I 1 -p(A1， A2)2' P，.fil， .fi2) ~~E IIAdllH . IIA2fIIH. 

(2) とくに A2'YAl= A18A2口 Oかっ γA1十8A2が逆作用素をもっとき、

α8 -s'Y1
2 
P(AbA2)2 ，( 1α81+Isγ1¥ 2 

2γ8 1 1 -p(Ab A2)2 I ¥ 21"'181 ) 

pi2山 2川 i…)'2"'18 1 1 P(Al，A2)2 
I 

¥ 21"'181 

11 (αA1十sA2)(γA1十8A2)-111

十
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Toeplitz type operators on half剛叩acesof L2(R) 

defined by orthogonal wavelets 

J. lnoue*and M. Miyamoto t 

31. Introduction Let ψbe an orthonormal wave1et of L2(R). As usua1 we define 

ψ'j，k(X)之 2j/2ψ(2jx-k) (j， k E Z). 、l
，J
噌
'
・
品
，，I

、

{ψ'j，k : j， k E Z} formsano七honormalbasis of L2(R). It is easy to see thatぬeinverse 
Fourier transform ofψ'j，k(と)is given byゅよk(と)= 2-j/2;t(2-jc)e2-jkci. By the P1ancherel 
theorem， the附 {ψ'J，k: j， k E Z} forrns an or七h∞ormalbasis of L2(R). 

Definition 1 Let ψbe an orthonormal wavelet of L2(R). We define ~(R) 槌 the

closed subspaβe of L2(R) generated by the set {ゆ'j，k: j E Z， k E Z十(={0，l，2，…}) }， 
and de畳間的部 theimage of tl則阿部eFourier transform of the sp配 eH~. ~ is 
equal to the space generated by {必，k: j E Z， k E Z+ (立 {0，1，2，…})}. 
HP (0 < p三∞，)denotes the classical Hardy spaρe on the rea1 line. As we will see 
in Examp1e 1 b加凶e10w帆，H伊2h 句叩ualtωoH碍;fbOぽ，rth叫 Ia蜘a紡ar川wavl叫"e1e剖tψ 

Definition 2 For 9 E LOO(R)， we define a Toeplitz句rpeoper国or 九 on~ by 

九(f)~= P1fi(Mg(f)) (f E H~) ， 

where均 standfor the 0吋hogonalprojection of L2(R) onto埼-

In this paper， we則 dysome fundamental properti田 of九for9 E L∞(R).For 
the defini土ionsand the fundamen七alproperties of Toeplitz operators and orthonorma1 

m:velets，腕reおrむoIlム3].

*Hokkaido Universii;y 
tThe Japan R四erehIns七itute，L加i七ed
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52. Some fur由 merr凶 propertiesof Toeplitz type operators on H~ 

以下これまで得られた結果について述べる。証明は Lemrna3，定理4、定理11に

ついてのみ述べる。

Theorem 1 ([5]) 11 9 E L∞(R)αndTgニ 0，悦 hαve9口 O.

Lemma 2 ([5]) For eαchg E L∞(R)，ωehα悦 Tg=T;・

Le点訓mヨ況拙EαmI

Fo町re倒αch1 E L2汽(R)ωe cα7η7， choose poωsi似t説u悦1氾ei仰nteger.悶'sNα吋 hs拘包uch抗αate2N+l弘hと♂勺4γIhαsα
decomposition 0.ザ1t.抗hθlor、m

e2N+lhci 1 = h十h

wi仇抗eproperties (i) h E H~ e v， (註)IIhl12三(1-e)211/112and (iii) 111211 < 2e1l/1l2. 
Proof. Let el， ..・，enbe an orthonormal basis of V. For positive integers N and h， 

we define closed subspaces Hj : j = 1，2，3邸 follows.Hl is七heclosed subspaβe of 
L2(R) generated by the set of vectors {ψ'j，k:1 j 1< N，k三一2N+jh}，H2= L2(R) eH1 
and H3 is the clωed subspace generated by {ゅよk: 1 j 1> N or 1 j 1三N，kどが+jh}.
We can choose N and h so七ha七七hefollowing (2) and (3)町evalid. 

1= l'十fぺl'E Hl， 1"εH2' 11/"112三ε11/112 (2) 
ε 

ekzekF十 eK11 6kfEH30H3，eK11εH3' lIek"lb三十万 k = 1， ...，n (3) 
、I，. 

蹄om(2) we can deduce at once 

11/'112ど111112-11/"112ど(1-ε)11/112. (4) 

Here we put f ::ffe2N+M0.Then we have 

f = ( lM出j訓削l

一 (Ijl品川<川k-2…
Hence if we decompose j = l'十戸withl' E H~ e V叩 dj/lE V， we get 

IIj" lI~ • = L 1< j， ek >12= L 1< j， e% >12 

< (会11叫 (5) 

宅
E
E品

内
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111'11三111112-lI l" l1~ 三 111112-ε111112 = (1 -e)1I1Ib. (6) 

Therefore we get 

fe2N+1hci fザM+1hO+f~2N+1ho

= l'十1"十f"ν1

where h = l' andん出 1"+ f"e一_2N叫+1切h噸玖E♂t久.For h and 12 we get the following norm 
部 ti町lationfrom (2)， (4)， (め and(7)出 req凶red.

IIhll2 = 111'112さ(1-e)1I11b = (1ーε)lIf'1I2三(1-ε)2I1fIl2'
1112112 :::; 111"112 + IIf"lI < ell1112十εIIfll2三2ellfll2・

Q.E.D. 

Theorem 4 1f 9 E L∞(R)αM九ぬ αFredholmoperator，抗en9 is inverlible in 
L∞(R). 

Proof. Since九isa Fredh伽 operat叫 V:口 ker九isfinite dimensional and 
W:口 Im九isa closed subspace of H~・ Therefore Tg induces a one七oone bounded 

linear operator仕omH~ e V onto W， and伽 reexists a 6 > 0 which削 sfies

11九fll2三611fll2 (f E H~ e V) (8) 

Let f be an arbitrary element of L2(R) ， and putε:=mini{hilid-For恥 sef 
and e we choωe， by Lemma 3， positive integers N and h such that 

fe
2N叫
i= h + 12， !I E H~ e 11， 

IIfll2 1I!I1I2三(1ー ε)211f1l2>一一 (9)
2 

611flh 
llfilb < 2ellfll2 <一一一 (10)

-" 411g11∞ 

Thus， by (8)， (9) and (10)， we can calculate as follows: 

IIMgflb = IIgflbロ IIgfe2N+1hCilb

= IIg(!I +ん)112どIIgfl112-lIgf2112 
611fll2 

IITg!I1I2 -lIglloo ;.'.'~I:I" 
d ∞411g11∞ 

IIfll2 6" p" 6 
6一一一一IIfll2= ~lI fll2 ・2 4"~"~ 4 

つ山qο 
1
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That 1S :l we get 

11判取 、1
1
J

噌
B
ム
噌・ム，，t

、
In the same way， sinceη = Tg is a Fredholm operator， we get for some 8' > 0: 

IIM;flb > ~ IIflb (f E削) (12) 

By (11) and (12)， we have仕latMg is inver七iblein s(L2(R)) and hence g Is invertible 
加 L∞(R).Q.E.D. 

Corollary 5 For eαch non-zero element g E L∞(R)，九isnot αωmpact operatoれ

Corollary 6 1fg is加 L∞(R)，抗en冗(g)=σ(Mg) c σ(九).

Corollary 1 1fωe putと(g)コ九 (gεL∞(R))，cisα九lineαrisometry j加n
L∞(R) into s(HS). 

日xample1 Let ψbe the Haar wavelete: 

r 1 (xε[0，1/2) 
ψ(x) = < -1 (xE[1/2，1) 
I 0 otherwise 

Then we have ~ = L2(R+)， and hence lfj ロ~， the classical廷ardysp配 e.Further 
for g巴LOO(R)，同(f)戸 :F-1九:F(f)(f E L2(R+)) is a Wiene吋Iopfoperator with 
a symbol function g・Therefore，if we apply Theorem 4 for the Haar wavelet ψ，we get 
at once七hefollwing well-known result. 

Corollary 8 If g ε L ∞ (Rめ)and if 七he Wi加en即e町r-刷担
Qperatorむ， then g i詰sim糊

円
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33. eiλclfj c H~ (入>0)を満たすH3の特徴付け

Int守t也出t也h訟llsse配倒cti伽Oα∞n，'w鴨echa削a町I'肌.

Lemm~ 9(cf.開)IfW isαclosed s包bspaceof H~ αnd eicW c W for each入>0， 
抗en抗efolloωing (i) or作り hold;
(i) the問問白お αmeαsurableset F of R such that W = XF . L2(R)， 
戸り抗ereex白お αM

H3= 包・ H2 •

Lemma 10 Let g beαfunction in L∞(R). Theng白anelement of HOO(R)if and 

olyザgsatisfies gH2 c H2. 

Theorem 11 Let ψbe仰 orthonormαlwavelet for L2(G) such伽 t

eiλとH35H3f町 eαch入>0

T叩h叩 抗恥e陀 ω叩is抑tおSα 伽 m仰 odωt包叫品d伽l
Sαt白ifie白S 

u(2一三)= eiau(と)(αιとεR)for some αER. 

(13) 

(14) 

Conversely，ザ匂 isαunimodular function on R sat白ifying(14)，仇ereexistsαη 

01坊onormαl伽悦letψwhichsαtisfies H~ = u . H2. 

Proof. Suppose thatゆisan orthonormal wavelet satisちring(13). Then by Lemma 

9， (i) or (ii) of Lemma 9 holds with W = lfj 
Suppose that (i) of Lemma 9 holds， that is ther 剖 stsa measurable function Fof R 
such that H~ = XF • L2(R)・Thene-ic;t =ψd-1EHrzXR¥F' L2(R)・Thisimplies 
l;t IEゐ .L2(R)nXR¥F'L2(R) = {O}， a contradiction. Therefore we nay assume that 
(i) holds， that is， there exists a measurable unimod吐arfunction u on R such that 

H3zu-H2 (15) 

-134 



Le七五 εH2be arbitrary. Then by (15)， there exists F1 E H~ such tha七包・f1口 F1・
Since both spac邸時姐d炉問2i-dilationinvariar 

匂(2c). h(2c)口 F1(2c)，h(2c) E HぺF1(2c)εH3

By (15) and (16) we have a representation of the formj 

u(2c) . h (2c) =包(と)ん(ご)， where h 巴 H2 •

(16) 

(1η 

If we put (= 2とεin(17)， we get the rela七ion: u( ()U(2-1() -1 h (() = h (2ーな)E S2. 
Then by Lemma 10， we have 

u(()u(2ーな)-1巴H∞. (18) 

In the same way， if we start with 2-1-dilation， we ge七

U(2-1()U(()-1 E H∞. (19) 

By (18)飢 d(19)， we can conclude that匂(2-1()U(()-1is a constant of absolu七e
value 1， that is 

包(2ーな)U(()-l= eiα for some αεR. 

Conversely， suppose that u is a uni江modu山.rfu伽11肌I
we choose ψε L2(R) such that -o = u・-o1for七heHaar wavelet ψ1， i t is easy to see 
thatψis an orthonormal wavelet for L2(R) which 抽出五郎 H~ = u. S2. Q.E.D. 

* In the conferece， we reduce the case (ii) directly from (13)，加dProf. N akazi 
pointed out that from (13) the case (i) also can occure. In this report we added the 

consideration on the case (i)， by which we can fill a gap in the proof. 
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