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於:北海道大学理学部数学教室

予稿集



はじめに

この予稿集は、 トポロジー研究連絡会議の後援の下、平成 10年度科
学者脱費基麟脱B.課題番号10440016r写像類群の構造とリー
マン面のモジ、ユライ空間の幾何学J (代表者:森田茂之氏(東大数理)
)の補助により 1998年9月14日から 18日まで北海道大学理学部
数学教室で行われる研究集会「リーマン面に関連する位相幾何学jに際
し、予め各講演者からあつめた原稿をそのまま印刷したものである O

その目的は、参加者が講演への理解を深め、より活発な研究討論を行
う一助とするとともに、記録として残すことによって後々の研究に役立
てることにある O

この研究集会の開催は、 トポロジー研究連絡会議、森田先生はじめ多
くの方々のご理解ご協力、さらに北海道大学理学部数学教室各位のご支
援の上に成り立っていることを付記させていただく O

1 998年8月

河澄響矢(北大理)
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1 序章.

Hyperbolic digital curve shortening II 

Kazushi AHARA 

(阿原一志)

ぉ;を種数gの閉ヲーマン商から互いにdisjointなembeddedopen disksをn枚取り除いた

ものとするロ 2; 上の胞体分割~H を考えよう。ただし、 (技術的な理由により)任意の2胞体に

ついてそのclosureはdiskと向杷であると仮定する o H K関する 2;上の道全体を CHと書いて、
以下のように定義する。

CH:口 {γ:1→E;Iγは連続。
γはO胞体とは交わらないロ

γは1胞体とは有限回横断的に交わる。

γの両端は 2胞体上にある。}

CHの元のdigitalization全体vTfHを次で定義する。

WH :口 {α1b1α2b2・・ .anbnan+11 αi:2胞体
bi:l抱体

αi=l=αi十1
ainαJL1コbi} 

ψHをdigitalizationmap 'PH : CH→ HIHであるとする。
WH K r部分的な形で決まる書き換え」の系Sを考え、 ζれが次の4つの条件を満たすとと
を考えよう。

(Cl) Sは有限偲の規則からなる。

(C2) Sによって VTfHの元のword-lengthは長くならない。

(C3) WHの任意の元はSによって有限聞の書き換えの後、極小元(口それ以上書き換えられ
ない元)になる。

(C4) Ib 12ε CHがγ1rvγ2 (homotopic rel. boundary)であるならば、 ψH(γ1)とψH(γ2)
は唯一で共通の樹小冗を持つ。

前著Hyperbolicdigital curve shorte凶ngにおいては、 n= 0，9ど2なる 2;K対して、 H
が適当な条件を持つ時に (C2)(C3)( C4)を満たす書き換え系の存在を示した。(そ ζでポされた
例は明らかに (Cl)を満たさなかった。)本論文においては、一般のお;について、 Hが同様の
条件を満たせば、 (Cl)から (C4)のすべてを満たす審き換え系の存在を示すロまた逆に、 Hが
orthogonalであるならば(定義後述)、 (Cl)から (C4)のすべてを満たす審き換え系はある意
味で一意的であるととを示す。

l 
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音葉の準備.

主定理を述べるために雷葉の準備を行う。ととでの用語は前著Hyperbolicdigiもa.lcurve shorふ

enmgで用いられているものとは微妙に異なるので注意が必要である。

2 

De五nition1 

ぉ;の胞体分割IJHがorthogonalであるとは、ぉ;の内部の0胞体にはちょうど4本のl胞体

があつまり、 z;の境界の0胞体にはちょうど3本の 1砲体があつまるととをいう。

1-1(7 

， ， 

， 

〆
聞

，，
 
，
 

De五nition2 

2;の胞体分割Hがorthogonalの時I'Chyperbolicであるとは、すべての2胞体が5本以上の
l胞体を持つととをいう。

De五nition3 

ぉ;の胞体分割Hの1胞体がcoloredであるとは、すべての l胞体がsolidかdottedのいずれ

かに色分けされており、各O砲体の周りでは下図のいずれかになっているととをいう。また、と

のように色分けできる Hをcolol'・ableであるという。

e 

Definiもion4 

2;の胞体分割Hの1胞体がcoloredであるとき、 Hのl胞体がorientedであるとは、ぉ;の
内部に含まれる l胞体に向きがついており、局所的には下層のいずれかに在っている ζ とをいう。

また、 ζのように向きをつける ζ とのできる胞体分割Hをorientableであるという。
0胞体では
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z;の胞体分割Hがorthogonalで1胞体がcolor吋， or均 ltedであるとき、以下のような WH
(または CH)の審き換え (81)から (84)からなる書き換え系をふとする。図で向きの脅かれて

いない 1胞体について、その向きは関わないものとする。また図ではCHの元の書き換えを示し
ている。

(81) 

ムヌ→ 入¥h ノヲ、→
¥ 、

、
勺

(82) 

(83) 
、/

¥/  
、¥ / 11 
h ¥ f  一夕、h ノ::OL-.
f ¥  民

/ 

なづ k
(84) 

~トサ→キト一件ーサ村?

3 主定理の合題.

Theorem 1 

2;の胞体分割Hがorthogonal，hyperbolicで1胞体がcolored，orientedであるとする。書
き換え系丸は条件(C1)から (C4)をすべて満たす。

Theorem 2 

(1) L;; (ただし η 口 0)の胞体分割Hがorthogonalであるとせよ。任意の書き換え系Sが
条件(C1)から (C4)をすべて満たす在らば、 Hはcolorable，orientableである口
(2)上の条件のもとで胞体分割IJHの1胞体に適当な色分け、向きづけをしたならば、 (81)か
ら(84)はSの生成する書き換え系に合まれる。

3 
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Dege阻erationof Sch.o枕ky四nifor:mizedRie凱 annsurfaces 

佐賀大学理工学部数理科学科市川尚志 (ichikawa@ms.saga-u.ac.jp)

始めに:このノートでは、 Riemann面の Schottkyuniformizationに関するいく

つかの間題をあげ、それについて考える形で話を進めていますが、私の勉強不足

のため記述に関連いや歪らない所があるかも知れません。それについてはお許し

を願うと共に、御助言、御意見等をI貫ければ幸いです。

r c PGL2(C)をSchottky群、すなわち双曲的な元から成る有限生成で自由
なKlein群とし、!lrC Pb = C u {∞}をその不連続領域とするとき、商空間
Rr = !lr/rは種数 rank(r)の compactRiemann菌、すなわち C上の proper，
smoothな代数曲線になる(また Koebe'stheoremより、このようにしてすべての

compact Riemaim面が得られることが知られている)。これを rによる Schoもtky

uniformizationと言う。ここで次の問題を考える:

問題 1.Rrの退化の様子を rの雷葉で記述せよ。

この問題に対する 1つのアプロ}チとして、退化している(すなわち既約成分が

smoothまたは singularな射影直線から成る)安定曲線に“近い"Rrを次のよう

に構成する ([IhN，~2] を参照)。
ムを有限、連結な graphでその各頂点が3偲以上の枝を持つものとする(す

なわちムはある退化安定曲線の dualgraphになる)。ムの頂点、辺のなす集合

をそれぞれV，Eと書く oムの向き(すなわち Eの各充の向き)を 1つ決める
と、隣接する辺eεEと頂点 VE Vの紐e/りを、 eE{土h}，V = Vh (: hの終
点)を満たす士E={士eI e E E}の元 hによって表すことができる。いま写像

入:士E → Pb

で次の条件

入(e)=F入(-e)，h =F h'， Vh = Vh' =}入(h)=F入(h')

を満たすものをとる。。でない複素数 Shロ Lh(h E士E)に対し、入(土h)を宣xed

points， Shをmu1tiplierに持つ PGL2(C)の元
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をとり、準向型写像 L:同(ム)→ PGL2(C)を

L(h1 0 h2 0 ・・・ ohn) 仇 1ψh2・・ .tfJhn (hi巴土E)

で定めるとき、次が成り立つ:

(1) se(eEE)が十分小さいとき、 Im(L)はSchottky群。

(2) Se →o (e E E)のとき、 R1Jt(ι)はムを dualgraphに持つ退化安定曲線

R(L~，À) = U九/入(e)=入(-e)(eε E) ;九:=Pb
りεV I 

に退化する。

この応用として、(よく知られた事実だとは思いますが)例えばSchottky群r=
("Y1，…，γg)の生成元引がαがを fixedpoin旬、 siをmu1tiplierに持つとし、 r'を
γ'j (j =1 i)で生成される Fの部分群とするとき、 A→0ならばRrはRr'上の 2
点αがをつなげたものに退化し、 α-i→αtならばRrはRr'上の点 αtに楕円曲

線 CX/(si)をつなげたものに退化することがわかる D また RIm(ι)の微分形式の

Laurent係数や周期積分を入(h)(hε土E)の存理式を係数とする Se(eε E)の

計算可能な巾級数として表し ([n]， [12]を参照)、これらについての van抗ional
formula ([F]， [ImT， Appendix A]を参照)を確かめることができる。

そこで問題 1に関連して:

問題 l'.上記のような Rrの退化と、 rを放物的な元を含む Klein群に変形する
ことにより生じる Rrの退化との関係を調べよ O

さて graphムに対し単射写像

九:{O， 1，∞}→ {h E -l:.E I Vhこり}

の組r=(九)ぽV で次の条件

αε{O，l，∞}， V =1 v'均九(α)ヂ-rv'(α) 

を満たすもの(これをムの rigidi五cationと呼ぶ)をとり、

e =土E-U Im(九)
vEV 

とする。このとき上記の写像入:士E→Pbで入 O九=id{Qム∞}(v E V)を満
たすもの(これを T に関するムの labelingと呼ぶ)は A をdualgraphに持

2 
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つ退化安定曲線の moduliを記述し、十分小さい複素数 Se(e E E)はR(ムλ)の

deformation parameterとなるから、入とむを動かすことにより、

Z(~ ，7") 口{入(h)}hEe U {Se}eEE 

が安定曲線の moduli空間の中で R(ムλ) に対応する locusの周りの局所鹿標
を与えることがわかる。このように、退化曲線の任意の moduliparameterと

deformation parameterの組が moduli空間の局所座標を与えることは良く知ら

れているが ([DM] 参照)、 Z(~川は Schottky uniformizationを用いて具体的に

構成されるため、上に述べたように Torellimapが計算できるなどの応用を持っ

ているo以下この局所座標の性質について考えるo

問題 2. 局所鹿標的~，7")はどれ位大域的なものになるか。またムが trivalent と
なる(すなわちすべての頂点が丁度 3個の枝を持つ)とき、ムに対応する pants

分解に関する Fenchel-Nielsen 座標と Z(~ ，7") との関係を調べよ。

問題 3.Z(ムァ)相互の関係を調べよ。

問題3へのアプローチとして、 Riemann面の moduli空間の“dualitygroupoid" 

([MS]参照)における基本生成元の 1つに対応した次のような状況を考える o

ム口 (V，E)をtrivalentgraphとし、ムコ (V'，E')，ム"口 (V"，E")をAの l部

分をそれぞれ次のように変えて得られる graphとする:
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いま ηァ T"をそれぞれム?ムヘム"の rigidi五cationで

ァ;;(0)zd/uo，72(1)14/uo，74(∞)= e~jvo 

を満たすものとし、入"を T" に関する A の labeling とすると、 x= 入ぺe~jvo) は

Pb -{O， 1，∞}宝themoduli space ofR(ム引っの座標で

R(ふ叩')→ R~ (if x → 0)， R(~引っ→ R~， (if x → 1) 

を満たす。 Se(e E E)， te， (e' E E')， Ue" (e" εE")をそれぞれ T，ァヘザFから上記
のようにして定まる R~ ， R~" R(ムリ")の deformationpar担neterとし、特に ei

3 
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(0 ~ i云4)，ej (0壬j~ 4)， e% (1壬k~ 4)に対応する parameterをそれぞれ Si，
tj， 同とおく o このとき:

定理 1.

(1)各民 Ue"は十分小さい値に対して収束する Se(e E E)のZ-係数巾級数と

して表され、 el，e2， e3， e4が互いに異なるとき
・ u ・

子，ヂ子 (i=1，2)，子(i=3，4) ε (Z[[Se (e E E)]])ぺ
dO dOdi d 

また el= e2となるとき

子，之 (i=1，2，3，4) ε(Z[[Se(eεE)]])X. 
‘o di 

(2)各 X，Ue"は十分小さい値に対して収束する te，(e' E E')の Z係数巾級数と
して表され、 eI， e2， e3， e4が互いに異なるとき
事・ '11"

Lニ， i(tzl，3)，2022j)ε (Z[[te，(e'εE')]]) X ， 
to ' tOti 

また el= e2となるとき

1-x 引・ 引・

一，…ム (i 口 1 ， 2 ， 3) ， τ~ (i = 4) E (Z[[te， (e' E E')]])X . to ' toti' '" ' t 

さらに Z(ムグ)の数論的性質については、 [Mu]の結果を局所的とは限らない碁礎
環の場合に拡張することにより次が示されている:

主産生(ムが trivalentでloopを持たないとき [IhN]、一般には [13])

ムの rigidi:ficationTに対し、 Xh(h E &)， Ye (e E E)を変数とし

Aoなお IXh(hE&)，II~アヲ II 1了|
L eEE山 e 山 -e h=j:h'州出匂h'山丸 山内 J

(ただし Xrv(O)= 0， Xrv(l) = 1， {h， h'} h {ア匂(∞)1V E V}ヂ日中 1/( X h -X h') = 0) 
とおくとき、 Ao[[Ye(e巴E)]]上の安定代数曲線 Cで、ァに関するムの labeliilg
入と十分小さい Se(e E E)に対し

Glxh=A(h)仇口86=RIm(t)

を満たすものが存在する。従って特にムがもrivalentのとき Ao= Z となり、
Z(s，r)は安定曲線の modulistack ([DM])において Rs に対応する点の Z上の
形式近傍を与える。

注意.上記の 2つの定理は、点付き安定曲線の moduli空間([K])に対しでも同

様に拡張される(定理 2の拡張については除問を参照)。
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RIEMANN同HURWITZFORMULA FOR 

MORITA-MUMFORD CLASSES AND 

SURFACE SY主主METRIES

NARIYA KAWAZUMI AND TAKESHI UEMURA 

ABSTRACT. Let a finite group G act on a compact Riemann surface C in a faith拍
ful and orientation preserving way. Then we describe the Morita-Mumford classes 
en (Ca) E H2n (Gj Z) of the homotopy quotient (or the Borel construction) Ca of 
the action in terms of fixed-point data. This fixed-point formula is deduced from a 
higher analogue of the classical Riemann-Hurwitz formula based on computations of 
Miller [Mi] and Morita [Mo]. 

INTRODUCTION. 

The last two decades have witnessed a remarkable progress of cohomological 

study of the mapping class group for a surface. D. Mumford [Mu] and S. Morita 
[Mol] independently defined a series of cohomology classes of the mapping class 

group， whose zeroth term is equal七othe Euler number of the surface up to sign. J. 
Harer has been obtaining various signi五cantresu1ts including七hehomology stability 
of the mapping class groups [Hl]. The MoritaωMumford classes play an important 
role in the stable cohomology ring of the mapping class groups. I七hasbeen revealed 

by Arbarello， Cornalba， Harer， Miller， Morita and others [AC] [H2司[叫i][Mol-
4] [KM]. The torsion part of the cohomology of the mapping class groups has 

been highly studied by homotopy theorists including Benson， Charney， Cohen， Lee， 
Tillmann and Xia [BC] [CC] [CL] [T] [Xl，2]. It is no七ablethat Glover and Mislin 
[G班]have proved there exists a∞凶rivialtorsion class in the 4n-dimensional stable 
cohomology group for each n三1by evaluating七heeven Chern classes of GL(Z) 
on torsion elements of吐lemapping class groups. 

In the context of surface bundles the Morita-Mumford classes are defined as 

follows. Let 1[" : X →B be an oriented fiber bundle whose五beris a 2-dimensional 
connected closed oriented smooth manifold. We call such a bundle briefl.y a surfiαce 
bundle. The relative tangent bundle Tx/ B is the oriented real 2-dimensional vector 
bundle over the total space X consisting of all the tangent vectors along the fibers. 

The n-th Morita-Mumford class en is， by definition， the Gysin image of the n + l-th 
power of its E叫erclass e :=ε(TX/B) E H

2(X; Z) 

en口 en(X):=π!(♂+1 )ε H
2n(B; Z)， 

1991 Mαthemαtics Subject Classification. Primary， 57R20. Secondary， 14H15， 20J06， 32G15， 
55R40， 57M20， 57S17. 
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2 NARIYA KAWAZU対1AND TAKESHI UEMURA 

which is equal to the pull-back of en by the holonomy homomorphism of 7rl(B) 
into the mapping class group. Here and throughout this paper we denote the Euler 
class of an oriented real vector bundle ηbye(η). If n = 0， eo is equal to the Euler 
number of the fibers. 
The purpose of the present paper is to study Morita-Mumford classes on長nite
subgroups of the mapping class groups. We give an explicit formula for the Morita-
Mumford classes evaluated on an arbitrary finite subgroup of the mapping c1ass 
groups in terms of fixed-point data (Theorem B). The authors hope their expliciも
formula would be widely used to study the torsion part of the cohomology of the 

mapping class groups. 
Our fixed-point formula is deduced from a general formula of Morita-Mumford 
classes for五berwisebranched coverings of surface bundles.班iller[Mi] and Morita 
[Mo1]， inspired by Atiyah [A]，日irzebr吋 1[Hi] and Kodaira [Ko]， computed Morita-
Mumford classes of iterated cyclic coverings to prove the stable algebraic indepen-
dence of en's. Following their computations， we prove it under a certain transver-
sality condition (Theorem A) in 31. 

Let 7rx : X →B and 7ry : Y → B be two surface bundles， and h : X → Ya  
continuous map compatible with the projections. Suppose the map h restricted to 
each fiber is an orientation preserving branched covering. Denote by R the subset 
of X consisting of all七heramification points of the map h. Now we assume a 
transversality condition that the restriction of 7rx to R is a locally trivial五bration，
and that there exists a長berpreserving homeomorphism t : D(Tx/BIR)斗 Xonto 
an open neighborhood of R suchもhatt(Ox) x for all x E R. We call itα 
fiberwise 加bulαrneighborhood of R. Here we denote by D( 'r/) the open unit disk 
bundle associated with a vector bundleηwith respect to a suitable metric. Let 
Rl，R2ヲ・・・，Rmbe the connected components of R， and bi the ramification degree 
along Ri. Then 

Theorem A. In the situation stated above we have 

en(X)口 (degh) en(Y) +玄(1-bin+1) (ηIRJ! (e(Tx/BIR;)n) E H竹B;Z)

for any nど1，where deg h E Z is the五berwisemapping degree of h， and (7rX IR;)! : 
H*(Ri; Z)→H*(X; Z) is幼eGysi力mapassociated wi凶 the五brationη IR;'

It also holds for the case n = O. In fact， since eo is the Euler number of the 
fibers， the formula 

m 

eo(X)口(叫ん)eo(Y) + I)l -bi) . H( tl吋 herof川島)

is exactly the classical Riemann-Hurwitz formula. This is the reason why we regard 
Theorem A as a higher analogue of the Riemann-Hurwitz formula. 
If the surface bundles 7r X and 7ry are C∞山surfacebundles， h is a C= map， and 
the rami五cationlocus R is a C∞-submanifold of X transverse to the五bers，thep 
the transversality condition stated above is satis五ed.

q
O
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RIEMANN-HURWITZ FORMULA FOR MORITA-MUMFORD CLASSES 3 

As another typieal. example satisfying the transversality condition we have 
Morita働-Mumfordclasses on五nitesubgroups of the mapping class groups. In view 

of the a:ffirmative solution of the . Nielsen realization problem by Kerckhoff [Ke] 
any finite subgroup of the mapping class group is realized as a holomorphic au-
tomorphism group of a suitable Riemann surface. Therefore we may consider the 
following situation. 

Let G be a finite group and C a closed oriented connected 2-dimensional smooth 
manifold. Suppose G acts on C in a faithful and orientation preserving way. Then 
we may regard G as a subgroup of the mapping class group. The universal principal 

G-bundle Ea -→Ba induces the homotopy quotient (or the Borel construction) of 
the action 7r : Ca→ Ba. The space Ca is， by definition， the quoもientof Ea x C 
by the diagonal action of G. The map 7r induced by the五rstprojection provides 
an oriented五berbundle with fiber C 

C →Ca ~ Ba. 

Its Morita-Mumford class en(Ca)εH*(Ba;Z)口 H*(G; Z) is equal to the restric-
tion of en to the subgroup G. 
Ifηis the surface bundle π: Ca…→ Ba，πy the product bundle βa x (CjG)→ 
Ba， and h : Ca→ Ba x (C j G) the canonical projection， then the transversal-
ity condition is satisfied. Therefore Theorem A implies the following fixed-point 

formula as is shown in 32. 

Denote the isotropy group at a point p εC by G p' The exceptional set 

S:口 {pE C;Gpチ{1}}

is a G-stable五nitesubset of C， since the action is faithful and orientation preserving. 
Let cp be the oriented real 2-dimensional vector bundle over Bap associated with 

the action of Gp on the tangent space九Cand e(ゐ)ε H2(Bap;Z)= H2(Gp;Z) 
its Euler class.Since the transfer map coz-gp:H*(Gp;Z)→H*(G; Z) is invariant 

under conjugation，the cohomology class corgp(ε(む)n)E H2n( G; Z) is constant on 
each G-orbit. 

Theorem B. In the situation stated above we have 

en(Ca) = L cor8p (e(むt)E H2n(Ba; Z)口 H竹G;Z)
pESja 

for any nど1.

The right-hand side depends only on the isotropy groups and their actions on 
the tangent spaces at the exceptional points. Our formula may be regarded as a 
certain kind of fixed-point formulαS of characteristic classes. Especially if the action 
is free， the 悶orita

-14-



4 NARIYA KAWAZUMI.AND TAKESHI UEMURA 

1. Riemann-Hurwitz Formula for Morita-Mumford Classes. 

In this section we shall prove Theorem A following Miller [Mi] and Morita [Mo]. 
Let πX:X → B， 7rγ :Y →Bヲ h:X → Y， R and Ri be as in Introduction. 
We abbreviate as ex 口 e(Tx/B)，ey 口 e(Ty/B)and 'r/i := TX/BIR，. From the 
transversality condition we have a fiberwise tubular neighborhood ti : D('r/i)→X. 
Since {X -Rうれ(D('r/i));1 < i < m} is an open covering of X， we obtain an 
excision isomorphism 

t* : H*(X，X -R)三⑪H*(E('r/i)，B仇))

Here E( 'r/i) is the to同，1space of the bundle ηi and EO('r/i) = E('r/i)一(zeros問ectio∞n
Let ゆ仇i: H ← 2(Ri) → H*(E('r/i)， EO('r/i)) be the Thom isomorphism associated 
with恥 andUi巴H2(X，X -R) such as t*(Ui)口仇(1).H2(X， X -R) is Z-free 
with free basis {U1， U2，...， Um}. Clearly we have 

1
1ノ

噌，ょ
-a・

1
i
 

/
1
、、

f仇(e('r/i))，if i = j 
t*(UiUj)口{ハ."・ J

l U， II ZヂJ・

Since TX/B is isomorphic to h*TY/B on X -R， the d品ifferencee X一 hどf斗*e
the image of the inclusion homomorphims j* : H2(X， X -R)一→ H2(X)，i.e.， we 
have eX -h*ey口 j*(ZZ1αiUi)巴H2(X)for some αi E Z. Restricting it to each 
Ri， we obtain 

(1.2) e(ηi) -bie(ηi)口 αie(ηi)E H2(Ri)， 

where bi is the rami五cationdegree along Ri' From (1.1) and (1.2) 

I m n十1 /・4¥¥

eX山口仇y叩 +j*(L玄(ワ1)(h*eyIR;)叶 1-ka/U/ ) 
1m  n十1 / ・吋¥ ¥ 

口 仇y叫 1十j*(玄玄(ワ 1) bi叶 1-kaike(ηitUi)

口 hい十j'(t，山叫叩門叩叩1ワヤH川)μM凶e(の(付川η'r/i
for any n三1.Hence we obtain 

/η1 、
(1.3) exn+1 = h*ey刊行*(t*)-l( L (1 -bi叫 1)仇(伽)η)) 

for n > 1. 
We denote the五bersof the bundlesη: X.-→B，πXI(X-R) : X -R → B and 
πXIR; : Ri→B over a point so E B by C， CO and Rilso respectively. The Serre 
spectral sequence of the pair of五berbundles (X， X -R) induces an isomorphism 

πX* : H*(X，X R)三H←2(B;H2(C， CO)). 

「ひ
噌
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RIEMANN-HURWITZ FORMULA FOR MORITA-MUMFORD CLASSES 5 

As a 7l"l(B)-module， H2(C， CO) decomposes itself into ED;こ1HO(Rilso). The coho-
mology group H*ー2(B;HO(RiISo)) is naturally isomorphic to H*-2(Ri)， and the 
integration map HO (Ri Iso)→ Z induces the Gysin map (ηIRi)! : H*-2(Ri)→ 
H*-2(B). Therefore we obtain a commutative diagram 

(1.4) 

H*(X，X -R) 

r 

H*-2(B; H2(C， CO)) 

ぺ
@乙lH*ー2(Ri)

Efl(η'Ri)，l 
< ，[0]乙 H*-2(B)・H*(X) 一一→ H*-2(B; H2(C)) 

The composite of the lower arrows is equal to the Gysin map 7l"X! in the definition 
of出eMoritaωMumford classes， and that of the upper ones eq凶 to(ED弘一1)0 t*. 
Consequently， from (1.3)， we obtain 

h叫叫(何山X

口(附九叫州山(σ何仲川Yη即川)汁川十+(拘附φ釧的(付h作ηxl凶Rυ叫山)!川W川!)仰)μπ
m 

口 (degh )en (Y)十乞(1-bin+1) (πXIRJ! (伽t)

This completes the proof of Theorem A. 

2. Fixed剛pointFormula for Surface Symmetries. 

In order to prove Theorem B，五xa complete system of representatives {Pl， P2 ，・..， 
Pm} C S with respect to the action of G. We abbreviate as Gi = Gpi andふ=C，p;. 
The quotient Ea j Gi can serve as the classifying space Bai' 
Consider the canonical projection 

h : Ca = (Ea x C) j G→Ba x (CjG)， (x，z)modG 1-7 (xmodG，zmodG). 

The homotopy quotient Sa :口 (Eax S) j G may be regarded as a closed subset of 
Ca， and coincides with the ramification locus R of the branched covering h. Clearly 
叶SG : Sa→ B a is a locall訪yt廿凶r討lV吋1a叫1五bra杭，tion
Each representative Pi corresponds to a connected component of R. We intro-
duce a map h βai→ Ca (“multi-valued section of π))) by h ( x mod G i) :口
(♂，_Pi) mod G. From a G-stable decomposition S 1l:'1 G . Pi we日凶 Sa
日乙1h(BaJ. Choose a sufficie国lysmall Gi-stable open disk Di C C cer巾 red
at each Pi・Themap defined by 

む:(Ea x Di)/Gi→Ca， (x，z)modGi 1-7 (x，z)modG 

can be regarded as a tubular neighborhood of the connected component h(Bai)' 
Thus the branched covering h satisfies the transversality condition in Theorem A. 

po 
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6 NARIYA KAWAZUMI AND TAKESHI UEMURA 

The relative tangent bundle TCG/BG is equal to the homotopy quotient of the 
tangent bundle TC， T CG / BG (Eo x TC) j G. Hence the disk bundle (Eo x 
Di)jGi is isomorphic to the unit disk bundle of Ci = (Eo x九iC)jGi・Clearly
e(TBG x(c/O)/ BG)叶 1= 0 for η 三1.Since bi = UGi， we have bie(む)=0巴H2(Boi).
Therefore Theorem A implies 

、、，，〆n 
，rr

、
p
v
 

、、‘z-za
，，，，，G
 
B
 

F
J
 

市

H

r''EEE

‘‘、、

m

玄凶一一G c
 
n
 
e
 

for n > 1. 
Conceptually a transfer map resu1ts from a Gysin map. In this section， however， 
we吋 ace山 G同時 (πIfi(BGi))!with the tran蜘 I叫叫 i一位p1icit
manner. For we believe it will be good for future actual computations. 

Consider the relative cohomology H2(C， CO)， where CO C -S. Let vi E 
H2( c， CO) be the image of the positive generator of H2(Di， Di -{pi}). The evalu-
ation at Vi induces a Gωisomorphism 

ν* : H2(C， CO)三⑪HomZ[O;](Z[G]， Z) 

by the universal mapping property of coinduced modules， and an isomorphism 

内:H*-2(Bo; H2( C， CO))三E9H←2(Boi;Z) 

by Shapiro's Lemma (cf. eιBrown (B].) Therefore we have a commutative diagram 

H*ー2(Bo;H2(CヲCO)) V* @や H*-2(Boi)i=l .LJ. ".Doi 

批ぺ
H*-2(Bo; H2( C)) 

< ，[C]> H*-2(Bo) 

from the definition of the transfer map cor8
i

• Comparing it with the commutative 

diagram (1.4)ぅweobtain 

九(Co)=玄(πIfi(BGi))!(e(ふt)= L cor8i (e(日)

for nど1.This completes the proof of Theorem B. 
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RIEMANN叩HURWITZFORMULA FOR MORITA-MUMFORD CLASSES 7 

3. Applications. 

Let G be a perfect五nitesubgroup of the mapping class group of genus g， and 
C a compact Riemann surface on. which G acts as a holomorphic automorphism 
group. Then， for anyelement γE G， we have 

el(C(γ))口 oE H2((γ); Z)， 

since H2( G; Z) 口 Ext~(Hl(G;Z)， Z)ロ O.Here we denote by (γ) the subgroup of 
the mapping class group generated by γ. Therefore we obtain 

Lemma. If el(C(γ)) =1= 0 E H2 ( (γ); Z)， tbere is no pe.出ctfinite subgroup contain-
mgγ in tbe mapping class group. 

As an example， consider two complex plane curves 

ω2口 1-z2g十1 W12 = zl (Z12g+1 1) 

for 9 ど1.Glueing them each other by the map ZI =口 Z-1γω1=コ z-g…lW，we obtain 
a hyperelliptic cur刊 Cof genus g. (:=切(苛子)紬les印刷om吋 11sm
of the curve by z 1-7 (z and ωHω.  It induces an element γof order 2g + 1 
of the mapping class group of genus g. Let Uo E H2 ( (γ) ; Z) be the Euler class 
associated with the complex 1-dimensional G-module given by mu1tiplication by (. 
Uo n generates the group H2n( (γ); Z)さ Zj(2g+ 1) for each n. Then Theorem B 
implies 

en(C(γ)) = uon十tA07Z十((-g -l)uof = (2十gn)uon巴H2n((γ);Z) 

for any nと 1. Especially e 1 ( C (γ))チoif 9三2. Hence the element γis not 
contained in any perfect五nitesubgroup of the mapping class group of genus 9 と2
from the lemma stated above. Moreover we obtain el n 0 for any n三1as a 
torsion element of the cohomology group of the mapping class group of genus g， 
provided that 2g十1is not a power of 3. 
The second author has found some finite cyclic subgroups satisfying eodd = 0 
and e2 =1= O.問oreoverhe has found a cyclic subgroup satisfying el =匂=0 and 
e3チO.The details will be appear elsewhere. It would be interesti時 thatthere 
would exist a finite subgroup satisfying el = e2 コ・・・ =en-l = 0 and en三ofor 
each n > 4. 

Acknowledgements. The authors would like to express to Professor S. Morita for 
valuable comments and encouragement， and to Doctors Y. Kasahara and T. Mori-
fuji for helpful discussions. 
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境界のある曲面上のタイヒミュラー空間の分割

牛島顕*

平成十年九月十五日

Abstract 

U sing the Euclide剖1decomposition of the hyperbolic surface， R. C. Penner gave 
a cano凶calcellular decomposition of the decorated Teichmuller space of a punctured 
surface， which is invariable under the action of its m叩pingclass group. Adapting 
his method， we give a canonical cellular decomposition of the Teichmuller space of a 
compact orientable surface with non-empty boundary. 

1 はじめに

R. C. Penner氏は論文 [Pe]に於て、 cuspのある曲面上の decorateされたタイヒミュ

ラー空間を胞体に分離しました。この分離は写像類群の作用で変わらない様に成されてい

て、これは D.B. A. Epstein氏との共著論文 [EP]で構成された双曲多様体の canonical

decompositionから導かれます。

さて、 canonicaldecompositionの概念は、小島定吉先生の論文 [Ko]に於て全測地的な境

界のある場合に拡張されました。そこで、この事と Penner氏の手法とを合わせる事で、此

度新たに境界のある compactな曲面上のタイヒミュラー空間の、写像類群の作用で不変な

胞体分割が得られました ([Us])。

2 準備と主定理

種数がgの向き付け可能な曲面から、 T個の互いに交わらない円板の内部を取り除いて

得られる、 compactな曲閣を凡，rとし、 2g 2十r>Oを仮定しておきます。この仮定は、

Fいに双曲構造が入る事を意味しています。次に、九，rのタイヒミュラー空間を Tg，rで表し
ます。先程の仮定から、 Tg，rは九，rの双曲構造全体を、 Diffo凡，rの作用で割ったものと見倣
せます。尚、 Diffo凡，rとは、九Jこ作用する可微分間相写像の内、境界を動かさないホモト
ピーで恒等写像に移るもの全体が成す群を表しています。また、 Tg，rの元はそれぞれ双樹
平面目2の向きを保つ等長写像全体が成す群の、 markeddiscrete subgroupを定めているの

で、これをrmで表す事にします。さて Diffo凡J土、 Fいに作用する可微分向相写像全体が

本うしじまあきら;大抜大学大学院理学研究科数学専攻博士後期課程二年、
E“mail address: smv001uaOex. ecip. osaka山u.ac.jp 
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成す群Di若乃，T の正規部分群に成る事が分かります。そこで、 DiffFい/Diffo凡，Tもまた群に
なるので、これを九，Tの写像類群と呼ぴ、 MCg，Tで、表す事にします。以上についてのより詳

しい定義等は、例えば[Ra，Th]をご覧下さい。
さて、 Tg，Tの元は夫々Fい上に境界が全測地的になる双曲構造を定めますが、この時にFg，T
の二つ以上の境界から等距離にある点の集合は、 Fいの内部でグラフを成します(左端の図

参煎)。これを cutlocusと呼びます。そして cutlocusの双対として得られる Fいの分割

を、 Tg，rの元に対する Fんのcanonicaldecompositionと呼びます(真中の図参照)。この

分割は、常に胞体分割に成る事が知られています。

さて九rを、境界から生じる辺と、境界どうしを結ぶ弧から生じる辺とが交互に現れ

る六角形に切り分けるとします。この様な分割を生ずる凡，T内の弧の集合(の同値類)を

ム口 (Cl， C2ぃ・ Cq) とすると、 q= 6g… 6十3rで、あり、これは Tg，Tの次元と一致します。こ
の様なムから得られる Fいの分割を truncatedtriangulationと時ぶ事にします。また、

ムそのものか又はムから幾つかの弧を取り除いて得られる凡，Tの胞体分割を truncated

cellular decompositionと呼ぶ事にします(右端の図参照)。勿論、除き過ぎると胞体分

割にはなりません。更に、九，Tのtruncatedcellular decompositionとしてムを一つ定めた

時に、 canonicaldecompositionがこのムと位相的に一致する Tg，Tの元の集合を2(ム)で表
す事にします。これらの定義の下で、次の主定理が成り立ちます。

主定理 由面凡，7・のtruncatedcellular decompositionとしてムを一つ定める毎に、 2(ム)
は、ムを定める弧の本数と次元が等しい関球と問相です。また、全てのtruncatedcellul紅

白composlもlOnに対する 2(ム)を集めた集合は、 Tg，γの施体分割となり、吏にこの分割は写
像類群の作用で変わりません。

3 s-length座標

九，Tのtruncaもedtriangualationとしてムを一つ定め、それが、 Fいよの弧 Ciによって

ムコエ (Cl'C2，・ぺ Cq) と表されていたとします。ここで、 q口6g-6+3rで、す。きて、 Tg，7・
の元fmを一つ定める毎に、 fmに関する Ciのs-lengthを次の様に定めます。

8(cz;Tm):JmhZERS 
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ここで、 diはは測地線にした持の双曲平面の意味での長さを表し、 Rs= {t巴Rlt>必)
です。この時に、 s-lengthを並べる事で7いから Riへの写像SD.が次の様に得られます。

SD.(r m) :口 (S(Cl;r m)バ(C2;r m)，"'， S(Cq; r m))巴R:
そしてこのSムに関して次の定理が成り立ちます。

定理 ムを Fいのもruncatedtriangualationとする時に、 Sムは同相写像である。

そこで、この s-leng吐1を座標を使って、主定理を証明していきます。

A 付録

次の表は、 R.C. Penner氏の論文 [Pe]以降の主な関係論文(の一部)を大まかに表に纏

めたものです。

surjαce 
cusped srfc 
srfc with a point 
cpt srfc with bdry 

cαnon. decomp. 

Epstein & Penner [EPJ 
Naatanen & Penner [NPJ 
Kojima [Ko] 

'
j
j
"
&
 
一、-N
i
[
1
 

2
川
崎
間

-m
一
釦
・
円
札

中
心
一
回
以

U

p
m
M
 

N
 
N
 
n
 
e
 

m
判
一
じ

"m

r
l
u
悶

i
y
u
I
T
U

-my岬
一

白

U

"

q
品

仏
一

r
n
a

c
一

e
口可一

五一

E
l

m-ι
一

回

&

α一P
Hgu n
 
a
 

噌

ka
 
N
 

また、次項の図式は、主定理に至る証明の流れを表しています。そして最後の絵は、 70.3
の場合の分割を表しています。
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乱4おYER'SSIGNATURE COCYCLE AND 

HYP詔RELLIPTICFIBRATIONS 

(マイヤーの符号数コサイクルと趨楕円的ファイプレーション)

遠藤久顕(夜大理・学掠)

1.序文

:Egを向きづけられた種数gの関曲留とし、んらを :Egの写縁類群とします。
Meyer [17] [18]は符号数コサイクル(signature cocycle )と呼ばれるんらのユcocycle

7g:んら×んら一→zを定義し、曲酉上の曲商東の符号数を 7gを用いて書き下しました。と
の符号数公式を用いると、 gが2以下ならば向きづけられた際曲面上の :Eg束の全空間Eの符
号数 Sign(E)は常に Oであるととがわかります。一方、 gが3以上の場合はfamilyについ
ての A七抗i句yah壬壬》ト.岨“-8幽-8

Meyl戸erは全ての 4の指数がある:Eg束についての Si句gη叫(E)として実現できるζとをん4らg 
のBirma副叩n払1ト.-1五到lden関係子十いくつかの非自明な関係子を用いて示しました。(んらの完全
な有限表示である Wajnryb表示 [26]を用いると、 Sign(E)の全体が4Zに等しいととが指
数定理の助けを借りずに fいっぺんにJわかります [7]0 )種数が2以下と 3以上の場合にと
のような違いが現われる原因は符号数コサイクル 7gのコホモロジー類のH

2
(λイg，Z)におけ

る位数の有限性にあります。すなわち、 71や乃の類は位数有限(それぞれ 3とめですが、

gが3以上になるとアgの類は位数∞になってしまうためです。
さて、松本幸夫先生 [13][15]は η や乃の類の位数有限性を和用して、種数が lまた
は2のlocallyanaly七icfibrationの符号数がその各特異ファイバーに f局所集中Jする
ととを示されました。つまり、種数が 1または 2の locallyanalytic fibrationに現わ
れる特異ファイパーにはその位相型のみからある有理数が定まり、金窓問の符号数は全て

の特異ファイパーに対するその有理数の総和として部復されます。松本先生はこの有理数

をO"-number あるい~f:-{ractional signatureと呼んでおられますが、我々はとれを掲所符号数
( local signature )と呼ぶことにします。松本先生はgoodtorus fibration、楕円曲面、
種数 2のLefschetzfibrationに現われる特異ファイパーに対して局所符号数の値を決定し、
Persson [24]ゃXiao心eno[27] [25]の定理をトポロジーの観点から再証明されました。ま
た、互いに詞相であるが向型でない(実は後に微分間相でないととが示された [8])種数 2
のLefschetzfibrationsの掛を構成されました。
種数が3以上の場合は 7gの類がもはや位数有限ではないのでこのような符号数の烏所集中
は一般には期待できません。との稿ではfibrationを「趨楕門的Jなものに限れば種数が3以
上の場合にもやはり符号数の局所集中が起こることを述べ、 Lefschetz型の特異ファイパーに
対する周所符号数の計算結果を紹介したいと思います。また、正の符号数をもっ Lefschetz
fibraもionの例や代数曲蕗論との関わりについても触れたいと患います。

2.趨楕円的写像類群上の符号数コサイクル

ここでは、符号数コサイクルを趨梼円的写像類群上にゆ制限するとそのコホモロジー類の位激が

有限になるととを述べ、符号数コサイクルをcoboundする 1-cochainの計算を紹介します。

Typeset by Aム4ふ官官E
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2 

まず、符号数コサイクルは次のように定義されます。

シンプレクティック行列 A，B E Sp(2g， iZ)に対して、ベクトル空間 VA，B を

下旬，B := {(x， y) E IR2g X IR2g I (A -1 -1)x十(B-1)y= O} 

と定義します。ここで Iは単位行列ですo VA.B 上の(退化しうる)対称双線型形式

<， >A，B:K4，B×R4，B一→R

を次で定義します:

< (X1' Y1)， (X2， Y2) > A，B :=< X1十 Y1，(1 -B)Y2 >， 

(Xi' Yi) E VA，B (i = 1，2) 

ここで、< >はIR2g上の標準シンプレクティック形式:

< x， Y >= txJy (x， Y E IR2g) 

(0 1 ¥ 
= t ~1 o) E M:以IR)

です。符号数コサイクル [17][18] 

は

7g : Sp(2g， iZ) x Sp(2gぷ)→Z

7g(A， B) :口 sign(九，B，< ， >A，B) 

(A， B E Sp(2g， iZ)) 

と定義されます。 Novikovの加法性からアgはSp(2g，iZ)の2-cocycleとなります。

次に曲1Mの写錬類群について簡単に復習しておきます。

種数 gの向きづけられた閉曲直 L!gは図 1のように IR3の中に軸に関して対称な形に埋め
込まれているとし、九 •.. ，Yg， U1ぃ ..Ug，Zl，.・・ ，Zg-lを図 1にあるようなおg上の
単純閉曲線とします。また、慢の軸に関する 180度罰転 b: L!gー→ L!gを超楕円的対合
( hyperellip七icinvolution )と呼びます。
L!gの写像類群(mapping class group )んらとはおgの向きを保存する微分間相
のisotopy類全体のなす群です。また、 L!gの超糟円的写像類群(hyperelliptic mapping 
class group )冗gとは超楕円的対合 ιのisotopy類と可換な元全体のなすλ合の部分群で
す。

これらの群の生成元については次のととが知られています。

定理 2.1(Lickorish [12]， BirmarトHilden[5]). 
(1)群んらは図 1の 3g-1舗の単純閉曲線五，...九，U1ぃ .Ug，Zlド・・ ，Zg-lに
沿った負の Dehnツイスト Y1，...，Yg，U1， •.. ，Ug， Zlド・・ ，Zg-lで生成される。
(2)群冗gは2g十1{留の元 Y!， U1，Zl，U2，••. ，Zg-l， ug，Ygで生成されるんらの部分
群である。(定義関係子も書き下せる。)特に、 g= 1，2ならば?九 =λイgである。

さて、 H1(L!g;iZ)のシンブレクティック基底を漉当に選ぶと表現σ:んらー→ Sp(2g;iZ) 
が一つ定まります。 ζのσによる7gの引き戻しσ*7g江口ナgO(σ×σ)をやはり%と書くとと
にします。また、 ζの 7gの冗gへの制限7g0 (σ×σ) I冗gX冗9 をァfと書くととにします。
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Birman-Hilden関係子に対する符号数コサイクルTfの計算と Meyerによるエ∞cycle
のコホモロジ一類の位数料定法を合わせると次のことがわかります。

命題 2.2・轍gの超椅間報類群%上に制限された偶数コサイクルずのコホモロ
ジ一類の H2(冗g，::Z)における位数はちょうど 2g十1である。従って、次の性質をもっ関数

ゆg'行g→ i-Z (gと1)
2g十1

が唯一つ存在する:

(1) 7!! (x， y) =のい)十内(y)ーの(勾)
(2)内(1)口 O
(3)の(x-1)口ーの(x)
(4)の(yxy-1)出向(x)
ここで、 x，yは冗gの元である。

種数 1及び2の場合の位数有限性は超糟丹的写像類群のもつ性質が現われたものとして捉
えるζとができます。

系 2.3(Meyer [18]). [71JのH2(M1'::Z)における位数は3であり、 [72JのH2(M2'::Z)
における位数は 5である。

この節の最後に類関数らの具体的な計算結果を紹介します。

図 1の L;g上に g-l偶の単純閉曲線 Q1，'"，Qg-1を図 2のようにとりますo
Qh(h = 1， .. . ，g -1)に沿った負の Dehnツイストを弘(h口1，...，g-l)と書き、種
数hのBSCCmapと時びます。

命題 2.4.Lickor対抗生成元 y1川 1，Z1， U2ぃ・・ ，Zg-1，Ug， Ygや種数九の BSCCmαp
qh(h口1，...，g-l)についての関数のの鑑は次のようになる:

g-ト1の(Yi)=内(叫)=内(Zj)=一一一 (i = 1，. .. ，g， j口 1，...，g-1)
2g+ 1 

4h(g-h) I 、
九(q九)=ー (h口 1，... ，g -1) 
H 2g十 1 、 ノ

命題2.4の Lickorish生成先についての関数のの値は森藤孝之さん(東大数理)が筆者
とは独立に計算されています [20][21]0 また、 BSCCmapについての鑑の計算に関してもよ
りエレガントな計算法を筆者にお教え下さいました。

3.趨楕円的ファイプレーションの局所符号数

ここでは、松本先生の方法 [15]に従って趨楕円的なファイプレーションの特異ブアイパー
に対し局所符号数を定義し、いくつかの慨を紹叶します。用語の定義などの詳しい記述は松本先

生の論文 [15];を御覧下さい。
f:M-→Bを種数gのlocallyanalytic長brationとし、 b1，...，bnをfの臨界艦とし
ます。基点boE IntB -{b1，.・・ ，bn}をーっとり、向きを保持する微分間相争 :L;aー→Fo
を一つ回定して Fo:= f-1 (bo)とEgを問一捜します。このとき争に付随する fのモメド
ロミー表現

p:π1(Bー {b1，. . . ，bn}， bo)→ Mg 

が定まります。

乙こで、多少安臨かも知れませんが次の定義をします。

Q
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定義 3.1.種数 gのlocallyanalytic fibr抗ionf: M-→Bがhyperelliptic (r趨楕
円的J)であるとは、上記の向きを保掃する微分間相争::Bg一→Foをうまくとると告に付
随する fのモノドロミー表現 ρの像1mρ が超椅問的写像類群冗gに含まれるようにできる
ことである。

種数gのlocallyanalytic fibra七ionに現われるファイバーの位調的問催類全体の集合をSg
と書き、そのうちの hyperellipticなもの全体のなす部分集合をsfと書く ζとにします。
定理 3.2.次の性質をみたす関数

g :SH→ -LZ(gと1)
9 2g十1

が唯一つ存在する:

(1) F E Sfが非特異ならば、 σg(F)= 0である。
(2) f : M ー→ B を閉曲面 B 上の穏数 gの locallyαnalyticβbrationとし、
F1，... ，Fnをその全ての特異ファイパーとするとき、

Sigη(M)口玄σg(日)

が成り立つ。

ここで、 Sign(M)(εiZ)はM の符号数である。 σg(Fi)を特異ファイパ一九の局所符号数
(l'ocal signα如何)と呼ぶ。

語E明は松本先生によるものとほぼ同様ですが、一意性が成り立っととを注意しておきます。
局所符号数句(Fi)は具体的には

σg(九):=ーの(αi)十Sign(fiberedneighborhood of凡)

と定義されます。但し、 αiE行gはFiの周りのモノドロミーです。向のとり方には共役のぷ
んだけ ambiguityがありますが、。gが類関数であるので上式は well-definedです。

さて、次に Lefschetz裂の特集ファイパーの局所符号数を決定します。
種数 g の Leおchetz 裂の特異ファイパーの制服はちょうど [~l+ 1個あり、それを I型、
1h(九口 1，・・け[~])型と名付けます。とれらは皆、 hyperelliptic であり、モノド口ミーは
それぞれ非分離単純閉曲線、種数 hの分離単純閉曲線に沿った負の Dehnツイストです。
命題 2.4の計算と局所符号数の定義から次が容易にわかります。

定理 3.3.Lefschetz翻の特異ファイパーの局所符号数の値は次の通りである:

g十l-4h(g-h) 
σg(l) =一一一一， σg(lh)一 一1 (九口 L・・・， [;;]). 2g十1' -~ ，--'"' 2g + 1 

特に、 gが3以上ならばσg(lh)(h= 1， • • . ， [~])は常に正の催をとります。

ζの計算から hyperellipticLefschetz fibrationの特異ファイパーの本数は次のような束
縛を受けることがわかります。
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命題 3.4.f: M-→Bを額曲面 B上の種数 gの hyperellipticLefschetzβbrationと
し、 α，b1v・.， b[~l をそれぞれ 1，111， •. . ， 11[~1 型の Lefschetz 型特異ファイパーの本数と

する。このとき次が成り立つ:
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(2) 

また、 hyperellip七icLefscheもzfibrationは捜索多様体に対する Noetherの条件に相
するものをみたします。

命題 3.5.f:Mー→ Bを関曲面 B上の種数 gのhyperellipticLefschetzβbrationとす
るとき、 Sign(M)十e(M)は4で欝り切れる。但し、 e(M)はM のEuler標数である。

この節の最後に正の符号数をもつようなLefsche臼 fibrationの具体例を記述したいと思い
ます。

倒 3.6.9三3とする。モノドロミー (Y1U1)6(=q1)をもっ I五裂の特異ファイパー
を2g十 1本集めると、その全モノドロミーは (Y1U1)6(2g十1)になる。冗g/[7-ig，行g]の
位数は 4(2g+ 1)の約数であるから (Y1U1)6(2g十1)は{冗g，行g]に含まれる。従って、あ
るk(>0)が帯在して (Y1U1)日(2g十1)は行gのk個の交換子の積として書けるので、種数 k
の閤曲面B上の種数gのLefschetzfibration f : M -→Bであって1h裂の特異ファイ
パーを 2g十 1本もつものが得られる。とのとき、

出gn仲伽l)O'g(lh)口(2g+1)×(tP-1)

となる。(具体的な kの鑑としては k= 3(2g十1)(6g-1)がとれる。)

局所符号数を用いることによって、松本先生による互いに間相だ、が関裂で、ない Lefschetz
fibrationsの倒も g詰 1or 2(mod 4)なる一般の gにおいて一般化できます。松本先生が提
出された種数 2の場合は日lller[8]によって微分詞相でないととが示されていますが、佑の場
合にも同様にして徹分間相でないことが証明できるのかどうかは筆者にはわかりません。

4. もうひとつの局所符号数

この節では主に複素のカテゴリーで議論をします。

( holomorphicな)hyperelliptic fibrationに対しては我々の方法とは全く異なる方法で局
所符号数が定義できることが指摘されています。(との節の内容を解説することは門外漢の筆者

には大変荷が重いことです。)

まず、鍵となるのは次の定理です。

宅
2・ぬ
qδ 
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定理 4.1(Horikawa [10]ヲ Persson[23]). f : 8ー→ C を相対的撞小な種数 g
の (holomorphic)hyperelliptic fibrationとし、 Cを種数作のコンパクトな Riemann菌、

Fl， ..・ ，Fnを全ての特異ファイパーとする。とのとき、各特異ファイパ-Fi(i口 1，・・・ ，n)
に対して Ho吋kωα 仇dexと呼ばれる非負有理数 Ind(Fi)E ~Z が定まり、次の等式が成り
立つ:

(g -1) ι 
s= 9一 {x十(g十1)(π-1)}十)Jnd(九)

ζζで、 Ksはコンパクト捜素曲商Sの canonicalbundleであり、 χはSのholomorphic
Euler-Poincare chαracteristicである。

足利正先生(東北学院大工)と荒川達世さん(波大理)は上の式の Ksや χをトポロジカ
ルな不変量で書き換えると自然に局所符号数が出現する ζとを見い出されました [210

命題4.2(Arakawa-Ashikaga [2]). f: 8 → C在中闘が脚j¥な轍gの(holomorphic)
hyp ere llip ticβbrationとし、 Cを種数1fのコンパクトな Riemαnn菌、 Fl，••• ，Fnを全
ての特異ファイパーとする。 ζのとき、

8igη(8) L O"g(九)

が成り立つ。ここで、

9Ind(民)一 (g十1)ε(Fi)_ 1 
O" g(九)-e……

2g + 1 -2g十 1

であり、これを特異ファイパ一九の局所符号数(local signα如何)と呼ぶ。
(ε(Fi) := e(Fi) -e(Lig)はFiの Eulerctmtributionである。)

混乱を避けるため、我々の局所符号数σgをσ;叩、Arakawa-Ashikagaの局所符号数む
をσ;olと齢、それぞれtopologic州、 hぬ刈01伽i

次の開いはごく自然なものに思えます。

問題・4.3. (holomorphicな)hyperelliptic fibratioηの特異ファイパーに対して、 2種類
の局開号数伊、 σ;oIは常に等しいか?もしそうでないなら一致するのはどういう場合か?

この間いに関して現時点では次の部分的解容を得ています。

命題4.4.Fを棺対的指刷、な額数g(どりの(holomorphicな)hyperelliptic fibrationの特
異ファイパーとする。もし、 g話4であるかもしくはInd(F)= 0 であれば σ.~OP(F) 口 σ;OI(F)
である。

との命題の証明は atomicfiber (r原子ファイパーJ)に対して実際にニつの値を比較し
て等しいことを主張するという方法を採っています。しかし、との方法は足利先生と荒川さんの

論文 [2]のtype11という特異ファイパーのクラスがあまりにも捜雑なため、すべての場合に
ついて完遂するのは難しそうです。しかも、ニつの局所符号数の一致が何故起こるのかという

「からくりJについては何も語ってくれません。 ζの辺の事情を明らかにするには特異ファイパー

の形状とそのモノドロミーとの間の関係(松本先生と Montesinos氏の共同研究のようなとと)
をもう少し詳しくみる必要があるのかもしれませんが、勉強不足の筆者にはよくわかりません。
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It is shown by easy calculation that 

t(fJ九)一点}Iz=a =す(手-~(手r}(a) (1) 

The right寸landside is -1/6 times of the Schwarzian derivative of f. 
In七hisnote we consider the geometric meaning of this formula. Schwarzian 
derivatives are closely related七oprojective structures on Riemann surfaces [1， !i9]. 
We construct a onEト七o-onecorrrespondence between projective s七ruc七uresand cer幽

taill families of d'ipoles. Here we mean by dipole a meromorphic differential on a 
Riemann surface with j1.lst one pole， which is of residue 0 and of order 2. This 
correspondence is a by-product of a series of the authors' studies on dipoles [2]， [3]. 

1. STATEl'vIENT 

Let X be a compact Riemann surface of genus g > 0 and P a point on i七.Put 

En，p 口 HO(X，n1(nP)).

For -1 :::;η:::; 2 the dimension of En，p is dependent only on g， n : 

dimE_l，pロ g-l， dimEo，p=dimE1，p口 g， dimE2，p = g十1.

We obtain from them holomorphic vec七01'bundles E-l>Eo = El>E2 on X， and an 
exact sequence 

O → Eo/E_1→ E2/E_1→ E2/E1→ O. (2) 

Lemma. O(Eo/ E_1)き 0.
1， O(E2/E1)怨(0.1)*.

Proof The formel' isomorphism is induced by the restriction HO(X， 0.1)→n1lp. 
The latter is induced by the residue pairing 

HO(X， 0.1 (2P)) 0n1lp→C :dg ⑧dz f-+ R回 p(gdz).

口
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The extension of n1 by (n1)ネ isalways trivial because 
H1(X，Hom((n1)*，n1)) = H1(X， (n1)02) = 0 

Thus O(E2/ E-d ~ n1 ED (n1)*， but the isomorphism is not canonical. The se七
of splittings of (2) is the a仮nespace modeled on HO(X， (n1)02)・
Now we state the main result : 

Theorem. The splittings 01 the short exact sequence (2) correspond by oneイO開one
to projective structures on X. 

2. PROOF 

Let {(U"， z白)}be a projective struc七ureon X， i. e. a local coordinate system 
such that 

zaO zf:Zβ(U" n U，β)→Z日(U，白 nUβ)
is given by a projective transformation on Pl (<C)， a linear fractional transformation， 
the Schwarzian derivative of which vanishes. Two projective structures on X are 
defined to be equivalent iff the union is also a projective s七ructure.
The difference of two projective structures on X can be measured by Schwarzian 
derivatives. L同 {(U.山 Z白)}，{(U""w日)}be projective structures， and ω白口f白(z，，).
The Schwarzian derivative 

(ん"'3 (んH
一 一一…iト一2}干)トトトい(μ仇凶山z九ω白，，)f白 2¥f白 r

defines a global quadratic differential. Hence the set of projective structures on X 
is shown to be the affine space modeled on HO(X， (n1)02). 
For P εU"， the formula (1) implies that the subspace of E2，pjE_l，P spanned 
by a dipole 

d(1)mod.E-l，p 
白 -z白 (P)

is independent of the choice of α. 1七inducesa splitti明。f(2). 
The formula (1) also implies the correspondence above is equivarian七withrespec七
加 theaction of HO(X， (n1 )02). Hence the ∞rrespondence is one-to回one. 臼

R巴mαT先.a) Splittings of (2) are induced by complimentary sp配 esof HO(X， n1) in 
H1(X，q， e・g.g-dimensional s山spaceson which the pseudo-Hermitian form 

-j(ωnw)[X] 
is negative semi司definite.
b) The formula (1) appears esse 凶 ally in N. Kawa儲z引叩umi's、spaper on complex 
anal榊y件rぺ，ticG0.ぱば川l'η'f，仏anιF町u叫此ksωsc∞OhOlω問0111∞lology[μ4， p.666]. 
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種数2の曲面の写像類群上のある関数について

笠)11良苛

1.序

謹数gの曲面の写像類群ん19のよく知られた8p(2g，71)への表現は曲麗の一次元コホモ
ロジー群への作用から得られる。この場合の係数群は 7l， より正確に、島明なπl(I;g，*)“
加群 7l(から得られる局所系)である。ここでは、非自明な町(I;g，*)ω加群 7l(から得
られる局所系)を考える。準向型π1(I;g， *)→ Aut(71)ロ 712は712係数一次元コホモロ
ジ…類ωε H1(~g;7l2)と冊一視出来るので、対応する加群(又は局所系)をZ切と表す。
一次元コホモロジ}群 H1(π(I;g，*)， 7l.ω) (曲簡は Eilenberg-MacLane空間なので、以後
π1 (I;g， *)の群のコホモロジー群とらの特異コホモロジー群を同一視する)への写像類群
の作用を考えるのであるが、作用可能なものは基点付き写像類群λ19*の切を保つ部分群
Mユ={f E Mg*lJ*ω=切}である。
κg*を曲面を二つの連結成分に分ける単純関曲線に沿ったDehntwistによって生成され
るんも*の部分群とする。この部分群はTorelli群3トに含まれる。ここでTorelli群とは、
整数値係数コホモロジー群に自明に作用する元全体からなるんも本の部分群で、ある。 λイgの
部分群κ:g'Torelli群みも関様に定める。これらの部分群は、任意のωEH1 (I;g; 7l2)に
対して、ル午、 Myの部分群である。

Proposition 1. 0でないωε H1(ら;7l2 ) に対して、 M~*の H1(町 (I;g ，*)， 7lω)jtorsion 
への作用はκp上非自明な全射準同型信:λ4;;'*→8p(2(g 1)，71)を与える。吏に、 κg上
非自明な全射準向型cr:MY → P8p(2~g-1)， 7l)を誘導する。

応用として、種数2の場合に、んff上Meyer関数の-1倍に一致する写像類群ん12上の
関数を構成する。ここでλイグはH1(I;2;7l2)上自明に作用する元全体からなるんらの部分
群とする。
8p(2，71)口8L(2，71)上の共役不変有理数値関数ψで任意のA，Bι8L(2，71)に対して、
σ(A，B) =ψ(B)一ψ(AB)十ψ(A)を満たすものが唯一存在する。ここでσは8L(2，71)の
signature cocycleである ([1，5， 7， 9])。 ψ と~を合成することにより関数"W::': M2*→ Q 
を得る。

fEλイ弘に対して、曲面束Mf →8
1をお X[0， 1J/(x， 1) rv (J-吋x)，O)で定め、その切

断 Sを基点から定まるものとする。 H1(Mf;712)の元山Mfで、I;2口I;2X 0 "-→ Mf上旬
で、切断 Sによる引き庚しが 0となるものが一意的に定まる。 WMfを712= 80 c U(l) 
への準向型と考えることによって、 Mf上の平坦な捜索直線東が得られ、従って、 Atiyah也
Patodi-Singer p一本変量んMf(Mf)を得る ([2])。この場合、内Mf(Mf)は整数値をとる。関

数μ了:ん42L-→Qをμ::'(J)口p切Mf(Mf)十世代J)で定める。この関数はん12上の関数μ
切

と見なせることが分かる。空手像類群M2上の関数μ:M2→Qをμ(J)= 115 2: p，wで、定義す

る。ここで、 ωεH1(I;gj7l2)はfで臨定される Oでない元全体を動く。
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Theorem 2.関数μはんも上共役不変であり、 MF上、 Meyer関数ゅの-1倍に一致する。
ここで、 Meyer関数ゆ:M2→ Qは等式sign(α，b)=-ゆ(b)+ゆ(αb)一世(α)で特徴づけ
られる ([6，7])0 signはん12のsignaturecocycleである。
以下、以上で述べたことを詳しく述べなおす。

2.局所系を係数とする曲面のコホモロジ}群

種数gの有向閉曲麗をおgとし、基点*E Egを回定する。
コホモロジ}類ωε Hl(Eg;Z2)= Hom(π1 (Eg， *)， Z2)を用いて、町(Eg，*)のzへの作
用を

町 (Eg，*) x Z → Z 
(γ，m)l-7'Y・m:口 (-1)四{γ)m

で定める。但し Z2= {0，1}と考える。これによって得られる町(Eg，*)-110群ZをZωで、
表す。

一次元コホモロジ…群Hl(πl(Eg，*)，Zω)は次のようにして計算される ([3])。
切-crossedhomomorphism u (即ち、全てのα，sεπl(Eg，*)に対して、 u(αβ)口u(α)+
α.u(s)を満たす)全体の成す空間をZlとする。 p戸ri凶n此凶cipal'l1切)-介介.幽-幽.幽位.
ち、 mεZが脊在して、全てのα定作1(Eg， *)に対して、 u(α)α'm-mを満たす)全
体の成す空間をBlとする。 Hl(π1(Eg， *)， ZW)はZljB1で計算される。
更に、 H1(町(Eg，*)， Zw)jtorsion上には、カップ積と Z四 0Zω"'Zと基本類[Eg]によ
る評価により、 symplectic形式が定義される。

Lemma 3. 

I Z2g 切 =0
H1 (πl(Eg ，*)， Zω) さ~ m?'(n-l) ~ m 1 Z2(g-1)φZ2ωチO.

更に、 H1(π1(Eg， *)， Zw)jtorsion上のsymplectic形式は標準的なものである。

ん19ネをおの基点付きの写像類群とする。 0でないωε H1(Eg;Z2)に対して、んら*の部分
群ん1~*を切を保つ元全体の成す部分群とする。この部分群は H1(町(Eg，*)， Zω)jtorsion に
作用する。但し、 fε ル1~*は (f-1)*で作用するものとする。この作用は先程のsymplectic
形式を保つので、 H1(π1(Eg， *)， Zw) jtor sionのsymplectic基底を一組固定することによっ
て、準向型写像

~:M~* → Sp(2(g -1)， Z) 

を得る。
Proposition 1を示すには、 0でないωε H1(Eg;Z2)は同相写像の引き戻しで互いに移
りあうので、一つの切についてだけ示せば良い。埋め込みら一日:口九一八intD2c:...→ Eg 
に対して、加として、 ω|九一日 =0 となるものを考えると、準向型 λ4.9-1 ， 1 →ん1~* →
Sp(2(g -1)， Z)が得られるが、これは、ん19-1，1のH1(九-l;Z)への作用から得られる準
同型と一致することが分かるので、 Proposition1の全射性が従う。ここで、ん19-1，1は、
D2 C Eg-1上恒等写像で、あるお-1の写像類群である。 κgキ上の非自明性は具体例の計算か
ら得られる。基点なしの場合はπ1CE9'*)C Mg*の(~による像が{土I} c Sp(2(g 1)， Z) 
であることから従う。
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3. SIGNATURE COCYCLE と λ-1~*上の関数

先ずSL(2，Z)とPSL(2，Z)上の関数を導入する。 ([1，5， 7， 9]) 
Rademacherゆ関数

ゆ:PSL(2， Z)→Z 
を

A = (~ ~)吋(A) 口 {~;';d_ 12sign(州 c) c判の場合
で定義する。但しAE SL(2， Z)は[A]εPSL(2，Z)のリフトとし、

中川):去伽ぞ

c=Oの場合

は互いに素な整数α、Cに対する Dedekindsumである。ここで、 Zが整数のとき ((x))= 0、
そうでないとき ((x))= x一同一1/2である。
整数値関数

ν: SL(2， Z)→Z 
を
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 義定で
ψ: SL(2， Z)→Q 

を

AI--7州)口ーシ(A)十ν(A)

で定める。
関数ψはσ8ψを満たす有理数値関数として特徴づけられる。ここで、

σ: SL(2， Z) x SL(2， Z)→Z 

はsignaturecocycleで、 6はコバウンダリ」作用素である。
一般に U(p，q)のsignaturecocycle 

sign: U(p， q) x U(p， q)→Z 

が次のようにして定義される ([1])。

P: 口 S2¥atntD2に対して、 'lrl(P，*)はランク 2の自由群である。その生成元をαとβと
する。任意の二元A，BE U(p，q)に対して、 α?βiこ対応するホロノミーがA，Bである P上
の平坦U(p，q)ーベクトノレ東をEとする。コホモロジ一群ρl(PjE): 口 Im[Hl(p，8Pj E)一→
Hl(P;E)]上にエルミ}ト積がカップ積と Eのエルミート積と基本類[P，8P]による評価
で構成される積をt倍したもので定義される。その指数でsign(A，B)を定義する。
特に、 p口 qコ 1の場合、 SL(2，Z) 円 U(l ， l) と見なすと s~gn の SL(2 ，Z)への制限は
σと一致する ([1])。従って、 A，BεSL(2， Z)に対して、

sign(A， B)口 ψ(B)一ψ(AB)+ψ(A) 

伊

h
U

8ιτ 



が成立する。

Xを境界δX口I1SJを持つコンパクト有向曲面とする。準同型と:7r1(X，zo)LSL(2?Z)

ι→U(l， 1)に対して、と-1をホロノミーとして持つ平坦東をEごとする。先程と同様にして、
指数sign(X，ErJが定義される。 Xのパンツ分解を考えると、指数加法性により、

sign(X， Ec) =玄ψ(ど(S;))

が成立する。ここで、 s;は町(X，xo)の元を表しているが、実際は共役の分だけ決まらな
い。しかし、 ψはSL(2，Z)上共投不変なので、 ψ(e'(Sl))は一意的に定まっている。
次にg口2の場合に、 ωチoE Hl(~2j Z2)に対して、関数

世?:ん1~* → Q

を

w~ (f) 口 ψ(必(f))

で定義する。ここで、(~は前節の準向型で、 Lernma3 により、 Hl(π1(~2 ，*)， Zω)jtorsion 
の正の慕底をとることにより、値域はSL(2，Z)となる。 ψのSL(2，Z)上共役不変性によ
り、申了は正の基底に依存せずに定まる。

Lernma 4. 任意の hEM2*に対して、申~(hfh-1) =曽z'W(f)が成立する。

4.曲面束の指数

Xを基点z。と境界を持つコンパクト有向曲面とする。
g2:.2とし、 π:Z→Xを切断s:X→ Zを持つら東とする。基点上のファイパーZxo

を~gと同一視しておく。モノドロミーを考えることにより、準向型

h:町(X，xo)→ Mg本

を得る(ここでは、 h-1がそノドロミーを与える)。逆に、 BDiff+(~g ，*) c:= K(ル19*，1) (g三
1) ([8])より、準向型から曲面束が構成できる。

Lemma 5. w チ 0ε Hl(~gjZ2)とする。上の設定の下で、 1mhcM~* と仮定する。こ
のとき、 ωZIEg口切とグ切z=Oを満たすωzE H

1(Zj Z2)が一意的に存在する。

以後、切1=0と1mhcル午を仮定する。

πl(Z， *)ー加群C町 :=Zwz0Cを局所系と考える。 Jヤ(ZjCωz):=lm岡本(Z，θZ;Cωz)
→ H*(Z;Cωz )]上には、カップ積、 C上のエノレミ}ト積と基本類[Z，8Z]による評備によ
り、非退化エルミート形式が定義される。その指数をsignwAZ)と表す。
次に、 X上のエルミート積を持つ平坦ベクトノレ束冗を次のように構成するo
xEXにおけるファイパ一万Jま一次元コホモロジー群

H1(π1(π-l(X)， s(x)); C四 Z 1 7f- 1 (x)) 包 H1(~g;CW) 自 C2(g-1)

で定義し、エルミート積はカップ積と C上のエルミ}ト積と曲面の基本類による評価で
構成される積をt倍したもので与える。
この平坦束冗のホロノミー準向型(の逆)は

γ:町(X，xo)→ Sp(2(g-1)， Z)ι→U(g -l，g -1) 
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と分解し、準問型

町(X，*) ヨ α 日 (h(α)-1)*ε Aut(H1(~g;Cw) ， i(. U .)[~g]) 

と一致する。 1-l= Erである。
スベクトノレ系列と前節の 8ignの式を用いて次を得る。

Lemma 6. 上の設定の下で、 8ignwz (Z) ロ 8ign(X; 冗)口 Lw~(h(SI)) が成立する。

次にAtiyah♂atodi-Singerρ一不変量を彼習する ([2])。
一般に、 Mを2l… 1次元有向関リーマン多様体とし、 α:町(M)→ U(n)をユニタリー
表現とする。 Mの偶数次形式上の自己共役作用素

D: neven(M; C)→neven(M;C) 

を
D(ゆ)口il(…l)P+1(*d d*)ゆ

で定義する。ここで、ゅは2p次形式である。更に、 Dはαiこよって定義されるランク η の
平祖複素ベクトル東に値を持つ偶数次形式上の自己共役作用素Dαに拡張する。作用素Da
lこ対して、関数η'a(8)を

η臼(8)=乞(8ign入)1入1-8
入#:-0

で定義する。ここで、入は DaのOでない固有値全体を動く。 D'こ対するこの関数をη(8)
で表す。これらの関数は8=0において有限の値で拡張する。これらの値η(0)、恥(0)を
リーマン多様体の庁不変量という。
私(8):口恥(8)一切(8)と置く。

Theorem 7 (Atiyah-Patodi-Singer [2]).弘(0)は計量によらない。従って、 Mとαの微分
間相不変量となる。この{直をPa(M)で表す。 M=θNであり、 αは町(N)のユニタリ…表
現に拡張するならば、

ρ日(M)口 n8ign(N) -8igna(N) 
が成立する。

元の設定に戻って、 X上のお東Z→ Xの境界θZの連結成分による分解をδZ= IIaiZ 

とする。各連結成分aiZはXの連結成分sj上のそノドロミーが h(Slt1Eん4弘で、あるお
東である。 Theorem7をN=Z、M口θZ、α口切zlazに適用し、 Lemma6を用いると、

叩 (Z)=εP切84Z(M)+signωz(Z)
立玄{ρωぃ(θ~Z)+町(h(将))}

と計算される。

f ελ1{2*に対して、 Mfをそノドロミーが f-1である 81上のお束とする。。でない切ε
H1(~2;Z2) に対して、関数

μ了:λI{!f*→ Q
を

ば(1)=内Mf(Mf)+町(1)
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で定める。この関数を用いると上の等式は

sign(Z)口玄ぱ(h(巧))

と書き換えられる。

任意のα，bεん12*(又はんら)に対して、 sign(α，b)をα，βに対応するそノドロミーが
α，bである P上のお2束の指数で、定義する。

Lemma 8.0でない四 εHI(512;Zω)に対して、関数 μ了は次の性質を持つ。

1.μ了(1)= 0， 
2.μ了(α-1)止一μ:'(α)，
3.μ，:，(Jαf-1)口 μご(α)，
4. sign(α，b) =μ:'(b) -μ':'(αb)十μ':'(α)，
5.μ':'(αJ)口μ:'(Jα)口μ:，(J).

但しα，b，fE ん12'*，α 巴町(~g ，*) c M2'*とする。

このlemmaの5により、 関数μ?はん12'上の関数μ加を与える。この関数μJ立、対応す
るLemma8の性質1-4を持つ。
ん12上の関数

を

で定義する。

μ(J) 

μ:ん12→Q

占 ε JLW(J)
切εHl(E2iiZ2)¥{O}

この関数μも対応する Lemma8の性質1-3を持ち、性費4はα，bE ん1lf~こ制限して成
立する。

s~gn はんらの Z 上の込cocycle を定め、 signaturecocycleとして知られている。更にQ
上コバウンダリーである。 H1(ルh，Q)口Oという事実より、関数

ゆ:ん12→Q

で、性質sign(α，b)口一ゆ(b)十ゆ(αb)-ゆ(α)を持つものが一意的に存在する。この関数を
Meyer関数と呼ぶ。 Meyer関数は、 λイ2上 Lemma8の性質 1-3を持ち、その値はiZに
含まれることが知られている ([6，可)。

Proposition 9. Mlf上、 μ口一ゆが成立する。

以上によって、 Theorem2が得られたことになる。
モノドロミーがすべて Torelli群ゐ*に合まれる曲面東の指数はOであるという事実と
Lemma 8の性質4と具体例の計算より次を得る。

Corollary 10.μご(切チ0)，μ?ゅは Torelli群3ム:h上非自明な準向型である。
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FIGURE 1.π1 (~2 ， *)の生成元

5.例

種数 2 の曲面誌の基本群町(~2 ，*)の生成元αi，si (i口 1，2)をFi伊re1で与える。
以下、 Z2 口 {0 ， 1} と考え、初 ε H1(~2;Z2)はω(α1) 1を満たすものとする。
tかcrossedhomomorphismの空間 Z1:= Z1(π1 (~2 ， *)， ZW)の基底E，F，Wとして、

E: (α1，β1，α2，s2)日 (0，一切(α2)，0，1)， F: (α1，s1，α2，s2)日 (0，ω(s2)，1， 0)， 

W: (α1，s1，α2，s2)日 (ω(α1)，W(s1)， w(α2)，切(s2))

がとれる。 2Wはprincipalw-crossed homomorphismの空間 B1: = B1(π1(~2 ， *)， Z切)自
2Zの基底を与える。従って、

H1 (π1(~2 ， *)，丸)空ZEEB ZF EB Z2W 

を得る。

f: ~2 → ~2を Figure 2で与えられる閉曲線に沿った正の Dehntwistで与えられる基
点と向きを保つおの同相写像とする。この写像は κ2*~こ麗する。

O 。FIGURE 2. fを定める単純閉曲線

誘導準同型f*:7r1(~2 ， *)→ π1(~2，*)は、

α1 1--+ Zα1Z-1， s1 1--+ Zs1Z-1， α21--+α2， s2 1--+ s2 

で与えられる。但し、 l= [sbαdとする。
寵接計算により誘導準向型

1*: H1 (町 (~2，本)， Zw)jtorsion → H1 (川 (~2 ，*)，九)jtorsion

の基悲 E， F~こ関する表現行列は

伽制(0:切州α句2
(1 十刊吋叫4金伽州t叩叫U叫(い凶凶州α的ω仰2ρ仰州)μM切叫(烏ω) 一叫叫?
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となる。但し、切(α2)=ω(s2) = 0の場合は、基底E，Fは負の向きを与えている。更に
申了の定義にしたがって計算すると、

J 0 (2.，(J)口 idの場合
申了(Jn)口〈 ー

l-~n 十 sgn(n) その他の場合

を得る。

Lemma 11. 任意の切 ε Hl(~2;Z2) に対して、 {p切(Mfn)(Mr)lnεZ}は有界である。

fnは.12*に属し、 μ了はCorollary10により .12*上準向型なので、 (2.，(J)チidのとき、

ぱ(Jn)=叫 (J)= n(ρ四Mf(Mf)十町(J))口 n(ρ旭川崎)一i)
を得る。一方、

ぱ(Jn)口叫州十町(Jn)出向MfJ仲)一;η付 gn(n)
であるので、 η →∞を考えることにより、 Lemma.11に注意して、 ρWMf(Mf)=…1，従っ

て、ぱ(Jn)= -~n とんMFn(Mr) =.-sgn(η)を得る。
同様に、 ω(αd口 Oの場合にも計算できる。
結果をまとめると、 (J-l)*が恒等写像でない任意の ωε Hl(~2;Z2) に対して、 μ了(Jn) = 
-inを得る。これは15偲のうち9個あり、他の6儒に対してはμ了(Jn)口 Oとなる。従って、

μ(/n) =占 ε p，w(Jn)
ωEHl(~2;Z2)\{O} 
(fn)"W=ω 

1 _ ， 4 ， 4 
-:;-;::-.9. (…-n)=-4 15 -¥ 3--' 5 

と計算される。これは、開の Corollary3.7の結果と一致する。
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H1-bordisrn classes and the Casson invariant of 3・rnanifolds

frorn the rnapping class group viewpoint 

TERU AKI K1TAN 0 

14， September in Sapporo 

Casson de五neda topological invariant for the integral homology 3-spheres which 
is an lift of the R.ochlin invariant. Afterwards Walker extended this invariant to the 
rationa.l homology 3-spheres， and Lescop did it further to a.ll 3-ma.nifolds. However 
this extended invariant is zero if the first betti number of a 3-ma.nifold is greater than 
3. 
On the other hand， Morita gave a description of the original Casson invariant 

for the integral homology 3-spheres via the mapping class groups. That is， the Casson 
invariant is a group homomorphism入:κg→Zfrom the subgroupκg generated by 
the Dehn twists along the separating simple closed curves. This is a refinement of 
the Birman-、Craggshomomorphism for the R.ochlin invariant. 
R.ecently Moriyama studied the Casson-Walker invariant for the rational ho-

mology 3-spheres， on the lines developed by Morita. His resu1t is， roughly speaking， 
the difference of this invariant from twisting by elements of κg， it coincides with the 
mapping in the case of integral homology 3-spheres. Of course， we cannot obtain 
all ra.tional homology spheres by twisting by elements of κg from a五xedmanifold. 
Moriyama's resu1ts suggest to de五neclasses of 3-manifolds which can be obtained one 
from the other (whether they a.re in the same cla吋， by the "action" J( g a.nd defi自n
the Casson inva.riant on each class. Such a class is studied by Cochran-Gerges-Orr 
in terms of the framed link surgeries. It is just H1-bordism classes of 3-manifolds. 
1n this talk， we use the concept of H1-bordism class and discussone approach 

七odefine generalized Casson invariant which is not the same one with the Lescop's 
one. 

Depa.rtment of Mathematics， Tokyo 1nstitute of Technology， 
Oh-okayama.， Meguro， 152ω8551， Tokyo， Japan. 
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Grothendieckのdessin
一基本的事項から種数Oのdessinの分妓数と差の積公式

小松亨

(東京都立大学大学院理学研究科)
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92. Belyi射の計算例

93. 種数Oのdessinの分岐数と差の積公式
94. dessinの例

95. 積公式の応用

9 O. Intro. 

Belyi射によって実現される Grothendieckのdessinと呼ばれるものは幾何的なバラ

ンスを持っているように思われる. そこで，今回の講演では，幾何的なバランスを持っ

ていることを積公式という数値的なものによって表わす. また，その積公式のほかに，

Grothendieckのdessinについて基本的事項から説明して，よく研究されている事項に

ついてもいくつか紹介する.

9 1. 基本的事項.

Grothendiecl王の dessin(dessind'enfant)とは?あるコンパクトな(向きづけ可能な)

位相的曲面上のある種の胞体分割のことである.この dessinとは，以下のように視覚化

される.まず，出菌上に宥根個の点をとり，それらの点を有限個の沼で結び，それらの点

と辺によって， 1つの連結なグラフをつくる.このとき，この連結なグラフが曲面をいく

つかの開胞体に分割するようにする.

典型的な例として，球面上のtreeなどがある.

より正確には， dessinとは，コンパクトな位相的曲酉上の有限個の点(項点)とそれら

を結ぶ有限個の辺で、あって，以下の3つの性質を持っているもののことである.

1本稿では，“clean"とは限らない一般の dessinを扱うことにする.
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(i) 頂点と辺の合併集合rは連結
(ii) 頂点と辺の合併集合rは曲面をいくつかの関胞体に分割する

(iii) 頂点は二部構造を持っている

(i.e.，各頂点は2種類の印(.または x)を持っていて，

その印は隣接している点同士は，相異なるようにする.)

“すべてのdessinは漉当な方法のみで実現可能か?"に関してGrothendieckが以下

のような観察をした.

“すべての dess誌に対して，ある Riemanniii X と

3点分岐の被覆β:X→JP>1 (C)でr= s-l([O， 1]) 

となるようなものと付髄させることができる.

しかも，このX とPはQ上定義されるようにできる"

この前半部分の精密な組合せ論的な証明は，1975年にJ.Malgoireとc.Voisin([MV}) 
によって示された.また，殆んど同じ頃にD.SingermanとG.Jones([JS])によっても示

された.(後半部分は， Riemannの存在定理と Grothendieckの降下理論による)

逆に， Selyiは次の定理を証明した.(1979)

Belyiの定理

“Q上のすべての代数曲線Xは，高々 {O，1，∞}(C JP>1 (C)) 

の3点の上でしか分岐しないむ上の射β:X→炉によって実現される"

定義.Belyiの定理で出てきたような射βをBelyi射と呼び，その射を与えるむ係数

の有理式f(X)(ε否(X))をBelyi関数と呼ぶ.

与えられたdessinに対して，おelyi射などを計算する方法は，初期には， Atkinによっ

て研究された.その方法はdessinをPoinca凶上半平面をPSL2(Z)の有限指数の部分

群で、割った商として考えるもので、あった.一方， ShabatとVoevodsky([SVJ)が，簡単な

位相的な議論を与えている.

以上のことの他に， Grothendieckはdessinへの絶対Galois群Gal(QjQ)の作用に

ついて研究した. この作用については，種数0という最も単純な場合でさえも?かなり

non-trivialである.例えば，以下のような例がある.(図 2.1，2.2， 2.3はS2.を参照)
まず，図2.1のようなdessinが具象的に与えられたとする.このとき，絶対Galois群

Gal(むjQ)の先で，複素共役の元を考えれば，図2.2が，図2.1と共役であることは直観

的にだいたい分かる.一方，図2.3も閣2.1(図2.2)と実際は共役であるが，そうであると

言われでも藍観的にはほとんど分からない.
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この3つのdessinたちが，互いに共役であることを示すには，それぞれのBelyi射を計

算しなければならない(だろう).そこで，次の節ではこのBelyi射を計算してみよう.

次の節に入る前に，もう少し絶対Galois群 Gαl(むjQ)について述べることにする.
絶対Galois群 Gαl(QjQ)について，種数Oのおssmだ、けに根って研究しでも‘ある

意味でl'i'，絶対Galois群Gαl(むjQ)の靖報は失われない.というのは，次のような結果
があるからである.

H.Lenstra -L.Schneps 

“絶対Galois群 Gal(否jQ)は，種数0のdessin全体の集合に忠実に作用する.
さらに， tree全体の集合にも忠実に作用する"

3 2. Belyi射の計算例.

×

×

 
/

¥

 

×
 

×
 

× 

×ー←×ー@く

×一一@

×

×

 
/
¥
 

×
 

×
 

図 2.1 劉 2.2 図 2.3

国2.1について， Belyi関数をj(X)(εQ(X))であるとする. ここで，図2.1の場
合はβ(∞)口{∞}であるのでj(X)は多項式，つまり j(X)εQ[X]になる. また，
Belyi射βは3点分岐であるが，その3点は， {O， l，∞}(lεQ)であるとする.(実際，射

ψ(X) = Xjlと合成すれば， 3点は{0，1，∞}にできるので，計算を簡単にするために，

このようにしておくことにする.)

β(.) = 0，β(x)口lであるとする.
まず，点@について，

分岐数が3である点@を O(E Q) (としておsSlnの描かれる場所を決めて)，

分岐数が 2である点@を-1(εむ)(としておsSlnの大きさと向きなどを決めて)，
分岐数が 1である点@をーα(巴奄)であるとする.

このとき， Belyi関数j(X)は

j(X)口 X3(X+ 1)2(X十α) (2.1) 

となる.

一方，点×について，

分i技数が2である点×を -bll-b2( E Q， b1 =1= b2)， 
分岐数が 1である点×を -b3，-b4( E Q， b3チ弘)であるとする.このとき，定義から

j(X) -l = (X + b1)2(X十b2)2(X十b3)(X+弘) (2.2) 

となる.式(2.1)，(2.2)をそれぞれXで1回微分して比較すると

(げj'(X)口)X2汽(X十1吟)(作6X2+ (5拘α+4め)X+3α吋)口 (X+ b1)(X + b2)g(X) (伊2.3
fj'(X) 一

ここでg(X)(口----'--'---)ε Q[X]である.
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このとき'射βのwellトべE白fine“d性から， {O， 1} n {b1， b2} =ゆであり，式(2.3)から
。 5α 十4__ 1 

(X + b1 )(X 十 b2 ) ロ X~ 十一一一X+ …α
6 . 2 

(204) 

となる.ここで，式(2.2)より，j(X)をXに関して (X十bd(X十句)で、割ったときの

余りはl(巴否)(定数)である.一方，実擦にj(X)(口 X3(X十1)2(X十α))をX に関し

て(X+ b1)(X叫)(=X2十平X--Lド)で割ると?余りは

(25α2 _ 32α十 16)(25α3-12α2 _ 24α-16)α(5α ー 8)(25α2_6α十8)
X+  

7776 2592 

である.したがって

(25α2 _ 32α+ 16)(25α3 -12α2 _ 24α-16)口 O

α(5α-8)(25α2-6α+8) 7 

2592 

(2.5) 

(2.6) 

である.ここで，式(2.5)について，25a2 -32α 十16= 0であるとすると式(2.4)より

(b1 -b2)2口 25G21マα+12.=0となり，b1 =1= b2に矛盾する.よって，式(2.5)は

25α3 -12α2 _ 24α-16口 O (2.7) 

となり，これが数α(EQ)の満たすべき式になる.また，式(2.7)により，式(2.6)は

l口一一L(α2十52α-32) 
1500、 J

となる.式(2.7)をαについて解くと

α=土(α?十 2αィ十4)、25、J J / I 
j = 1，2，3. 

(2.8) 

ここで数αj(j= 1，2，3)は，α3= 108(口 2233)を満たす数でIm(α1)> O，Im(α2) < 0， 
Im(α3) = 0とする.
α1のとき， dessinを実擦に描いてみると図 2.1のようになる. (正確なものは図2.1'

を参照)また同様に α2，α3について dessinを実際に描いてみると， α2のとき鴎 2.2の

ようになり， α3のとき図2.3のようになる.(図 2.2'，図2.3'を参照)ここで， αjから描

かれる dessinをDjと呼ぶことにする.また，絡対Galois群Gal(QjQ)の元σIl，i2を

σIl，i2 (αh)口 αi2となる元とする.このとき， dessinDIlに元σh，i2(E Gαl(QjQ))を作

用させると Di2になる.したがって， dessinD1' D2' D3は瓦いに共役であり，またこれ

ら以外にこれらと共役なものはない.
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最後に dessinD1'D2' D3のBelyi射と Belyi関数などをまとめておく.

ん(X):= X3(X + 1)2(X +αル lj :=一命(イ +52αj-32) 

-:;::-. 1 ， ..， 
ここで，数αj(E <Q)はαj口五(αj+2αj十4)，(j口 1，2，3)となる数であり，

さらに，数αj(j口 1，2，3)は，それぞれのdessinDj(j口 1，2，3)に対応して

α1 = 108(= 2233)を満たす数でIm(α1)> O，Im(α2) < O，Im(α3)口 O

となるものとする. またψj(X):= X/らとする.

このとき， dessin Dj(j = 1，2，3)のBelyi射sjは， Belyi関数ψj0んによって与えら

れ，定義体は， <Q(αj )(<Q上3次 (non-Galois)拡大)である.

Remark. 上の条件のもとで以下の式が成り立つ.

5a・ム丘 1 ¥2 I ...r2 2 I .， ¥ -.r， ] ん(X)-lj := (X2 + V'-"J /:> I "' X +…αj):tl(X一一(αj-l)X +二(5α?-4αj-4)) 6 --. 2 J' ¥-- 3 ¥J  . 12 ー

S 3.種数Oのdessinの分蚊数と差の積公式.

定義(dessinof genus 0) 
= .el -.r¥l P(X) 

模索数体C上の 1変数有理関数体<C(X)の定数で、ない克j(X)(口一一ー E<C(X); 
Q(X) 

P(X)， Q(X) E <C[X]; deg(P(X))とdeg(Q(X));gcd(P(X)， Q(X))口 1)に対して

Riemann面炉(<C)(=<c u {∞})からJP>1(<C)への射βを

s: JP>1(<c)→JP>1 (<C) 

z ト→ j(z)
で定義する.

つぎに複素数体Cの相異なる 2つの先x+，x_(ε<C)(x+=1= x_)に対して援素平面C上
の線分Lを

L:ココ {tx+十 (1-t)x_ E <c I t E 1R，0三t:::; 1} 
で定義する.そして，自然な埋め込み<c"--+ JP>1 ( <c )によってLをJP>1(<C)に埋め込んだも

のをあらためて Lとする.さらに，この射βと線分Lに対して以下の 2条件。)，(ii)を

満たすとする.

(i) β-l(L)(C JP>1(<c))は，連結

(ii) x E L \ {x+ ， x_}~こ対して u(β-l(X)) = deg(P) 
(ここで，deg(P)はP(X)のXについての次数とする.)

このとき，D:=β-l(L)をdessinof genus 0と呼び，射βをおelyi射，関数j(X)を
Belyi関数と呼ぶ.
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記号

j(X)(巴C(X))をBelyi関数，D(口β…l(L))をdessinof genus 。とする.

また，L = {tx+十(1-t)x_εC 1 {E IR.，O壬t三1}とする.

まず，

A+ :=β-l(X+)， A_:口 β-l(Xー)， A∞:口β-1(∞)¥{∞}

m十件。A+， m_ := UA-， m∞:=uA∞， 
A:= A+ uA_ uA∞ 

とおいて， α+，ゎα-，i，α∞，i(巴 C)を

A十={α+，iE C 11三.i~ m十}

A_ = {α-，i巴C11 ~ i ~ m_} 
A∞口 {α∞，iE C 11 ~ i ~ m∞} 

となるようにおく.さらに，Aのそれぞれの元α(ε A)について

α+，i巴A十に対して

ea+パ口 e+，i):=(J(X) -x十のα+，iで、の零点の位数)

(口ordα+パ(J(X)-x+)) 

とおき， α-，i巴A_'こ対して

eα-4(=e-J):口(J(X)-xーのα-，iで、の零点の位数)

(=orda_.i (J(X)一ι))

とおき， α∞，i巴A∞に対して

ea∞ ;(口 e∞，i):=(Q(X)のα∞，iで、の零点の位数)

(口ordα∞バ(Q(X)))

とおく.このとき，A十uA_の元αをdessinDの分岐点と呼び，eaをその点の分岐数

と呼ぶ. さらに，A十(またはAー)の元αから D内を通って初めてたどり着く A_(また

はA+)の元dまでの最短曲線を枝と呼び，これを 1本と数える. (向きは無視するもの

とする.)

6 

-58-



(i) A+の元α十(εA十)に対して，有理式fα+(X)(εC(X))を

fα+(X) := 

とおく.

eα+ 日 (X-α) 
aEA¥{α+} 

Q(X) 

(ii) Aーの元α-(εA…)に対して?有理式ん一(X)(EC(X))を

一九一 日 (Xー α)
αEA¥{α一}

Q(X) 
fαー(X):口

とおく.

(iii) A∞の充α∞(εA∞)に対して，有理式f:(X)，f;;(X)(ιC(X))を

とおく.

だ(X):口 ztα'
aEA+ 

江(X):=ztα
αEA_ 

以上の記号の下で

巨頭 (1) P(X)の最高決の係数1'ihであるとして，定数C(EC)を

C:口(x+-x_)(deg(p) -deg(Q)) 
h 

とおく.このとき A+UA_の任意の元α(ε A+UA_)に対して

fα(α) = C. 

(2) 弘之 2である A∞の任意の元α∞(EA∞)に対して

f;;(α) = f;;(α). 

Remark. ea = 1である A∞の任意の元α∞(εA∞)に対して

f;;(α) =1-f;; (α). 

Belyi関数が多項式のとき，Q(X) = 1， deg( Q).口 Oであるので以下のような結果が

得られる.
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系.1. Belyi際数が多項式のとき，j(X)の最高次の係数はhであるとして，

定数C(EC)を

C:= ~X+ -x_ )deg(j) 
h 

とおく.このとき

か)A+の任意の元α+(εA+)に対して

C
 

一一α
 

十α
 +
 

日的ε
 

+
 

e
 

(ii) Aーの任意の元α_(EA_)に対して

C
 

一一α
 

α
 
日的ε
 

e
 

つまり， dessin of genus 0でBelyi際数が多項式のとき，そのdessinのすべての分岐

点について，その点の分岐数に，その点とそれ以外の分岐点とのそれぞれの差の積をかけ

た値は，土1をかけるずれを除いて一定であるということである.

系.2. dessin of genus 0でBelyi関数が多項式のとき，その dessinのすべての分岐点に

ついて，その点の分岐数に，その点とそれ以外の分岐点とのそれぞれの距離の積をかけ

た値は，一定である。

3 4. dessinの伊iJ.

伊1.1. j(X)口 X3(X-4)， x+ = 0， x_ = -27とすると

j(X) -x+口 X3(X-4)， j(X) -x_ = (X -3)2(X2十2X十3)

であり図 4.1のような dess誌ができる.(正確なものは図 4.1'を参照)

-1十J土互×

)-5-A 
-1-V立五×

図 4.1

8 

n
U
 

F
O
 



実際に主定理を確かめてみると

0=(0… (-27))(4 -0)/1 

ん(0)=3(0 -4)(0 -3)(0 -(-1 + v'2i))(O -(-1 -V2i)) 

ん(3)= -2(3 -4)(3 -0)(3 -(-1 + v'2i)) (3 -(…1 -v'2i)) 

ん(4)=1(4 -3)(4 -0)(4ー (-1+必 ))(4ー (-1-V2i)) 

f-1十品(-1+ v'2i) = -1(-1 + v'2i -4)( -1 + v'2i -3)( -1 + v'2i -0) 
(-1 +ゾ2i-(-1 -V2i)) 

f -l-v'2i( -1 -V2i)ロ-1(-1 -V2i -4)( -1 -v'2i -3)( -1 -V2i … 0) 
(-1 -vI2iー (-1+ vI2i)) 

となる.

伊iJ.2.
X3(X -25)2 

f(X)ロ Iv- 噌円¥?' X+ = 0， x一口一12500とすると

X3(X -25)2 ~I V-¥ (X十20)(X2…35X十400)
f(X) -x+ = -~( .;~_ 1 ;\~/， f(X) -x_ = 

I (X _ 16)2 ' J \-~/ (X -16)2 

であり閣 4.2のようなdessinができる.(正確なものは図 4.2'を参照)

×出号/-15

40×」く>25
×主主ニ互ど三豆

関 4.2 2 
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実際に主定理を確かめてみると

C口 (0-(-12500))(5 -2)/1 

=37500. 

ん(0)=・-

=37500. 

f-20(-20)口・.• 

=37500. 

125(25) =・.. 

=37500. 

35十 ι/-Hi
f主主品正直( 2v -)口・ ・

=37500. 

35-5、/-1fi 
f呈主二号t=TI(-- 2 …)= 

=37500. 

となる.また

一w円
リ
一円
A

2
二一CU一1i

十一n
U

3
一…

5

一円。
一

噌

Eム一一no 
t
aム
十
日
t
J
 

144 
2 2 

fi6(16) = 
16 -(-20) ， 16-叫 5f16ー

5 

144 

となる.

S 5.積公式の応用.

応用.1. n E Z>lに対して

f(X) = (cos(n. arccos(X)))2， X+ = 1， xー =0

とすると

噌

i

、lJ
K

K

2

 

F

4

r

s

t

、

i
h
i
h
 

8

8

 

0

0

 

c

c

 

一

一

x

x

 

h
H
T
H
M
 

q

A

η

a

 

n

n

 

q

A

O

A

 

一
一
一
一

十

一

2

2

 

一

一

X

X

 

I

J

J
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であり，図 5.1のようなdessinができる.
…1 cos(号(n-1)) cos(を 1
@一一一×一一一一@一一一一×一ー哨ー四四崎削同国司自 問明"一一×一一一一@一一一一×一一一一@
cos(長(2n-1))cos(会(2n-3)) cos(長3) cos(長)

関5.1

(1 ::; kざn十 1)，山-州る(2(い)))
日:口州会(2k-1))

このとき

(1三k三n)

(2ざk三n)，

(1三h三n)，

e_ト，kコ=2

とおくと

e_，k =2 

e十，1=e+，n+1 = 1 

η
…
ト一つ“一

一
η
一

q
A
~
、5

川り一
4

一一
二
許一一C

 

となる.また

(0三k三2n)

ここで

Ck:同口一C∞州O

とおくと?主定理から以下のことが分かる.

't :奇数(0< i < 2n)に対して

である.

-2 rr (Ci -Ck)ロ花伝
。<k<2n
-k弗

't :偶数(0< i < 2η)に対して

II(α-Ck)口点
。くhく2n
hヲ止4

2 

(Ci -Ck) =ゐH 
hヲt:.i

i = 0，2η に対して

( -1)in 
(Ci -Ck)口三五二五一H 

Oくhく2n
hヲt:.i

てし対n
 

q
A
 

と
く
ゆ

る

t

め
<
チ

と

0

ま

rr (Ci-α)=ぷ二
Oくk<2n
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応用.2. (穣公式を用いて円分体Q((pn)の判別式を求める)

p(εZ三3)奇素数，n( E Z;?:l)自然数に対して
円分体Q((pη)の判矧i式dp，n:口 d(Q((pn))を求める.

まず，求める判別式は，定義から Vandermonde行列式の 2乗であり

dp，n = (日 ((~n -¥ム))2
ゆ必ff

であることが分かる.この式を積公式を用いて簡単にする.

dessin Dnとして， Beiyi関数を与える有理式fn(X)(EQ)と線分[x十グー]が

ん(X)口 Xf; x十=1; x_ = 0 

であるものを考える.ここで， 1 ~ j ~ pnに対して

と定義する.また，fn，oを

fn，j := (tn II ((tn…仏)
l:::;k三pη
k手j

fn，o:= II (…(;n) 

と定義する.このとき?積公式から

(1 ~ j三pnのとき); 

(j = 0のとき).

問様にして fn-l，j(O~ j三pn-l)を定義すると

(1 ~ j三pn-lのとき);

(j = 0のとき). 

ここで， m = n，n-lと1~ j ~ p=について

(-l)J fm，j :口 -(~rn II (ふ…ふ)rr (ふ-(~rn) 
l:::;k$j j云k:::;pl百
h手j k手j

さらに(pn，(pn-lについての関係式から

日o:::;j三f(-1)3fw
dp，n=dj  H(-1)jfn-Lj 

円。三j壬f(-1)jfn，j-・'n1
Ij U三Js，p- -
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であることが分かる.(Remark 5.3を参照)

関係式(5.1)，(5.2)を用いると式(5.3)の右辺は

P
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司，ょ
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噌
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t
J
 

噌
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ふH
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<一
円
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ん
一
r
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-
噌

J

m

・q
J

噌
2

・A

一
噌

E
・晶

一
一
一

P

一
P

<一

M
一く…

u

.
3
P
L
.
3
p
 

<
一
.
<
一

n

u

n

u

 

日

立

ここで

ら，π=乞 j-L j+ L j， 

九，戸 L n-L n十三;(η-1)，
O~j~p乱
pfj 

0 5:.j~pn 
. plj 

052jfEPR-1 

であり

ら，n三 L j+ 玄 j+ 玄 j(mod 2) 
0壬pjffjEpn 。くjくpn

plj 

2二3十 2二 3 
O~j~pn 。三j~pn-l

pn(pn -1) I Pη-l(pn-l _ 1) 

2 2 
_ (pn _ 1) ， (pn-l -1) 
=一一一+¥1"' n -， (mod 2) 
2 

… (pn _ 1) (pn-l _ 1) 
口一一一一 (mod 2) 
2 
pn-l(p_1) 

2 

詰午 (m吋 2);
九，n η(pn_ pn-l) _ npn-l十 (n-l)pn-l 

upn-1(叩 -n -1). 

以上から

d(Q((pn ))口(-1)与Lpf-1(叩 -n-l)
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Remark 5.1 [W]で、は，p:j分体Q((pn)の判別式はだいたい以下のように求める.まず，

式(5.0)までは同じである.次に，素数pの上のQ((pn)の素idealtを考えて，式(5.0)

の各因子のその素idealtでの付簡を計算する.さらに， p以外の素数lに対して， ideal(l) 

が ideal((~n -(;n)(l :::; j， k :::; pn)と互いに素であるという理論を用いて， d(Q((pn))の
素因子には， p以外の素数lが出てこないということを使う.最後に，符号(土)を決定す

るのは， Q((pn)の複素数体Cへの理め込みの組の偶数を考えて，偶数ならば十，奇数な

らばーとする.

以上のように多少の知識が必要である.一方，応用.2.は積公式を知っていれば，後は

計算だけである.

Remark 5.2 一般のpペキで、ない円分体についてはgcd(m，n)口 1に対して

d(Q((mn)) = d(Q((m))φ(n)d(Q((η))φ(m) 

であり，これを用いればよい.(ここで，ゆ(n)はオイラー関数(1以上 η以下の整数で
整数nと互いに素なものの偶数)とする.)

参考文献.

[8] L.8chneps， The Grothendieck Theory of Dessin d'Enfants， London Math. 
8oc. Lect. Note 8eris 200 (1994). 

[MV] J.Malgoire， C.Voisin， Cartes Cellulaires， Cahiers Mathematiques de 

Montpellier No. 12， 1977 
[J8] G.Jones， D.8ingerman，“Theory of Maps on Orientable surfaces"， Proc. 

London Math. 8oc. (3) 37 (1978)， 273-307. 
[8V] G.8habat and V.Voevodsky，“Drawing Curves over Number Fieldsぺ
The Grothendieck Festschrift， Vol. III. Birkhauser， 1990. 
[CG] J-制.Couveignesand L.Granbo叫an，“Dessinsfrom a geometric point of 

vlewぺLondonMath. 8oc. Lect. Note 8eris 200 (1994)， 79-113. 
[0] J-M.Couveignes，“Calcul et rationnalite de fonctions de Belyi en genus 0"， 

Ann. de l'In比 Fourier44 (1)， 1994. 
[W] L.C.Washington， Introduction to Cyclotomic Fields， Graduate Text in 
Math.， vol. 83， 8pringer-Ver1ag， Ber1in and New York， 1982. 

Department of Mathematics， Tokyo Metropolitan University， Minami-Ohsawa 
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Remark 5.3 

非原始pn乗披 原始pn乗根

U opcz:~ 位向… cz:…1 n ••• 

U 。
dr 

A B 

cz:-1 .p 

(~n 

B' C 
、rppnn-1 

u 

m
 

u
 

mu，v 口

1 (u = vのとき)

-v (u=O，v=/=Oのとき)

-u (u =/= 0， v口Oのとき)

り-u (u口GL，tJ=GL15j1<j25pnのとき)

という行列を考える.このとき

り(=(~昨)行の成分の総積口(-l)jfn ，j

A(小行列)部分について，り(口(~!)行の成分の総積口(-l)Jfn-1，j 
である.さらに

C(部分の成分の)総積=dp，n

Bの総積=B'の総積
B'の総積 xCの総積

Cの総積 xAの総積
Aの総積 xBの総積

であることが分かり，式(5.3)が得られる.
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p-ADIC HODGE THEORY FOR FUNDAMENTAL GROUPS 

志甫 i亭 (東北大理)

1.序

本稿では、基本群に対するp進Hodge理論(クリスタル予想、)について紹介する。
第2節でC上の多様体に対する cohomology及び基本群に対する日odge理論を解説
した後、第3節では cohomologyに対するp進Hodge理論を述べて、更に主定理で
ある基本群に対するクリスタル予想、を述べる O 第4節では証明に使われる complex
of schemesの概念を紹介して、証明の概略を述べる O
なお、本文では一々断らないが、本稿に出てくるschemeは全てgeometricallycon問
nectedであるとする O
最後に、本稿を書く機会を与えて下さった松本巽先生と河澄響矢先生、そして
私を励まして下さった方々に感謝致したいと思います。

2. <C上の HODGぉ理論

Xを複素多様体とする時、そのBetticohomology (si時ularcohomology) H~(X， Q) 
が位相幾何学的に定義される oこれはQ.vector spaceであるo一方、 Xを標数Oの
体k上の代数多様体とする時、その(代数的)deRham cohomology HaR(Xjk)が代
数的なdeRham complexを用いて定義される O これは k-vector spaceである O 両者
の定義の方法は全く異なっているわけであるが、荷者は共通して良い性質をもって
おり、また、次のような比較定理が成り立つ。

Theorem 2.1 (Deligne). XをCの部分体k上の smoothな代数多様体とする時、
canonicalな向型

H~(X(<C)， Q) 0Q <C二HdR(Xjk)0k <C 

が存在し、また、ここに混合Hodge構造が入る O

上の定理の有理基本群での類似を考えるoXを複素多様体、 xEXとする時、通
常の基本群のpro-・.unipote凶 completion(Malcev completio吋作~(X， x) が考えられ、
これはQ上のproぺlllipotent代数群になる。 (Deligneによる淡中国を用いた定義も
出来る o)ここではこれをBetti基本群と呼ぶことにする o また、 Xを標数0の体k
上の代数多様体、 xE X(k)とする時、 Xの deRham基本群吋R(Xjk，x)が定義さ
れ、これは k上のpro-uni potent代数群になる o (定義は、例えば淡中園を蔚いてな
される o ) 
この時、次のような比較定理が成り立つ。

Theorem 2.2 (Hain， Woj七kowiak).XをCの部分体k上のsmoothな代数多様体、
x E X(めとする時、 canonicalな向型

LieπP(X(C)， x 0 <C) 0Q <CニL句作fR(Xjk，x) 0k <C 
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が存在し、またここに混合Hodge構造が入る。 (Liealgebraの演算は混合Hodge構
造の射になっていることに注意。)

3. p進 HODGE理論(主定理)

p進Hodge理論とは、 p進体上の代数多様体に対する Hodge理論の類似である op 
進Hodge理論において Betticohomologyの代わりをするのは etalecohomologyで
あり、 deRham cohomologyの代わりをするのは deRhamcohomologyとcrystalline
cohomologyである O
まず、記号を以下のように定めておく :kを標数p>Oの完全体、 W をkのWitも
環、 Koをその分数体とする o また、 Vを混標数の完備離散付値体で剰余体がkにな
るものとし、 Kをその分数体とする。
XをK上の代数多様体とし、 Xの玄(:=Kの代数閉包)上へのbasechangeをXK
と書くことにする o すると XKのp・a・.adicetale cohomology Het(Xわも)は有限次元
<<Jk vector spaceであり、これにはKの絶対ガロア群Gal(lと/K)が作用することが
知られている o
一方、 Xをk上propersmoothな代数多様体とする。この時、 crystallinecoho-
mology Q 0z H，んs(X/W)が定義される。これは有根次元Ko-vectorspaceであり、
Frobenius作用素ψという自己向型をひきおこす作用素が自然に定義される口また、
次が成り立つ。

Theorem 3.1 (Berthelot-Ogus). XをV上propersmoothなschemeとし、そのspか
cialfiber、genericfiberをそれぞれX，XKと書くことにする。この時次のcanonical
な向型がある o

Hんs(X/W)0w K二HdR(XK/K).

また、普通のHodge理論はCまでテンソルすると向型、という感じの定理であっ
たが、 p進Hodge理論でCの代わりをする環は Fontaineにより定義された様々な環
になるoここで紹介するクリスタル予想では、それらのうち、 BcrysC BdRというこつ
の環が使われるo詳しい定義は省略するが、 B吋 sはFrobenius作用素ψとGal(K/K)
の作用を持つKo-algebraで、 BdRはfiltration{Fil

n BdR}たー∞と Gal(玄/K)の作用
を持つK上の完備離散付値体である o
以上の準備のもとで、 p進託odge理論の結果の一つであるクリスタル予想は次の
ように述べられる:

Theorem 3.2 (クリスタル予想， Faltings， Tsuji). XをV上propersmooぬなscheme
とし、そのspecialfiberをX，generic fiberをXKと書く。また、 XKの玄上へのbase
changeをXKと書く O この時、次の間型がある O

H~t(XK' Qp) 0iQp B町S 二 H~rys(X/W) 0w Bcrys' 

上式の両辺へのGal(玄/K)ー作用を、左辺はσ00-， 右辺はid0σ (σE Gal(玄/K))で
定めると上の向型はGal(K/K)畑作用と可換で、また上式へのFrobenius作用を，左辺
はid0机右辺はψ8ψで定めると，上の問裂はFrobenius作用と可換である.また?上
の関型を 0BcrysBdRすると， Berthelot同Ogus の定理による同型H~rys(X/W)0w K二
HdR(XK/K)により上の向型は

Hふ(XK，Qp)0品 BdR二HdR(XK/K)0K BdR 

旬
E
ム

ヴ

t



となるが、この両辺のfiltrationFiln を左辺は Filn :口 H~t 0 Filn BdR'右辺は Filn :口
I:p十q=nFi1PH，ふ0Fil

qBdR(但し， FilPHdRはHodge五ltration)で定めるとき，上の向

型は五ltrationを保つ.更に上の同型はXについてfunctorialである O

今罰の主定理はこの定理の有理基本群に対する類似が成り立つということである。
まず、 X をK上の代数多様体とし、 X E X(k)とする。 X，XのK 上への base
changeをそれぞれXぁ XKと書くことにする oすると XKのp-adicetale有理基本群
汗(XK，XK)が淡中国の理論を用いて定義出来る O これはQp上のpro-uni potent代数
群になり、 Kの絶対がロア群Gal(玄jK)が作用する O
一方、 X をk上propersmoothな代数多様体とし、 X E X(めとする O この時、

crystal 有理基本群π~rYS(XjW，x)が定義される O これは Ko上の pro-uni potent代数
群であり、 Frobenius作用素ψという自己向型をひきおこす作用素が自然に定義され
るO また、 Berthelot-Ogusの定理の類似である次の定理が成り立つ。

Theorem 3.3. XをV上propersmoothなschemeとし、£巴 X(V)とする。 Xの
special fiber、genericfiberをそれぞれX，XKとし、£のspecialfiber、genericfiber 
をそれぞれX，XKとする。この時次のcanonicalな同型がある。

Lie 1f~rys(Xjw， x) 0Ko KぷLieぜR(XKjK，XK).

以上の準備のもとで、主定理である有理基本群に対するクリスタjレ予想は次のよ
うに述べられる:

Theorem 3.4 (有理基本群に対するクリスタJレ予想ふ XをV上propersmoothな

schemeとし、去巴X(V)とするoXのspecialfiber、genericfiberをそれぞ、れX，XK
と書き、£のspecialfiber、genericfiberをそれぞれX，XKと書く o また、 XK，XKの
玄上へのbasechangeをそれぞれXK，XKと書く O この時、次の向型がある O

Lieイ(Xゎ XK)0Qp Bα'YS 二 Lieπ~rYS(XjW，x) 0Ko Bcrys' 

上式の両辺への Gal(玄jK)凶作用を、左辺はσoCJ，右辺はid0σ (σε Gal(KjK)) 
で定めると上の同盟は Gal(玄jK)-作用と可換で、また上式への Frobenius作用を?
左辺は id0机右辺はψ8ψ で定めると?上の同型はFrobenius作用と可換であ
る. また，上の同裂を 0B町 sBdRすると， Berthelot-Ogusの定理の類似による同盟
Lieπ~rYS(Xjw， x) 0Ko K二Lie1f?R(XKjK， XK)により上の向型は

Lieイ(XK，XK)0偽 BdR二Lie1ffR(XKjK，XK)0K BdR 
となるが、この両辺のfiltra七ionFilnを左辺は Filn :口 HムoFilnβdR，右辺は Filn :口
I:p十q口nFilP HaR 0 Fil

q BdR (但し， FilPHJRは旺odgefiltration)で定めるとき?上の同

型は自ltrationを保つ.更に、 Liealgebraの演算は Gal(玄jK)やFrobeniusの作用及
びfiltrationを保ち、また上の荷型は組(X，x)についてfunctorialである O

4.証明の概略 (COMPLEXOF SCHEMES) 

証明の重要な stepを一言で述べると、「有理基本群を 'loopspace' (に相当するも
の)の 0-th cohomologyで表わすjということである。但し我々はschemeを扱って
いるわけであるから、その 'loopspace'に相当するものを定義する必要がある。そ
の為に complexof schemesという概念を定義する O これは cosimplicialschemeを少
し変えた概念である o

3 
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Definition 4.1. 1. Scheme Sを一つ固定する。 SをSよのschemeのなすcategory
とする。この時、 categoryZSを次のように定義する oObject はSのobjectと
同じである o またX，YεOb(ZS)口 Ob(S)に対してmorphismを

Hom(X， Y):口 EDiEI( ED f EHorr以Xi，y)Zf)

で定義する o 但し、 X 口 UiEIXiはXの連結成分への分解である o
2. S上のcomplexof schemesとはZSにおける図式

x。ムトX1ムト・・と与Xiム1-Xi十1h与・・・
で、 fi十l0fiコ0が全てのiE Nに対して成り立つもののことD また、 n-truncated
complex of schemesとはZSにおける閣式

XO~Xl ム+・・・とよ Xn
で、 fi0 fi-l口 Oが全ての1:::;i:::;n-1に対して成り立つもののこと oComplex 
of schemes X. :口 {Xi，fih~o に対してそのルtruncation X討を自然な図式の制
限として定義する o

次に、 complexof schemesのテンソル積を定義する O

De琵nition4.2. X. :口 {Xi，f小三o、区 :={34JJtEoをcomplexof schemesとする o
この時、テンソル積(X0 Y).:口 {(X0 Y)i， hi}凶を

で定義する O

(X 0 Y)i:= Il Xj Xs九
j十k口 4

ん:口玄(ん Xid + (-l)Jid X gk) 
j+k=i 

Loop spaceに相当する complexof schemesは次のようなものである O

Definition 4.3. X をS上の scheme、X E X(S)とする時、 complexof schemes 
nxx:口 {nxXn，dn}π三oを

但し、

で定義する O

nxxn:口 X
n
(η-fold product of X over S)， 

dn :=玄(-l)id~ ，

d~(Xl ， ・・・ ， Xn ) = (x， Xl，・・・ ，Xn)， 

d~(Xl ， . . . ，Xn) = (x!，・・.，Xi， Xi，・・・ ，Xn)，(1:::; i :::; n) 

d:十l(Xl'・・・ ，Xn) (Xl， .. . ，Xn， x)， 

更にnxxやそのテンソル積らの潤の射をいくつか定義する D

おefinition4.4. X， X をよの通りとし、またnssを*と
4 
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1. Complex of schemesの射

m:口 {mn}n>O: nxx→ nxx0 nxx 
を次のように定義する:まずi+j = nなる i，j> 0に対して mi，j Xn一→
xi xsXjを

mi，j:口玄sgn(σ)fcr，
σ 

と定義する O 但し、ぴは (i，j)-shu個e全体を走り、んは

fcr((XI， ・・・ ，Xふ(Xi+I，'" ，Xn)):= (九 (1)，. . . ，Xσ(n)) 

で定義される射とする o この時、

mn :X
n→ II Xi XsXj 
4十j=ロn

はmn:=Li十j司 LtJ077hjで定義される。但し、 Li，jは自然は包含写像xiXs 
xjc...今日付3叩 xiXs Xjである o
2. Complex of schemesの射

e := {en}n2:0 : nxx→* 
を、 eO= id， en = 0 (ηチ0)で定義する o
3. Complex of schemesの射

ム:口{ムπ}n2:0: nxx 0 nxx→ nxx 
を次のように定義する:まずi+j=η となるふj三0に対して射

ムi，j: x2 Xs xJー→xn

を

ムω((X1""，Xふ(約十1，'"，Xn)):= (X1"" ，Xn) 
で定義し、ムπをムn:=Li十j=nD.i，j 0 Li，jと定義する。 (Li，jは1.の通り o ) 
4. Complex of schemesの射

ε:= {En}n2:0 :キ→nxx

を

En :口 (X，X，'"，x) : sn口 S→xn 
.で定義する O

Remar註4.5.以上の構成は schemeでなく位相空間に対しでも行える oその時は
complex of spacesと呼ぶことにする o

さて、 complexof schemes (spaces)のcohomologyを次のように定義する:

Definition 4.6. 1. Xを位相空間、 xEXとし、 Sを一点とする。この時、 nxx
のBetticohomology H五(nxx)を

HE(nxX) :口 li思nHE(nxx:Sへω
で定義する口

5 
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2. Xを代数関体k上propersmooぬなscheme、Z 巴X(k)とし、 s=コSpeckとす
るo この持、 OxXのp-adicetale cohomology H;(OxX)を

H;(OxX) :口 li卑n(QQ9z担mH，ふ(Oxx:5n，71jpm71))

で定義する o

3. kを標数Oの体、 X をk上smoothなscheme、z巴X(k)とし、 Sココ Speckと
するo この時、 OxXのdeRham cohomology H，ふ(OxX)を

HdR(OxX) :口 li卑nHdR(Oxx:5n， Oo:z:x::;n /k) 
で定義する O

4. kを標数p>Oの完全体、 Xをk上propersmoothなscheme、xE X(k)とし、
S = Speckとおく O この持、 OxXのcrystallinecohomology H~ηぷOxX) を

H;rys(OxX) := li卑n(QQ9z H;rys(Oxx:5n jW(k)) 
で定義する o

今、@を B，p，dR， crysのいずれかとし、 H:(DxX)を上で定義したcohomologyと
する O この時、 ffi，Eにより H2(OxX)には環の構造が入札 e，ムは環準向型

♂: H2(OxX)→ι， 
ム*: H2(OxX)→ H2(oxX) Q9K.ぽ(OxX)

を引き起こす。但し、 Ko~ま以下の通り。

KB=コQ，Ket口 Qp，KdR = k， Kcrys = Q Q9z W(k). 

この持、 QH~(OxX) := Ker(♂)j(Ker(♂).Ker(ピ))とおくとム*-70ム*はQH2(OxX)
にcoLiealgebraの構造を定める O 但しァは7(XQ9Y)口 yQ9Xにより定まる H2(OxX)Q9
H2(OxX)の自己同型である O
以上の準備の下で、証明の主ステップは次のように述べられる:

Theorem 4.7. 1. Definition 4.6の1.の状況で、 Lie7rp(X，x)はQHg(OxX)の
dualに向型であるo
2. Definition 4.6の 2.の状況で、 Lie7ri(X，x) は QH~(OxX) の dual に同型である 0
3. Definition 4.6の 3.の状況で、 Lieπヂ(Xjk，x)はQH.お(OxX)のdualに同型で
ある O

4. Definition 4.6 の 4. の状況で、 Lie7r~rys(XjW，x)はQHgηIS(OXX)のdualに向型
である o

この定理を用いると、有理基本群に対する Hodge理論およびp進司odge理論は
complex of schemesに対する cohomologyのHodge理論あるいはp進註odge理論に
帰着される O そして、 complexof schemesに対する cohomologyの自odge理論ある
いはp進Hodge理論は、種々の構造を保つ射を構成した後に、 spectralsequenceを
用いて普通のschemeに対する cohomologyのHodge理論あるいはp進Hodge理論
に帰着することにより証明される O

Remark 4.8.ここで述べた証明方法は、通常の Hodge理論の場合、 Hainや Wo-
jtkowiakの証明と本質的には似ているが、少し異なっている O 彼らの方法では、有
理基本群のLie環の演算が混合Hodge構造の射になることは、 Barconstruction等
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を用いて示すわけで、あるが、ここでの証明では、そのことは complexof schemesの
射ムに関する functorialityから出てくる。つまり、「基本群の演算は 'loopspace'の
射から induceされるものであるjという位相幾何的直観に合っている O
p進Hodge理論の証明においてHain，Wojtkowiakの証暁をそのまま適用すること
は(少なくとも Tsujiの証明に沿う形では)圏難であると(少なくとも現時点での私
には)思われるが、 complexof schemesを用いることにより、在暁が可能となって
いる O
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ガロア群と写像類群をめぐる最近のいくつかの注意

角皆宏(上智大理工)，中村博昭(都立大理)

有理数体Qの絶対Galois群GQロ Gal(QjQ)は説有限基本群介。，3= 7r1(Pb¥{O，l，∞}) 
(これは階数2の自由副有限群九と向型)に自然に外作用しているが、接ベbトル OIを
基本群の基点にとるとき、持ち上げψ:GQ→AutF2が自然に定まる。これが単射である
ことが知られている (Belyi[Be])0 Grothendieck [G](p.247)は、介0，3を稜数Oの4標点曲
線のモジュライ空間 λイ0.4の基本群とみなし、さらに一般の種数の標点曲線のそジ、ユライ
空間の恭本群のなす塔に考察を拡大することを示唆する文脈の中で、次のように述べて
いる:

…Thus the Galois group GQ can be realized as an automorphism group of a very con-
crete profinite group， and moreover respects certain essential structures ofぬisgroup. It 
follows that an element of GQ can be “parametrized" (in various equivalent ways) by a 
suitable element of this profinite group (a free profinite group on two generators)， or by 
a system of such elements， these elements being subject to certain simple necessary (but 
doubtless not s叩u能cie叩n刈1
element of GQ. 0ne of the most :E部cinatingtasks here is precisely to discover necessary 
and su節centconditions on an exterior automorphism of *0，3， i.e.， on the corresponding 
parameter(s)， for it to come from an element of GQ- which would gi刊 a"purely alge-
braic" description， in terms of profinite groups with no reference to the Galois theory of 
number fields， to the Galois group GQ. 
上に言う“parametriza七ion"の仕方については、今日では、 V.G.Drinfeldによって導入
された GrothendieckωTeichmuller群と呼ばれる次なる群 GTへの GQの埋め込みを考え
ることにより、標準化されたといってよい:

f J (z)=z入グ(y)= fy入f-1，(入EZX，f = f(x，y)ε内)1GTロ〈σεAutF
2
1-'-' -，-，;:;/ .1;:; J "，. 1.1 .1，-';:;/ --:.::; > 
-， s. t. (1)， (II)， (III) J 

(1) f(x， y)f(y， x) = 1 
(II) f(z， X)Zffi f(y， Z)yffi f(x， Y)Xffi口1 (入口 2m+ 1，xyz = 1) 
(III) f(x山 X23)f(x仙 Z品)f(X51'X叫f(x払 X34)f(X45，X51)ロ 1 in P; 

(ここに PJz球面5本糸純組紐群jcenter、Jうよはその副有限完備化)。
つまり、 Grothendieckのいう fascinatingproblemは、 GTの元として与えられたパラ
メータ(入，1)が、いつ GQ の像を与えるかを諦べよ、という問題になる O 実際、 1996年
の後半から、上の (I)，(II)，(III)以外にも、 GQ の冗が GT内で満たす(少なくとも見掛け
上は新しくみえる)関係式が、伊原[14-5]、中村[N1]により独立な観点から報告され始め
ている O 前者は arithmeticrelationsと呼ばれ、 G.Anderson[A]によって示された rr関
数の Gaussの相乗公式の hyperadelic類似jに現われる各factorをGT上に定式化する
ことで、その条件を満たす部分群として GTAを導入している:GQ C GTA C GT 0 (詳
しくは [14悶5]参照)

「リーマン面に関連する位相幾何学j予稿。.
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本稿の目的は、後者の系統(geometricrelations)に関する最近の進展について報告を行
うことである O これは、より Grothendieckの観点に近い立場ーモジュライ空間の幾何
的な事情から生じる関係式に関するもので[G]p.248の中の次の一節を基調にしていると
いってもよい。

…It would seem (incredible， but true!) that even the geometry of the first level of the 
Teichmuller tower (corresponding thus to "moduli" either for projective lines with four 
marked points， or to elliptic curves (!) )has never been explicitly described， for example 
the relation between the genus 0 case and the geometry of the octahedron， and that of 
the t.etrahedron. A fortiori the modular multipicitiesル10，5(for the projective lines wi出
five marked points) and M 1，2 (for the curves of genus 1 with two marked pOints)， which 
actually are practically isomoprhic， appear to be virgin territory - braid groups will not 
enlighten us on their score! 1 have begun to look atλ-10，5 at stray moments; it is a real 
jewel， with a very rich geometry closely related to the geometry of icosahedron. 

我々は、このモジュライ幾何的な系統から発見された GQの GT内で満たす関係式の
うち、 (1)(II) (1II)以外のものを、簡単のため「ニュータイプJと呼んでいる D 現設階では、
Anderson-伊原による arithmeticな関係式たちと、本稿で報告するモジュライの幾何的条
件から生ずる「ニュータイプ関係式jたちとの関の本質的な結び付きを解明するにはまだ
主っていないが、少なくとも表富的に自に付く技術的な関連性は観察されている D また、
ニュータイプ関係式たちの発見のパターンは全く無作為にできるものではなく、近い将来
いくつかの系統に分類されるか、うまくすれば何らかの統制原理にまとめることができる
ものと期待している。

1.高種数の写像類群への作用

以下 GQの各元 σの GTにおける像を(ん，1，σ)と記し、また組紐群の標準生成元を
σゎ・ぺ町一1巴Bnで表すことにする。 GTの定義にある (1)，(II)，(1II)は、 p1上の 4点及
び 5 点の配寵~潤ん10，4，んも，5 の幾何学(主に対称性)のガロア表現へ及ぼす影響をいろ
いろ考えることにより得られる幾何的な関係式である。これに対し、高種数の1F-像類群へ
のGQの作用、特にルtO，5とん11，2に生ずるガロア表現の比較を考えて、中村 [N1]によ
り最初のニュータイプ関係式

(1V) 1，σ(σ1，イ)口ぴ;P2(σ)ん(ぴ??イ)σfP2(σ)(σ向 )-6PZ(σinE3 

が得られた。ここで ρ2: GQ →会(1) は 2 の正の幕根~巴 R>o に関する Kummer
1-cocycle;σ(~) 口 exp(27rijN)P2(σ)~ をあらわす。続いて Lochak， 8chnepsとの共著
[LN8]では、 [N1]で得られたん11，2に生ずる表現の記述と、 [N2]で得られたん19，1に生ず
る表現の記述との比較から、 2番目のニュータイプ関係式

(II1)' gcr(X45， X51Hσ(x山 X23)f，σ(X34，X45) = f，σ(σ1σ3，イ) in E; 
が得られた口ここに Bs口球面 5本糸全組紐群jcenter、Esはその副有線完備化、また、

(入，1)E GTに対して 9= g(x， y)ε九は f(x，y)= g(y，X)-lg(X，y)を満たす元で、そ
の存在と一意性は [L8]による oそこで [LN8]では Kummer1-cocycle P2をGT上に延長
し、 (1)，(I1)，(1I1')，(1V)を満たすGTの部分群としてJI'を導入した :GQ C JI' C GT (特に
(II1)'中 (II1).) [LN8]ではさらに rは任意種数の写像類群の“標準的な"pants分解に対
して局所両立的な作用をもつことが示唆されていたが、最近のプレプリント倒的では、
向きのある任意の型の曲面の任意の型のパンツ分解に対して、ある付加構造(quilt構造)
を考えることで、 rの写像類群の塔への systematicな作用の族を定義することに成功し
ている。
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2.ん10.5の幾何

上のニュータイプ関係式 (1II)'を種数Oのみの考察でより直接的に理解しようという
試みから、角皆[TJはp1¥{0，1，∞}をん10，5/(65の部分群)にいろいろな仕方で適切に埋
め込むことにより、更に次の一連の幾つかのニュータイプの関係式を得た口また、この方

法で上の (1II)'の別証明を与えることも出来た。(本節の関係式は全て企;内のもの)

(1)~ ん(σ4ぴ3σ4J23)Z22(σ)ん(ぴ向的，X叫Z22(σ)口 1，

(II1)" !，σ(x山 σ2σ15)zZ(U)fσ(σ4σ15σ4，X叫zg(σ)!a(σlσ3， X23)!a(X51， X12)!a(X払 X34)立1.

更に同様の方法で、現在までに次の関係式も得ている o (II1)に(1II)"もこれらより従う O

ga(X3Ll， X必)=22(σ)1，σ(σ4σ15σ4JdzZ(σ)!a(σ1σ3， X23)， 

gσ(X45' X34)ロ zf;(σ)!，σ(σ4ぴ15σふZ叫zg(σ)!，σ((σ15σめ σ凶)-1，σ4ぴ15σ4)(X1山 5)-P2(σ)3

gσ(X山 X23)= (σ1σ2σ1 )3P3
(σ)-2ρ2(σ) 

!，σ(σめ 5σ4，σ1σ2σd(ぴ4ぴ15σ4)-3P3
(σ)+2p2(a)

fσ((σ15σ4σ1σ15)-13σ4σ15σ4)(X12X45)-P2(
σ 

gσ(X23， X12) = (σ1σ2σ1)3P3(σ)-2p2(σ) !a(σ40'15ぴむσ1σ2σ1)(σ4ぴ15σ4)-3P3(σ)十2p2(a)ga(X45' X5d. 

証明の基本的な道具立ては伊原[13Jに倣う O 以下では捜込Q斗 Cを一つ回定してお
くop1上の 5点配置空間X 口 MO，5= {(Xi)f=lε(P1 )51XiチXj(i =1= j)} /PGL(2)を

X~{(λ t) ι(p1 )21>¥， tチ0，1，∞，入t=1= 1} 

(0，入，lj-1?∞)mod PGL(2)ω(入，t) 

で一意化しておく oX にstablepointsを付け加えて出来る compact化 X*は、 Pi×Pj 
を3点(入，t)口 (0，∞)，(1， 1)， (∞，0)で blowupして構成できる oRU{∞}上に 5点が
X1，・・・ ，X5の)11買に並んだ配置に対応するX(R)の部分集合β={(λt)εRIO<入，t< 1}は
五角形状の単連結領域であり、 β を基点とする X(C)の位相的恭本群1fiOP(X(C);s) ~ P; 
が定義される。五角形 Bの各頂点及び各辺の中点に対応する tangentialbase pointsを、

頂点九:(入，t)ロ (0，0)は Q{{λt}}への理込に、辺の中点 M4: (入，t)= (0， 1/2)は
Q{{入}}[[t -1/2JJへの埋込に対応するように(他の点は自己向型で移り合うように)定め
る。これらの tangentialbase points Qを基点として基本群町(X;Q)~ jうよが定義され
るoQQ'ε1f1(X; Q， Q')をB内で QとQ'とを結ぶ遵によって定める口 (II1)の証明の核

一一→ 一一→心は、 σEGQ に対しσ(乃花)=九九fσ(X45'X34)となることであった。一方、今西の新
しい関係式は、次の命題により、留中の小三角形を考えてそれぞれ得られる口

命題 .σEGQ に対し、次が成り立つ。

σ吋(広1瓦ぬ若ゐ)口 M511瓦ZZ必d?z¢f;ff(伊σ勺)弘fんσ(何σ内40'的内σ町1日5σω叫X~喝:z;(べ
σ吋(疋刃碍;)ド口五1琵若f以ぴバ(σ向 ，X勾如ω2泊刈3)

σ叫(芯I碍ぬ完ゐ)片=巧1琉石 f以Uバ((仇σ向1仇 σ町1ぴ町l日5)γ一→1σ内4机σ匂1凶5的σ向叫4)(仇Z町1山 5)γ一寸明p向仰2

σ叫(花1砿碕若ゐ)ド:克1球若(伊σlσ句2的川σ町1)3P3(σ)-2p2(σ)!，σ(σ内 σ刊の円)(σ40'150'4)-3仰
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図 2.基五角形 B、tangentialbase points、道と小三角形

3. p1¥{O，l，∞}の被覆による新しい方法

(IV)の証明の簡易化を追求する中で、 p1¥{O，l，∞}の被覆を考えることにより、 (IV)
を精響化した次の関係式が得られた(中村-Schneps[NS])。

(IV)' f(σ1，O"D =σiP2 f(σ??σ~)σîP2 (σ1 0"~)-2P2 

=σ;-4P2 f(σ1 ， σi)σ12P2 (σ1 0"~)2P2 in E3・

これは p1¥{O，土1，∞}から p1¥{O，l，∞}への2種類の射(2次被覆と 1点を埋める射)
を考えて得られる o さらに向様の考え方を別の被覆に適用することにより、

(GF) g(σf， O"~) = f(σ1， 'TJ)σ?P3-2P2η2p什 P3

も得られている(ここで η口町内向)。これらの被覆は、 Grothendieck'sdessin (小松亨氏
の講演参照)により表現可能な対象であり、 Grothendieck-Teichmullerの哲学と dessinの
話題との新しい関連の可能性を示唆するという意味で、興味深いと思われる。
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DEGENERATING FAMILIES OF BRANCHED COVERINGS 

OF THE COMPLEX PROJECTIVE LINE AND BALLS 

MAKOTO N AMBA 

1 It is known that a finite branched covering of a given complex manifold M is 
determined Uniql叫y(up to isomorphisms) by i七sbranch locus and (permutation) 
monodromy representation. However it is a di:fficult problem七odetermine the 
covering from them concretely (algebraically， analytically)， even if M = JP>1 the 
complex projective line. We introduce two kinds of pictures， a Klein picture and a 
Riemann picture， each of which determines the covering topologically for the cases 
M = JP>1 and M = b.(0，α)口 {zE Cllzl <α}， a ball. 
Let X-→JP>1 be a branched covering of JP>1 of degree d， where X is a compact 
Riemann surおce.We denote by B f = {qlγ・・?仇}and φf the branch 1以O侃cu出sa叩，n
the mor∞iωodrom工nyr児epr陀es田eI叫i泌七凶&抗七ion0ぱff respectively. やfis determined uniquely up to 
its represe批ationclass [争f]. 
Let r be a simple orien七edloop in JP>1 passing七hroughthe points qi，・・・，q九 inthis 
order surrounding a domain n clockwisely. We regard n and JP>1 -n as a continent 
and an ocean respec七ivelド Wepull r， n and が-n back over f and get a checked 
pattern consisting of d-continents and d-ocea出， which we call a Klein picture of f. 
The Klein picture determines f topologically. 
On the 0七herhand， take a reference poin七qoin n. We take disjoint pathes 
connecting qo and qj (j 口 1，・ぺη).Let To be七hegraph consisting of the points 
qo， qlぃ・っ恥 andthese p抗hes. We pull To back over f and get a graph T on 
X. T gives a cellul紅白compositionof X， which we call a Riemann picture of f. 
The Riemann picture also determines f topologically. The Klein picture and the 
Riemann picture for a finite br叩 chedcovering of a ball are defined in a similar 
way. 

2 A finite branched covering f : X→ム(0，α)X JP>1 is called a degenerati時 family
of finite branched coverings of JP>1 if (1) every fiber t x JP>1 is no七containedin B f and 
(2) every五bert x JP>1， (tチ0)mee七stransversally wi七hBf叫民(n: fixed) points 
{qlγ ・・，qn}'Put Xt = f-l(t x JP>1) and ft口 f:Xtー吋 tX JP>1. f is then ide凶ified
with the family {五}.Assume for simplicity，α> 1 and (ム(0，α)x∞)nBf=O. 
Let 8 = {t口 eiSI 0 ::::; s壬2?r}be the unit circle. 8 ind uces a braid 0 (8) on 
{ql， ・・・ 3仇}w hich is called 七hebraid monodromy. By 七hetheorem of Zariski-
van Kampen， the equ叫ity争gO(8)口争g，where 9口!I・ Weshow that 1 = {五}
is topologically determined by the pair (持g]，0(8))， while七hecentral fiberんis
determined七opologicallyonly by [<Tg]. We can observe the degeneration through 
the Klein picture. 
vVe can also define a degenerating family of finite branched coverings of balls 
and get a similar theory七othe caseof that of JP>1. 

1 
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3 Every complex 2-dime払sionalnorロ凶 singぬ rity(X， x) can be regarded剖
a degenerating family of branched coverings of balls. We can compu七ethe local 
fundamental group 7rl(X -x，Po) using七heZariski→ran Kampen theorem and the 
Reidemeister司Schreiermethod. The Riemann picture is very useful to carry out the 
comput叫ioncorrectly. 
This method works for七hecomputa七ionof七hefundamen七algroup of every 3 
dimensional orie剖edcompact manifold Y. In fac七， By七he七heoremof Hilden-
Montesinous， there is a covering h Y ー→ 83of degree 3 of七he3-sphere 83 

bra吋lI珂'叫 aknot Bh whose monodromy争九(ryj)，(γ'j: generators of the f1凶 daか即
me凶&必1group 1 
We may r問eg併&ぽr吋d8♂3部 七也heboun町吋lC吋d乱町ry0ぱfム(伊0，1)X ム(伊O，bめ)iぬnCぴ2and the knot B九
a泌sa braid in 6 Xム(0，b). Let B be the cone connecting the origin of C2 and every 
point of Bh' We construct a topological covering f : Xーム(0，α)Xム(0，b) of 
degree 3 branching抗 Bwhich is加 extensionof h. (X is in fact a cone of Y.) 
Then f is a topological degenerating family of branched coverings of balls and 

πl(Y'PO)白川(X-x，Po). 

Thus the computation of 7rl(Y，PO) can be done by our method. 
To cons七れlct3・・dimensionalor注目edcompact manifolds is reduced to五ndpairs 
([叫?σ)such出抗争σ口争， where争isa七四nsitiverepresentation of the世間 group
<悦ぃ・・ ，in>七othe 3rd symme七ricgroup such th剖 every争(γ'j)is a七ransiposition
andσis a braid of n-strings. 
We prove that there are 3 canonical forms for [争].The braidsσwith争σ口 φ
form a subgroup Kφof the n-th braid group Bn of五niteindex. 1七isimportant七o
叫 alyzethe subgroup Kφfor the canonical奇.

DEPARTMENT OF lVlATHEMATICS， GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE， OSAKA UNIVERSITY， Toy欄
ONAKA， OSAKA， JAPAN 
E-mail address: namba@ma七h.wani.osakaベl.ac.jp
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写像類群のアルティン群による簡明な表示

松本自立

98年8月8日

ASSTRACT.向き付け可能関曲面の写像類群の具体的な表示l立、いろいろな過穏を経てW吋nrybにより書き下
されました。この研究では、彼の表示を書き直すと、アルティン君事と呼ばれる一般化された組み紐群の言言葉で簡
明に記述できることを示しますc 一部、単なる警き複しではすまないところがあって、そこは、 Bl'ieskornによ
るアルティン群と特異点、変形のそノドロミーの深い関係を少し具体約に計算することでつめられます。また、書
き直しといっても、 Bl'ieskorn-斎藤恭司によるアルティン群の NOl'malFOl'mの理論を計算機に5寝袋して計算
するもので、それほど単純ではありません6 とは嘗え、あまり深いことは使つてないので、読みもの風に読める
ように書こうと思いますe

CONTENTS 

1. 写像類群のアルティン群による表示

1.1.アルティン群

1.2. 写像類群
1.3. アルティン群による写像類群の表示
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2.3. 最後の詰め:Hyperelliptic im・olution
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1.写像鎖群のアルティン群による表示

1.1.アルティン群.アルティン群と言うのはいわゆる組み紐群の、すごく単純な一般化です。アルティン

が与えた 11本糸の組み組群の表示は、生成元がぴ1‘σ2‘・・・‘σn-1で関係式が

ぴtσj ぴjσ(Ji-jJ之2)、
町内σi=σjσiσj (Ji -jJ口 1)

です。それぞれの生成元が、二本の糸の入れ替えです。これをグラフで表すとして、可換な元は「関係が

良好だから可換J、そうでない非可換な元は「関係がこじれているから、可換でないJと思いまして、グ
ラフ理論で良くあるように、関係がこじれたところだけ辺で結ぶと Figure1のグラフになります。これは、

リー代数の業界では明'-:¥."-1型Dynkin図形と将ばれているものです。グラフ理論の業界では、ただ「道j と
呼ばれています。

では、考え方を逆にして、グラフが与えられた時に、それに対応する群を考えてみてはどうでしょうか。

ループはなくて、多重辺を許した有限グラフYを考えます。この頂点を生成元とする群を考え、関係式を
次のように入れます。点 αとbの聞に辺が一本もない時は、ニ人の関係はスムースでゆ =ba.もし一本
辺があったらちょっとこじれていて、可換ではないけれどもめα=bab、二本あったらもっとこじれていて

この研究は、筆者の数理解析研究所・慶応大学・ :¥IaxPlanck Institute for Mathematics . Nice大の滞在中に行われましたc 文
部省科学技術研究主主も投入されました。関係諸機関に感謝します， lIIPI pl'eprint 9i-i4にまとめましたが、そこには{主結果の証明
には使わなかった)特異点変形の計算に間違いがありますc 直したパージョンはお問い合わせ下さればお送り致しますc なお、~原
稿は98年7月山口大トポロジーシンポジュームの講演集の、誤植を訂正した程度のものですe
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FIGl'RE 1. A.n-1のグラフ
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FmTRE2.S52>上のDehlltwist 

abab = baba、あとは推して知るべし。という関係式を、全ての現点の組にいれます。(二二点間の聞に無隈本
の辺を許し、そこではαとbの隣係をいれない、というパージョンもありますが、ここでは扱いません。)

こうして表示された群をrに付随するアルティン群といい、 A(r)で表します。例えば、ペ(A."-1)はn本
糸の組み紐群と向型になるわけです。ついでに定義すると、さらに各環点に対して a2= 1という関係式を
入れてもっとわると、 Tのコクスター群と呼ばれる群になります。
こんな群を導入するには、それなりの数学的背景があるわけですが、ここでは「半単純リ一群に関係す
るそうだ。Jと思って、とりあえず先に進んでしまいます。(コクスター群については[5]を参照するにとど
めます。アルティン群はBrieskorn[i]によって導入されたもので、グラフがDyllkill図形の時には、それ
に対応する単純特異点の半普通変形控聞の、ファイパースムースローカスの謀本群になっています。これ
については、後で少々触れます。なぜアルティン群と名付けたかと Brieskornに聞いたら、アルティンの

Braicl群に良く似ていて、 Braiclじゃあないからだそうです。)

1.2.写像類群.写像類群の定義を思い起こしましょう。 S2，くb>という記号で、種数g、境界(の連結成分)
がb個、 pUllct.ure(抜けている穴)が n個窓いている、向き付け可能曲閣を表します。この時、 二の曲面の
写像類群を、 JI~' ・ <b>で表します。 (0 は書くのを省略します。)ニの群は、この曲面の、向きを保つ可微分
自己同相の群(こいつは百大すぎる)の、連結成分(写像の集合に対してはコンパクトオープン位相をいれ
る)が作る群です。つまり、可微分自己問相のイソトピー開催鎖って震うやつです。境界については、境界

上の点は全て顕定し、抜けた穴も全て闇定する問相写像のみを考えます。
連結成分をとったことから離散群になりますが、実は有限生成で、有限関係式による表示(いわゆる有線

表示)を持つことが:McCool[18]らにより知られています。

なぜこの群が興味深いのかは、皆さんの方が僕よりも詳しいと患いますが、ニ雷で雷えばリーマン面の
モジュライ orbifolclという物理にも解析にも数諭にも関わった対象の基本群で、あるという事実と、 Hegaarcl
分解を経由して3次元多様体と密接に関連しているという事実のこつに起因するのではないかと思います。
有課表示とわかったらば、その表示を具体的に求めて晃たくなるのが人情です。以下では、境界と puncture
の偶数の合計が1倍以下、つまり b+n:::;lの場合だけを考えます。(原理的には一般の場合がこの場合に
帰着できるのですが、一般の場合の具体的な表訴は与えられていないようです。)

具体的な有限{閣の生成元を、 Dehll.Lickorish， Humphriesといった人達が求めました。それは、 Dehll
Twistと時ばれる元による生成元です。 Figure2のような写像、無理に極鹿標表示すれば半径 1:::;1':::;2の

アニュラス上の変換(l' cos e. l' Sill e )←→ (1' cos(e + 2汀(1'-l)).rsill(e + 2π(1' - 1)))、のあたえる写像類を
Dehll Twistといいます。これは、円筒EF2〉の写像類群1110<2>の元を与えますが、この写像類群はこの元
で生成される自由巡回群であることが知られています。この元を、“DehllTwist"と呼びます。

さて、境界付き曲面が他の曲面に壊め込まれている時には、普通に考えて前者の写像類群から後者の写
像類群に自然な準向型を引き超こします。境界は点、毎に臨定したから(すごく縮かい事を言うと 可微分ホ

モトピックに変形して境界付近で微分まで自明にする必要あり)、部分曲面の自己悶栂は全体に拡強できる
わけですむ
曲面三;・くb>の内部に脊在する単純閉曲線CIこ対し、 Cのその曲面での環状近傍は円儒E52〉ですから、上

-86-



写像類若手のアルティン訴による簡明な表示 3 

信2う(

FIGURE 3. Dehn. Lickorish. HU11lphriesによる写縁類群の生成元

の理屈により一つの λI!l，くb>の元が定まります。これを、 Cに沿っての DehllTwistと呼びます。 Dehn.g 

Lickorish.耳u11lphriesらが求めた DehnTwistによる生成元は、 Figure31こ現れる 2g十1備です。(但し、
b+lI:::;lとします。)ちなみに、 2g十1という数は、 Dehntwistを使う限り最小の数です[13]0 この結果
の雷っていることは、どんなひねくれた可微分間相等像を作ろうとも、この2g+1イ舗の曲線に沿って次々
とひねって行くだけで、いつかは(ホモトピーの意味で)自明な写像に戻せる、というものです。証明は、
かなり大変みたいです。
さて、では関係式はどうかというと、求まってはいるのですが証明はもっと大変です。基本的にはモー
ス関数の変形の理論を使うようですが、撲はfollowしていません。ともかく、異体的な表示は Hatcher-
Thurston[12J.茸arer[l1J，最終版はWaj1l1'・yb[21]によって与えられました。(でも、ちょっと表示が間違って
いて、訂正版がBinl1an-"¥Vaj1l1'}叫4]にあります。ちなみに、この辺の下りはBirmanのsun・e:r[2Jが読み
やすいのですが、そこのh}アpere1lipticinvolutionも別の形で、間違っているように思えます。)
その表示とは、次のようなものです。 Co・C1，'• .‘ C2gを、 Figur・e3の関曲練に対応する Dehnt"恒tsG JlIF1〉
としましょう。

Theorem 1.1 (Wajnryb).写像類群M，?>は次の様な表示を持つ。生成元:向.α1・・・・・ (/2g (これらは
写像類群の Co・C1・・・・ .C2gに対応する)関係式:

(A):町内 =αJαi(Ci nCj = oの詩)，および aiαjcti口 ctjctiαj(Ci n Cjが一点集合の時)
(B): (gど2で必要)(α"1([2([3)4出向(α4((3((2((.1((.1([2α3ct4)一1((0 (((.4向 (/2α1(/1α2ft3((.4).
(C): (gど3で必要)

(/ob1b2 =α1 ((.3α5b3‘ 

ここで
b1 :口 (α4((.3 (/5 a4 )((.0 (α4α3((.5(/4)-1句

b2 := (α2α1α3ft2 )b1 (a2((.1((3向)一人

b3 := (αJIG51α51αJ11tα2α3α4α5α6)一1αo(αJ1Q151α51GJluft2α3α4((.5α6). 

u. := (α5α6)b1(((.5向 )-1

とおく。

さらに、境界無し間曲面の写像類群Jfgの表示は、もう一つ hyperellipticin'volutionと呼ばれる関係式(D)
を付け加えて得られる(ここでは省略する。 [21][4]を参照のこと。訂正が[4]で入ったのはこの関係式).こ
の欝係式のみがgに依存して長くなる。

対応する給の形により、この4つつの関係式(A)ベB)‘(C)，(D)はそれぞ、れbraul，chaiη‘lantern. hypeT-
elliptic関係式と呼ばれています。これらの関係式がなぜ成り立つかは、 Birmallのサーベイ[2]に載ってい
る絵を見ながら地道に曲冨の基本群への作用を計算すると納得できないこともありませんが、この関係式
で十分だということは僕自身はfollowできていません。
さて、ここで関係式 (A)を克たら、アルティン群を思い浮かべるのが自然でしょう。実際、関係式 (A)
は、アルティン群から写像類群への準向型

ρl:.4(Tg}→MfI〉

ワ
4
0
0
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FIGURE 4. The graph九

が存在すると言っているに他なりません。ここにむは、 Figure4に示されたグラフです。それぞれの番号

の頂点を、それぞれの番号の DehnTwistに対応させて、アルティン群からの準同盟となる必要十分条件
が、 (A)が成り立つことなわけです。そして、 Dehn・Lickorish鋪荘ul1lphriesの「生成元j という性質は、 P1
が全射だといっているわけで、す。そして、 ¥¥7ajnrybらの結果は、そのカーネルが正規部分群として (B)，(C)

で生成されるといっており、さらに A.(九)→ Mgまで、行ってi替えるカーネルの部分は(D)を付け加えて正
規部分群としての間包をとればいいといっているわけです。

ここまではただの言い換えです。問題は、 (B)，(C)といった関係式が、アルティン群というものを導入し
でわかりやすく言い換えられるだろうか、というものです。結論からいうと答えはYesで、 (B).(C)，(D)の
いずれもが部分アルティン群の中心の言策で、簡明に述べることができます。

1.3.アルティン群による写像類群の表示.そのためには、アルティン群の構造に関する基本的な言葉を導
入しないとなりません。

まず、グラフflこ対して、その誘導部分グラフH(full部分グラフとも呼ばれる。つまり、 HはEの頂点の
部分集合を一つ決めると決まり、決まりかたは、その部分集合の中に河端の入っている沼は全部HIこも入
れてしまうことで定まる)があると、自然に準向型A(H)→A(r)が定まりますが、これが単射だと Van
cler Lek[9]により註明されているので(単射性は以下の議論で使いませんが)、 A(H)をA(r)の(Hに伴う)
部分アルティン群と呼びます。

関係式 (B)(C)(D)は、それぞれ九の、ある Dynkin部分グラフにともなう部分アルティン群の中心の生
成元の雷葉で書き表されます。それを述べるために、 Dynkin図形のアルティン群に対してのみ証明されて
いる、次の定理(Brieskorn-斎藤恭司[8]，Satz 7.1， Satz 7.2とその Zusatz.)をまず述べましょう。 (DYllkin
および拡張Dyllkill'図形以外の、一般のグラフに対するアルティン群の研究も行われていますが、それほ
どは構造が良くわかっていないようです。)

rを、既約ルート系のDynkincliagram‘すなわち An'Bn， Dn Ee， E7， E8， F4' G2， H3， H4' h(p)，のう
ちのどれかとします。(対応するグラフは、例えば[5].これを見なくても、以下を読むのに全く差し支えあ
りません。)

対応、する生成元引に対し、その語(すなわち生成元とその逆元の、ただの列)wがpositiveであるとは、
α71の形の元を含まないこととします。空の語も positiveとします。 positiveな語と群の元としーピ陪じにな
る群の元を、 positiveな表示をもっ、ということにします。

Theorem 1.2 (Brieskorn・斎藤).fをD抑'.kiη，悶形とする。 'WE A(f)に対し、次の性質を考える。

. lUは αJの積にとして ]Jositiveな表示をもっ。
@全ての aiに対して、 αritLYはなおlJositi'lleな表示をもっ。

すると、このこつの性質を満たす群の元の中で、もっとも小さいものがある。すなわち、ム(f)という群の

元であって、 ]Jositiveな表示をもち、他に上のニつの性質をもっtL'があったら、ム(r)-lw はpositi'veな表
示を持つものが帯在する。

ム(r)の容在は、対応するコクスター群の有眠性をてこにして、組合せ群論的に証明されます(僕はその
真髄を理解していませんLα711uがpositiveな表示を持つ時に faiが'Wを割り切るj と考えるなら、ふ(r)
はαi全ての f最小公倍数jです。ム(f)の幾何的意味については、あとでちょっと触れます。

ム(f)は、次の性質を持ちます。
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FIGl7RE 6.関係式(d)，(e)を与える部分アルティン群

(i)ム(f)のコクスター群(慣例にしたがって、 Dynkin臨形の場合はワイル群と呼びます)での像は、
最長元 Woとなる(生成元で書いて長さが最大になる元のことですが、以下ではそれほど重要では
ありません。その長さは、 positiwl'ootsの数に一致します)。
(ii) _-1(f)の中心は、自由巡回群であり、その生成元 c(f)は(ニつあるがそのうちの一つは)次の公式
で与えられる。 c(f)口ふ(f)2= rr" (wo手…lの時)、 c(f)ココム(f)= rr'抑 (wo口-.1の時)。こ
こに、 hはルート系のCo:x:eternumberで、日は生成元である ajを好きな}I誤番で一つずつ全部掛け
たもの。

上で、いっていることには、 Hは掛け算の}I罷番に依容するが、立"は依容しないことを合みます。 lL'o=-1と
いっているのは、ワイル群はGL(γ)の部分群ですから、最長元が-1倍というスカラー行列になるかどう
かです。コクスター数 hについては、ルートの数を生成見の数で割ったもの、と思ってもらっていいので
すが、何にせよ[5]を見れば全部表に載っているものです。ですから、以下を読むのには障害になりません。
さて、上の理屈により、グラフ Tgの誘導部分ク、ラフとして現れる Dynkin図形rごとに、群準i奇型

.4(f)→ .4.(Tg) 

が得られます。これによる c(f)の像を、記法の濫用により再びc(f)E .4(九)で表します。すると、主定
理は次のように表されます。

むの部分グラフとして現れる Dynkin留形の中で、次の4十 2種類のものを考えます。その 1: Figure 5 

に書き込まれた.-1.j，・・，-1.5・E6'Eiのうちのどれか。その2: Figure 6に書き込まれた .4~q 、 D2g- 1のいずれ
か。(図から見てとれるグラフが、その型のD-rnkin国形ですから、国形とその名前の対応もこの留から読
み取れます。)

Theorem 1.3.関係式(A)のもとで、 TheOTem.1.1の(B)は

(if) c( .-1•5 ) = C(.-14) 2 

n同
d
口
x
U
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と同値。関係式(A)と(b)のもとで、関係式(c)は

(c) c( E，) :::: c( Eo ) 

と伺値。関係式(A).(b). (c).のもとで、関係式(D)は

(d)ftig-2=c(D2g-1) 

と同値。 J1iの表示は関係式(A).(b). (c).および

(e) C(.4~g)2 == 1 

で与えられる。

い換えると、ペ(九)j[(b).(c)] ~ M;:l>. .4(九)j[ (b)ベc)岡(e)]笠Mi‘.4(九)j[(b)‘(c).(d)J ~J.11g' 

Remark 1.1.具体的にこれらの撰係式を書き下しても、簡明なものになっている。

c(.44 ) .一 (αoa2ct3(4)5 

C(A.，5 ) .一 (αOct1α2α3(4)6 

c(Eo) .- (α。α2α3C/4αsα6)12 
c(E，) .一 (α。α1α2α3([.4([..5α0)9

c( .4~g ) .… (α1((.2α3α4・ .ct29j2g+1 

c(D2g-d .- (α0([.3((.4((.5・・・ct2g)49-4 

を代入すれば良いし、カッコの中の元の掛け算のJI麗番にはよらない。

Remark 1.2. Lo∞O吋i詰je炉e引ng酔ζaは、京都でで、の第者とのこの結果のコミユニケ一シヨンの後、独立に純代数幾何
的な方法で(つまり Ha拭tcωcher-Thur叫sto叩nを使わず)jλ11，丘Jの似たような表示を求めることに成功している。彼
の方法は平商4次曲線のモジュライ空間と穏数3の超構内曲線の張り合わせで種数3代数曲線のモジュラ
イが得られる[1;]ことにもとづく(現在preprint)ものである。こちらの方向から、一般の穣数での純代数
幾何的な証明が得られればとても面白いと思う。)

2.証明のあらすじ

2.1.なぜそうなると倍じたか.細かいことは論文を見て]貰くとして、ここではなぜアルティン群のセン

ターで書けると思いはじめたかをいいます。最初はg==3に集中していました。 g=2の持は、Birman輔
廷ilden[3]により、 6本糸の組み紐群の高として写像類群を番くと、(みんな気づいていたのでしょうが例
えば.Jones[16lfi10参照)6本糸の組み紐群と 5本糸の組み紐群のセンターの醤葉でカーネルが表されます。
g==3ではEiアルティン群から写像類群への全射があることがすぐわかりますが、境界無し写依類群は中
心が自明ですから、少なくとも C(Ei)の像は自明になります。 C(E6)の犠は、 6つつのDehnTwistと可換
であり、これはEoを形作る閉曲線の合併の環状近傍の写像類群に入るはずで、かなり特殊な形をしている
はずです(だって、 DehnTwistと可換ですよ)。

それで、多分際係式はセンターで書けるんだろうなあと思っていましたが、どうやって計算したらいい
かわからないでいたところ、とある機会に斎藤恭司と話す機会(試験の採点)があり、 fアルティン群には
Xor・malformがあるJと聞き、それを使ったらなんとかできました。
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2.2. Normal formと計算機. [8] の面白いところの~つは、 Dynkin 関形に対応するアルティン群の任
意の元 wを部分アルティン群のムの積に一意に分解するアルゴリズムを与えている点です。その分解は、
lC = ム(f)-nム1ム2・・・ふsの形のもので、 nはム(r)"wをpositivetこする最小の整数n、ム1はム(f)"wを割
る全ての生成元 aiたちの張る部分アルティン群(対亦する図形が連結とは限らないが、それでもうまく苛
く)のムであり、以下帰納的に定義されます。
この Nonnalf01'・IIIを求めるアルゴリズムを LISPで書きました。 (b)と(B)の向値性はとても簡単です
が、 (c)と(C)は実はそのままでは同値ではありません。 vYajm・ybの関係式 (C)をいろいろな元で毎自共投
をとっては関係式 (B)で寵き直す、という作業を数か月つづけて、ある日偶然に(c)が求まりました。(今
のところ、(c)を 132イ闘のDehnTwistsで共役をとり、一回 (B)を使うとい)になる、という証明です。)

2.3.最後の詰め:Hyperelliptic involution.しかし、一番簡単に思えた関係式(D)がなかなかセンター
の雷葉で書けません。穂数3でさえ、計算機を使ってもうまくいかないし、一般穣数ではアルゴリズムそ
のものがありません。そこで、初心に戻って、 fアルティン群の幾倒的意味Jを使おうと思いました。
何の準備もなく結果だけ言うと、 rrをよD.E型のDynkin図形とし、 F→Bを対応する有理特異点(複
素代数曲線上の)の半普通変形空間とする。この時、 Bのファイバースムースローカスの基本群は対応する
アルティン群となり、ミルナーファイバーへの Geollletric羽onocloromyは対応する DehnTWlstsで記述
される。ムの作用は、 Bに入る C製作用から告然に記述され、境界に沿ったDehnTwistsの積になる。j と
いう事実を使います。
_-LD.E全ての場合についてムの写像類群への作用を具体的に書き表しました(特異点の専門家には簡単
なことなのかも知れません)が、それについては[20]を参照して頂くということで、ここでは実際に必要で
ある D2g-1特異点のみを例にとり解説します。

曲線上のD"型特異点というのは、 .r(.r"-2+ポ)=0で与えられる特巽点です。 Brieskornの理論[6]に
より、この特異点の半普遍変形空聞は、ある重みつき斉次多項式

F(x¥y:8ト・・・ .8，，)= 0 
で与えられた 11+1次元多様体が、 (8ト・・・‘8，，)という η次元ユークリツド空間に乗っかっている、アフア
イン出線の族により与えられます。 81=・・・ = 8n = 0でのファイパーが.1'(.1~ ，， -2 十ポ)=0 となります。こ
のファミリーを F→ Bと書きます。

この空間の構成の方法は詳しくは述べませんが、 n次元アフアイン空間B:=SpecCC[t1司・・・‘t，，]を考え、そ
のよに、あるファミリーを乗せ、 DIl型ワイル群を自然に作用させ、その荷空間を Bとするのです環でいえ
ば、 CC[t1・・・・・tn]の不変式環の基本不変式(対称群でいうと、基本対称式のことです)を(九(t).....P，，(t)) 
とし(各々は11変数斉次多項式)、 (tr，.... t，，)ト→(日(t)ぃ・ぺPn(t))でF→ Bを引き戻してやる、つまり

F(.l¥YjP1(t)，... ，P，，(t)) = 0 
を考えてやるということです。こうすると、 t空間の方では特典なファイパーが載っているのはちょうど
ワイル部屋の壁となります。一部屋に n偲の壁があるのですが、それぞれの境界に載っているファイバー
は一点 pincheclRiemann surfaceになり、その壁を越えるごとに、ファイバーへの幾倒的モノドロミー
として、対応する vanishingcycleでの Dehntwistが引き起こされます。 (Eでは壁を越えて加のワイル
部屋に動く遊が、下の空間 Bでは閉じた道になっていることに在意して下さい。)さて、これらの壁は
基本ルートに対応しており、 Dynkin閲形の現点と対応しているのですが、対応する vruushing・cyclぞの
単純閉曲線の交わり方が、ちょうどDynkin図形と同じ形になっていることが示されます。 (A'Calllpoの
real cleforlllationの理論[1]を使うと簡単にわかるらしいですが、僕にはfollowできないので石田敦の結
果[14]を使いました。)そして、 Brieskornは、 Bの中でファイバーがスムースなものの作るローカス B。
の基本群がアルティン群A(D，，)であるということも証明しています[7]。ではそこで、ムは伺なのでしょう
か。 Eには全てのむを定数倍するという C"作用がありますが、これで一点toE Eから始めて exp(21iill)to
(ll : 0 → 1/2)で半回転させてやると、閉じていない道ができます。その Bでの像は閉じた道になるこ
とがわかります。この道がムなのです。あとは、このムを計算してやればいいのですが、話を簡単にする
ためム2を計算することにしましょう(この差は結構微妙で、 [20]では上半平面などを持ち出す羽目にな
りましたが、特異点の専門家からすれば簡単なのかもしれません)0exp(27riu)toで、変形するといっても、
F(.r.y:九(t).....P，，(t))口 Oは斉次多墳式ですから、下の空間の道の、曲線のファミリーへのリフトとし
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1 (1@(D 2 
FIGl'RE i. 11が奇数の時のD"

c(D
2s
_1) 

。
FIGFRE 8.そのHUlllphries生成元でのありょう

て、(目p(17l.c2πi'll).1'，exp(my2πill)Y:円(exp(2πill)tO)，...，P，，(exp(2πi u )to)をとってやれば、ファイバー
は全く変形しないでもとに戻ってしまいます。(ここでm山 myはむを一次と見て、 Fを重みつき斉次多項
式と晃た持の .1'.Yの重み。)。では、どこでモノドロミーが出て来るかと言うと、ミルナーファイパーを考
えるところです。

つまり、代数幾何を離れて、トータルスペースを原点中心の関球でちょん切ります。各ファイパーは、位
棺的には境界っき間曲面となります。ここで、境界には無眼遠点の近傍からくる自明な直積化を入れてお
いて、その意味で境界を囲定してファイパーへのモノドロミーを見るのがGeollletricllonodr・onn・です。
つまり、この場合は

λ(D，，) = 1ir(BO)→ ilffb〉
が与えられます。ここに、 bは無限遠点の個数、 gはスムースファイバーの穂数です。(例えばηが奇数の時
には、‘1・=0とA・，，-2 トy2= 0のそれぞれから一つずつ、合計2個無限遠点があり、種数はちょっと計算
すれば(n-1)/2です)。境界をとめるためには、各無限遠点の照りでDehnTwistsをしてやる必要があり
ます。その回数は、各無限遠点を定義する局所パラメータが、 .1:.yの何次の多項式かを克ればわかります。
Brieskor・nの計算[6]で、 (:r・y)の重みはそれぞれ(2.11-2)であり、 :r=ロ Oの方から来る無眼遼点の局所パ
ラメータ l/yの重みは一(n-2)、.1'，，-2+ y2 =ロOの方からくる無限遠点のパラメータは、 z直線上でこの曲
線が(11が奇数だから)2位で分岐していることを考えると、震み…lとなります。この回転を押えて境界
を止めるためには、各々の境界でDehnTwistsをそれぞれ(n…2)回、 l回施さなくてはなりません。こ
うして、 Figur・eiにおいてDehnTwistの積FJ-2F2こそが、 c(DI1)口ふ(D，，)2のGeollletric:Monoclrollly 
であることが分かりました。

給を、 Dehn-LickorishωHumphr‘iesGeneratorのなかに無理に壊めると Figure8になります。既にrelation
(b).(c)で境界一個っきの曲面の写像類群は求められており、簡単な考察[21]かられ =F2となる関係式を
加えれば境界のない写像類群が求まることがわかります。 FIg-3F2=c(D2g-1)を使えば、それには(cl)で
十分だとわかります。

その他の特異点変形のムのそノドロミーもトポロジー的に面白いと患います。例えば、ム(E6lは水平方
自の halfDehn Twistを与え、これがHumphries[13]が生成元を減らすのに用いた元の正体であることを
コメントしておきます。

謝辞.この研究にあたって、たくさんの人が色々なことを初歩から教えて下さいました。アルティン群の
静夜そのものを教えてくれた斎藤恭司先生、特異点変形に関するコメントをくれた払 Brieskol・先生、 P.
Sloclowy先生、全体に関連した成果を教えてくれたE.Looijenga先生、そもそもの動機である写像類群の
研究を喚起してくれた織田孝幸先生に感謝します。この研究は種数3写像類群へのガロア作用を調べた研
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究である[19]の延長にあり、その研究は組み紐群へのガロア作用を研究した伊原康隆先生との共同研究[15]
に動機付けられており、数学の門へと僕を導き入れて下さった伊原先生に謝辞を述べたいと患います。
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Abstract 

A rack is a non-empty set wi七ha binary operaむionsuch tha七rightmultiplication is 
an automorphism. New racks closely related to出ebraid groups arid the mapping 
class groups will be introduced using “cords" on surfaces， and their structure will 
be investigated. Emphasis will be laid on the racks of cords on the plane and the 
sphere. In particular， their presentations and the center of七heassociated group of 
the rack of cords on the sphere will be given. 

Keywords: Rack， braid group， mapping class group 

AMS class~戸cation: 57M25， 57N05， 20F36 

1 Introduction 

A rack is a non-empty set with a binary operation such that right multiplica愉

七ionis an automorphism. In general， the binary operation is no七associative
and a rack is very di証'erentfrom a group. A typical example of a rack is the 

quandle of a knot due to D. Joyce [11]， which classifies七heknot up to mirror 
image. This is generalized to the fundamental racks of codimension-two links 
by R. Fenn and C. Rourke [8]. 

In this paper， we introduce certain racks closely related to the braid groups 
and the mapping dass groups， and investigate their structure. They can be 
expected to play a fundamental role in the monodromy calculus appearing 

1 This research is s叩 portedby Grant同 irトAidfor Scientific Research (No. 10440015)， 
Ministry of Education， Science and Culture， Japan. 
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in 4-dimensional topologyj in particular， in surface braids and in Lefschetz 
fibrations. 

Let r: be a connected oriented 2-manifold and let Qn+1 be a set of n十1interior 
points of r:: Qn+1 = {qI， q2，'" ，qn十d，where n+1ど2.A C01"d on (r:， Qn+1) is 
a simple curve (un-directed) on int(r:) whose endpoints are dis七inctpoi脚 of
Qn十1・Weassume th抗 thecurve is disjoint from Q叫 1excep七品 theendpoints 
(see Figure 1). 

% 
@ 

qn十1

Fig. 1. 

We denote by Mn+1 (r:) the mapping class group of (丸Qn+1)，that is， the group 
of isotopy classes of orientatiorゅreservinghomeomorphisms of (2:::， Q叫 1)onto 
itself whose restrictions to the boundary θr: are the identi七ymap.

For a cordαon (丸Qη+1)， we denote by r[α] E Mn+1 (r:) the disk twist onα， 
which means tl則 so七opyclass of a homeomorphism of (丸Qn+1)whose support 
is a disk neighbourhood of αin which i七givesa “1800ぺWlS七"interchanging 
the endpoints of α. 

Two cords αand ci 町 eisotopic if they are ambient isotopic by an isotopy of 
:r: relative to Qr叶 1and θr:. Let Xn十1(r:) be the se七ofisotopy classes of cords 
on (r:， Q叫 1)'We will use the same symbol for a cord and its isotopy class. 
Notice that the element r[α]巴Mn+1(r:) is well-de白ledfor α巴Xn十1(r:). 

Definition 1 A non-empty set X withαbinα1"y opemtion八 isαγαckザthe
following twoαxiomsα陀 Sαtisfied:

(1) Fo1" each b E X， the mαpping X →X defined byα日 α八bis bijective. 
(2) (α八b)八C出 (α八c)八(b八c)fo1"αIIα，b， c巴X.

The notion of racks (under di宜'erentterminology) has been repeatedly discov側
ered and disc附 edby several authors合omvarious points ofview， see [18]， [11]， 
[17]， [4]， [14]， [8]. We follow the terminology of Fenn and Ro凶 ce[8J alむhough
we use differe凶 notationfor the rack operation. (The notationαb prbposed by 
Fenn and Rourke [8] is quite ideal from mathematical viewpoint， however it 
becomes somewhat incovenien七whenb is written in a complicated form. In a 
sense， our notation α八badopts their proposal because this notation is similar 
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to the七excommand for αb.) 

Let X be a rack， and le七F(X)denote the free group generated by all elements 
of X. Let N be the normal subgroup of F(X) consis七ingof those elements 
叩 EF(X) such thatα 八ωロ αforallαE X. No七e七ha七α八wmakes sense 
for αE X and wεF(X)， see [8]. The operator' g1'oup 01 X is the quo七ient
group F(X)/N， which is denoted by Op(X). Let K be the normal subgroup 
of F(X) generated by (α八b)b-1a-1bfor allα，b E x. The αssociated g1'oup 01 
X is七hequotient group F(X)/K， which is denoted by As(X). The axioms of 
a rack imply tha七Kc N， and we have a natural surjection As(X)→ Op(X) 
(for details， see [8]). 

Let X川 1(L:) be七heset of iso七opyclasses of cords on (L:， Q叶 1)as defined 
above. We make吐leset X叶 1(L:) a rack by giving a binary operation八as
follows: 

α八F口 (α)γ[s]，

where we assume that Mn+1 (L:) acts on Xr川 (L:)from the right and that 
for 71，72巴Mπ+1(L:)七hecomposition九乃 means七hemapping class which is 
obtained by applyingη 缶詰 andthen乃・Itis lef七tothe reader七overify七ha七
七hisopera七ion八satisfiesthe two axioms of a rack. 

The purpose of this paper is to prove the following七heorems.

Theorem 2 11 n十 12:3αndL: = IR2 01' 82， then the operato1' g1'oup 
Op(Xn+1(L:)) is isomorphic to the mappi旬 clαssg1'o叩 Mn+1(L:).

Theorem 3 The αssociated g1'o叩 As(Xn+1(IR2))is isomo1'phic to A1'tin's n+ 
l勾st1'ingbraid g1'oup Bn+1・

Theorem 4 The αssociated gro叩 As(Xn+1(82)) is isomo1'phic to the quotient 
g1'oup 01 B川 1divided by the relations 

uσi=ぴiU (i = 1，2，・・・，n)，

叫 e1'eU 口 σ向...σn-1σiσn-1・ .σ20"1'

Remαrk. In [7] i七isproved that the η 十l-stri時 braidgroup Br叶 1(82) of the 
2-sphere 82 is isomorphic to the quo七ientgroup of Bn+1 divided by七herelation 

U = 1. 

On the other hand in the associated group As(Xn+1(82))， the element U has 
ir命lIteorder， because by Theorem 4 the abelianization of As(Xn十1(82)) is an 
in良nitecyclic group in which u is no七theidentity. Thus there exists a central 
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extension 

1→ (u)→ As(X:π+1 (S2))→ Bn+1(S2)→1. 

Theorem 5 The rack X7川 (JR2)of cords on (JR2， Qπ+1) hαs the following p陀鴫
sentαtion: 

ρ) Generati句 set:

(2) Defining relαtions: 

'Yi八γiロ γt

γi八'Yj口市

(γt八γJ)八市出γj

γ1，γ2，・・.，γn 

(i=1，2，...，n) 
(Ii -jl > 1) 
(Ii -jl = 1). 

(1) 
(2) 

(3) 

Theorem 6 The rack Xπ+1(S2) of cords on (S2， Q叶 1)has the following p何個
sentαtion: 

(1) Genenαting set: 

γ1， 'Y2，・・・，'Yn 

(2) De.βning relαtions: 

前八前口前 (i=1，2，...，n) 
乍八万口市 (Ii -jl > 1) 

bi八γJ)八'Yi='Yj (Ii -jl = 1) 
γ1八(γ2・・・'Yn)='Yn八bnー1・..γ1)' 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

The nexむ七wo位leoremsare valid for a general connected oriented 2-manifold 
:E， not necessarily JR2 or S2. 

Theorem 7 The m叩 γ:Xn+1(2;)→ M7川(:E)is injective. 

Corollary 8 The natural m叩 η:X叫 1(:E)→ As(Xr叶 1(2;)) is injective. 

Proof. The mapping T : Xn+1 (2;)→ Mn+1 (2;)conj is a rack homomorphism， 
where Mω(2;)conj is the conjugation rack of Mn+1 (:E) (cf. [8]). Thus by uni-
versa1ity of the associated group [8]， T spli七sthrough η: 

ァ:X川 1(2;) ~ As(X:π+1 (2;))ユ Mn+1(2;).

The injectivity ofηfollows from the injectivity of T.富

Theorem 9 

Op(Xn+1(2;)) f"'J As(Xn+1(2;))jCenterAs(X:叫 1(2;)). 
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We return to the case of 8 2 • Our fina1出eoremgives the structure of the center 
of the associated group As(Xn+1(8

2
)). Here we assume七hepresent叫ionof 

As(X叫 1(82))鎚 inTheorem 4. 

Theorem 10 8uppose n十 1と3.CenterAs(X叫 1(82)) is generated by u口

町内・・・ σn-lσiσn-1・・・σ2σ1αndvロ (σ向・・・σπ)n+1.Both the generators 
hαve mβnite order，αnd sαtisfyαsingle relαtion un十l口 v2

The racks Xn+1(lR
2
) and X叶 1(82)introduced in this paper can be expected to 

p1ay a fundamenta1 role in the monodromy calculus appearing in 4-dimensional 
topology， for example， in surface braids [12] or in Lefschetz fibrations [15]. Also 
these racks are considered to provide a natural mathematica1 framework for 
the "quan七uminverse" introduced in [16]. Racks and quantum inverse will be 
fully discussed in a forthcomn山gpaper [10]. 

The construction of the racks of cords was announced by the second author 
in a talk at Conference on Low Dimensional Topology， University of Sussex， 
April， 1997. 

Af七erfinishing the 1as七draftof this paper， Luis Paris informed us of P. De-
hornoy's paper [19]， in which Dehornoy finds an i脚 restingconnection between 
free left distri七凶vesystems (closely related to仕切racks)and braids which is 
differen七fromours. The au七horsthank L. Paris for出isinforma七ionand useful 
comments. 

2 Operator groups of X叫 1(lR2) and Xn十1(8
2
)

LetおbelR 2 or 82. Take a system of cords {γ1，・ e・1γ'n}on (:E， Qn+1) such that 
七heendpoints ofγ'i are qi and qi十1and such thatγinγj C QT叶1for iヂj.We 
will晶玉 thissystem in what follows. 

Proof of Theorem 2. Let r : F(Xn+1(:E))→ M7川(:E)be a homomorphism 
defined by 

α;1...α;s日ア[αr]El • • • r[αJs， 

where ti E {士1}and αE  Xn+1(お).This is a surjective homomorphism 
because r[γ1]，" . ，

γh'n] generate the mapping class group Mr叶1(:E). We wi11 
prove that kerγcoincides with the normal subgroup N of出efree group 
F(Xn+1 (:E)) defined in Section 1. 

If切口 α:1...α~. is in kerr， then r[αr]El • • • r[αS]f. = 1 E Mn+1 (:E). This 
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implies七】latfor any αE Xn+1(I:)， α〈切口 (α)γ[α1]f1. . . T[αS]f.口 α.Thus， 
W 巴Nby the definition of N. 

Conversely， ifω=α;1...α~. is in N， then for any αE Xn+1(I:)， α口 α八切口
(α)ァ[α1]f1・・.T[αS]f.. In partic叫ar，T[αlit1...γ[αS]f. preservesγ1ぃ・・，γπ 巴Xn+1(I:).
Ifn+1之3and I: = IR2 or 82， this means in turn七ha七T[α11E1...γ[αS]f.is iso-
topic to the identity through an isotopy of (丸Qr叫).Thus，切巴kerγ.Hence 
kerT = N， and we have Mn+1(I:) rv F(X叫 l(I:))jN= Op(Xn+1(I:)).自

3 Associated group of Xn+1 (IR2) 

Let I: be IR2 or 82. If I: = 82，七henwe assume that I: is the one-point com叩
pactification of IR2. In this section we assume for simplicity that七hepoints 
in Qr川 aregiven by q1 = (0，0)， q2 = (1，0)，. . .， qn札口 (n，O)E IR2 and that 
γ1 = [0，1] X {O}， 12 = [1，2] X {O}，.. . ，γη 口 [n-1， n] X {O} on the x-axis. Let 
Li (i = 1，... ， n) be吐lehalf line {i} X (一∞，0].The terminal point of Li is 
qi+1・Le七li: ([0，1]， {O， 1})→ (IR2， q1) (iロ 1，.. . ，n) be a simple closed curve 
which intersects Li transversely once from left to right and does no七intersect
Lj for j チi(see Figure 2). 

qnや1

Ll L2 Li Ln 

Fig.2. 

For each i (i口 1，.. . ，n)， consider an iso七opy{h~i)}昭三1 of IR2 whose support 
is a regular neighborhood of li([O， 1]) and such that hg) is七heidentity map 
and h~i)(q1) = li(t)， 0::; t ::; 1. 

We denote by hi (i = 1，...， n) the homeomorphism of (IR2， Q刊)which is the 
final stage of the isotopy {h~i)}叩9; hi 出 h~i). Note七hat

hi口 T[l11γ51...γご1fγM・・・γ2γ1]巴Mn+1(武2).
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Lemma 11 Eαchα巴Xn十1(IR2) is equal to an element of the formγ1 叩̂
ωhereω zsαword ofγ1，・・・，γn'

Proof. Letαbe an e1ement of Xn+l (lR2) whose endpoints町eqi and町(i< j). 
Let ci be α八(γi-l'Yは・・・γ尚一均一2・・・γ2)'Then endpoints of cl are q1 and 
q2・Thuswe may and will assume without 10ss of gi:merality七ha七theendpoints 
of αare q1 and q2・

Suppose thatαintersects some of L1'・..，Ln transversely. We prove Lemma 11 
by induction on the number of the i凶ersectionpoints. 

If αdoes no七in七ersectL1'・・・ ，Lnexcept a七七heendpoin七ofLl'七heni七is
isotopic toγ1・The1emma holds in this case. 

If αhas intersection points with some of L1' .・・ ，Lnother than the endpoin七of
L1' then let Lk be the las七ha1fline that αintersec七swhen one traversesαfrom 
q2 to q1・App1yhk (or hk

1)七oαaccordingasαintersects Lk from right to 1eft 
or 1eft to righ七at七he1ast intersection. Then (α)hk (or (α)hk

1
) is isotopic七oa

cord βwith fewer intersection points with Ll'・.. ， Ln. By induc七ionhypo七hesis，
s is γ1 ̂ r where r is a word ofγ1， . . . ，γn. Then α=γ1八(r8-1).Here 8 is the 
word γf1γ51...γtldγk-1・・γ2γ1(or i七sinverse)， so thatγ[8] is hk (or h;;l). 

Corollary 12 The rack X:叶 1(lR2) is ger町 αtedbyγ1，・・・，rn. 

Corollary 13 The αssociated gro叩 AS(Xn+1(lR2))is generated byη(γ1)，・・・，17(γη)，
ωhereη: Xn+l(1R

2)→A8(Xn+l(畏2))is the natural map. 

Lemma 14 The relαtionsρ)-(3) hold in Xn+l (lR2)αnd the同Jαtions(4)-(η 
hold in Xn十1(82). 

Proof. The re1ations (3) and (6) are checked仕omFigure 3. The rela七ions(1)， 
(2)， (4) and (5)町eproved similarly. Two cords i1lustrated in Figure 4町e
isotopic in (82， Qn+l)' This implies七here1ation (7). I 

YYi+1 

↓τ仇 1]

¥〈J ノYi八百十I
↓τ[Yd 

. .蜘時晴一問自由@

(Yi八Yi+1)八Yi

Fig.3. 
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¥ζ二ニニ二ノ
'Y1八("(2…'Yn)

↓isotopy 
凡人('Yn-1…'(1) 

〆アτごす¥

Fig.4. 

By Artir山 theorem[1]， [2]，出en + 1-string braid group Bn+1 can be ide凶ト
fied with the mapping class group Mr叶1(D

2
) of (D2， Qn+1) Wi七ha suffi.ciently 

large disk D2 which contains Qn+1・Fora cordαon (lR2， Qr川)， we define an 
n十 1-stringbraid σ{α] to be吐1ebraid that is identified with the disk twis七
γ[α] in Mr川 (D

2
)under the identification Bn十1ロ Mπ+1(D2).Notice that 

σ{γ1]， • • • ，σhn] are the s七a吋ardgenerators，σI，...，σπ， of the braid group 
Bn+1・Artinproved that Br叶1has the following group presentation: 

(1) Generating set: 

σ1， . . . ，σπ 

(2) Defir山grelation 

σiσj口 σjσ(Ii-jl > 1) 
σ的 σi=σjσiσj (Ii -jl = 1). 

Proof of Theorem 3. The mapping σ:Xη+1 (lR2)→ Bn十1satisfiesσ[α八月出
σ[(α)γ[s]] = (σ[s])-lσ{α]σ[s]. Thus σ Xn十1(lR2)→ (B叫 l)conjis a rack 
homomorphism， where (Br時l)conjis the conjugation rack of Bn+1 (cf. [8]). By 
universa1ity of the associated group [8]， there exis七sa group homomorphism 
円:As(Xn+1(lR2))→B叫 1which makes the following diagram comm凶e:

Xη+1 (lR2)ーユ→AS(Xn+1(lR2))

(Bω)conjτ7Bn+ 

Letρ : F(σ1ド・叶σn)一→ As(Xr叶1(lR2))be the group homomorphism defined 
by 

p(σi) =η(市) (i = 1， •• • ，n)， 

where F(σ1， • • • ，σπ) is七hefree group generated by σ1， • • • ，σn' 
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If li -il > 1， then we have 

ρ(σfσj町)口η(γi)-1η(γJ)η(市)

zη(γj八明)

ロ η(i'j) (by Lernrna 14) 

=p(σ'j )， 

in 0七herwords，ρ(σ向)口ρ(σj的).

If li -il口 1，then we have 

ρ(σJlσfσjσiσj)ロ η(rj)一切(ri)-1η(γ'j)η(市)η(γJ)
出 η((γj八市)八γJ)
口 'T](i'i) (by Lernrna 14) 
口 ρ(的)

in other words，ρ(σzぴj的)=ρ(σjσtσj).Thus ρinduces a group hornornorphisrn 
ρ:Bπ十1→A8(Xn+1(IR2))，This hornornorphisrn is surjective by Corollary 13. 

Since 円(p(町))口 σ[ri] = σfor i = 1，・・・，n，the cornposition 円。ρisthe 
identi七yrnap of Bn+1・Thusp is also injective. 11 

4 Presentations of Xn+1 (1R2) and Xr叶1(82)

Byar，αckωord 01i'1， .. . ，i'n， we rnean a word of出eforrn Co八 (C~1 . . . c;;)， where 
Ci (iロ 0，. . . ， m) is an elernent frornγ1，・・・，i'nand ei E {土1}(i口 1，・・・，m).

A word ofσ1，... ，σπis called a p08itive 8ymmetric word if it is 

(si--sr)-lso(s:1...sr)， 

where 8i (i = 0，・・・，m) is an elernen七f:rorn σ1，... ，σn and ei E {土1}(i 口
1，... ，m). 

Rack words ofγ1，・・.'，i'n are naturally in onかto-onecorrespondence七oposi七ive
syrnrne七ricwords ofσ1，... ，σn by 

Co八(c:1...Cr)←→ (si-Jr)-180(s;1...Sr)

where σ(Ci) = 8i for i = 0，.. . ，m. Notice that 

σ(co八(c;1...cr))z(s;1...sr)-1so(s;1...sr).
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Proof of Theorem 5. By Lem恥 as11 and 14，γ1， . . . ，γ'n generate Xr時1(lR2)and 
the relations of the theorem hold. It remains for us to prove七ha七iftwo rack 
wordsωand w' of γI，...，γn represent the same element of Xn+1 (lR2)， then 
七hereexists a finite sequence of rack words ofγ1，・・・3γ'nbetween w and w' 
such that each rack word is obtained仕om七heprevious one by a consequence 
of七herelations. 

Consider positive symmetric words corresponding to ωandω'. Since σ(ω)口
σ(u凡 thepositive symmetric words represent the same elemen七ofB叫 1・By
Theorem 1.4 of [13]， there exists a finite sequence of positive symmetric words 
between the七wopositive symmetric words such七hateach word is obtained 
from the previous one by one of七hefollowing transformations (TO)-(T3): 

、‘i
J

n
U
 
T
 
I-、

X-1σkX←→ y-1σkY 

where x， Y are words of σI，...，σπwhich di証'erby the trivial relationσiσ-1 _ 
σf町出 1，or one of the braid relations 町内口町内 (Ii-jl > 1) and σ川町出
σj的σj(Ii -jl口 1)，

(T1) 

-1 _-e _ _e_ __-1 
X -σt σiσiX ←一一→ Z 晶ぴiX

where X is a word of σh・・・，σnandE E {土1}，

(T2) 

ー'Z σ. σtστz←一一今 Z 信σiXJ -'-J- -， 

where X is a word of σゎ・・・3σn，li -jl > 1 and E ε{土1}，

(T3) 

‘ X -σ.ーσ.στz←一一-+X ゐσ?σ.σ.匂X3 ‘J- ~l~J 

where X is a word of σh・・・，σn，li -jl口 1and E E {土1}.

Consider the sequence of rack words of γ1， . .・，"fncorresponding七o七heabove 
sequence of the positive symmetric words.' This sequence is廿ledesired one， 
because the transformation (TO) corresponds to the trivial relation of the 
free group F(γ1ド.. ，"fn) generated by γ1， . . . ，"fn or明γ'j=γj市 (Ii-jl > 1)， 
γ川市口 γj市γ'j(Ii -jl = 1) in the opera七orlevel. This is a consequence of 
the relations (1)-(3) of Theorem 5. The tran:sforma七ion(T1) corresponds to 
前八甘口γ'i，the transformation (T2) corresponds to前八γ;口市forli -jl > 1， 
and the transformation (T3) corresponds to市八ガロγj八γi-efor li -jl = 1. 
These are also consequences of the relations.題
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Let αbe a cord on (IR2， Qn+l)' Consider a sufficiently large simple closed curve 
c in IR2 surrounding Qn+l and α. Let s be a simple curve in IR2 - Q叫 1whose 
endpoin七sare an interior poin七ofαand a point of c such that βis disjoint 
from αU c except at the endpoints. By surgery along βand c， we have another 
cord ci on (IR2， Q7i川)from α. In Figure 5， we illustrate an example where 
α= 1'1 and s is a七rivialarc. We say七hatcl is ob七ainedfrom αbya βip along 
βand c. 

C 

↓N 

qπ 

Fig.5. 

Let 1-: Xn+l (IR2)→ Xr叶1(8
2
)be七herack homomorphism induced by the 

inclusion map (浪2，Qn+l)→(82，Q叫 1)，where we assume that 82 is the onか
point compactifica伽 nof IR2 • The element a' of Xn+l (IR2) obtained fromαby 
a fl.ip along βand c depends on s and c， however the image 1-(α') is the same 
邸中)

We say七ha七tworack words w and w' of 1'1， . . . ，γ'n are congruent modulo the 
relations (4)-(7) if there exis七sa 五山esequence of rack words of γ1，・・・，1':π
between ωand w' such that each rack word is ob七ainedfrom the previous one 
by a consequence of the relations (4)一(7).

Proof of Theorem 6. Every cord on (82， Qn札)is isotopic七oa cord on (IR2， Q肘 1)'
Thus， by Lemma 11，γ1，・・・7γ'ngenerate Xn十1(82)，where we use the same s可ym
bo叫l叩 forγ'i E Xn十1(IR2) and 1-(市)E Xn十1(82).By Lemma 14，七herelations 
(4)一(7)hold. It remains for us to prove that if two rack words w and w' of 
γ1I...，1'n represent the same element of Xn+l(82)， then they are congruen七
modulo the rela七ions(4)-(7). Let αand a' be cords on (IR2， Qn+l) correspond-
ing to the rack words w and切にrespectively.Since 1-(α) and 1-(α') are七hesame 
element of Xn+l(8

2
)，七hereexists a finite sequence of cords α0，α1， . . . ，αs on 

(IR2， Qr時1)such tha七α=α0，a' =αs and each αi is obta品edfrom αi-1 by a 
fl.ip. 

Let wo，叩1，・・・，Ws be a sequence of rack words for α0，αゎ・..，αs wi七hωoロ切
and Ws口切

We consider a special case thatαト1and αi are the cords αand a' in Figure 5， 
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respectively. Then α←1 is represented by the word γ1 and αi is represented by 
the word γη八(γπ-1・・・γ1γf...γ21).The word γη八(γn-1・・・γ1γJ1...γ'21)is 
obtained from the word γ1 by a consequence of the relation γ1八(γ2・..γn) = 
"(n八 ("(n-1・・."(1)' Since two rack words representing 七hesame element of 
Xη+1 (JR2 ， Q叫 1)are congruent modulo the relations (4)-(6) by Theorem 5， 
we have that Wi-1 and ωi are congruen七modulothe relations (4)-(7). 

Now we consider a general case where αis obtained fromαi-1 by a fiip 
along s and c. There exists an orientation-preserving homeomorphism h of 
(JR2， Qn+1) to itself s山 hthat (αω)h口 γ1and the images of s and c are出 in
Figure 5. Le七vbe an element of F (X叫 1(JR2)) such thatァ(υ)口 [h]whereァ:
F(X:川 1(JR2))一→ Op(Xn十1(設2))口 Mn+1(JR2) is七henatural projection induced 
by the map γ: Xn+1(JR2)→ Mn+1(JR2). Then α川 isrepresented by the word 
γl八(v-1)and αi is represented by (γη̂ ("(n-1・・・γ17J1...751))八(v-1).Since 
these words are congruent modulo the relation (4)…(7)， we see that叫 -1and 
切iare congruent modulo the relation (4)-(7)盟

PT'oof of TheoT'em 4-If a rack X has a rack presenta七ionwi七hgenerating set 
8 andもhedefiポ珂 relationset R， then the associated group As(X) has a 
group presentation whose genera七ingset is 8 and七hedefining relation set is 
R in which the rack operator八isinterpreted as conjugation， cf. Lemma 4.3 
of [8]. Thus by Theorem 6 we have a group presentation of the associated 
group As(Xn刊 (82))whose ger間前ingse七is{σ1，... ，σn} and whose defining 
relation set is R: 

σ4σ!=σ-σ-J -vJ (Ii -jl > 1) 
(Ii -jl口 1)

(8) 

(9) 

(10) 

σtσjσi=σjσtσj 
-1_ _ ~-1 _-1 

σπ ・..σ2σ1σ2. . .σn=σ1 ・..ση二1σησn-1・..σ1・

This is the quoもie凶 groupof the braid group Bn+1 divided by the relation 
(10). 

In the braid group Bn+ll we have the relation 

σfl...σJ11σησn-1 ・・・ σl 口 σn ・・・ σ2σ1σ51...σ~1. (11) 

Using (10) and (11)， we have 

Uσ1=σ1U， (12) 

where u = σ向...σn-1σ:σηー1. . .σ20"1. Conversely the relations (11) and (12) 
imply the relation (10). Thus we may replace the relation (10) in the defining 
rela山 nset R by (12). By consideringgeometric braids， we see easily thatthe 
elernent u commutes withσぁ...，σηin the braid group Bn+1・Thuswe may 
add the relations uσi口 σiUfor i = 2， .・・，n to the set R.富
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5 Some general resu1ts 

In this section， we will prove Theorems 7 and 9. Since Xn+1 (~)ロ X川1(int(お))
and七hereis a natural homomorphism Mn十1(~) → M7川(int(~)) ， we may 
assume θ~ = o in what follows. 

For a cordαEX7叶1(~) ， we deno七eby r2[αJ E M;叫(~) a “360吋 wis七円 along 
α. If r[α]=γ[s] for α， β 巴 Xπ+l(~)， then r2[α] = r2[s]. 

Proof of Theorem 7. Let a， s be elements of Xn十1(~) such that r[α] = r[s]. 
The endpoints of αcoincide with those of β. There exists a word W ofγゎ・..，γη 
such th叫 theendpoin七sofα八ω(ands八ω)町 eql and q2 of Q叫 1(Lemma 11). 
Since α口 βifand only ifα八切 =s八切 andsinceァ[α]= r[s] if and only 
if r[α八切]=γ[s八四]，.we may assume wi七houtloss of generality that the 
endpoi批sof α(and s) are ql and q2・

Le七α巴Xn+1(~) be a cord whose e凶points町eql and q2・Wecall a disk D(α) 
in ~ a tαdpole with spineαifαCD，αnδD = {ql} and Qn+1 n D口 {qbq2} 
(see Figure 6). Let .e(α) be the boundary simple closed curve θD(α) in the 
positive direction based 剖 ql・

qn十I
繍圃圃園田 @ 

D(α) 

Fig.6. 

Here we make a digression to the braid theory on お.Let Q be a finite set of 
points of ~， and let P(丸Q)denote the pure braid group on ~ with “b剖 e
poin七"Q. Then we have the fundαmentα1 exαct sequence， where Q叫 1 ---
{ql， . . . ，qn+1}: 

1 →町(~ -{q2， . . . ， qn+1}， ql) ム P(~，Qn+1) ~ P(丸{q2ぃ・・，qn+r})→1. 

Here 7r * is the homomorphism obtained by killing the恥sts七ring(cf. [9]). 

For ~チ 82 ， the exactness of this sequence is proved 恒例(Thm1.4). For ~ = 
82 and n十1ど4，七heexactness is proved in [7]. Since P{~ ， Qn+1) c Bn十1(~) ，
we have the following 

Lemma 15 The natural mαp 

j* :町(~- {q2ぃ・・，qn+r}，qr)→Bn十1(お)
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is injective fo'(' L:: =f. 82， 0'(' f01・8tS2，η+1 2:: 4. 

Given a braid b E Bn+1(L::)， there exists an isotopy {ht}o::;出 ofL:: onto itself 
such七hatho口 idand {ht(Q川 1)}O::;t9represents the braid b. (See [1]， [2].) A 
natural rnap ι: Bn+1(L::)→ Mn+1 (L::) is defined加 sendingb to七hernapping 
class E Mn+1 (L::) represented by the final stage h1 'of the isotopy {ht}o::;t::;b cf. 
[2](p.153). 

Lemma 16 

kerd* c Ce凶erBn+1 (L::). 

Proof is essentially the sarne部七ha七ofLernrna 4.2.1 in Birrnar山 book[2]. 

Lemma 17 If L::チR2，P，n十l之2yOT 81R2，n十l三3，0'(' L::口 82，n+12::
4， then the composition d* 0 j* 7rl(L:: -{q2，...，qn十1}，ql)→ Mn+1(L::) is 
injective. 

Proo f. If L::チ R2，S2，n十 1> 2， or L:: = JR2，n十12::3， or L:: = 82，n+ 1 ど4，
the fundarnental group 7rl(L:: -{q2""， qn+1}， qt) is a free group of rank三2.
In particular， i七iscenterless， and 

j*(町(L::-{q2，...，qn+l}，qωn CenterBn+1 (L::)口{1}. (13) 

By Lernrna 15， the rnap j* : 7rl (L:: -{q2ド.• ， q.η十1}，qt)→ Bn+1 is ir収ctive，
and by Lernrna 16， ker d* c CenterB叫 1(L::). Hence the i吋ectivityof d* 0 j* : 
町(L::-{q2"・・，qn+1}，ql)→M叫 1(L::) follows合orn(13). 11 

Now we return to the proof of Theorern 7. Let D(α) be a tadpole wi吐1the 
spine α. Here αis a cord on (L::， Qn+1) whose endpoi凶sare ql and q2・Itis 
not difficult to see tha七ιoj* : 7rl (L:: -{q2γ ・けqn十l}，ql)→ Mn+1(L::) sends 
the boundary loop .e(α) of D(α) to the 360吋wis七ァ2[α].Suppose we have two 
cords α， s E Xn+1 (L::) whose endpoints are ql and q2・IfT[O:] = T[β]， then 
T2[α]口 γ2[s].Thus 

d本oj*(.e(α))ロ d*0 j*(.e(s)). 

IfL::チJR2，82， n + 1 ~と 2 ， or L:: =喪2，n + 1 2:: 3， or L::口shη十12:: 4，七henby 
Lernrna 17， ι0)本isinjective， and we see that.e(α) and.e(β) represent the sarne 
elernent of 町(L::'"7 {q2ド.• ， qn+1}， ql). Then by Theorern 4.1 of (6]， the closed 
curves .e(α) and .e(β) are isotopic in L:: -{q2， . . . ， qn+1} relative to {ql}， and 
hence the tadpoles D(α) and D(β) are isotopic inおー{q3，. . . ， qn+1} relative 
to {Ql， Q2}. This irnplies that the cords αand βare isotopic in L:: relative to 
Qn+1・Thusγ:X川 1(L::)→ Mn+1(L::) is injective in this generic case. 
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If I.: = JR2 or 82， n十 1= 2， then X2(I.:) consists of a single element， and the 
injectivity of γ: X2(I.:)→ M2(I.:) is trivial. 

Finally . if I.:口 82，n十 1= 3， then X3(82) is the dihedral rack R3， [8](p.351)， 
and M3(82) is七hesymmetric group on 3 letters， [9](p.288). The injectivity of 
T : X3(82)→M3(82) is proved easily in this special case. 11 

The following proposition is a general observation. 

Proposition 18 Let X beαηαrbitrary rack. 

ρ) 1f the nαtural mαpη:X →As(X) is injective， thenωe hα切

Op(X) ~ As(X)jCenterAs(X). 

(2) 1fthe nαtural mα，pc: X → Op(X) is 的~ecti1明 thenOp(X) is centerless 

Proof. Suppose thatη :X →As(X) is injective. If a word w E F(X) repre哨
sents an element η(ω) of CenterAs(X)，七henfor any x E X， 

η(x八切)=η(ω)-1η(x)η(ω)=η(x).

By the assump七ion，ηisinjective， so x八w= x for any x E X. Thus the word ω 
represents the identi句rof Op(X). This proves七ha七CenterAs(X)is contained 
in ker(As(X)→ Op(X)). The opposite inclusion ker(As(X)→ Op(X)) c 
CenterAs(X) is proved similarly but without assuming出einjectivity ofη-
Thus 

ker(As(X)一→ Op(X))= CenterAs(X). 

Since the natural map As(X)→ Op(X) is surjective， we have the former 
assertion. 

The proof of (2) is si凶 larto the above argumer比置

Proof of Theorem 9. By Corollary 8 to Theorem 7， the natural map η 
Xn付 (I.:)→As(Xn+1(I.:)) is i吋ective.Then by Proposition 18(1)， 

Op(Xn+1(E)) ~ As(Xn+1(E))jCenterAs(Xπ十1(I.:))，

間部serted.書

15 

-108-



6 Proof of Theorem 10 

By the remark after七hestatement of Theorem 4 in Section 1， the kernel of 
七henatural surjection 

As(X川 1(82))→Bn十1(82) (14) 

is an infinite cyclic group generated by a central element 

u=σ向 • .σn-1σ:σn-1・・・σ20"1'

Thus Ce批erAs(X7川 (8
2
))certainly contains u. 

Let v denote the word (σ1σ2・・.σn)n十1.Then under the assump七ionη十1と3，
Artin [1] and Chow [5] show that v generates the ce凶erof出en十l-stringbraid 
group Bn+1' which is an infi凶tecyclic group.山 elongsto CenterAs(X叫 1(82))， 
because As(Xn十1(8

2
)) is a quotient group of Br川 byTheorem 4. Thus we 

have seen that CenterAs(Xn+1(8
2
)) contains u and v. 

By Gillette and Van Buskirk [9](p.281)， v represents in Bn+1(82) an element 
of order 2， called the Dirac braid， and the kernel of the natural surjection 

Bn十1(82)→Mπ+1(82) (15) 

is generated by the Dirac braid. 

Note tha七，ifn+1三3，M1叶1(82)is isomorphic to Op(X肘 1(82))by Theorem 2， 
and it is easy to see 出品 thecomposite of七hehomomorphisms (14) and (15) 
is identified wi七hthe natural surjection 

As(X叫 1(82))→Op(Xn+1(8
2
)). (16) 

Theorem 9 identifies the kernel of (16) as the center of the associated group. 
Therefore， Center As( Xn+1 (82)) is con凶inedin the subgroup generated by u 
and v. Combini珂 tl出 withthe opposite inclusion， we see that CenterAs(Xn+1 (82)) 
coincides with the subgroup generated by u and v. 

Next， we will study the relation between the. two generators. 

In the braid group Br叫 1，we have the following relation: 

(σ1ぴ2・・・σnt十1口 (σησπ-1・・・σdπ+1 (17) 

This relation would be most easily seen by drawing the diagrams of the braids. 
By the definition of u， 

u(円九一1・・ .0"1)-1口町内・..σn' 
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Since u is a central element of As(Xn+1(8
2
))， 

un+1(σησn-1・・・σr)一(η+1)口 (σlσ2・・・σn)叫 1 (18) 

Combining (18) with (17) and the de五nitionof v， we have七hefollowing relation 
in As(Xn付 (82)):

un+1 = v2. 一 (19) 

Since u is of infinite order， v is also of infinite order in As(Xn+1(82)). If we 
move to B川 1(82) by imposing u口 1，the element v becomes七heDirac braid 
of order 2. Thus in As(Xn+1(8

2))， (19) is the only non-trivial rela七ionbetween 
u and v. This completes七heproof of Theorem 10.自

Corollary 19 8uppose n十1之3.1f n + 1 is eve叫 CenterAs(Xn+1(82))'" 
C∞ X C2・1fn + 1 is odd， CenterAs(Xn+1(82))信 Coo'Here Ck denotes the 
cyclic group of order k. 

Proof. If η 十 1is even， u-!!.すlVis an element of order 2. The factor C.∞ is 
generated by u， and七hefactor C2 by uーヰlu.Ifn十1is odd， then (u一九)2=u
and (u一号v)川 l口 v.Thus the i凶凶ecyclic group generated by u一号vcoincides 

wi七hCenterAs(Xn+1(8
2
)).自

In concluding we summarize the relationship of As(Xn+1(8
2
)) to the mapping 

class groups and the braid groups. 

(1) If n十l三3，we obtain the mapping class group Mn+1(82) from As(X:川 1(82))
by imposing u口U口1.

(2) If n十1三3，Mn+1 (lR2) and ~叫1(82 ) 町e centerless [9](p.288). We can 
give a rack theoretic proof of this fact using Theorems 2 and 7， and Proposi-
tion 18(2). 

(3) The braid group Br川 (82)is ob七ainedfrom As(Xn+1(82)) by imposing 
u = 1. We already remarked this after Theorem 4. 

(4) If n十1is even， we can take a double branched covering of 82 with branch 
points Qn+l・Thecovering space is. an oriented closed surface 2::g with genus 
F 乎.LetMsym(ら)denote七he"symmetric" subgroup of the mapping class 
group M(:Eg) consisting of those elements which commute with the covering 
transformation. Then for n十1ど6，Msym(2::g) is obtained. from As(X川 1(82)) 
by imposing u2 = 1， v = 1. See [3](p.ll0). 
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トーラス上のアフィン構造とサークルパッキング

東工大情報理工水嶋 滋

平面あるいは曲面上に?つぎの条件を満たすようにいくつかの間円板を配置したも

のをサークルパッキングという.(1)任意の異なる 2つの円板は外接するかあるいは

共存点をもたない.曲面の場合， 1つの関円板が自分自身と接することを許す.(2)関
円板の和集合の補空間は互いに連結ではない複数の三角形状の領域からなる.

C上の変換f:C→Cで f(z)=ω+ b (α，bE C，α0)という形で表されるも
のを複素アフィン変換という.複素平面上のいくつかの開集合を複素アフィン変換に

より貼り合わせてえられるトーラスのことをアフィントーラスという.また，貼り合

わせに用いる変換が，とくに f(z)口似十b(α，b εC，Iα1=1)という形で表される

場合?このトーラスのことをフラットトーラスという.

アフィントーラスに対して，自然な計量を定義することはできないが?複素アフィ

ン変換が相似変換であり形状を保つということから，アフィントーラスにおいても円

を定義することができ，サークルパッキングを考えることができる.

フラットトーラス全体の中でサーク jレパッキングを許容するものの分布について?次

の定理が知られている.

定理 (Thurston)フラットトーラス全体の中で?サークルパッキングを許容するも

のは澗密かつ可算.

今回， 1つの円からなるもっとも単純なパッキングタイプのサークルパッキングを

許容するアフィントーラスの広がりを調べて，それをもとに次の結果を得た.

定理任意のフラットトーラスに対して，それと等角同値なアフィントーラスで?円に

よるパッキングを許容するものが存在する.
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Casson 

森山哲裕*

京都大学大学院理学研究科

森田茂之先生は、向き付けられた整係数ホモロジー3次元球部の位相
不変量である Casson不変震と曲面の写像類群の部分群とのある関係を

Johnson準向型と曲面の2次特性類を用いて示されました ([Ml][M2])。

この講演ではこれらの結果が有理係数ホモ口ジー 3次元球面の位相不変

量である Casson-Walker不変量の場合にまで拡張できることを述べます

([Mo]) 0 

1 Introduction 

国定された円板 D2を持つ向き付けられた種数gの関曲部を 8とし、

H = H1('LJ;Z)とするoそして 2のD2を閤定した写{象類群を FとするO
また、 S¥D2上の分離単純閉曲線に沿った Dehntwistにより生成される

rの部分群をκとする D
向き付けられた有理係数ホモロジ…3次元球菌 M への埋め込み f:
S →lげがあるとき、 rの元 ψで f("L，)を捻ることにより新しい3次元
多様体 M<pが得られる。特に ψが SのTore11i群T口 Ker(f→Sp(H))

の元ならば、 M とl'vf<pのホモロジー群は自然に向型になる O そこで写像

入f:T-→Q 

を入f(ψ)=入(l'vf<p)一入(!V1)と定義する。入はC出 son-Walker不変量である。

Dehn SUI・geryformula ([¥V])によると入fは次式を満たす。 ψET，ψεκ
とすると、

λf(阿J)=入f(ψψ)=入f(<p)十入J(ゆ).

*ゃmail:moriyama@kurims.kyoto-u.ac.jp 
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特に入fはκ上準同型である。
Torelli群 Tあるいはその部分群κとCass01トWalker不変量との関
係を、この写像 λfを経由して考察する O 定理 lは入fのにへの制限を

加の2つの準向型の和で表したものであり、定理2は入fの7上での準

向型からのズレを表示したものである O これらはいずれも整係数ホモロ

ジー球面の場合の結果 [M1][M2]の有理係数ホモロジ}球面への拡張であ

る。証明(のあらすじ)は sectio113以降にある O

2 結果

まず、定理1を述べる準備をする D んを Z上 H の元により生成さ

れる白出代数の次数 3の斉次元全体のつくる部分加群とする O そして

乃:に一→ゐfl}H をJOh11S011準向型([か11])、d:K→Zを[M1J[M3]で
定義される F の 2 次特性類とする o また、埋め込み f に対して f(~) C 1"¥;[ 

の Seifertform l J : H fl} H→Qが定義される o z E H1 (f (~);Z) を代表

する fCE)上の単純閉曲線を正の法方向に押しよげたものをけと書く

時、 lf(X，y) = lk(f*(x)， f*(y)十)である o行列式を使って、双線形写像 lJ
をAkH③AkH→Qに拡張できる。このとき次の定理が成り立つ。右辺

の式(の 1/2倍)は森田先生が構成されたものであり、証明も [M1]と同

様に κの生成元について再辺を比較することにより得られる O

Theorem 1 ([Ml] for integral homology 3-sp註eres)f ~ → M 
を向き付けられた有理係数ホモロジー3次元球面 ]v[への埋め込みとす
る。このとき次式が成立する。

入r= 2l{ 0乃十土d:κ:一→ Q
- J 'J' 12 

定理の右辺第l項目について説明する。以下のように1m乃CA2狂fl}A2Hfl}Q

と見られるために、 T3にl.f:A2Hfl}A2Hfl}Q →Qを合成することがで
きる。対応 [['11'1，11.2]， 'U.3] f-+ (-U，1八'U'2)@，/1'3 -(1/3) l:f=l ((Ui十1 叫̂十2)@tJ，i+3)
により.c3C A

2H③Hfl}Qと思える(和の部分の Uの添宇は mod3で
考える)。さらに H を自明に te11sorして、乙3fl}HC A2Hfl}Hfl}Hfl}Q 
を得る o そして κの生成元について乃の像を計算することにより，実際
に1mT3が

A2Hfl}A2H③Qに含まれていることが分かる(Scction 4 )。
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次の定理を述べる前に命題2を考える。 JHが整係数ホモロジー球面

のとき、種数の十分大きな Heegaard分解 f:~-→ S3 をとれば、ある

V' E κ によって A1 空 S~ と表せる ([M1J)。また、 f:~ → M を由定し
て考えるなら、イ壬意の 7の元少に対して、ある κの元 ψが存在して
111'1'ささ 111!f..となる o 命題2は、一般の3次元多様体ではどうなるのかを

述べたものである。

f: ~-→ M を任意の向き付けられた 3 次元関多様体 M への埋め込み

で、埋め込まれた曲面 f(~) が M を 2 つの連結成分 1仏にに分けるよ

うなものとする。ここで M+は、 M の部分多様体としての向きから定ま

る境界の向きと、 fを経由して Sから導かれる向きとが一致する方の成
分とする。このとき 7の部分群 7'を次のように定義する o

r I 'P士 E7はAh上の微分間相写f象に拡張できる. 1 
7' = ~ψ-VoV+|Y2A vt}  
l I yO cん j

.10h118011準向型乃:アー→ A3Hの完全系列([.11][J2]) 

1→κ→7 -4 A3H→O 

により、 7'は7の正規部分群で、商 Rf= 7/7'はA3Hの蕗群になるO

1・f:7→ Rfを蕗写像とする。

Proposition 2 f : ~→ /\1 を向き付けられた 3 次元多様体への埋め込

みとし、 rl: 7→Rfを上で定義した準向型とする O

(i) 1γ(ψ)=0ならば、あるゆικ が存夜して、 Aんと Mψ は微分間相
になる O

(ii) .fが Heegaa.rrl埋め込みであると仮定するoすると準陪型ム :A3H →

A3HdlH; Z)から導かれる準再型 Rf→A3H1(A1;Z)は同型写像である o

Rf !:::::! ]¥3 Hl(A1; Z). 

(iii) fが Heegααrrl埋め込みで HI(i11;お)が高々 2つの巡泊群の寵和に同
型ならば、任意の ψE7に対しであるや巴 κが存在して、 lH<p とlぱψ
は微分同相になる。

Rfは Af<p (ψ巴7)がκの元で表されるための lつの障害群である
と見なすことができる ofを固定しなければ、次のことが知られている O
2つの向き付けられた3次元多様体の整係数1次元ホモロジー群が同型

ヴ

i
1
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で、さらにその向型写像がその torsion部分群上の linkingforl11と ZjnZ
係数l次元コホモ口ジー群よの3重 cup穣の向型を導くならば、種数の

十分大きな Heegaard分解を適当にとれば、 κの元で移り合える。

次に定理3を述べる O 乃:7→A3H を.Jolmson準向型とする oDehn 

surgery forl11ulaから、入jの準向型からの差入J(tp'ゆ)一入J(ψ)一入J(ψ)は

机 ψの乃の像にしか寄らないことが分かるが、具体的には次のようになる。

Theorem 3 ([M2] for integral homology 3-spheres) M を向き付け

られた有理係数ホモ口ジ~3 次元球面、 f: 'E → M を Heegααrd 埋め込

みとする o tp，4' E 7に対し、 r.r(ψ)= 0または rJ(ゆ)口 Oのどちら一方
が成り立てば、

入r(円!J)=入.r(ψ)十入J(ψ)-4l.r(ァポψ)，T2(ψ)). 

H](A1;Z)が高々 2つの有限巡回群の直和に向型ならば、命題2(iii) 
により定理3の等式は Tore11i群 7全体で成り立つことが分かる O

定理3は、上の仮定が成り立つならば上式の計算が入J([机 ψ])の計算
に帰着でき、これを定理1によって計算することにより示される o

3 定理1の証明

証明は [M1]と開じである。ここではそのあらすじを述べる O

定理1の両辺は共に κ上の準時裂であるから、にの生成元について
両者が等しくなることを示せば十分である。 ψεκ を2¥D2上の分離単
純期曲線?に沿った Delmtwistであるとする O 仮定により、 111のknot

K 口 f(γ)はIlullh0l11010gousであり、特にそのおifertsurfaceをf('E)
に自然にとれる。そして '/1'i，Vi E H(i = 1，…， h)をH の subbasisで、
f*(Ui)， f"，(Vi)εH1(f(日);Z)がその SeifertsurfaceのsYl11plecticbasisに
なるようにとる O この basisは叫 .Uj = Vi・Vjロ 0，叫 .Vj・=Oijを満た
す。このとき、 111.ι伊は knoωtKにj沿合つて一1Deh出nsurgeryを施して得ら
れる多様体に等ししいE、口このような 1m口叩noωtに対する CaミS出so∞n
のDeh山I註1surgcr庁Yflお'orl11ula乱1は、

入(]Vf<p)バ (J1!I)…ζね (1)
df2 

O
O
 

T
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である。ここでムg(t)はK の正規化された Alexander多項式である。

右辺第2項目は計算されていて ([M1][W])、

.12 

ニマム[¥(1) 
dt2 

… 2玄(lf( Ui， ui)l fCvわりふーん(Ui，vi)l J( Vi，叫))
i=l 

十4 L (lJ{Ui' 7.ωl J( Ui， Uj) -l f( Ui， vJl f(vけ j))
1ざzくj'5:h

= 2lf(ω，ω). 

ここで ω=2:7=1叫八 υiE A2H 0 したがって、

入f(<p) = -2lJ(ω，ω) 

を得る。

次に lf( T3(ψ))を求める o [M1]により

アa(ψ)= -L ([['Ui，匂jJ，ViJ Q9 Vi… [[Uゆ j]，y，d Q9叫)
{口1

玄 ([[Ui，'Uj]， ViJ Q9 Vj一[[九
l'5:iくj壬h

十[日[九 Uり叫'j]， 匂包叫吋，ぜ:iJQ9 'U町j一 [[伊U叫九tれ川'〆パ'L叫t

右辺に iゐ:斗3@H→Aρ¥2H@H③H@Qを作用させると、

/ h 、02

乃(ψ)=ー{玄Ui八υd

十; 玄(Ui八山 Uj八り十 1山 j~ Y'i八町
v 1壬zくj壬h

+ Uj八叫+→ Vi八Vj)E A2H Q9 A2H Q9 Q 

となる。ここでα←→ b=α八b十b八αである。だから T3(ψ)にlJを作用

させると、

ん(T3(<P))コ -l川 )-ih(h-1)

となる O 右辺第 l項目は入f(ψ)の 1/2倍に等しく、また、第2項目は
d(ψ)立 41ゆ -1)の1/24倍に等しい([羽1][M3])。よって定理1を得る。
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4 命題2の証明

(i)は7'の定義から、そしていii)は(めから明らかである o

(ii)を示す。仮定により仏、には handle体である。 [.θV+→ al乙

を「恒等写像」とする (l¥!Iここ V+Uι1乙)。簡単のため、同一視 θ九三乞

と1λト告にをあらかじめ与えておく。また、 SのTorelli群 7の2つの

部分群包を

7:f: = {ザJE71ゅは九の微分時相写像に拡張する.}

と定義する。

7_ = i-11干tだから、乃(1二)= i:1(T2(名))が成り立つ。そして

乃(7')= T2(7_)十乃(九)= l.;:l (T2(九))+ T2(九)

だから、準同型定理により

RJ ~さ A3H/(i-;1(T2(7+))十T2(九))

となる o さらに lわを計算するために次の補題を用いる O

Lemma 4 ([Ml]) Xl，…，Xg， Yl，'・-的 EHをむの syr.叩 lecticbαszsで、 Yi
がもえで間IIhomologousとなっているものとする O すると乃(名)は、

町八''Cj八Yk，Xi八Yj八Yk，Yi八Yj八Uんなる形の元で生成される A3Hの部
分群である O

写像 [.-1: I: →九から導かれる準同型H→ H1(V+; Z)による Yiの

像を Yi(Xj，…ぅXg)と書くとき、補題と上の同型を用いて Rrを求めると

Rr '::: ( :Ci八£Z.j八£
f口 ¥(ο1壬i九ω川，)ふjム，k三g)

ら i八:rOj八九k= sguO" .7:i八:17j八九 ¥ 

Xi八.'Cj八九(立、い…，勺)=0 / 

なる加群の表示を得る O この表示は A3H1(Ji，1; Z)に向型である O よって

いi)は示された。

5 定理3の証明

ψ=ψ-<poψ十 E7'， (<p:f: E九，ψoE κ)と仮定する o1v1.伊宝島l<poだ
から

入r(ψ)=入J(ψ0)
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である。また、 t.p1./1ヱ ψ一向[ψ+，4.1]4ψ+だから、 NI<p4'~ざ 111'1'0[伊+.4'14'であ
るD よって、

入J(ψifl)口入J{t.pO)十入J(ψ)+入f([ψ十，叫)

1 入.r(ψ)+入.r(ゆ)+入.r([ψ+什b])

となる O あとは [M2]と同様にして証明できる o [M2]によると

入f([ψhψ])=4(1.r(T2(ψ十)，乃(ψ))ー1.r(乃(ψ)，ア2(t.p+))).

この等式は、 γ3([ψ十うゆ])，d([t.p+，ψ])から定理1を用いて示されるもので、
M が有理係数ホモロジー球団の場合でも正しい。

前の補題により、ア2(ψ+)は*̂ *八Yiなる形の元の一次結合であり、

また一般に l.r(Yi，*)二二 Oだから、 1J(乃(ψ+)，T2(ゆ))= 0である。よって

入.r(ψゆ)=入パt.p)+入r(ψ)-41J( T2(ψ)，乃(ψ+))

となる。

一方、 T2(ψ-)は*八*^山なる形の元の一次結合で、一般に l.r(*，.'1:i)= 0 
だから、

1 f(乃(ψ)，T2(ψ+)) = 0 

である O つまり、

1J(乃(や)，T2(t.p)) = l.r(乃(ゆ)，ア2(ψ+))+ lf(乃(ゆ)，乃(t.p-)) 

= lf(T2(ψ)， T2(ψ+)). 

よって

入f(ψめと入r(t.p)十入.r(ゆ)-41.r( T2(ψ)，γ2(ψ)) 

を得る。証明記冬り O

参考文献

[A] M.F.Atiyぬ， On frami時sof 3町山mifolds，Topology 29 

(1990) 1-7 

[J1] D.Jolmson， An礼h児eliう

grouψPL，九~， Math. Ann.249(1980)、225-242.

τ
，み
つ山
1
2ム



[J2] D.Jolmson， The stn川町eof the Torelli grou p II a凶 III，
Topology 24(1985)， 113-144. 

[M1] S.Moぽritc:目1し Casso 凶 inveぽ凶山i註同a凶l

ch;:町L江ractオ対t拘lεe白ns計抗ticclasses ()f surfa，飢，ce郎flbunc吋d心i日les1工， Topology 28 

(1989)， 305ω323 

[M2] S.Morita， On the structure of the Torelli group and the 

Casson invariant， Topology， 30 (1991)， 603-621. 

[M3持 S.Mori此t凶a，Casson inv陥a紅n弘山凶&出叩n帆1討t
ma剖弘mifolds札則ndthe secondary cha但racteristicclasses of sur‘叩

ff.札削lcebundles， 

[Mo] T.Moriyama， Casson-"¥九Talkerinva山，nt，mappi時c1ass

group of surfaces and framing s of 3-manifolds， preprint. 

[W] K.Walker， An Extens'ion of Cαsson's In叩 riant，PrincetoIl 
University Press， 1992. 

つ山
口ノ

ω
t
gム


