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北海道大学哲学会 『哲学J52号 (2018年12月)

煙から火を導出すること:

トポス理論の観点から

深山洋平

煙から火を導出する図

かつて北大大学院文学研究科 ・文学部のウェブサイ トに存在し、今はIn-

ternet Archiveによって保存されている中戸川孝治名誉教授(以下敬称略)

の教員紹介ページ(中戸川 2015)には、図 1に示す画像が (特段の解説な

く)掲げられていた。

「煙」および

煙E火 f...;;.goh

図1 煙から火ヘ

持つ円柱とが交差しており 、/の円柱からgの円柱への矢印hがある。添え

られたキャプションは、「煙」が「火」に包含されていることを主張してお

り、かすれてはいるがf=gohという等式も書かれている。結論から述べる

と、この図は煙の知覚から出発して火の存在を導出する推論を模式的に表し

ている。この推論は論理学の初心者でも分かりやすいためか、講義の導入の

際にしばしば取り上げられていた川。
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この円柱が組み合わされた図の原型は、 Lawvereand Schanuel (2009， Ses-

sion 33， Section 1)にある図2であろう。

図2 図1の原型

その著者の一人である数学者F.W. Lawvereに影響を受けていることを中

戸川は図 lが記載されたウェブページで公言しており 、また同書の出版前に

コメントを寄せた人物の一人として謝辞を贈られている。この図において左

上の円ペはある教室にいる学生の集合であり、 右上の円Bは椅子の集合であ

り、下の同心円のうち、も っとも外側のものXは机の集合である。αはペか

らXへの単射で、一人の学生が一つの机を占めることを示している。同様

にpはBからXへの単射で、 一つの椅子が一つの机に収まることを示してい

る。Xの内側にある二つの同心円のうち、小さな円はαによるAの像α(A)を、

大きな円はpによるBの像s(8)を示している。

αの存在によって、ベはXの部分であると見倣される。もちろん学生は机

ではないので文字通りの 「部分」ではないが、しかし一人の学生が一つの机

を占めるような対応関係が存在すれば、学生の数が机の数以下であることが

保証される。そのような弱し、意味でペをXの部分と見倣すのである。同様に

Fの存在によって、 BもまたXの部分であると見倣される。

/はペからBへの関数であり、各学生に対する椅子の割り当てを示してい

る。この割り当ては様々にあり得る。特にα=sOfが成り立つような/が存

在するとき、 αはX上でpに包含される (αisincluded in s over X)と言い、

αcxsと書く。この包含関係はコドメインを共有する単射どもの間に定義さ
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れるものだが、それらの単射のドメイン聞のものであるかのように表現され

ることがある。たとえば上記の設定の下、αがX上でpに包含されるとき、

AはX上でBに包含されると言い、 ACxBと書くこともある。この定義に従

うと、机の集合を媒介して学生の集合が椅子の集合に包含されていると主張

したければ、各学生に対して、その学生の机にある椅子を割り当てる関数を

見い出せばよし、。そのような割り当てができるということは、結局のところ

学生の数に対して十分な数の椅子があるということである。

これまで見てきたように図2は、ある集合の部分どもの聞の包含関係の定

義を例によって説明するものである。ところでこの包含関係の定義は関数の

合成だけを用いて述べられているので、簡単な修正を施すことで任意の圏に

おいて述べることができる。そのためにはXやA、Bを一般の圏の対象に置

き換え、それらの聞の関数を当該の圏の射によって置き換え、単射をその圏

論的一般化であるモニック射に置き換えればよいへ

これから圏の言葉を用いて対象の部分に関連する概念をいくつか導入す

る。圏の定義を含む基本的な諸概念についてはAwodey(2010)および、Mac

Lane (1998)が記述するものを用いる。対象Xをコドメインとするモニ ック

射をXの部分 (apart of x)と呼ぶ。対象の部分について、図1ではfとg

が、図2ではαとβが用いられているが、 一般論を述べるときはI小・"を用い

ることにする。

ある固においてパま対象Aから対象Xへのモニック射、 jは対象BからXへ

のモニック射とする。これらに対してjc.，j:かつjcxiが成り立つとき、 Iはj

に同値である (iis equivalent to j)と言い、i三けと書く 。これは同値関係

である。

上記のような包含関係の扱いは幾分迂遠なものに思われるかもしれない。

学生の集合と椅子の集合の包含関係を考えたければ、他の集合を引き合いに

出すことなく 、それらの間だけで考えればよいのではないか。実際、 AとX、

BとXの間にあるモニック射が示す部分と全体の関係は、それ自体包含関係

であるようにも見える。
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Lawvereらが上記の図を用いるのは圏論における初等 トポス (elementary

topos、以下 トポスと略す)の概念を論じる箇所である。 トポスとは圏の一

種であって、集合と関数の圏において定義される諸概念の多くを一一つまり

は集合論の諸概念の多くを一一持つようにしたものである。既に述べた部分

の概念は トポスにおいて重要な役割を持つ。圏は以下の条件を満たすとき ト

ポスであると言う (McLarty1995， pp. 51， 57，117)。

(Tl)終対象 (terminalobject)が存在する。

(T2)任意の二つの対象に対して、それらから成る積 (product)が存在

する。

(T3)ドメインとコドメインをそれぞれ共有する任意の二つの射に対し

て、その等化 (equalizer)が存在する。

(T4)任意の二つの対象に対して、一方による他方のベキ (exponential)

が存在する。

(T5)部分対象類別子 (subobjectclassifier)が存在する。

初等 トポスの定義は同等のものが複数あり、論者によって用いるものが異

なる。したがって上記のものは提示の仕方の一つである。(Tl)から (T5)

に現れる概念には、すべて集合論の中に例となる概念が存在する。終対象の

例は任意の一点集合であり 、積の例は射影を伴う直積(デカルト積)であり、

ベキの例は関数空間とその要素たる関数に値を与えた際の評価 (evalu-

ation)であり、部分対象類別子の例は真理値の集合と「真」 を表す真理値

である (これについては後で詳述する)。 集合Xから Yへの二つの関数/とg

の等化とは、 Xの部分集合{xεxIf(x) = g(x)}である。このような諸概念の

例が存在するので、集合の圏はトポスの例である。しかし集合の圏において

は成り立つが、 トポス一般で成り立つとは言えない事柄も存在する。それら

については第2節で触れることにする。 トポスの様々な例についてはMac

Lane and Moerdijk (1992， pp.24-29)を参照されたい。

一般の圏と比較してトポスに特徴的なのは、上記 (T5)と関連して集合

論における特性関数の概念の一般化を有することである。集合論における特
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性関数は、ある集合の部分集合に対して定義される。すなわち集合Xの部

分集合dの特性関数XAはXから「真理値の集合J{t. f}への関数で、 Xの要

素xに対して

t

f

l

 

i
 
--
、‘，
rx
 

r'

・a・‘、X
 

xεAのとき

xεdでないとき

によ って定義される。この定義は、

xε A<=>χ，(x) = t (1) 

と

XA (x) = tまたはXA(x) = f (2) 

の連言と同値である。圏論において、真理値の集合と特性関数はそれぞれ真

理値対象 (truth-valueobject)および特性射 (characteristicarrow)とし

て一般化される。それらはあわせて部分対象類別子と呼ばれる。以下のよう

な図式がその説明に用いられる。

A~→ 1 

Q1 } 
X ー?→ Q
"0 

この図において対象 lは終対象と呼ばれ、同じ圏の任意の対象から lに対

してただ一つの射が存在する(じはAから lへの唯一の射である)。 トポス

の定義の箇所でも述べたように集合の圏における終対象は任意の一点集合で

あり、 lから何らかの対象への射は、その対象の一つの要素であるように機

能する。特に lからQへの射tは真理値対象Qが要素として持つ真理値「真」

のように振る舞うよう意図されている。

同値(1)の圏論的一般化を得るためには、さらに「ε」に相当するものが必

要である。その概念は部分対象への帰属関係として包含関係に類似した形で

定義される。すなわち、対象Xの部分i:A→X と射x:T→Xに対して、射h:

T→Aが存在してiOh = xが成り立つとき、xはX上でiに属する (xbelongs 

to i over X)と言い、 xExiと書く 。
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¥〆
この概念が帰属関係であることは部分間の包含関係と結びつくことで正当

化される。任意の圏で以下の命題が成り立つことが基本的である。

I豆、J<=> Vx (xελ IコxE ，J) 

¥レパ
初等 トポス理論の公理群によって、 トポスに部分対象類別子が存在して(1) 

を圏論の言葉で言い換えたものが成り立つことが保証される。つまり、対象

Xの部分i:A→Xに対して

xε X <=> XA 0 X = t 0 !T 

が従う。さらにXの部分iとその特性射X;が互いを一意に定めることもまた

従う 。(2)は一般のトポスでは成り立たない性質である。

トポスにおける射は内部言語 (theinternal language)と呼ばれる言語の

解釈に使うことができる。後の議論のために、 McLarty(1995， pp.l26-128) 

にしたがって、その言語の仕様の概略を述べておく 。その言語は以下のよう

に帰納的に定義される型付きの項によって特徴付けられる(本論文では (LT

1)と (LT2)だけを用いる)。

(LTl)各対象XはX上の変項のリスト x，・X:!. X3t ・"を持つ。X上の変項

はX型の項である。

(LT2)任意の射j:X→ YとX型の項sに対して、10sはY型の項である。

特に終対象 lからの任意の射c・l→XはX型の項である。これを定

項と呼ぶ。

(LT3) X型の項s，とY型の項s，に対して くs，，s，)はXXY型の項である。

(LT4) y型の項sとX型の変項yに対して、(A.y)sはy.'型の項である。

(A.y)のような A演算子に束縛されていない変項を自由変項と呼ぶ。
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この定義では、項の型として当該のトポスの対象の名前をそのまま用いて

いる。 トポスは真理値対象Qを持つから、型のーっとしてQ型が存在する。

型付きの項の中で、 Q型の項を論理式と呼ぶ。このように論理式を定義する

ことは、論理式の解釈を何らかの対象からQへの射、つまり特性射と定める

ことを想定している。項の解釈について論じるために、まず対象上の変項の

リストについて述べる。三を変項のリストの略記として用いる。各変項は型

を持つので、変項のリストには各変項の型を同順で並べたリストが付随す

る。変項のリストは重複を含まないが、型のリストは重複を含みうるものと

する。したがって、ある項に同じ変項が二度現れた場合、変項のリストはそ

の変項を一つ含み、型のリストはその変項の型を二つ含む。

一般に、 sをY型の項、 Eをsのすべての自由変項のリストとし、それに付

随する型のリストがX，.....x，であるとき、 jJに相対的なsの解釈 1s 1;はX，
×…XXnから Yへの射となるように帰納的に定義される。解釈の具体的な

定義は以下のようである(本論文では (11)と (12)のみを用いる)。

(11)変項のリストZとそのリスト内の変項Xiに対して、 IXilはX，x...x 

xx・..xx，からxへの射影で、ある。ただしn = 1のとき、 Ix，lはX，上
の恒等射idnと定める。

(12)射f:X→ Yに対して、sがX型の項ならばIf0 s 1 ~ = f 0 1 s 1 xである。

Xj X ... X Xnど!斗 X f→Y 

(13) X型の項s，と Y型の項S2に対して、 1<s，. s， )1ー=<1s， 1ー.1 s21 ~ )である。

よシJ1x
Xj x... X Xn主主f主与 XxY

コト斗πY
(14) Y型の項SとX型の変項yに対して、 1(Ay)s 1:;: は1s 1 ~ ，の転置1s 1 x ' 

である。ただ Lyがxに含まれる場合は、(Ay)sに現れるすべてのyを、

sに現れずxに含まれないX型の変項に置き換える。
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X， x ... X Xn ___ 1 s l~ ， y 1 X ... X An  

Isl.，" x lx "y 
X1 X... X Xn X X一一--一一争Yλ xX

ー、、、、 "ε
同云 u 九.......__九I 、ν

可 Y

論理式はQ型の項であるから、論理式ψの自由変項のリス トEに型のリス ト

X，，"一"x; 

の射でで、ある<3九)」。

基本的な論理式として、一項述語をある型の項に適用して得られる論理式

を考えよう。この言語において、述語は対象の部分をその全体から類別する

ものと考えられる。したがって述語は対象とその部分を所与として定義され

る。対象X とその部分i:A→Xが与えられたとする。このとき iの特'性射X':

X→QとX型の項Sから (LT2)によってQ型の項X，Osが得られる。そこで論

理式ペ(s)を項X，Osの略記として定義する。xをX型の変項として、 xに相対

的なA(s)の解釈 1A(s) 1，は (I2)によってXからQへの射X，O 1 s 1，となる。特に

X型の項Sが変項xであるとき、(Il)によって1A(x)し=X;OIxl戸 X，Oidx=Xiで

ある。つまり論理式A(x)のxに相対的な解釈は 1:λ→Xの特性射そのもので

ある。このことは論理式A(x)がXの中でdであるような部分を類別するも

のであることを示している。

論理式をその自由変項のリストに相対的に解釈して得られるQへの射は特

性射なので、それが類別するX，X・・ .XXnの部分jが一意に存在する。それを

ψの玉上の外延 (theextension ofψover王)と呼び、 jのドメインを[xlψ]

と書く。

X1 X... X Xπ 

Xの部分i:A→Xは先に述べた論理式A(x)の外延j:[x 1 A(x) 1→Xと同値で

ある。これは両者の類別射がX，で、あることによる。
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有限個の論理式の集合Fに対して、rの各要素の外延の共通部分をi:(x I f] 
→Xと書く (ω。さらに論理式ψの外延をj:(xlψ]→Xとし、 fから φが出

てくることを iCXlx..xxnjによって定義する。言い換えると、rから伊が出て

くることの必要十分条件は [引f]から (xlψ]への射hが存在してjOh = iが

成り立つことである。

[i I r]一一一一 h一一一一一→ [iI 'P] 

¥ ヘ〆イ
X1 X ・xXn

したがって、 トポスを用いて解釈された内部言語において、論理式(の集

合)から別の論理式への導出関係は両者の包含関係に帰着する。

さて問題の図 lは全体として、 トポスにおいて包含関係を示す図である。

これをさらに上記のような論理式の外延問の包含関係と見ることで、それら

の論理式の聞の導出関係を示す図として理解することができる。具体的に

は、この図を集合と関数の圏におけるものと見倣し、 Xを地点の集合(場所)

とする。そしてxをX型の変項、つまり地点を示す変項とする。その上でA

をXの中で煙がある地点の集合(煙がある場所)、 BをXの中で火がある地

点の集合(火がある場所)としする。これらに対応する論理式A(x)とB(x)

の外延をそれぞれf:[x I A(x)]→X、g: [x I B(x)]→Xとする。これらを用いて

図1は以下のように明確化できる。

[x I A(x)]一一 h一一→ [xI B(x)] 、、x〆イ
図3 図1の明確化

ここでλ(x)の外延から B(x)の外延への破線で書かれた射hは、それが存

在してf= gO hが成り立つことがA(x)から B(x)が出てくることを保証する

ものである。論理式イ(x)は集合Xからペを分類するものであるから、 ixに

は煙がある」という内容を持つ。同様にB(x)は ixには火がある」という内

容を持つ。すると結局この図は、地点xに対して ixには煙がある」ことか
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らIXには火がある」ことが出てくることの必要十分条件を描いているもの
と理解できる。

2 集合論と圏論、静と動

図lとともに掲載された文章の一部で、論理学と関連する数学について語

られている部分を引用する (中戸川 2015)。

私の研究の柱でで、ある論理学にlはまム、

界があるι"とする集合論と lゆ申へ5日へ、“万物は流転する"、あるいは、運動その
ものが在るとする圏論があり札、この静と動、どちらの論に立って世界を

記述するかで、世界の捉え方は異なってきます。

集合論がある種の集合の存在を主張するのは事実だが、しかし圏論が運動

の存在を主張しているかどうかは議論を要するように思われる。その点は措

くとして、ここには静の集合論と動の圏論という二者択一が見られる。集合

論は動きのない世界を記述し、圏論は動きのある世界を記述する、という考

えである。しかしこの対立においては、Lawvereのように圏論の言葉で集

合論を書くことの意義は不明瞭になってしまう。集合を記述しているから静

的な記述であろうか。圏論で記述しているから動的な記述であろうか。

彼のトポス理論において静と動という二項は、 抽象的集合 (abstractset) 

と可変集合 (variableset)とし寸集合概念の対比として現れる。抽象的集

合は定集合 (constantset)あるいは離散的集合 (discreteset)とも言い換

えられる (Lawvereand Rosebrugh 2003， p.l54)。抽象的集合のイメージに

ついて記している部分 (上掲書p.1)を以下に訳出する。

抽象的集合は構造を持たない要素を持つと考えられる。そしてそれ自

体は、その要素同士が等しいか等しくないかを区別できるという点以外

に内部構造を持たず、要素の数以外の外部構造を持たないと考えられ

る。(訳者中略)抽象的集合は頭の中で思い描かれた 「点々の袋J(訳者

注 原語はbagof dots)のようであると言われてきた。もちろんその
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袋は形を持たないのだが。

静と動という観点で見ると、抽象的集合は動きのないものだけを要素とする

集合である。ここで「動き」というのは広く解釈されるべきであり、数学的

構造に見られるように、たとえばある要素と別の要素が近くに置かれている

とか、要素どもが順序付けられて置かれているとか、要素どもが足し合わさ

れて別の要素になる、といったことを含む。そのような要素同士の関わり合

いを排した集合が抽象的集合である。以後Lawvereらに従って、抽象的集

合の圏をsと表記しよう。

Sは第 l節で言及した集合の圏を公理を用いて捉えたものである。その意

味でSは公理的集合論であるけれども、 言語としては圏論の言語が一一つま

り射とその合成が一一用いられる。Sの公理系はまずトポスの諸公理を含

む。これは集合の圏が トポスの例だったことから当然である。公理はそれら

に加えて三つあり、真理値がちょうど二つ存在すること、国論の言葉で書か

れた選択公理が成り立つこと、同じく圏論の言葉で書かれた無限公理が成り

立つことが求められる (上掲書pp.lll-1l3)。

抽象的集合と対置される可変集合は、要素同土に何らかの関わり合いがあ

るような集合である。その最も単純な例として 「段階の聞にただ一つのつな

がりを持つ2段階集合」が成す因子叩が例に挙げられる (上掲書p.1l4)。こ

こで2は二つの対象Uおよび lと (それらの上の恒等射を除いて)唯一の射

から成る圏

U → l 

である。Uを前の段階、 lを今の段階と見倣すことで、この圏全体はある段

階から別の段階への移行という動きを表している。S2叩の対象はこの動きを

受ける可変集合Xであ り、それは二つの抽象的集合XuとX，、それらをつな

ぐ関数
M 

X，斗 Xu

を用いて分析される。ここで、X，は両方の段階を通して存続しているXの要

素の集合であり、 Xuは前の段階に存在したXの要素の集合であり 、ふはX，
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の各要素xに対して前の段階Uに存在した要素を指定する。つまり 2が示す

段階の移行という動きが、 S2叩においては集合の要素の消滅という形で表現

されているのである出。

S2叩の対象X とYが与えられているとき、 Xから Yへの射fは、 X，から れへ

の関数f，と、 Xuかられへの関数fuの組として定義される。ただしf，とfuは等

式';1'0J百=五;0C.rを満たさねばならない。S20Pの射の合成は対を成す関数各々

の合成を介して自然に定められる。

こうして圏として定められるS2叩は可変集合の圏としてSと対立するけれ

ども、 S仰がトポスであることによって共通性を得る。 トホ。スを特徴付ける

構造のーっとして、たとえばS20，における終対象は、抽象的集合を用いて以

下のように書ける。

↓1， 

ここで lはSにおける終対象、つまり任意の一点集合である。1，はその上の

恒等射である。終対象とは任意の対象からただ一つの射が存在するような対

象だから、これがS2叩における終対象であることを示すには、 S20'における

任意の対象Xをとり(つまりふ。ぷ→Xuをとり)、そこから唯一の射が存在

することを示せばよい。Sにおける以下の図が答えを与える。

Xl~l 

{x 1 111 
Xu----c-→1 

ここで、!，と !uはそれぞれ、 X，とXuからSにおける終対象 lへの唯一の関数で

ある。X，から図右下の lへの関数が一つしかないのでI，O!u=!uOXが成り

立つ。それゆえ!，と !uの組はS2叩における射である。また!，と !uの組以外に適

切な射が存在しないことは!，と !u各々の一意性から得られる。こうして 1，は

S20，における終対象である。他のS2叩における トポスの構造も Sにおけるトポ

スの構造を参照しながら定義される。ただし両者の構造が同じ性質を持つわ

けではなく、たとえば真理値に関して、 Sが2値であるのに対してS20，は3
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値である(具体的な構成は上掲書p.l17を参照)。こうしてトポス理論は抽象

的集合でない可変集合の圏もモデルとする。一般にCを圏としてScopは前層

(presheaf)の圏と言われ、 トポスの重要な例である。

上記のように抽象的集合の概念は可変集合の分析のために積極的に利用さ

れており、両者は二者択一の関係ではない。可変集合の分析は抽象的集合の

存在に依存している。我々は抽象的集合の扱いに慣れており、変化を抽象的

集合の要素の変化として表現したのは、集合論の道具立てで変化を研究でき

るようにするためである。それゆえこの依存性は有用な結果をもたらすもの

で、退けられるべきではない。

Lawvereのトボス理論を考慮、した場合に集合論が捉える静的 ・抽象的集

合と圏論が捉える動的・可変集合は統合され、どちらかを選ぶような関係で

ないことを見た。ところで、抽象的集合の観点から分析できず、かつ (トポ

スを使わなし、)圏論によってよく記述できる対象が存在することは依然あり

うる。つまり Lawvereのトポス理論の枠組みの外で、静的な集合論と動的

な圏論という対立項を維持する道である。これは、中戸川がしばしば用いる

言い方をすれば、述語や物質名詞が指し示すものについて、実体化させずに

論じることが圏論によって可能か、という問題に通じる。この論文の前半で、

「煙」と「火」をそれぞれ「煙のある地点の集合」および「火のある地点の

集合」として解釈したのは、 トポス理論に則った抽象的集合による実体化に

他ならない。そのような実体化を伴わず、しかも実際に使うことができる解

釈ないしモデルの概念を圏論を用いて構築できるだろうか。この考察につい

ては稿を改めたい。

3 まとめ

まず煙から火を導出する図に対してLawvereのトポス理論の観点から明

確化を与えた。「煙Jと「火」はそれぞれ「煙のある場所」、「火のある場所」

と解され、両者をつなぐ射は包含関係の成立を圏論の言語で示すために用い
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られるものである。次いで閉じトポス理論の観点から、集合論に帰属される

静の側面と圏論に帰属される動の側面の関係について考察を行った。集合論

が記述する抽象的集合の概念は、可変集合の分析のために積極的に利用され

ている。これは中戸川が構想するような、世界記述の道具としてどちらかを

選択するような関係ではない。

(1) この例はインド論理学の研究にも言及しながら示されていた。

(2) モニ yク射 (monicarrow. monomorphism)の定義。cを国とし、 f:A→BをCの射
とする。Cの任意の二つの射x，・x，:X→Aに対してfOx，= fOx，二字XI= X~ が成 り 立っと

き、/はモニック射であると言う。集合と関数の圏において、この定義は単射の定義と

同値である。

x三士::tA __  f→B 
X2 

(3) 伊が自由変項を持たない場合、その解釈|伊|は終対象 1:からQへの射である。これは

自由変項を持たなし、論理式一一しばしば文と呼ばれるーーの解釈がtのような真理値で

あることを示唆している。

(4) ここで言う共通部分は圏論的に定義されるものである。対象Xの二つの部分il:A→X 

とi，:B→Xの共通部分 (intersection)とはXの部分i:C→Xで、任意の射x:T→Xに対

して、

xεX i<=>x Ex i，かつ xExh 

が成り立つものを言う。 トポスの対象の任意の二つの部分は共通部分を持つ。

(5) 引用者注 「普遍」は原文ママ。文脈からして 「不変」であろうか。

(6) S2叩を、適切にも 2からSへの反変関手の圏として理解する人にと って、この説明は

奇異であろう。問書において関手圏の概念は可変集合の圏の概念よりも、ず、っ と遅く 導

入される (p.172以降)。
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