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北海道大学哲学会 『宮学j52号 (2018"fl2月)

非可換部分構造論理における

量子論理の含意について

上野岳史

はじめに

BirkhoffとvonNeumann [1]によ って提案された量子論理では、いまだに

合意結合子の定義について合意が得られていない。また、 Kotas[2]は、合意

結合子について 6種類の定式化を提案している。Ozawa[5]は、それら 6種

類の含意結合子が代数的に対称的な関係にあることを示している。

本稿では、このような含意結合子の関係を非可換部分構造論理の演鐸関係

としてとらえたとき、構造に関する推論規則がどのようにかかわっているか

について考察している。

2 部分構造論理NFL

部分構造論理とは、 exchange、weakening、contractlOnなどの構造に関

する推論規則の使用を制限した論理で、制限する規則の種類により、線形論

理、Relevantlogic. BCK logic. FLなどがある。FLはすべての構造に関する

推論規則が制限されたシークエント計算の体系で、 Ono[4]によって導入さ

れた。そして、NFLは、我々が定式化したFLと同値な自然演鐸の体系である。

Definition 1. (言語ι)NFLの言語Lは次のものからなる。

・ 命題変数 :PO，Pl，P2，

- 論理的結合子:コ，プ，'，，'， *，八，V

- 命題定数 t，f，T，上
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Definition 2. (論理式F)Lの論理式の集合Fは以下の条件を満たす最小の

集合である。

(1) t， f， T，上巳F

(2) Po， Pl， P2， εF 

(3) A ε F キ ~A， ~'A εF

(4) A，BεF=今 AコB，Aプ B，A*B， A八B，AvBεF 

以降、論理式を表すメタ変数としてA，B， c."，を用いる。
Definition 3. (NFLの証明)NFLにおいて、証明は一つの論理式からなる証

明A(Aを仮定してAを導く証明)から推論規則の適用によって得られる図

のことを言う。

rを論理式の有限列(空でもよい)のとき、 rを仮定してAを導く証明を
F 
Z 
A 

で表す。

Definition 4. (NFLの公理と推論規則)NFLの推論規則は以下のものである

(図中の [A]は推論規則の適用により仮定Aが除去されることを表す)。

・ 公理:

t AコT 上*A)コC

- 推論規則 :

[A] r r [A] 
E二 ヱ
B A A コ !}_~E B， _ )'  1 Aコ'B A コ'EAコBコI B コ Aコ'Bコ B 

[A] r r [A] 
2 z 
よ ~/ A ~A E 工'/ ~'A A 
~A f ~A ~ fー ~'E
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また、 NFL以外の推論規則は以下とする。なお、我々の以前の論文([3ト

[6]、[8]、[9])により、 コ10とコI10がweakeningに対応し、コ 12とコI12がcon-

tractionに対応し、 コ10、コ'/0、コ EO、コ EOがexchangeに対応すること

が示されている。

Definition 5. (その他の推論規則)

一一一一一 EM
Av.A 

上

r
z
f一A
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Orthomodular束は、量子論理の標準的な代数モデルであり、以下のよう

に定義される。

Definition 6. (Orthomodular束)Orthomodular束とは以下の条件を満たす

束である。

P<Qならば --，p>--， Q 

--，--，p = P 

P<QならばPV C--' P ̂  Q) = Q (the orthomodular law) 

Kotas [2]によって定式化 された 6種類の合意結合子の定義は以下であ

る。そして、多くの論文ではSasakiarrowを量子論理の含意としている。

74 -



Definition 7. (含意結合子)

AコoB士C~AvB 
A コ l B 士C(A 八 (~Av B)) v (~A ̂  B) v (~A 八 ~B)
Aコ2B乞C(A八B)v (~A ̂  B) v ((~A v B) ̂  ~B) 

Aコ3B ~C ~A v (A ̂  B) (Sasaki arrow) 
deC 

Aコ4B '~. (~A 八 ~B) v B 

AコsB乞C(A^B)V(~A 八 B) V ( ~A ^ ~B) 

そして、これらの論理結合子についてはOzawa[5]によって以下の対称的

な関係があることが示されている。

AコoB 宇=今 (AコsB) V ~.'{(A ， B) 

AコlB宇中 (AコsB) V (A ̂  ~.'{(A ， B)) 

Aコ2B 恒 =今 (AコsB) V (~B 八 ~.'{(A ， B)) 

A =>3 B 恒 キ (AコsB) V (~A ̂  ~.'{(A ， B)) 

Aコ4B 恒キ (Aコ5B) V (B ̂  ~￥(A ， B)) 

なお、 commutator.'{は笠(A，B)乞f(A八B)v(A^~B)v(~A八B)V(~A^~B) と

する。

4 NFLでの含意結合子の関係

NFLに他の推論規則(定義5)を加えた体系で含意結合子の聞の証明図

を作成したところ、 コ5からコ。への方向でi立、すべてNFLで証明可能であっ

た。それに対して反対方向では推論規則を加える必要があった。なお、表 l

は使用した推論規則の一覧であり、各証明図は付録に記した。

Theorem 1. (含意結合子の聞の関係)

(1) AコsBトAコoB in NFL， 

(2) AコsBトAコiB in NFL(i = 1，2，3，4)， 

(3) AコjBトAコoB in NFL(j = 1，2，3，4) 

(4) AコoBトAコ5B in NFL+{コ10，プ lo，EM}，

(5) AコoBトAコkB in NFL+{コ10，プ 10，EM} (k = 1，2，3)， 
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AコlBトAコ5B in NFL+{コ[0，プ [O，EM}(l = 3，4)， (6) 

AコoBトAコ4B in NFL+{コIO，プ [O，EM，プ [U}，(7) 

AコlBトAコ5B in NFL+{コ[0，プ [0，_l，コ I2，コ [U}，(8) 

Aコ2BトAコ5B in NFL+{コ[0，プ [0，_l，コ [2}(9) 

(1 )の証明は図10の証明図。(2)の証明は図11、13、15、170 (3)の証明Proof 

60 (6)の証明4、は図12、14、16、180 (4)の証明は図 10 (5)の証明は図2、

90 (7)の証明は図80(8)の証明は図30(9)の証明は図5。

表1: List of applied inference rules 
コ10 :，' 10 よコ，2 コ10 :)' 10 :::) E コIE ^I 

は図7、

_'E 

。。

0
0
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0
0
0
0
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0
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。。

A :)0 tJト A-S-sB 
A コoB・-A ::>) B 
AコoBト Aコ，B 
AコoB ~ A.つ，B 
AコOBI-Aコ，B 
Aコ，Bト A コ，B 
Aコ，Bト Aコ，B 
Aコ，Bト Aコ，B 
Aコ，Bト Aコ，B 
Aコ，Bト AコOB
Aコ，Bト Aコ，B
Aコ，Bト Aコ，B 
Aコ，Bト Aコ，B 
A コ，Bト A コ4 B 
Aコ，B←AコoB 
Aコ，Bト AコoB 
Aコ，B炉 AコoB 
A コ4 D 1-A コ0 8

まとめ5 

コ5からコ。では、他の含意結合子を経由しない場合(Aこれらのことから、

コ5Bトdコ。)は構造に関する推論規則は使用せず、それは途中でどのよう

コoからコ5では、しかし、な含意結合子を経由した場合でも同じであった。

を必要とコI10) AコoBトベコ5の場合は、 排中律および、weakening(コ10、

を経由した場合arrow (コIp) しており、それと推論規則の使用はSasaki

AコoBトAコ5B in NFL+{コ[0，プ [O，EM}
AコoBトAコ3B in NFL+{コ[0，プ[O，EM}
Aコ3BトAコ5B in NFL+{コ[0，プ [O，EM}
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他のコlを経由した場合は矛盾に関する推論規則 (上)、contraction(コJ2)、

exchange (コ10)を必要とし、 コ2を経由した場合は矛盾に関する推論規則

(上)、contraction(コ/2)を必要とし、コ4を経由した場合はexchange(コf

コ/0)を必要とした。すなわち、証明に必要な推論規則を比較した場合、

これら合意結合子は対称的な関係にはなっていなかった。これは、量子論理

の含意結合子の考察にexchange則まで制限された非可換部分構造論理を用

いるとことにより、 よりきめ細やかな考察が可能になることを示していると

考えられる。
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Postscript on semantics of substructural logics 

A comprehensive account of possible world semantics for substruc-

tural logics is given in the Part III of An lntroduction to Substructural 

Logics， written by Restal in 1999. It is now downloadable at http://cite-

seerx.ist.psu.ed u/ viewdoc/ download? doi = 10.1.1.183.9741 &rep= rep 1 &type = 

pdf. The Lindenbaum algebra of FL is a residuated lattice， and a quan-

tale shares such a structure. Quantale is defined as a sup-Iattice having 

the multiplication， together with its unit， which commutes with an arbi-

trary union. Quantale was introduced by Mulbay in 1986， while he was in-

vestigating the left/right ideals of the non-commutative C algebra. (c.]. 

Mulvey， ・・&"Rend. Circ. Mat. Palermo， 12 (1986) pp. 99-104， Zbl 0633.46065. 

G.Takeuti's notes on quantum mechanics was listed as a reference at the 

end of Mulvay's paper.) As for the category theoretic semantics of sub-

structural logics， monoidal c10sed category lies at the basis. Most struc-

tures of parallel processes involve monoidal c10sed category， so that Prof. 

Bob Coecke once c1aimed，“Monoidal c10sed category is everywhere." On 

page. 84 of an introductory textbook， Concettual Mathematics， published 

in 1997 by F. W. Lawvere and S. H. Schanuel， one finds a sentence，“Real-

ity consists of fish， rivers， houses， factories， fields， c1ouds， stars， i.e. things 

in their motion and development." (The book is downloadable at http: / / 

fef.ogu.edu.tr/matbil/eilgaz/kategori.pdf.) It is worthwhile mentioning that 

an uncountable noun and simple plural nouns are used in this quoted sen-

tence. As the denotations of these nouns are things in motion and devel-

opment， they are neither官estimmt"(definite) nor determined. They 

would seem to belong to a tradition， which G. Cantor called pagan， in the 

criticism against G. Frege's notion ofルnction.If one takes the space stud-

ied under F. W. Lawvere's thesis， "Set within Geometry"， as manifold， one 
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would be able to proceed further along one of the ways initiated by his 

thesis. 

(Takeshi Ueno. Koji Nakatogawa) 
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