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1．は　じ　め　に

　日常的に使用する金属のほとんどは，高温場で溶融状態とし，

製錬反応を進行させることで純度を高め，生産されている。鉱石

等の原料より金属を取り出す乾式製錬プロセスは，いずれも高温

における酸化・還元反応によって金属を溶融状態で抽出するプロ

セスであり，鉄鋼・非鉄問わず，電解製錬を除けば原理的には同

様の手法と言える。溶融状態の金属 ( メタル ) ，硫化物 ( マット ) ， 

酸化物 ( スラグ ) などは，液 - 液間，液 - 気間，液 - 固間または

これらが混在する状態ではたいへんバラエティに富んだ界面を形

成することが知られている。また，溶融塩電解では，溶融メタル

- 溶融塩間で液 - 液界面を形成するが，電位印加の影響で電気化

学的に特有の金属霧などの界面現象が生じる。このような高温界
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The transient behavior of the multi-interfacial flow can be modeled using recent Smoothed Particle 
Hydrodynamics (SPH) model. This developed numerical method is fully-Lagrangian particle-based approach, 
which can track the movement of many fluid phase directly. The advantage of this simulation model is a direct 
calculation in both of dispersed phase and continuous phase seamlessly. Thereby this model estimates transient 
behavior of interfacial behavior by predicting the changes of each interface shape. For example, numerical 
simulations have been performed for different conditions corresponding to different values of surface tension, 
viscosity and density, and the predicted topological changes as well as the theoretical interfacial shape of droplets 
can be validated. Based on this model, we carried out relatively large-scale interfacial flow simulations, investigated 
case studies of metallurgical processing, and evaluated the non-steady state flow of formed from various dispersed 
phase.
KEY WORDS:  High-Temperature Melt, Dispersed Phase, Metallurgical Process, Interface, SPH Method

Numerical Analysis of Interfacial Morphology and Dispersion Behavior 
of High-Temperature Melts

– Application of Smoothed Particle Hydrodynamics 
to Metallurgical Processing Analysis –

面現象についてはこれまでに極めて多くの研究があり，またいく

つかの良書にまとめられているが 1-3) ，計測の困難さや高温場の

不均一性の影響もあって，以下に示すように異相間で生じる諸現

象の物理的描像は必ずしもコンセンサスを得ない。

　Cu や Ni などの乾式製錬においては，金属相や金属含有マット

相がスラグ中に分散する「スラグロス」が重要であるとされ，こ

れは有価金属の微量損失でも経済性に与える影響が大きいためで

ある。スラグ中に化学溶解する以外に，粒状になってスラグ中に

留まる金属・マット相は機械的スラグロスと呼ばれ，これは一種

のエマルジョンと見なされる。これらは粘性流体中の粒状体なの

で，Stokes 則に従って重力沈降して相分離が進行するモデルが与

えられてきたが 1, 2) ，過酸化によって生じた固体マグネタイト相

との接触やスラグ自由表面や懸垂など界面の力学的寄与によって

必ずしも分離が進行しない。近年，懸濁粒子の界面電荷が及ぼす

スラグ流動への影響も調査されており 3) ，非 Newton 流体として

の高温融体挙動を検討する余地がある。

　一方，溶融塩化物中で電解析出した金属液滴の挙動も興味深い。

溶融塩電解では，カソード界面にバルクとして析出する液相以外

に，前述のように強還元雰囲気の霧状物質 ( 金属霧 ) が生じるこ

とが古くから知られている。この分散相は Li 電解採取を目的と

した場合には電流効率の低下を招くが，一方でバルク Li よりも

高温融体界面と分散相挙動の数値解析 *
–Smoothed Particle Hydrodynamics 法の
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Vol.135, No.8, 2019

Journal of MMIJ
BY    NC    ND



72
© 2019 The Mining and Materials Processing Institute of Japan http://doi.org/10.2473/journalofmmij.135.71

夏井俊悟・梨元涼太・問谷一偉・澤田旺成・菊地竜也・鈴木亮輔

強い還元力をもつ可能性があり，またカソード表面を不均一に生

成することがわかってきた 4) 。Ca を用いた場合，TiO2 など難還

元性酸化物をも効率よく還元でき，従来製錬法と比べ高いエネル

ギー効率での製錬が期待される 5) 。最近，著者らは溶融 CaCl2-

LiCl の電解によって生じる液体 Ca-Li 合金と金属霧の挙動につい

て調べ，sub-mm スケールでの自発的な流れを観測した 6) 。この

流動メカニズムは十分に解明できていないが，著者らによって新

たな移動現象解明が検討されている 7) 。

　鉄鋼製錬においては，分散相が様々な場面で顔を出す。例えば，

製銑プロセスの高炉内では，融着帯と呼ばれる領域で溶融した焼

結鉱が溶融メタル - スラグ相を形成して，コークスベッド中を滴

下する。この二相融体は，気相との自由表面，固体との界面を介

して接触しながら流動していく。このさいに融体が鉛直上方への

気相流動に対する抵抗となることで，高炉の生産性が制限される

要因となる。充填層中気相および液相の向流挙動の研究は主に化

学工学分野で発展してきた。その一手法として水モデルによる模

型実験があり，ホールドアップやフラッディング現象について無

次元相関から実炉内を予測する方法がある 8) 。近年，室温液体

と高温融体でのホールドアップ傾向の違いが指摘されており，こ

れは両者の物性が大きく異なるだけでなく，コークス表面の濡れ

が非定常に変化することが要因と考えられる 9) 。コークスの濡

れ性を因子として無次元相関式の修正がなされたものの統一的見

解はなく 10) ，溶融メタル - スラグが同時に存在する場合の検討

も少ない 11) 。さらには 2 融体間の化学反応を伴う場合での界面

挙動に関しては，界面への化学種の吸着モデル等による記述がな

されているものの非定常場での界面変形メカニズムは未解明のま

まである 12) 。

　このような複数の相から成る界面形態を検討するに当たり，界

面エネルギーの釣り合いを考慮して解析的に求めるために，コン

ピュータを用いた予測法が発展してきた。例えば，Brakke によっ

て開発された“Surface Evolver”は，体積を固定した曲面の変分

に関して局所面積が最小となるように曲面を動かし ( 離散的な曲

面は三角形から構成される ) ，界面エネルギーが最小となるとき

の液相形態を求めるプログラムである 13) 。これによれば，直感

的に理解し難い平衡界面形状でもコンピュータ上で可視化するこ

とができる。このような平衡状態における界面形状理解の重要性

は無論である。しかし，実プロセス解析の難しさは時々刻々と変

化し続ける界面状態を含む総体として理解することにある。すな

わち，融体が動的な状態にある場合には，界面エネルギーバラン

スのみならず，各相の物理量 ( 質量，体積，運動量など ) の保存

性を担保した上での運動方程式を解かなければ，実プロセス内の

状態を理解することは難しいと思われる。

2．分散融体界面の力学的記述

　融体界面の動力学を包括的に考察していくためには，専用の数

値シミュレーションのフレームワークが必要であり，流体力学を

基礎とする移動境界問題の数値シミュレーションの拡張が有用で

ある。数値流体シミュレーションは，従来，有限差分法，有限体

積法，有限要素法のように，計算対象領域を計算格子で分割 ( 離

散化 ) して，計算点上での流速や圧力などを追跡する手法が主に

用いられてきた。この計算格子を用いる手法 ( 格子法 ) では，格

子内の各相の体積割合で平均化する 2 流体モデルを除けば，相間

の境界を正確に捉える方法について，現在まで多くの研究がなさ

れ改良が加えられて，現在では，より洗練された以下の 2 つのア

プローチが主流となっている。すなわち，界面追跡法 (ALE 法，

Space-time 法など ) は，気液界面を移動変形格子によって直接的

に追跡する方法，一方，界面捕獲法 (VOF 法，Level-set 法，Phase 

field 法，Front-tracking 法など ) は，固定格子上に界面関数を定義

し，間接的に界面位置を捕捉する方法である。これらの詳細は

すでに多くの文献例えば 14-16) があるので省略させて頂き，上述の

分散する複数の相からなる製錬プロセスへの適用を考えてみる。

Fig. 1 に A，B，C，D の 4 相からなる系の数値力学的な空間の離

散化について模式的に示す。本系は，例えば高炉内の溶銑，スラグ，

コークス，ガスに相当する。VOF 法を例に考えると，Fig. 1a) に

示す分割された格子内を相境界が横切っていることがわかる。こ

のとき，時間とともに相の移動が生じると考える。界面形状プロ

ファイルの情報を考慮に入れないで，相の体積分率の移動のみを

考えた場合，数値誤差が蓄積してしまい，やがて相間の境界がぼ

やけてしまう。この問題は格子法の宿命であり，現在の洗練され

た界面移動アルゴリズム (THINC-WLIC や VOF-PLIC 等 15) を用

いたとしても，分散する多相流では厳しいことが想像される。さ

らに，例えば A-B-D3 相界面では界面張力を考慮する必要がある

が，3 次元空間での曲率計算の複雑さが数値解析を困難なものに

してしまう。

　上述の問題を解決するため，流体を粒子の集合体と考え，それ

らを追跡することで運動を記述する方法 ( 粒子法 ) が，2000 年代

以降の計算機の発展とともに急速に発展した。本法は，Fig. 1b) 

に示すように，変形する界面は粒子によって直接的に表現される。

大きく変形する解析にも高い robustness を有するとされ，汎用性

の高さが最大の特徴である。界面張力も粒子間に働く力を積算す

れば良いため，後述するように非常にシンプルで，上述の問題に

対して有効である (Hoover は本法では表面粒子の規則配列などの

数値解法上の困難が生じると述べた 17) が，最近では緩和されて

きている ) 。また，気相のように運動量が十分小さく無視し得る

場合には，D 相のように粒子を配置することなく，これと接する

異相粒子を自由表面として取り扱うことも可能で，解析系に合わ

せた柔軟性がある。一方で粒子法には短所もある。特に，粒子配

置不均一性による圧力擾乱の問題は長年の課題であり，黎明期の

アルゴリズムでは致命的な計算誤差を与えてしまう。そのため，

格子法と比べ著しく計算精度が劣ると考えられてきた。現在では，

解析アルゴリズムの研究進展によってその欠点は大きく緩和され

てきている。さらには並列演算ユニットとの相性も比較的良く，

大規模シミュレーションによって高精度な解析も可能である。

3．SPH 法とその応用

　著者らは，2014 年より Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) 

法に着目し，従来困難であった乾式製錬プロセス中の分散融体の

力学的記述に取り組んできた。SPH法は，今日の粒子法シミュレー

ションの起源である古い方法で，もとは天体物理学における圧縮

性流体の解析法であった。1970 年代に英国ケンブリッジ大学の

L. B. Lucy によって開発され，SPH 法の基本概念と式の展開が論

文として発表されたのは 1977 年で 18) ，そのほぼ直前に Gingold 

Fig.1　 Schematic diagrams of spatial discretization of dispersed 
multi-phase system in high-temperature metallurgical process.
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and Monaghan19) によって発表された論文で SPH 法という用語

が初めて使用された。その後，Monaghan らのグループによって

様々な応用研究がなされ，その応用範囲は工学，惑星科学，海洋

学，情報科学に至るまで多岐にわたり，多くのモデルが提案され

てきた 20-24) 。したがって，一言で SPH 法と言っても本稿で全て

を紹介することは難しい。類似の計算手法である Moving Particle 

Simulation (MPS) 法や離散要素法 (Discrete Element Method, DEM) 

などとともに体系的にまとめた文献 25-28) が近年刊行されている

ので，網羅的に粒子法を習得されるためにはこれらを参照してい

ただき，本稿では，微弱な圧縮性に対応するように改良された

Weakly-Compressible (WC) -SPH 法 29) を一般的な SPH 法と呼称し

て，あまり本法に馴染みのない方を対象に概説したい。

3・1　SPH 法の基礎的な考え方

　繰り返しになるが，流体を ( 任意に与えられた ) 有限個の粒子

に離散化し，各粒子座標と粒子のもつ物理量の時間変化と計算す

ることで，流体の運動を記述するのが SPH 法の特徴である。こ

の方法の最も重要な概念は，「ある物理量 ( 例えば密度，速度，

圧力，温度，濃度など ) が各粒子の中心から特徴的な長さをもっ

て広がっており，空間の任意の場所の物理量が各粒子の足し合わ

せで表現される」ことである。SPH 法では，kernel 関数 ( 物理量

の分布状態を規定する関数 ) を用いることにより，粒子が持つ物

理量の空間分布をなめらかに表現し，分布の重なり合いによって

各粒子座標における物理量を決定する。Fig. 2 にこのことを模式

的に示す。ある粒子 i が持つ物理量 f (ri) は，その粒子の有効半

径内 Ω にあるほかの物理量分布の体積分により，以下のように

計算される。

　  ……………………………………  (1)

つまり，計算点 ri 周囲に分布する物理量を積分補間することで，

ある点における物理量を求めるのが SPH の基礎となる近似であ

る。ただし，kernel 関数は，以下の条件を満たす必要がある 30) 。

条件 1: 有効半径内で規格化されていること ( 正規化 ) :

　  ………………………………………………  (2)

条件 2: 有効半径外では 0 となること (compact support という ) :

　  ………………………………………………  (3)

条件 3: h の極限が Dirac のデルタ関数に収束すること (smoothing 

length h がゼロとなる極限では kernel 関数による近似が関数 f に

一致 ) :

　
 ………………………  (4)

条件 4: に対して対称な偶関数であること

条件 5: 影響半径内のすべての座標において正の実数であること

これらの条件を満たす kernel 関数として，高次の spline 関数 ( 区

分多項式 ) を用いたものが主流である。著者らは，式形の煩雑さ

を避け，かつ密度差の大きい流動現象に対して有効と報告され

ている 3 次元 Wendland の kernel をよく用いている 31) 。本来の

Lagrange 的記述を保持するため ( 粒子が密集したところでは高解

像度，低密度領域では低解像度となってしまう ) ，h の範囲内に

存在する粒子数を一定にするように h を調整するのが望ましい

が，流体計算の場合には計算コスト低減のために固定値を用いる

ことが多い。

　以上の SPH 近似を用いると，各粒子 j の質量を mj としたとき，

粒子 i の密度ρ i は，以下のように表現される。

　
 ……………………………………………  (5)

3・2　微分演算

　流体運動の記述には，微分演算子の数値モデル化が必要となる

が，前述の SPH 近似によって非常にシンプルに表すことができ

る。物理量の勾配  は，式 (1) の積分補間より以下のように

表される。

　  ………………………………… (6)

(6) 式右辺は，部分積分によって以下のように展開できる。

　  ……………… (7)

一般に，Gauss の発散定理を用いて右辺第 1 項は面積分に変換さ

れ，前述の条件 2 を利用して領域の外縁曲面 S で W (r,h) = 0 とな

るので，

　  …………… (8)

したがって，物理量の勾配  は偶関数である kernel の対称

性を考慮して以下のように書ける。

　  ………………………………… (9)

この近似を (5) 式のように粒子ベースで表記すると，圧力や速度

など密度以外の物理量の空間分布は，各粒子の中心位置における

密度ρ j と物理量 f j を用いて表すことができる。

　  
 …………………………………… (10)

この勾配は，

　
 ………………………………… (11)

(11) 式によって微分演算を行うのが本法の肝心なところであり，

Fig.2　 Descriptions of a distribution of physical 
quantity by the SPH approximation.
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一般的に用いられるので“標準 SPH”と言える。

　現在では，この素朴な仮定を用いた場合，相境界の近傍粒子に

正確な解をもたらさない可能性が指摘されている 32) 。すなわち， 

(8) 式の近似を用いることは，h の外縁で kernel がゼロ ( 条件 2) 

になるため，密度分布が平滑化されない。粒子の分布が不均一と

なる場合，界面付近で密度・体積・質量の 1 次の“consistency”

が満たされず，計算誤差が蓄積することになる。このことは圧力

の振動 ( 擾乱 ) に現れ，粒子の微振動に影響することが知られて

いる。通常，この数値的エラーは十分小さいため無視しても差し

支えない場合も多いが，分散相が多数存在する問題においては顕

在化して，まったく異なる解を導いてしまうこともある。これ

を避けるため現在も多くの数学モデルが検討されており，応用

数学者の腕の見せ所となっている。著者らは，素朴な近似で計

算が容易な (11) 式を利用しながら，密度を再計算するアプロー

チを採用している。例えば，付帯条件付き多次元移動最小二乗

法 (multidimensional moving least-squares interplant with constraint 

condition, C-MLS) は，空間的に少なくとも 1 次精度を有し，小規

模の振動ノイズを除去することで実用上十分な計算精度を得るこ

とができ，かつアルゴリズムがシンプルで計算負荷もそれほど大

きくないという利点を有する 32, 33) 。

3・3　流れの解析

　Monaghan (1994) によって始められた SPH 法を非圧縮性流体解

析への適用は，圧縮性流体を対象とした従来のアルゴリズムを非

圧縮性流体に応用したものである。この方法の目標としては，非

圧縮性流体の支配方程式である連続の式と Navier-Stokes 方程式

を時間発展的 ( 陽的 ) に解くことである。Lagrange 的描像におけ

る流体運動の基礎方程式は以下のように書ける。

　  ………………………………………………… (12)

　
 ………………………………… (13)

さらに，密度と圧力を関係づける状態方程式を導入することで方

程式系を完結するのが WC-SPH 法の特徴である。今，単純な断熱

系で pρ −γ =const.，流体は等エントロピーである場合を考えると， 

Tait の状態方程式において，圧力は密度のみの関数で表される。

　
 ………………………………………………… (14)

γ は比熱比であり，気体で 1.4，液体で 7.0 が広く用いられている。

Monaghan24) によれば，基準圧力 p0 = 0 として

　  
 …………………………………………… (15)

ここで，音速 c = を用いて，

　
 ………………………………………… (16)

が得られる。Morris et al.34) は，ρ =ρ0 のとき B=c2ρ0γ となること

を利用して，以下のように標準的に用いられる状態方程式を得た。

　
 ………………………………………… (17)

ただし，c に実際の物性値を代入すると非常に大きな圧力となり

相当に小さな時間刻みが要求されるため，現実的な数値解析は実

行できない。そこで，SPHでは密度変化が極小 (体積変化 1%以下 ) 

かつ最大の時間刻みとなるように c を最適化して与えることが肝

要である 33) 。

　さて，ここでは簡単のために粘性力，重力，表面力を無視して， 

(13) 式右辺の圧力勾配項のみを考え，流れの解析手順を概説する。

　  
 ………………………………………………… (18)

(18) 式は高圧領域から低圧領域へ加速度が生じることを表す。圧

力勾配項には，粒子間の asymmetric 問題 ( i と j 間の作用・反作

用に反する立式 ) を回避するためにこれまで様々な改良が加えら

れ，現在では一般に下記のとおり定式化されている。まず，分数

関数の微分から，

　
 ………………………………………… (19)

であるので， (11) 式で表される SPH 近似を用いて (18) 式右辺の

離散化を以下のように行う。

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…………………… (20)

したがって， (18) 式は，

　  

 ……………………… (21)

と離散化でき， (21) 式は i と j に対して反対称となるため作用・

反作用の法則を満たすので，標準的に用いられる。さらに，密度

は (5) 式，圧力は (17) 式によって求めることができるので，粒子

i の加速度が計算できることになる。i 粒子の中心座標の移動が，

　   ……………………………………………………… (22)

に従うとすれば粒子座標を以下の手順で更新できる。ある任意の

時刻 (n ステップ ) で，全粒子の質量，位置，速度，密度，圧力

がわかっているとすれば，n+1 ステップ目の粒子 i の速度と位置

座標は，時間 1 次精度の前進差分法により有限の時間刻み幅 Δ t

を用いて，以下のように表すことができる。

　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

……………… (23)

この解法は陽解法とよばれ，シンプルな時間発展アルゴリズムで

ある。n+1 ステップ目の粒子座標と速度から n+1 ステップ目の密

度と圧力が求まり，n+2, n+3……と帰納的に計算が可能である。

以上は基礎的な SPH 法についてのみ概説したが，実際には，実

現象を精度良く追跡するために時間差分には 2 次精度以上が望ま

しく，また，粒子の過剰接近や衝撃波の問題のために適切な人工

粘性項を付加するなどの工夫が施される。現在では，空間 2 次精

度を有し，Riemann solver という衝撃波面を正しく捉え高速に計

算することができる方法を SPH に導入することで人工粘性の利

用を回避する Godunov SPH 法が注目されている 35) 。

3・4　SPH 法の長所と課題

　SPH 法は，前述から明らかなようにシンプルな陽解法，本質
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的に 3 次元向きアルゴリズム，境界条件への特別な配慮が不要，

比較的高速で並列演算も可能という利点を有している。また，粒

子が存在しない領域は計算しないので，気相や真空に対しても格

子を張り巡らすなどの配慮も不要である。また，次節で述べるよ

うに 2 相以上の物質への取り扱いも容易である。

　一方，短所として，密度のゆらぎの存在，各時刻での粒子間距

離計算のコストが大きい，などがあげられる。SPH 法では，数

値的安定性を確保するため，非物理的な人工粘性の導入が不可避

とされている。人工粘性は，運動量を散逸させる効果をもち，解

の信頼を損なう恐れがある。その性質は，常に運動エネルギーの

熱散逸的である必要があり，回転や圧縮に対する粘性が発現しな

いように特別の配慮が必要となる。人工粘性なしに非圧縮性流体

を解析するため圧力に対して陰解法を適用したのが MPS 法で，

SPH 法にも同様のアルゴリズムを適用することができる (ISPH) 

が 36) ，連立 1 次方程式を解く必要があるため，時間ステップ単

位での計算量が大きくなる。δ-SPH37) は，連続の式に人工拡散項

を導入して，密度勾配を 1 次精度で記述する方法で近年広く研究

されており，有望なアプローチの一つと思われる。その他，前述

の Godunov SPH 法など種々の高精度化手法が提案され，文献中

に詳細にまとめられている 28) 。

　高温素材プロセス分野の研究においては，ユーザーとして対象

となる問題に対して，何をどこまで明らかにしたいのか，そして

どのアルゴリズムを選択すれば良いのか，正確に見極める必要が

ある。そのさいに SPH 法は，わずかなアルゴリズムの変化でも

計算速度が低下しやすいことにも注意が必要である。アルゴリズ

ムによっては 10 倍程度の速度変化は普通であり，その場合，1

日で計算が終了するものが 10 日以上もかかってしまう。粒子間

距離の計算は計算速度のネックとなる原因の一つである。差分格

子を用いて周囲粒子を検索する方法にボクセル法 ( またはバケッ

ト法 ) があるが，この格子サイズを適切にしないだけで大幅に減

速してしまうこともある 38) 。

4．複数の相が共存する系に対応した界面張力モデル

　界面 ( ここでは表面の意も含む ) の液相分子は，分子間に作用

する van der Waals 力により，バルク側よりもエネルギーが高い

状態にあるため界面積を減じる方向に力が働く。このような界面

張力は単位面積あたりの Helmholtz の自由エネルギーであり，等

温過程で仕事として外部に取り出される。SPH 法においては，界

面張力の計算方法として VOF 法などと同様に Continuum Surface 

Force (CSF) モデル 39) に基づく方法が主流である 40) 。CSF モデ

ルは，表面張力を粒子単位の体積力に変換するアプローチであり，

気液界面を挟んで値が0から1に変化するカラー関数を用いるか，

影響半径内の粒子数に基づいて，界面の曲率と法線ベクトルを求

めることで界面張力が計算される。一方，系の平衡状態において

極小となるエネルギーを定義し，この勾配に対して力が働く界面

自由エネルギー理論に基づいた Cahn-Hilliard model41) が用いられ

ることもある 42, 43) 。SPH 法の実際の 3 次元計算において，粒子

分布の不均一化により界面近傍の曲率と法線ベクトルを精度良く

求めることは容易ではない 40) 。解決策として例えば，補助評価

点の挿入 44) ，MPS と組み合わせた曲率算出に特化した kernel の

利用 45) による高精度化などが提案されているが，数学的な煩雑

化は避けられない。

　一方，van der Waals 力と本質的に同じ力を与えるポテンシャル

モデル 46) も広く用いられる。元々固体の濡れ性を表現するため

に開発された本法の長所は，分散する多相界面の記述を容易にす

る実用性にある。ポテンシャルモデルを用いた場合には，界面幾

何の厳密さを多少犠牲にする代わり，界面曲率と法線ベクトルの

計算や，各粒子の界面判定を行う必要がない。また，後述するよ

うに本稿で対象とする多くの相境界が存在する場合でも計算の

robustness を有することが最大の利点である。以下，簡単にこの

方法を説明する。分子間に働く van der Waals 力は，Lennard-Jones

モデルによって距離に応じて引力・斥力が切り替わる特性が与え

られるので，ポテンシャルモデルではこれと同じアルゴリズムを

採用して，界面張力を以下のように近似する。

　
 ……………………………………………… (24)

ここで，界面張力の大きさに関する係数Eとポテンシャル関数φ は，

粒子単位での界面が保持している界面エネルギーと固液界面エ

ネルギーを関連付けることで理論的に与えることができる 47, 48) 。 

係数が解像度に依存すること 49) が指摘されており，Nakano and 

Ito は無次元化したポテンシャルを提案している 50) 。

　多相界面において粒子間に生じる力は，例えば Fowkes の仮説

を適用することでモデル化できる 51) 。A および B の非混和性 2

液相が界面で接触する場合，同相側への引力がそれぞれ表面張力 

と等しいとして ， とし，異相側の引力を とおく。A の界

面粒子が受ける力 − と B の界面粒子が受ける力 − の差

分が界面張力 であると考えると，

　  …………………………………………… (25)

と与えられる。この定式化を用いれば， ， ， を物性値

として を計算することで，多相界面の力学解析が可能となる。

Fig. 3 に平滑な固体表面上のマット液滴形状解析の結果を示す。

本問題では，重力下において，径 1mm の液滴が固体に接触する。

濡れ性を表す液滴の静的接触角θ は，気 - 液 - 固 3 相それぞれの

界面エネルギーバランスで決定され，Young の式を考慮すれば

σD = 1/2σm (1 + cosθ ) で与えられる。計算粒子に有限の厚みが存

在することから，超親水側の液滴の 3 相界面には粒子径分の厚み

が残るが，各接触角θ に対応した液滴形状が定性的に得られてい

る。また，Fig. 4 に 3 液相の衝突解析結果を示す。3 相ともマッ

トと同じ物性，および同じ各界面には同じ界面張力を代入してい

る。時間の経過とともに各相は表界面積を小さくするように変形

して，力学的平衡形状に近づく。各物性は単純な条件であるが形

Fig.3　 Calculated droplet shapes at different contact angles depending on interfacial potential 
ratio between solid and molten matte.
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状の時間変化は直感的に想像するのが難しく，液滴初期配置や運

動量にも影響を受ける。本解析は，分散液滴の界面形状変化の直

感的なイメージを我々に与え，結果を整理していく過程での現象

理解を深めることができる。

5．解　析　例

　本章では，SPH 法を用いて著者らが行ってきた乾式製錬プロ

セスにおける解析事例を紹介したい。

5・1　 銅マット - スラグの界面  
( 液滴衝突による液 - 液 - 気界面の変形 ) 

　銅製錬の自溶炉工程においては，シャフト上部より銅精鉱粒子

とフラックス粒子をバーナで吹き込むことで反応を進行する。両

粒子は酸化・溶融しながらシャフト部を落下し，溶融硫化物であ

る銅マット相と溶融スラグ相に分離する。この落下液滴はセトラ

部に滞留するスラグ相に衝突し，比重の大きなマット相が底部に

沈降する。この際，スラグ中にマット液滴が懸濁 ･残留すると銅

分の損失となるので，マット相の懸濁を低減させることが銅の回

収率増加に直結する。そのためには平衡論に基づいた理解のみな

らず，溶融マット - スラグ界面における動力学解析により操業設

計をすることも重要と考えられる。

　自溶炉の反応シャフト内の燃焼現象を記述する数学モデルとし

て，精鉱の分解と酸化反応メカニズムを未反応核モデルで記述

する方法や，精鉱粒子同士の衝突・合体による粒成長と反応を

組み合わせた方法 (2 粒子モデル ) が開発されている 52, 53) 。佐々

木らは一連の研究で，これらの精鉱粒子挙動モデルを参照し，

Particle-Source-In-Cell (PSIC) 法を用いて数値流体力学に導入し，

熱物質移動を総括的に扱う方法を開発した 54-57) 。本法は，液滴

相を粒子，気相を連続体として近似する Euler-Lagrange 法であり，

Fig. 5 に示すように様々な炉内情報を予測することができる ( 文

献 55) より転用 ) 。落下中の精鉱挙動は Fig. 5a, b) に示す 2 粒子モ

デルに基づいて与えられる。2 粒子モデルはバーナーコーンから

射出された溶融マット - スラグが所謂コア - シェル構造を作るこ

とを仮定している。著者らは，2 液滴が接触することで形成する

界面形態を SPH 法により求めた。計算例を Fig. 6 に示す。Fig. 6 

a) に示すように，A と B の表面張力σA，σB を一定として A-B

間界面張力σAB を種々変更した場合，A-B- 気相三重線での界面

張力のつり合い ( ノイマンの三角形 ) によって形態が決定され，

SPH 法においてもコア - シェル構造あるいは部分的に濡れた構造

が求められる。2 粒子モデルのようなコア - シェル構造は界面張

力が十分小さい場合に限られ，多くの場合は部分濡れの形態と

なる。Fig. 6b) にはメタル - スラグの代表的な物性を代入した場

Fig.4　 Time change in calculated 3 immiscible droplets shape.

Fig.5　 Numerical study of combustion of concentrate particles in flash smelting furnace by Sasaki et al.

Vol.135, No.8, 2019



© 2019 The Mining and Materials Processing Institute of Japan
77

http://doi.org/10.2473/journalofmmij.135.71

高温融体界面と分散相挙動の数値解析

合の動力学的な変形挙動を示しており，2 液界面の振動が粘性に

よって減衰していく様子がわかる。このような変形を伴った液滴

の自溶炉内での挙動を明確に理解することは今後の検討課題とし

て興味深い。一方，液相界面の流動および反応の進行による SO2

ガス発生が精鉱粒子運動に与える影響も少なからず考えられる。

高橋と武部は，固体の銅精鉱 - 珪石を Ar 雰囲気制御下で急速加

熱及び air 吹付けを行う系を対象に，Hot Thermocouple 法により

銅精鉱の酸化溶融挙動の直接観察結果を報告している 58, 72) 。溶

融マット - スラグ相分離挙動は air の流量に依存して全く異なる

挙動が見られる。著者の一人は，愛媛大学にて同グループとの共

同実験に参加させていただく機会を得て，Fig. 7 に示す高速顕微

鏡カラー画像を得た。a) に示す二相分離に対して，air 流量を増

加させた (b-1) においては急激な発熱を伴ったマグネタイト生成

が反応開始から 0.5s 程度で完了している。また，このとき (b-2) 

に示すようにマイクロ秒スケールでのガス発生が継続的に生じて

おり，常に反応界面は撹拌された状態にある。上記モデル解析と

合わせた動力学的な理解に基づいたプロセス設計が期待される。

5・2　 溶融メタル - スラグ界面の気泡による変形  
( 単一気泡による液 - 液界面流動 ) 

　金属精錬専用の転炉では，溶融金属相中に大きな圧力で酸素富

化空気を吹き込む操作がなされる。酸素が溶融金属中の不純物と

反応することで，燃焼熱とともに溶融スラグを形成する。溶融メ

タル - スラグは比重差によって分離が進行する。相界面に着目す

ると，気泡通過に伴って反応界面積増加するため製錬反応が効率

化することは明白である。よって，溶融金属相中への気相の効率

的な吹き込み技術が，水モデル等を用いた可視化技術によって古

くから研究されてきた。一方で，転炉内での気液界面形状の変動

は高速かつ大きく変形するため複雑であり，実験的な予測が極め

て難しい。

　言うまでも無いが，数値解析により炉内流動挙動を追跡するア

プローチは，界面形状を三次元的に取得することができる。著者

らは，SPH法を利用した気 -液 -液3相モデルの開発に取り組んだ。

高温の気 - 液間密度比は 103 以上のオーダーであるため，気液界

面における気相粒子は非常に大きな加速度が与えられ，現実には

生じない液中浸透が生じるが，圧力項に付加的な repulsive force

を加算することでこれを抑制する方法を用いて対症療法的に解決

できる 59-61) 。この操作は，非物理的な液中浸透を防ぐために非

物理的な力を加える操作であるから，注意深く実験系を良く再現

するか見極めることが必須であり，今後も継続的に検討がなされ

る必要がある。この問題への本モデルの応用例として，Fig. 8 に

2 液相を通過する単一気泡と界面挙動の変化を示す。初期条件と

して静置されたメタル相とスラグ相，また，メタル相中に単一球

形気泡を配置し，二液相間の界面張力を変化させてケースワーク

を行った。上昇気泡の下部にメタル相が液柱状になってスラグ相

に貫入していく様子が見られ，界面張力の増加に伴い液柱の破断

が短期化した。液柱の破断時間によってメタル - スラグ間界面積

が特徴づけられ，このような予測は本法のユニークな結果の一つ

であろう。しかし，残念ながら解析スケールリミットのため気泡

上部に生じる薄い液膜の影響までは解析できていない。液相界面

に生じる複雑な流れ場，応力場の物理モデル化についてはここで

は詳述を避けるが，上述現象における液膜維持時間の影響は無視

できず今後の課題として残る 62) 。

5・3　 コークスベッド中の溶銑 - 溶融スラグ  
( 固 - 気 - 液 - 液 4 相共存場の流動 ) 

　製鉄プロセスでは，高炉内に充填されたコークス層中を溶融し

た溶銑とスラグが滴下していく。高炉では，充填層中を還元性ガ

スが下部から移動する構造のため，鉄鉱石の相変化により生成す

る融体の滴下がカウンターフローとなり通気を阻害する。特に，

近年では CO2 排出量削減を指向したコークス量低減が，通気・

通液をより難しくする。

　充填層内の流動より明確な理解のため，著者らは SPH 法を利

用した詳細なシミュレーションを実施した。まず，高炉下部を模

擬したコークスを回転強度試験法によって作製，3D スキャナを

用いてサンプル表面座標を取得した。さらに三角形メッシュで表

面形状をポリゴン化，Level set 関数を用いてコークス内部に粒子

を配置することで，Multi-sphere 型 DEM63) による充填構造を得

た。Fig. 9 に約 1300 万粒子を用いた計算例を示す ( 文献 64) より

転用 ) 。Fig. 9a, b) に示すように，コークス充填構造がシミュレー

トされた。Fig. 9c) は，これを境界条件として溶融スラグ (1773 

K, 40mass%SiO2-40 mass%CaO-20 mass%Al2O3) の流れを SPH に

よって計算した例である。溶融スラグは一定の流路を通過し，静

的ホールドアップサイトが充填構造中に点在していることがわか

る。Fig. 10 に各塩基度 (CaO/SiO2, C/S) の溶融スラグに対応する

ホールドアップサイトを示す ( 文献 64) より転用 ) 。塩基度の低

Fig.6　 Calculated static 2-droplets shapes depending on interfacial tension ratio 
between 2-liquids. To highlight change in interface, they are displayed in 
vertical cross sections. (a: σA=1.2 N/m, σB=0.48 N/m, b: σA=0.4 N/m, 
σB=0.3 N/m, σAB=0.1 N/m)

Fig.7　 High-speed visualization of combustion / melting phenomena of copper 
concentrate by hot thermocouple method (frame rate: 8000 fps). The 
reaction starting time at which first gas evolution occurs by air blowing is 
t1, and the arbitrary time during combustion reaction is t2. (a: the condition 
formed by the matte-slag 2-phase interface, b: air flow rate was increased)
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Fig.8　 Calculated snapshots of single gas bubble rising through the interface of a liquid phase 
A  and B with various interfacial tension (interfacial tension σAB is set as a: 51, b: 102, 
c: 204, 408 mN/m) . To highlight change in three-dimensional interface, liquid B is not 
displayed. Volume of single bubble was set as 7.2 × 10 − 6 m3.

Fig.9　 a, b) : packed structure obtained by DEM calculation with 600 
cokes with 6 different shapes. c) Snapshots of slag dripping 
velocity distribution.

Fig.10　 Influence of basicity on distribution of holdup sites. (basicity CaO/
SiO2 in run 1: 1.00, run 2: 0.78, run 3: 0.60, run 4: 0.45, T=1773 K)
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下によって表面張力・密度は低下，粘度は増加する。Fig, 10a) に

示すように滞留する液滴サイズは，低塩基度の方が大きく，全体

的に分散滴が少なくなっている。一方 Fig. 10b) に示す共通の代

表的ホールドアップサイト，および Fig. 10c) の滴サイズのヒス

トグラムを見ると，液滴サイズは塩基度に単調変化しない。融体

が通液できない毛管長κ–1 = (σ /ρg) 1/2 以下の通液パスに液滴は滞

留するが，静力学的なパラメータである重力と表面張力との比の

みならず，粘性による流路変化がホールドアップに影響を与える

ことが示唆される。最近，コークス表面で溶融スラグと溶銑が接

触すると，毛管長以下の間隙を通過できる可能性が指摘されてい

る 65) 。著者らは現在，SPH 法を用いて，本現象について検討し

ており，シミュレーションの例を Fig. 11 に示す。本計算はコー

クスが非濡れの場合を示しており，乱数的に配置された溶銑と溶

融スラグは早急に比重分離が生じ，溶銑が先に滴下する。本系に

おいても各相間の界面張力が流れに少なからず影響することが考

えられ，様々な系について数値実験を試行できる本モデルは，今

後の不透明な原料事情に対応する非経験的な理解を助けるツール

として役立つと考えられる。

6．お　わ　り　に

　本稿では，代表的な粒子法シミュレーションのひとつであ

る SPH 法を用いた複数の相からなる界面の移動解析について概

説した。著者らは，SPH 法のユーザーとして高温素材プロセス

の研究者の立場から，本法の広い応用展開の可能性を見出すこ

とができた。これは近年のコンピュータ性能の向上や，応用数

学的立場からのアルゴリズム改良によってもたらされた恩恵に

よるものであり，計算精度など本法の従来の制約が大きく緩和

されたことを示している。そして現在もなお両者の進化は留ま

ることがなく，これは誠に驚くべきことである。将来，大規模

演算処理に優れたマルチコアプロセッサの普及によって，より

手軽に複雑な分散相の流動を解析できるようになると考えられ

る。このような計算機資源を最大限利用することとともに，製

錬プロセスにおいてキーとなる知見を如何に抽出するかが高温

素材プロセスの研究者にとって重要であることは言うまでも無

い。現状において最も困難かつ重要な課題は，反応系の融体物

性を本法へ反映することである。従来報告されてきた密度，粘

度，界面張力等の力学的物性はほぼすべてが非反応系に限られ

ている。近年では，反応系における時々刻々と変化する物性研

究 69, 70) および SPH の枠組みでの反応を組み込んだモデリング

研究 71) が別々に進展しており，高温プロセス分野においても高

温実験と数値流体解析の有機的な融合が望まれる。最後に，数

値モデルは，現象の素過程から全体までの俯瞰した広いスケー

ルでの理解を助ける役割を担うため，ゆえに我々は計算結果の

信頼性を常に慎重に検討していく必要があることを念頭に置き，

これを利用した多角的視点からの操業設計の模索に活用される

ことを期待したい。

付録　SPH サンプルコード

　SPH の入門書や専門書は多く存在するが，実際にシミュレー

ションモデルを構築して新規な研究・開発を行う場合において，

初学者には決して低くないハードルがあると考えている。その主

たる原因の一つは，微分方程式を数値的に解くまでは良いとして

も物理的具体化あるいは現象を高度に抽象化するまでのプロセス

習得の煩雑さにあると思われる。つまるところ“実際に動く物理

的プログラムを自分で作成”する過程が重要である。本節では，

SPH に興味はあるが実際の数値解析経験が少ない大学生，大学

院生，技術者，研究者の方々にとって少なからず有益と考え，3

次元 SPH の初歩的プログラム例を提示した。

　本コードでは，一辺が 0.080m の立方体箱形容器に設置した一

辺 0.048m 立方体型液相 ( 常温の水を過程 ) が重力によって崩壊

する問題を取り扱っている。液相は半径 0.004m の粒子，時間は

0.0005s で離散化され，影響半径は 0.010m とする。粒子数は 512

個である。液相の運動は，次の非圧縮性 Navier-Stokes 式に従う

と仮定する。

　  ……………………………………… (A1)

粒子が消失しない限り質量は保存されるので ( 体積ではないこと

に注意されたい ) ，質量保存則 ( 連続の式 ) を解く必要はない。粒

子 i について時間微分項を 1 次精度の前進差分法で差分化すると，

　  

 ……………………………………… (A2)

右辺第 1項は圧力勾配項，第 2項は粘性項，第 3項は外力項である。

したがって，次ステップの粒子速度 ui と粒子位置ベクトル ri は，

　

 …………………………………………… (A3)

と求まる。さて，各項の実際の数値計算手順を以下に示す。粒子

の密度ρ i は，

　

 …………………… (A4)

と与えられる。ここで rij は粒子 i と j 間の距離であり，影響半径

h の範囲内でのみ相互作用が働く (section 2 参照 ) 。本コードで

は，W (rij,h) として平方根を計算しなくて良い単純な 6 次多項式

型 (poly6) kernel を採用したが，これまで様々な kernel が提案さ

れており，状況に応じて最適な kernel を選択されたい。さて，本

コードは Müller によって定式化された理解し易い離散化を採用

する 66) 。圧力勾配項 fp,i は，

　

 ……………… (A5)

で与える。pi の計算には，前述のように圧力と密度の関係を表す

Fig.11　 Calculated metal-slag 2-liquid phase flow in packed coke bed.
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状態方程式が用いられるが，簡単に非圧縮状態での流体密度ρ0

を用いて，pi = k  (ρ i −ρ0 ) として与えた (k は定数 ) 。さらに，粘

性項 fv,i は，

　

 … (A6)

で与える。

　固体壁面と粒子との相互作用も考え方は同じで，通常は空間に

固定した粒子を固体壁面として条件に組み込む。本コードでは詳

細は省略するが，固体壁面粒子を配置しなくて良いペナルティ法

と呼ばれる方法を用いて簡便に記述している。以上のアルゴリズ

ムを時間発展的に繰り返して，粒子の座標を時々刻々と解いてい

く ( 陽解法 ) 。粒子検索についてはあまり工夫していないが，本 

コードは十分に高速である。Panasonic ® Let’s note CF-SZ6に intel ® 

parallel studio 2018 でコンパイルして実行したところ，500 時間ス

テップ (0.25s まで ) を 1 秒かからずに解けた。

　本プログラムコードはなるべく易しく記述することを心掛けて

作成したので，大学学部生レベルのプログラミング技術があれば

十分理解が可能と思われる。また，言語は科学技術計算におい

て利用者が多いと思われる Fortran90 (.f90) を選択し，書式は牛

島による Fortran90 プログラムの入門書 67) に準拠した。近年は，

フリーのコンパイラ ( 例えば GFortran など ) があり，手軽に試す

ことができると思われる。なお，粒子座標，速度，圧力などの出

力部分を排して冗長を避けた。グラフィック出力は計算結果を評

価するため重要であり，実際の粒子の動きを追跡することで理解

が深まるものと思われる。Fig. A1 に計算結果を示す。グラフ作

成商用ソフトウェア MicroAVS ( サイバネットシステム製 ) を用

いて 3 次元プロットしたものであり，粒子の速度や圧力が時々

刻々変化していく様子がわかる。なお，Gnuplot 等フリーソフト

でも十分可視化は可能である 67) 。

　本コードは基礎的な SPH プログラムではあるが，多くの研究論

文に提案された様々な改良点を組み込めば，研究に使用すること

のできる現代型コードに一新することも可能である。例えば，密

度差のある異相間での数値安定性を向上した kernel 関数 31) ，多

相流などに対応する圧力勾配項や粘性項 59, 60) ，表面・界面張力

項の付加 ( 第 4 章 ) ，非圧縮性アルゴリズム (MPS，ISPH など ) ， 

粒子検索高速化，圧力振動問題への対策 ( 第 3 章 ) ，MPI や

CUDA による高速並列演算と大規模化，格子法とのカップリング

による多相流解析 68) などがある。その可能性は極めて多岐にわ

たっており，状況に応じてこれらのアルゴリズムを使い分けるの

が良いと思われる。さらに近年では多くの専門書があり 28) ，類似

の国産手法 MPS による商用コードも入手可能であるため 25, 26)
，

本法における初学者へのハードルは低くなってきたと感じている。

様々な専門分野の研究者が粒子法シミュレーションのユーザーと

なることで，本法の更なる展開あるいは全く新たな数理モデルが

生み出されることと期待される。

　なお，本プログラムの著作権は著者が有し，著作権者の許諾な

しに個人的な利用を認めるが，あくまで初学者への理解を促すも

のであり，不具合等への対応は行わない。二次使用による損害や

訴訟に関して責任を負わないものとする。
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金属鉱物資源機構 (JOGMEC) ，資源・素材学会，岩谷直治記念

財団，新井科学技術振興財団，池谷科学技術振興財団，日本学術
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けた。愛媛大学佐々木秀顕先生，資源・素材学会事務局各位には

本稿執筆の機会を与えて頂いた。愛媛大学武部博倫先生と学生諸

氏には Hot-Thermocouple 法による銅精鉱燃焼実験についてご教

示頂き，high-speed video データを撮影する機会を頂いた。ここ

に記して感謝の意を表する。

Fig.A1　 SPH source code written in Fortran90 (part1) .

Fig.A2　 SPH source code written in Fortran90 (part 2) .
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Fig.A3　 SPH source code written in Fortran90 (part 3) .
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