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第1章オーバービュー

この章では3講義全体を概観する.

1.1 Deligneの予想の伊原版

まず， De1igneが述べたモチーフ (motif)に関する予想から，射影直線引く 3

点の基本群へのガロア作用に関して伊原が定式化したとされる予想を述べる.

モチーフの構成はいろいろな予想の上になされることが多いが?この定式化は

何の予想も必要としない.

まず?ガロア群の代数的基本群への作用を簡単に復習する.文献は [5Jだが?
複雑な性質は使わないので以下述べることを信じれば?先の輩で困ることはな

い• Xllてを体 K上の非特異幾何的連結多様体とし，xをXの幾何的点とす
ると?代数的基本群町(Xo I?，x)が定義される.
ここで Xlo.ごとpl¥{0，1，∞}とおき?お=01をその tangentialbase point 
とし，x=xoQとおけば，群準向型

Gal (む10.)→Aut町(X，01)→Aut1f ~t) (え01)

を得るここでザ)は町の proイ完備化を表すそこで

刊の(x，01)工作1(X(C)， 01)(A!)主 (2元生成自由群)(t)

という事実を使って GQ:= Gal (Q/o.)を調べる.これについてはもう少しだ
け32.1で説明するが，ここではQの自己向型群である GQという接雑な群が?
2光生成自由 pro-R群という簡単な位相群に作用しているということだけ知れ

ばよい.

伊原の理論

Fermat曲線は射影直線のメタアーベノレな 3点、不分岐被覆として実現される.

伊原は Fermat曲線のヤコピアンの Tate加群へのガロア作用を統一的に調べ

るため?以下のような枠組を考えた ([8]).ここでは彼の理論のうち?数論とい
うより純群論的な部分を荒く述べる.

3 
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2元生成自由 pro同f群II:口町(X(C)，ol)(e)に中心降下列(Iowercentral 

Hコ!日，II]コ[日，[II， II]]コ・.

を使ってフィルトレーションを入れる.ここに交換子は位相群の交換子?つま

り閉包をとったもの.この i番目を lowerのLをとって Li日とする.すなわ

ちL1II = II， L2II = [II， II]， . 
これを GQ→AutI1により引き戻してGQにフィルトレーション

]mGQ = Ker (GQ→A凶(日jLm十1II)) 

を入れる:

GQ = ]oGQコI1GQコ・・・.

ここでう写像 GQ一→ Aut(IIj[口，II])は?円分指標χe:GQ →zyによる対角作
用と一致する(i.e・?狂j[日，II]~ぎ Ze(1)EÐ2). また?次数付き蔀

GrfGQ 口 ImGQjlm十lGQ

は純群論的理酪により (IIが有線生成 proイ自由群だということだけから)有

限生成自由 Ze-加群となる.この階数を今後 γmで表す.この次数付き商には
GQが共役で作用し，その作用はx"tによる作用と一致する:すなわち

GrfGQ包 zゐe(m)川

この事実も，m=1の場合を認めれば純群論的に従う，

伊原 (9]はGQの部分商に Ze(2n)型の表現が現れることを示し，

Gr;nGQチo(η ど4)

を得た.偶数Tatetwistをガロア群の部分商に実現したのはこの研究が初めて

と思われる.

さ』て，フィノレトレーション L，Iはいずれも中心フィルトレーション[11)と

なっている.このことから弘司加群

GrI，II = EDLmIIjLffi十1日
m>l 

は，[x， y] = xyx-1y-lをGr'iで考えることで?自然にZe上の次数付き Lie環
になる.正確に言うと，x E Li， Y E LJに対して [x，y]εLi十jが成立するので?
これを次数付き酪で考えてGrlII×GriII→GrT3Hなる写像が well-de:fined
であるが，これが双線形でJacobi法員Ijも満たし， Lie環の積となる.実は 2元

生成自由 Ze-Lie環であることも知られている.



1.2. Deligneのモチーフの予想 5 

このことから純群論的に

GrfOGIQl EBGrTGIQl 
m>l 

もむ上のねじれの無い次数付き Lie環になることがわかり?各 GrTGIQlの階

数は上記の Tm である.

ここで

fllQl Gr jOGIQl 0zc Qe 

とおく.

予想1.1([9]， Deligneの予想の伊原版).

( Tm がいくつかということに関する予想)

(I-1) (次数付き Lie環として)fllQlを生成するようなσmE GrjGIQl (m三3，odd) 

が存在する.

(I-2)これらは自由生成元である.

11 

Tm 0 0 1 0 1 0 1 111  2 

注意1.2.m:::; 12では fllQlの Tm は自由 Lie環のそれと一致することがわかっ

ている (cf.Tsunogai [15]). 

最近 (I-2)から (I-1)が従うことを伊原は示した (10).

1.2 Deligneのモチーフの予想、

Fを代数体とする.以下?確定した定義の無いものは下線付きで表す.(最

近， M. Levine， Voevodsky， Goncharovらによってモチ}ブの閣が定義された

が?講演者は不勉強によりこれらの仕事を理解していないため，以下ではこれ

らの仕事を反映しない説明になっていることを深くお詫びします.)

M(F)をF上のモチーフの罷とする (cf.Grothendieck [5]).これはF上の
代数多様体のあらゆるコホモロジ一理論の親王として存在すると Grothendieck

が予想したヲアーベル歯である.親玉という意味は?各種のコホモロジ一理論

はこの罷から適当なアーベル園への函手 (realizationfunctor) として実現さ

れるとし、ぅ;意味である.
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F 叫 Cを一つ臨定する.F上の代数多様体X に対して通常の位相の意味

でのコホモロジー (Betti コホモロジ~)， de Rhamコホモロジーラエタール・

コホモロ:;~， crystallineコホモロジーなどが定義される.これらはそれぞれ

代数多様体の闘から?アーベノレ群，F回線形空間?Zr力日群，Zp-加群への関手で、あ

る.前二者は混合 Hodge構造をもち，エタール・コホモ口ジーはガロア加群で

ある.

これらの函手が全て一つのアーベノレ臨ん1(F)を経由するというのがラフな

措像である(下図).標語的には，モチーフの圏は代数多様体の留をアーべ/レ障

で近似したものと雷える.代数多様体 X に対し?対応するモチーフの対象を

Xのモチーフ的コホモロジーという.

M(F) 

(混合日。」;ビ翌/乎ペア 、

重み付きフィルトレーションi
の留 j i l i 

(X)J l l付き GF-加群 /Qeの閤 j 

Var/F: F上の代数多様体の国

さて， Deligne [3]は，コホモロジーだけでなく基本群町でもモチーフの対

象が作れるのではなし、かと予想し?その Betti実現と f進実現を与え (32.2参
照、)， de Rham実現について議論した.de Rham実現はR.Hainによりなされ

たがうここでは扱わない.

/λい¥

mf1f造 ¥j/Gj加群/。
ここで?町といいつつもそのt進実現はQi-線形空間で、ないとならない.32.2 
で具体的に与えるように?通常の基本群を Qe上の幕単代数群で近似し?その

Lie環をとることで線形空間とする.
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さて λぺ(F)をいきなり扱うのは大きすぎて難しいかも知れないので，ある
充満部分霞

l¥1fT lYl( OF，S) c M(F) 

を考える.この部分罷は次のように定義される:・モチーフにはう Tate加群と呼

ばれる対象Q(m)があると予想され，これを Qc上の Gp-加群に f進実現した
ものは?通常のτate加群 Qe(m)となる.
また?モチーフに関する予想として，MG λ!f.(めには重み付きフィルトレー

ションと呼ばれる上昇フィルトレーション

'" c 111mM c Wm十lM C". 

が入ると考えられている.

定義1.3 (NIT NI ( 0 F，S )の定義).

SをFの有限素点の有限集合とし，OF.SをFのs-整数環とする.
l¥1T Nf ( 0 F，S)をM(F)の充溝部分圏であって次の条件を満たす対象M た
ちから成るもの?とする:

. Gr%M:= Wm1l1/Wm-1M rv Q(-m/2)ffi有限の形 (mが奇数のときは消滅)，
かっ

. 111は OF，S上“非特異円(この条件は rNfの I!j鋒実現への GFの作用は
GF，S :=π1 (Spec OF，S)を経由するJということを含む). 

MT NI ( 0 F，S) ¥¥  t進実現

Lie (叩ot(X))¥¥  
ヘ GF，S-加群

¥¥Gr  % 111コ Qe(-m/2)ffi欄
Lie(π了l(X))記れGF，S/ドQ，S = {I!} 

X =pl¥{O，l，∞}/Z 

このようなモチーフとしてう射影直線から 3点を抜いたもの Xのモチーフ

的基本群の Lie環 Lie(7f1叫 (X))があげられる.
さて， Beilinson [1]はアフィン・スキーム XのQ-係数モチーフ的コホモロ

ジーの候補として， K群による次の定義を提唱した.

H;;:ot(X， Q(η)) :=K2n_m(X)(nl. 
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ここで (n)は 0QしたあとのAdams作用素の闘有空簡をあらわすが，詳しく

は述べない.

さて，X = SpecOp，sとする.このとき K2n-1(X)(n) = K2nーl(X)で，その他
の屈有空陪は消滅する.

もしモチーフの爵 MTJIIJ(Op，s)が存在すれば?

H:;:ot(X， Q(η)) = ExtMTM(Op，s)(Q(O)， Q(m)) 

となると予想されるので?次が導かれる.

予想1.4(Deligne [3]， Deligneの予想).

(E-1) Ext ~ITM(Op，S )(Q(O) ， Q(m))自 K2m-1(Op，S)0 Q. 

(E-2) Exttt-TM(Op，s)(Q(O)， Q(m))口 o(m三1)・

K 群 K2m-1(OP，S)0 Qについては次の定理がある:

定理1.5(Borelの定理).K2m-1(Op，s) 0 Qの次元を ρmとすると，

ρm 
γ2， 

Tl十 T2-1 十 ~S， m ロ 1，(Dirichletの定理)

Tl十 T2，

0， 

m 2: 2，偶?

m:::三3，奇，

その他.

ここで Tl，乃はそれぞれFの実素点う複素素点の{回数である.

例えばF Q， S口臼とすると Tl= 1， T2 = 0で，

。 m 1， 

0， m 2: 2， 偶，
ρm=， 

奇?1， m 三3，

。? その他，、

となる(予想、1.1と比較せよ).

MTM(Op，s)は(予想的に)Q上の淡中盤である.
次の定義は，本来は定理であるべきものである.正しい定義は例えば [4]を
参照、のこと.

定義1.6.<tが体 k上の淡中国であるとは，ある k上の pro-代数群 Gが存

在して<t~ Repk(Q)となること.ここで Repk(Q)は k上の C}-加群(=C)の
ι線形表現)の陸である.
このとき，C}を¢の淡中基本群という.
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そこで?ある Q上のpro-代数群GlvITlvI( 0 F，S)があって MTNI(OF，s)はglvITlvI(OF，S)ー
加群の圏と同値になるはずである.この淡中基本群GlvITlvI( 0 F.S)をモチーフ的ガ口ア
という.

この時，群コホモロジーと拡大の関係から次が成り立つはず:

Hl(Cj，Q(m))口 ExtLTlvI(OF.S)(Q(O)，Q(m)) = Qpm 

H2(CJ， Q(m)) = Ext~!{TlvI(OF， S)(Q(O) ， Q(m)) = O. 

ここで、荒っぽくいうと?群コホモロジーにおけるH1は(だいたし、)アーベ
ノレ化を与えていることから?群 gの生成元を与えると考えられる.
また，H2は群の関係をあらわしているから?これが =0ということは Gが
なんらかの意味で自由であるといっている.

実際 Gの次数付き商への作用は Gm 経由で，その核は pro-幕単群になるこ

とから

1→MlvITlvI(OF，S)→GlvITlvI(OF，S)→Gm→1 
なる完全系列があり ，Deligneの予想の (E-1)，(E-2)はそれぞれ

(E-1)吋 (LieU)abが各 weight-2mのところに ρm個の生成元を持つ，

(E-2)吋 LieUが自由，

ということを意味している.

ここで予想1.1との関係を見るためX= JPl¥{0，1，∞}とおく.

GF，s 

C 
F=Q 
S口 {e}

O 

静 glvITlvI(OF，S) ρ'm {I簡の生成元を各 weight-2m 

〉 に持ち自由

Lie汗叫(X)@Qe 

GF，sの作用はGlvITlvI(OF.S)を経由しており ，GF，sの像は Zariskidenseと考

えられるので，作用 GF，s内 Lieqb(X)の“Lie環化"は各 weightでρm偲

の冗で生成される(この予想から予想(1-1)が導かれる).

さらに?作用

ClvITlvI(OF，S)九 Lie叩“(X)

が忠実であることも Deligneにより予想されている.(Belyiの定理の類似.こ

の予想から (1-2)が導かれる.なぜなら，gMTM(OF，S)の纂単部分は自由幕単群
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であり?作用が忠実ならばその像も自曲，それはガロア作用の Zariski閉旬に一

致するからである.) 

1.3 1-1の証明

まず t進実現函手

MTJVI(OF，s)一→{GF，s却群}

の像となるべきもの fIIITlYle ( 0 F，S )を定義する.ただし Sは f上の素点を全

て含むと仮定する.

定義1.7.欝MTfII1e( OF，S)を次のように定義する.対象は Qe-線形空間である

GF-JJP群 M であって?次の性質を満たすもの.

(1)ガロア作用は Sの外で不分岐?すなわち M はGF.S-加群である.(非特
異に対応する1.)

(2) M は GF，s-不変なフィルトレーション

0=... c時'mfllIc Wm十lMc...=M  

をもち，ガロア加群としてGr!M:口 Wm/Wm-1宝 Qe(-m/2)tB有限とな

るもの.ここに Qe(η)はGF.Sが t進円分指標の η乗で作用する一次元

Qe-線形空間(いわゆる Tate加群)である.

すると:

定理1.8([6]，この本の第4章参擦).MT}.!fe(OF，s) = Rep (Ct.s)となる Qe上
の proω代数群 9t.sがあり?

1→ML，s→9T，s→Gm→1 (完全)

となっている.ここでMんは p除幕単代数群で、あり?

(1) (LieUT，s)abのweight-2mの部分商は階数 ρmを持つ.

(2) LieUt.sは白出.

先の議論と (1)から (1-1)が出る.すなわち，Hlt(X，Qe)さ Qe(m)tB有限とな

るような X については，作用

GF，s 凡 Lieπ?ゐe(X)
1一般のガロア加群を，この不分岐条件だけで“非特異"とみなすのは不十分であろうが，混

合宜'ate加群の場合はたまたまこれで十分であるようである.



1.3. 1-1の証明 11 

は Qt.Sを経由するので GF，Sの像が縛られ，このことからり-1)が出る(第5

章).

注意 Lie (7fおJX，x))が“MTAI/e(OF，S)の対象となる円といったが?厳密に
はAI/TAI/1! ( 0 F，S )内の射影系となる.つまり， pro-AI/T AI/1! ( 0 F，S )の対象となる.



第2章 f進 π1の幕単完備化とガロ

ア作用

復習

第 1章で述べた登場人物を復習すると次のような図になる:

非特異 l¥lJTM(OF，S) (= RepQ(Mot. Gal. gp for MTM) ) 

〆 ....-Lie(?T1ot ) (X) I V町 jOF，S _______ .， • I 
________ T I f進実現

X r -¥，  
、 IMTMe(Op:s) ~ RepQe(Qt，s) 

]¥  
第3章

GF，s-加群 jQe

Lie ?Tf為e(X)

¥第2
ここで X はLie汚:bJX)が混合 Tateになるようなものを考えている(例
えばHよ(X，Qe)宝 Qe(m)ffi有限となるような X，具体的には射影直線引く 3点
など)

下線が引し1であるものはここでは実際には扱わない.この章では「モチーフ

的町の f進実現であるはずのJLie符:be(X)を定義する.これはガロア群の
作用する Qe-線形空間であり，前章で定義されたガロア加群の薗の充溝部分園

lVITN[e(OF，s)の対象となる.第3章で lVITIV[e(OF，s)が淡中国であることを示

す?すなわちそれはある proイt数群 gt，sの表現空間の圏RepQe (gt，s)と同値
になる.第4輩でgt.sの構造を決定する.第5章が予想の証明である.

2.1 代数的基本群 (cf.SGA 1， [5]) 
k:体，X:k上の連結スキーム?主 :Xの幾何的点，とするとうこれらに対し，

代数的基本群町(X，x)が定義される (π?lg(X?2)とも書く).これは pro-有限
群である.代数的基本群をとることは?連結スキームから pro-有限群への図手

13 
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となっている.通常の基本群をアーベル化すると 1次のホモロジーになるがう

代数的基本群をアーベル化すると l次のエタール・コホモロジーになる.すな

わち二つの園手を合成して

(点付き幾何的連結スキーム)~ (pro-有限群)pro-e三ミベノレ化 (Ze-加群)

とみると

Hom(πl(x)ab，Ze)空 Hよ(X，Ze). 

位相幾何のそれと同様に，次のホモトピー完全列がある:

1→町(X，x)→7fl(X，X)→ π1(Spec k， x)→ 1 

セクションヘ 11 

Gk • 

ここで，Gkは kの絶対ガロア群を表す.ここでは省いたが代数的基本群の定

義をちゃんとすれば7GK=工作1(Spec k， x)となる.斜めの線で描かれたセクショ

ンはう常にあるというものではない.xが b有理点の場合には?臨手性から告

動的に与えられる.xがι存理な tangentialbase point ([3]，より一般の場合の
tangential射については[13]参照)の場合にもセクションをとることができる.

k-有理点 XE X(k)を取ったとすると?次のような射の列がある:

Speck 斗X→Speck. 

これから菌手性により群のセクション

π1 (Spec k， Spec k)→町(X，x)→7fl(Spec k， Spec k) 

を得=て
3 さらに?

Gk→町(X，x)せInn(7fl (X， x))→ Aut (町(X，x)). 

従って

Gk→A凶作1(X， x)) 
pr叱患者化Aut(πie)(x，x)) 

というガロア表現を得る.

これのアーベル化をとると

Gk凡作ie)(X， X)ab 

という表現を得るが?これは上の双対性の下?作用 Gkf¥-Hltとcompatibleで
ある.

さて，kc Cのときには?町(X，x)ニ π:ぺX(C)，x)̂ (八は pro-有限完備化
を表す)である.すなわち，X ロ X0Qの代数的基本群は，通常の位相幾
何の意味での基本群を pro-有限完備化したものである.その最大 pro-.e~誌は

町(X，x)(e) =二πiOP(X (C)， x)(e) (pro-.e完備化)である.
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2.2 モチーフ的介1のE進実現 (byDeligne) 
第 1章で述べたように?代数多様体の圏からモチーフの圏にはモチーフ的コ

ホモロジーをとると言う函手があり?それにr進実現という函手を合成すると
エタール・コホモロジ}が得られる.行き先は絶対ガロア群が作用する Qf!-線

形空関の盟である.Betti実現， deRham実現， crysta11ine実現の函手を合成す

るとそれぞれBetti，de Rham， crysta1lineコホモ口ジーが与えられる.Deligne 

は基本群もこの枠組にのると考えた.すなわち?モチーフ的基本群をとるとい

う函手が代数多様体の留からモチーフの歯にあり?それと種々の実現函手を合

成すると rBetti基本群Jrェタール基本群Jr de Rham基本群Jr crystalline 

基本群j といった基本群が得られるというのである.これらはモチーフなしで

も定義できるはずで?始めの二つは Deligneが構成し残る二つにも示唆を与え?

最終的には deRham (+混合 Hodge構造)はR.Hain，crystalline は志帯が構

成した.

さてう基本群というものの?その実体はコホモロジーと同じ場所に住むもの

であるから?何よりまず体上の線形空間でなければならない.非可換群が線形

空間にできるかというともちろんなにか工夫がいる.この工夫が Malcev完備

化とか纂単完備化とか言われるものである.アイデアは簡単で7群を纂単代数

群によってできるだけ近似する.近似した結果の群の Lie環は線形空間であり?

もとの幕単群を完全に回復する情報をもっ.この Lie環が?コホモロジーと同

じところに住むのである.

ここで扱うのは t進実現だけである. モチ}ブ的基本群の t進実現は?

Lieπf:Qc (X)という GF-作用の与えられた Qf!-線形空間である. これを定義
しよう.まず幕単完備化 (Malcev完備化)[12]を定義する.

定義 2.1.kを標数Oの体とし， ITを群とする.日の k上の幕単完備化 (unipo叩

tent completion) IIkll とは，k上の pro-帯単代数群であり?自然な群準向型

H→IIkll(k) 

を持ち?次の universa1ityをみたすもののこと:

k上の任意の襲単代数群 Uと群準向型召→ U(k)に対し?射 IIF→ Uで

II T U(k) 

¥?/ 
日kll(k)

となるものが一意に存在する i.e.， 

日omgp(日)U(k))空 HomprO-1帥 /k(ITkへU).
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いろいろ用語が出てきたが?どれも難しくないので説明する.

• k上の代数群といったら，k上のアフィン代数群を指す.すなわち，k上
の行列群 GLN/kの Zariski間部分群のこと.ょうは?行列群の部分群で

成分を変数とする k係数多項式の零点としてあらわされる部分群のこと.

⑧察単代数群:代数群であって，{(~.~)}の部分群と同型なもの

• pro-代数群， pro“暴単代数群とは?それぞれ代数群と幕単代数群のなす盟
における射影系のことである.これらは射影極限をとることで一つの対

象だと患っていてよい.

一般に醤疋に対し， pro-<tなる闘い庄の射影系たちのなす圏)が作れる.

儒単なので説明する.対象は射影系(G入)(入 EA)である (pro-objectと
呼ばれる).射は次のように定義される:

Hompro-ι((Gλ)，(Hμ)) :=~鵠Homι(G入Jμ)
μ 入

この園は定義から Eを充満部分閣として含む.射影系 (G入)の射影極限

が pro-<tの中では存在し，(Gλ)となる.この意味でう pro-object(G入)は

担入G入と書くことが多い

定理 2.2.I1kllは存在する.

証明 • k上の需単代数群 Uλ と， Zariski denseな群準悶型

ρ入:日→Uλ(k)

の組がなす闘 {(ρ，U)}を考える.(対象は組 (p入，U:入)，射は U>..→ U入'で

U人(k)→ UN(k)
ρ入へ Oノtρ入F

H 

となるもの.)

ρλ は Zariskidenseだから?射U入→ UNは高々一つ.またう任意のU>..，UN
に対してう

ρλ ×ρλI : II→(U，入xUN)(k) 

の像の Zariski閉包を Uμ とすれば，射

Uμ→U入，UJ1.→UN 
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が得られることから?函手

{(p， U)}→(望書単代数群 /kの圏);

(ρ，U)叶 U

の像は射影系をなし，その極限切入Uλ がII;I1の満たすべき universalityを持

つ .口

17 

レポート問題 2.3.上の証明において?性入Uλ がuniversalityを持つことを確

かめよ.

注意 2.4.町市)を{groupωlike elements巴担nk[日]jIn}と見ることもでき
る.ここで 1c k[II]は群環の付加イデアル，すなわち係数の和が 0になる元
がなすイデアノレである.~nk[刊jIn は完備 Hopf 代数となる.その group-like

elementsがなす群が幕単完備化， Lie-like elementsがその Lie環となる.

レポート問題 2.5.IIabが有椴群ならばH51コ=1となることを赤せ.

注意 2.6.(1) 日の dimensionsubgroup DmIIを fIIjDm立がねじれの無い

最速降下中心フィルトレ}ションj として定義する.即ち，DlII = II， D2立

は [II，刊を含み日jD2IIがねじれの無い最小の正規部分群?・・ Dn十IIIは

[DnII， II]を含み日jDn十1日がねじれの無い最小の正規部分群.このとき 7

K町(日→町市))=ηDm 
m>l 

となる e

(2) IIが自由群または有限生成な surfacegroup (口町(向き付けられた実曲

面))ならばDm=中心降下列で?

n DmII = 1 
m>l 

となることが知られている.

pro凶悪単群の歯と pro-綱審零 Lie環の圏には閤同値

(pro持単代数群 /kの圏)β詰(pro蒋零 Lie環 /kの菌)

があるので7HFについての靖報はLieIIkn についてのそれと開値であること

がわかる.上の同値はう行列群に埋め込んで、考えると通常の行列の logとexp

、11
2
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という一対一対応で与えられる(ここで char(k)= 0を使った). 
以上が慕単完備化である.が，われわれが欲しいのはGk-作用っきの Lie環
である.もし Gkが自に作用しているならう関手性から

Gk→ AutI1→A凶 IIFEA凶 Liealg (Lie I1k
n
) 

という線形表現が得られるはずだが， GKが作用しているのは Hのpro-有限完

備化である.

そこで，次のように位棺の入った連続版の幕単完備化を考えるとうまくいく:

定義 2.7(霧単完備化の連続版).

(1) I1を pro-有限群，UをQe上の霧単代数群とする.写{象H→ U(Qe)が連続

であるとは，I1には pro-有限位相を，U(Qe)には GLN(Qe)をQe
N2
の部分空

間とみて Qe-位相を入れたもとで連続であること.

(2)ρλ が連続準伺型ρλ:I1→ Uλ(Qe)(ここに仏は Qe上の馨単代数群)を走

るときの射影極限担入U入をHV酬と書く

Lieπl(X，主)52coatがLie1frω(X，x)のeJ集実現である.また，Xが体 k上定
義されているなら?GKはLie町 (X，t)tccontに作用する，

定理 2.8(比較定理， [6]). I1を離散群とし，その pro“有限完備化を日八， proイ

完備化を日(めとする.もしI1abが有限生成ならば?

(日〈)Econt自(日(め)ZC則自(立Qn)0Q Qe. 

この定理の二つ自の問型はエターノレと Bettiのコホモロジーの比較定理の

π1版と呼ぶべき物であるがう Grothendieckの基本群の比較定理(エタール基本

群と位相的基本群の比較定理)を使って，あとは少しの考察で得られる.

ちなみに:

定理 2.9(Hain). I1abが有限生成ならばIIF8KKr空白F-

注意、 2.10.この Lie環の具体例を一つ挙げる.立が自由群 (Xl，.・・ ，Xn)だ、った

とする.このとき LieI1);;nは島出 proω幕零 Lie環となる.すなわち，非可換署

級数環 Q((Xlぃ・ ，Xn))の中で Xl，..・，Xnから Liebracket [A， B] = AB -BA 
で生成される Lie環の関伺と同型である.

群 Eの幕単完備化は上記のように universali七yで定義されたがう次のように

日の幕単表現全体のなす淡中国の基本群として定義することもできる:
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定狸 2.11.nを群とする.体 k上の江崎加群 111で、あって次の二つの条件をみ
たすようなものを対象とする騒をアとする:

(1) 111は訂ー不変なフィルトレーション

111 =・・・コ 1i¥1m1l1コ日!m-11l1コ...=0 

を持つ.

(2) Gr: 111への日の作用は自明.

このとき γは淡中盤でありう

T rv Rep k(日;n).

(この講義では線形空関や加群は全て有限生成としているj

証明.111 E Rep k (nk勺に対する HTの作用はある U入を経由する:

日→ U入(k)内 111

響単群の代数的な表現は全て需単だから， 111の基底をうまくとれば上の作用

は次のように経由する:

日→ Uλ (k) → {(~.~J} 凡 M
このことから M は (1)，(2)をみたすことがわかる.一方?逆は易しい. 口

2.3 幕零 Lie環の性質

Lie環 Uが馨零 (nilpotent)であるとはヲ降中心列がどこかで消える?すなわ

ち[[u，uJ， u]・・・，u]コOとなること.pro-案零であるとは?纂零Lie環の射影極
限であること.

定義 2.12.k上の線形空間 V に対し?

T(V) =⑪V0n 
n>O 

とおき，:5reeassociated algebraという.

また，Vから [x，y]= xy -yxで生成されるLie環(cT(V))を L(V)と
き(これはVの基底を一つ取ればそれを変数として自由に生成される Lie環

である)，その pro-幕零化

L(V)̂ =性L(V)jLN(V)
N 

をVの生成する自由 pro句幕零 Lie環と言う.ここで LN(V)口 E9m>N(V⑧mn
L(V)).また， Lie環 U が自由 pro-纂零であるとはう u= L(V)ハの形である
こと.
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補題 2.13([6]ヲLemma5.8). kを標数 0の体とする.k上の pro-纂零 Lie環

Uに対し， uab口 uj[u，uJとおくと?次の二つのことが成立する:

(1) L(uab)̂→U は全射.
(2) H2(u， k) = 0ならば U は自由 pro-幕零.

注意 2.14.上の (1)は次と問鑑(中山の補題の類似 pro-纂零 Lie環の射

u' →Uについて，

u凶→u曲が全射ならば u'→U も全射.

(2)のLie環のコホモロジー群Hi(u，V)について:左ル加群jkのなす圏u-Mod

はアーベノレ置なので?

H2(u， V) := Ext~_Mod(k ， V) 

と定義する.ここで、， uは pro-零零なので?左ル加群 M への作用は

U →ujれ九M

と有銀次元 Lie環 ujれを経由することに注意.

Hi(u， V)はまたコチェインを用いても定義できる.これについては Cartan-

Eilenberg : Homological Algebra (Princeton)を参無.

レポート問題 2.15.注意 2.14の同値性を Uが署零のときに示せ.

補題 2.16.uを Lie環とし， L7TEllをその中心降下列とする.σεAut(u)をと

る.Gr I，u = ffim?:.lLmuj Lm十lUとおき?

ぴ EAut(u)→Aut(Grlu)ラGr(σ)

を考えると Gr(σ)はσの uabへの作用σぬ εAut(uab)だけで決まる.より具

体的にヲぴab は~手性から L(σ乱b)εAutL(uab)̂ を引き起こすが?この作用が

全射

L(uab)八→ Grlu

を経由して Gr(σ)の右辺の作用と compatibleになる.

証明 • (Xi)を uabの一つの基底とする.Xiの持ち上げXiE uを選ぶと 3全射

の列

L(uab)八→U→uab;XtHJftト→ Xi
が定義できる.X1の他にJZ11をとれば，X1はuJE11+(L2以上の項)"という
形をしているから?

[X1， X2J三 lJZlf，JE21(modL3)・
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したがって， Griuでは間じ元となる.帰納法を使ってこのように?

L(uab)八→U→Griu 

はおのとり方にはよらないことがわかる.

よってう

A凶作)→ A凶(Griu); σH  Gr(σ) 

21 

の像 Gr(σ)の作用は σ(Xi)たちのu油での像のみに依存するので， σabE 

Aut (Uab)のみで決まる.決まり方を見ると，

σ([./t， Xj]) = [σ(Xi)，σ(Xj)]三:[ぴab(xi)，(}ab(xj)] (mod L3) 

であることから， L(uab)への L(σab)の作用と compatibleであることが分か
る .口

定義 2.17.kを代数体，X を k上の代数多様体としてヲ代数的基本群のQe-係

数連続 Malcev完備化刊誌ont(X，主)の Lie環を

Pe(X， x) = Lie (刊誌0凶 (X，x))

とおく.これがモチーフ的基本群の t進実現ともくされるものである.

Pe(X，x)が詫合τ'ate型であるとは?基本群のアーベノレ化への Gkの作用が

Gki、πie)(x，x)ab虫丸(m)ED有限
の形であること.また， Pe(えめがOk.S上主笠塁であるとは?基本群への Gk
の作用が Gk，s:=町(Ok，S)を経由すること:

Gk→Gk，s パ πit)(XJ)

ここで Sはt上の素点を全て含むと仮定する.

一般論よりう

補題 2.18.Gk，s-加群として町(x)ab@ Qe包 Pe(X，x)ab. 

系 2.19.Pe(X， x)が浪合 Tate型で Ok，S上非特異ならば

Pe(X， x)εpro-JYIT JY[e ( 0 k，S ) . 

ここでMTMe(Ok，S)はGk.S-加群JY1/Qeで、あって?GKSm不変なフィルトレー
ション

o = . . . c lV m1¥1 c H仏叶11¥1/c . . .ココ1¥1
をもちGr;;:MささQe(-m/2)ED有限となるものたちがなす閣で、あった.(定義1.7

参照.) 
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証明.Tt = Tt(.X， x)は p時暴零だから，~NÞdLNÞt 口約であるので， )1..([ := 
TdLNTtε)I..([T lvle( tJk，S)を示せばよい.Mに重み付きフィルトレーションを
次のように定義する:

lvI = TdLNTtコL2TdLN Tt :) .・・コ LN-1TdLNTtコO

11¥一一γノ11 11 TeD 11 11 

TiJ1-2mMコ科'-4mM コ・・・コ W-2(N-l)mM

(部ち，W-2nmJ'..(I:= LnTdLNTt， Gr ~nmlvI = LnTdLn十lTt(他の Grr' lvI = 0)). 
するとpGrZlM告も(-m/2)(fj有限の形であることは補題 2.16よりわかる. 0 



第3章 f進混合 Tate加群

3.1 この章の目標

Fを代数体， 5をtの上の素点を全て含む Fの有限緊点の有限集合とし?

OF.SをFの5-整数環とする.

前章で圏 MTlVJe( OF，S)の定義を復習したがヲここでの目標は?

MTlVJe(OF，S) = RepQe (Q~，s) 

なる pro同代数群 g~.S を求めることである.すなわち?この騒が淡中薗である
ことを示し，その淡中基本群を求めることである.

3.2 負の重み付き拡大と重み付きフィルトレーション

定理 3.1(Levi分解).(cf. [2]， p.158) kを標数 0の体とし?

l →U →G →S →1 

をk上の代数群の完全列とする.Uは粟単， 5は簡約 (reductive)と仮定する.

このとき，次のことが成立する:

(1) この列は splitする，i.e・?セクション 8:5 →Gがあって， 5斗G→Sは
S上の笹等写像となる.

(2) このセクションは共役を除き一意的，i.e.，二つのセクション 81，82を敢れ

ば?ある uEUがあって

81(X) U82(X)U-1 (Xε5) 

注意 3.2.(1) kの標数がOでないときには， (2)の反例がある.
(2) この定理は U，Gがpro-代数群のときにも成立する.

上の状況で?特に Sが乗法群 Gmのときを考えよう.完全列

↓
 

G
 ↓
 

G
 ↓
 

U
 ↓
 
23 
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があったとする.これのアーベノレ化を取って，Gj(杭U]→Gm のセクションを
選ぶ:

l →Uぬ→Gj[U，U)ご tGm →1.

すると s(Gm)の共役作用により作用 Gm nr uabを得るがうこれは Sの選び方

に依らない.これにより uabをQc上のGm-加群と思える.Gm の代数的な既

約表現は，m 乗倍で作用する加群Qc(m)しかないので

の形である.

Uab = I1 Qe(m)腕限
mEZ 

定義 3.3.Gをも上の代数群，Uを署単群とする.代数群の拡大(=短完全列)

1→U →G →Gm→1 

が負の重み付き拡大 (negati、relyweighted extension)であるとは?上の U油の
分解で m2:: 1の部分しか出て来ないこと，i.e.， 

Uab = II Qc(m)腕限
m>l 

となることをいう.(pro-版も同様.)

定義 3.4(重み付きフィルトレーション).

1→U →G →Gm →1 

を負の重み付き拡大とする.(常に Qe上であると仮定.)Qc上有限次元の G同加

群 M には?次のようにして重み付きフィルトレーション (weightedfiltration) 

が定義される:

まずセクション s:Gm →Gを取り?これにより M を Gm-加群とみれば?
分解

M 口 EBM[n]
nEZ 

を得る (M(n]は M の Qe(n)聞同型成分，i.e.， M[n] 目。(η)ED有限なる最大部
分).(この分解は Sに依存することに注意.)そこで?

WmM戸 EBM[n] 
nど-m/2

とおく.m が偶数のときにはヲ Wm+l.M= lVmlげとなっている.
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注意 3.5.(Qe(m)のweightを -2mとする?即ち

(Qe(m) =W-2m{Qe(m) =阿仁2m+l{Qe(m)=・

U 

TtV-2m-1{Qe(m) = 0 

とするのには躍史的理由 (Hodge理論での weightとの対応)がある.

25 

定理 3.6.上の定義において，H!mN1は Sに依存しない G-不変なフィルトレー

ションとなる.

証明.uコ=LieUとおく.

1→U-+Gご斗 Gm-+ 1 

で，一般に (pro-零単代数群の圏)ささ (pro-需零 Lie環の閤)であるから?

Gm→AutU SぎAutu.

これにより?

U ロ rru[nJ 
と分解すれば?

uab rr uab[n] 
であり?

L(uab)̂→ U → Gr~(u) 

において Grhに(Qe(n)EB都民 (η三1)しか出てこないから，分解u口I1nEZu[nJ 
は実は η>1のところだけ.

二つのセクションムs':Gm→Gを取ると?ある uEUがあって

s'(α) = us(α)u-1 (αε Gm) 

となる(定理 3.1).日うnN1= EDNI[m]， Wr'nNI = EDNI[mJ'をそれぞれ s，s'によ
るものとしたとき，

u(TVm1l1) = Wm1l1 

を示せばよい.

u = expXとなる X 巴U を取る.Lie環の作用

u0111→111 
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は Gの作用と compatibleだから，

u[m] 0 M[n]→.M[m十η]

を得る.u = EBn>1u(n)だから

u0WnM→Wn十1]1/1.

この作用を「微分j して， expX= 1十X十・・・より?

u(W mM) = exp X (W mNI) c W m.M 

となるので O.K. 口

以下， fが pro凶有限群であるとき，射 ρ:f→Gm(Qc)は連続であると仮定
する

定義 3.7.Qc上の代数群の射G→Gmが負の重み付き (pro-)代数群である
とは，

(1)全射であり?

(2)この射の核 Uは (pro同)審単群であり，

(3) Uれ Gmにより uab= I1m>l u品b[m1と分解される
ことをいう.(ここで U吋m1はuabのQc(m)-向型成分.)

定理 3.8.Gを負の重み付き (pro-)代数群とし，NIをG同加群とする.このと

き，M には重み付きフィルトレーション

o = . . . c W mM c 11}ノけ叶lMC'" コヱ M 

が入る (i.e.，各 WmMは G-lm群で、あって， Gr! lvI rv Qc( -m/2)tB有限となる). 

(Mが G“加群であるとは，Qc上有限次元の線形空間であり?作用 G内 M
がある代数的な商 G/Nを経由することで、あった cf. 日om(G，AutM)= 
li卑入日om(G入，AutM)if G 口 ~ÀG入 pro-<tについては Artin拍zur，“脱ale

homotopyペSpringerL.N .M. 100，を参照のこと.)

夜明.Levi分解によるセクション Gヱ+Gmを取ると?分解

WmM口 EBn三-m/2M[n]

は Sによらなし、(定理 3.6).

u = LieU は u= EBn2:1u[n]と分解される.作用u0M→M があるが?実
はu0Wml¥lI→Wm-2M である (u[三1]0M[三一m/2]→A1[三一m/2十1]と
なっている).
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Z巴Uを取り ，x = exp X (X E U)と書くと?別立り十Xv十X2v/2十・・・だ
から Uはf;T1m.111に作用し?しかも

Wm.111笠5wμ¥![→日午.111/Wm_1.111

の下 υε 日仏M はv=ごり(modnうn-lJ1I[)に写される.
さて，まず WmMが G-加群であることについては，Uとs(Gm)がそれぞれ

TiVm.111に作用していて，G=U メGm であることから O.K.
このことから Gr%.111は Gω加群となるが，この作用が Gm を経由すること

を示そう.実際上で見た通りヲ xEUについては?

x: Wm.111→ Wm.111/vVm十11V1

Uト争り

であるから?これは Gr%lVI上の恒等写像を導く.従って Gの作用は，

G →Gm 凡 Gr!.111

と経由する.さらに?

科!m-l.111 C WmM 

11 11 

EB .111 [η1 c EB .111[n] 
n~-(m-l)/2 n三-m/2

において差が出るのは m が偶数のときだけで?そのとき Gr% M = lVI[ -m/2] 
となる.よって Wm.111は M の重み付きブイノレトレーションである. 口

定理 3.9(strictness). (cf.混合 Hodge構造でも成立.)
Gを重み付き (pro-)代数群とするとき，Qc上の G-加群の準同型f:M→ 1VI'

について，次が成立する:

(1) f(WmM)口 WmM'nf(M)，
(2) J-l(WmM') = WmlVI + Ker f， 
(3) Gr ~r (f) : Gr ~r (1VI)→ Gr ~(M') が定義できて，商手

Gr ~r : (G-加群の闇)→ (Qc-線形空間の閤)

は完全関手である.

Note: f(liVm.111) c f;T1m.111'でありさえすればGr~r (f) は定義できる e

注意 3.10.実は (1)特 (2)吟 (3).
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これらの性質 (1)ベ2)，(3)を持つ fを呂d旦と呼ぶ.

strictでない例:M = 1¥11'， W m1¥lJ = W m-lll1'， f = id : 1¥IJ →1¥IJ'とし1う状況
ではう id:vVm1¥lJ→Wm1l1'は

WmM-→WmM' 、u
Wm-1M' 

と経由するからWm1l1jWm_1M→WmM' jW m-11l1'は0-写像であり，Gr%(id)口
Oとなる.

証明.セクションGご +Gm により?分解

M = EDM[n]， M' = EDM'[n] 

を得る.Schurの補題から f:M→M'は

f=EDん，ん :1¥IJ[n]→1I1'[n] 
と分解される.特にf(M)[η]= f(M[n])である.

(1)について:f(M) = EDf(M)[n]と分解すると，f(M)[n) = f(M) n 1¥1'[n]で
あるから，f(1I1[η])口 M'[n1n f(1I1). これを EÐn~-m/2 すればよい.

(2)については省略.

(3)について:例えば

f:M→ M'ならば Gr~! (1) : Gr ~ M → Gr ~ 1¥11' 

という命題は次のように示される:(1)により

f(WmM) 口 Wm1¥lJ'n f(M) 口 WmM'nM' WmM' 

となるので WmM→Gr;;;(M')は全射.従って Gr~(1)も全射となる.他も
同様である. 口

レポート問題 3.11.抽象的に Wm とfが与えられたときに

(1)仲 (2)キ (3)

を示せ.

f : 1¥IJ →1¥11'の像 f(1¥1)に，M'のフィルトレ…ションを制限してフィルト
レーションを与えると， (3)より

Gr ~1I f( 1\I1) ロ (Gr~!f)(Gr ~r M) 

となる.このことを

Im( Gr ~r 1¥1) Gr ~勺

と表す.
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3.3 重み付き完備化

連続で Zariskidense 7注射1p:r→Gm(Qe)を考える.(単に ρ:r→Gm と
も書く .)

定義 3.12.r-加群 lYI/Qeがpに関して裏金笠主 (weighted)であるとはヲ次の
二つの条件をみたすことを言う:

(1) M はOごと・・.c WmlYI c Wm十lWc ...=Mなるフィルトレーション W
で各 Wm1げはじ加群となるものを持つ.

(2) rのGrZMへの作用はr-4 Gm(Qe)を経由し， Gm-加群として?GrZJ142
Qe(-m/2)fD有限の形である.

従ってう特にr= GF.S，ρご=χ :GF.S→Qf:円分指壊としたときは

(重み付き GF，S-加群の菌)= lYIT /l1e ( 0 F，S ) 

となる.ただし Sはt上の素点を全て含むとする.
この節の自標は次の定理を証明することである:

定理 3.13.(重み付きじ加群の圏)空 ReplQJe (r
wt 
). 

ここで rwもは次に定義される pro-代数群で、ある.canonicalな連続準向型

r→rwt (Qe)がありうこれによる引き戻しが上の向型を与える.

定義 3.14.rwt を次の圏のなす射影系 (G)"G入→ Gμ)(またはその射影櫨限)
と定義する:

対象:負の重み付き代数群G入→ Gm で Zariskidenseな射Pλ:r→Gλ(Qe)
を持つもの?

射:G入→ Gμ で次の図式を可換にするもの:

/ο¥ 

¥0/ 
Gm 

この rwt (または rwt→Gm)をFの(ρ:r→Gm(Qe)に関する)
重み付き完備化 (weigh七edcompletion)と言う.

1射 p:r→Gm(Qe)がZariskidenseとは，像 Irn(p)がGm の中で Zarislddenseである
こと.それが連続であるとは， rが位相群で，Gm(Qe)にはQeの位柑が入っているとして連続
であるということ.定義 2.7参照.
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rwt → Gm は負の重み付き pro-代数群になる.各 ρ入が Zariskidenseなの
でF→ rwt (Qc)もZariskidenseである.

証明.r→ rwt (Qc)で引き戻すことで?鴎手

(rwt凶加群の圏)→(じ加群の塵)

を得るが，rw川t →Gm は負の重み付きだだ、から，r帆 -JJ
きブイルトレ一シヨンが入る.

rwt→ Gm f¥-Gr!M 
ヘノ1ρ
F 

となっているから，M は重み付きじ加群となる.よって上の密手の行き先は

(rwt _加群の圏)→(重み付き ι加群の歯)

となっている.

逆に重み付きじ加群 M が与えられたとき，

r→AutM x Gm 
γト→ (γ，ρ(γ))

の像の Zariski関包を取ることを考える.Mは重み付きフィルトレーションを

持つから?それに沿った基底を取ると M への γの作用の表現行列は?

の形になるから， r→ AutlvI x Gm の像は，

、Et
i
-
-
i
j

中
山

¥
E
B
E
E
S
-
-
/
 

*

・
1
i
 
十m
 z
 

m

O

 

中
山
/
I
S
E
I
Z
E
-
t
¥
 

r
'
B
E

、

/
i
i〈
i
t
t

なる隣部分代数群に入る.この中に rの Zariski関包は入る.それを G入とお
くと，M は自然に G>.-加群になる.Uλ:=Ker (pr2 : Gλ→ Gm)とおく:

l → U入→ G入pr2)Gm → 1. 
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ここで U入は{(~.~)}という形の需単代数群であり 7 しかも G入は負の重み付
きである.実際，G入一-+Gm に対して

Gm→Gλ; 、、，
s

，rz
 

、、
i
/

n
u
-

m

O

 

中
山

，，，
E
E

、、
，，ag
B

、
H
 
Z
 

というセクションが取れる.この最後の対角行列の Uλ への共役作用を考える

と，0.入は

、l
i
p
s
-
J

¥
1
1
1
2
t
i
t
-
/
 

中

小

ψ

A

γ

・

+
+
噌
l
ム

寸

i

n

u

，
/
F
S
S
E
E
E
E
t

‘1.
、

f
iく
1
1

の形で，*に出て来るのは Qe(m)，m 2: 1，の形のものだけである.よって G入
は負の重み付きである.

従って(重み付き完備化の定義により)射fwt→ Gλ がありう

fwt→ G入内M

により M は fwt“加群となる. 日

系 3.15.lvlTlVle(Op，s)包 RepQe ( Gp:S ) . 

GLs:=GFsとおいて?これを MT1VIe(Op，s)のモチーフ的ガロア群と呼

ぶ• 1¥11 E MTlVIe(Op，s)ならば?作用 Gp，s凡 M は

Gp，s→GL，s パ M

と経由することに注意しておこう.(後に rQt.sが小さい故に Gp，sも小さいJ

(cf. (1-1))ということを示す(第5章)).

注意 3.16.上の系は NITlVIe ( 0 p，s)が淡中間であり，その淡中基本群がGph
であることを示している.
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ρ:f → <Gm(Qe)をZariskidenseな連続群準同型とする.fwt→<Gm をその

重み付き完備化とし，Ur := Ker (fwt→ <Gm)とおく:

l→Ur→ fwt→<Gm→ 1. 

Urはpro-幕単代数群で、ある.

定盟 4.1([7]，主定理).全ての mど1に対しdimQcH~ts (f， Qe(m)) <∞と仮
定する.

(W均1)次の<Gm-加群の canonicalな向型がある:

MFb空 rrH~ts (f， Qe(m))* @ Qe(m) 
m>l 

(引に2)u = LieUrとおくと?次の canonicalな単射がある:

H;ts (u， Qe)叫 EBH;ts (f， Qe(m)) @ Qe(m)氷
m>2 

ここで?一般にQe-線形空間Vに対し11*立証omQe (11， Qe)とおいた.H~ts (f， 11) 
は?群のコホモロジー群の定義でルコチェインとして連続なものだ、けを使って定

義したもの.またHふ(u，Qe)は， Lie 環のコホモロジー群の定義で， u 口 ~u入

(uλ は霧零)としたとき?ある入に対して

û  ...八U 一→ Qe、I o /" 
U入 .̂..̂uλ

と経由するような連続コチェインで定義されたものである.

定理 4.2(Folklore).ρ:f → Autllを連続群準向型とする(これにより Vを

じ加群と思う).このとき，H~ts (f， 11)と

{1Iメr→rのセクションs}/(1Iによる共役)

との簡に自然な全単身すがある.

33 
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証明.セクションに Lコサイクノレを対応させるさせ方だけ説明する.sを一つ

のセクションとする.γεrに対し， s(γ)εV><Ifをs(γ)口 (f(γ)ぅγ)と書く.

s(γ112) = (f(γ112) ， 1112) ， 
s(γds(有)口 (f(叩)，恒)(f(γ'2)，，2)= (f(市)(γd(γ'2))ぅγ巾)

であるから fsが群準伺型Jとしづ条件はげが 1-コサイクノレj という条件

と対応することがわかる.略すが， 1-コバウンダリーが Vの共役による変形と

対応している. 自

系 4.3.ρ:f→ <Gm((Qe)を連続群準向型とし，Vを<Gm(Qe)-加群とする.この
とき Hよs(f， V)と

{下の図式を可換にする連続群準向型ゆ}/InnV 

との間には自然な全単射がある:

証明.可換図式

。→V→ V ><1 <Gm -→<Gm → 1. 

ゅヘo/，ρ
f. 

。→V→ V><1 <Gm -→<Gm→ 1 

↑ ↑ K¥ゆノ1ρ

0→V→V河 Fヱ+f-→1 

を用いるとできる.(s H ゅはすぐ出来る.ゆ HSは引き戻し V ><Ifの

universality 

E乞〉ぺJ-J
を用いる.) 口

定理 4.1の (W-1)の証明 pro-代数群の拡大

1→ μpb→ fwt / [Ur ， Ur]→<Gm→ 1 



は，代数群の負の重み付き拡大

1→U →G →(Q.m→1 
t/ス

r 

35 

で、あって Uがア}ベルでr→GがZariskidenseなものに対して普遍的であ
る.これは次の図式を考えることでわかる:

1→U →G → 
ノ
upb 

¥ 

¥九
1"¥ 

1→Ur→rwt→(Q.m→1. 

従ってMFbは担λVA と書ける ここでの射影極限は，負の重み付き拡大

1→1公→G入→(Q.m→1
ゅヘo/'p 
r 

で、あって竹がアーベノレで、ありゅ:r→Gλ が Zariskidenseであるものを全て
列挙して l但を取るそこで?こうやって現れて来る凡がどれくらいあるか

を知りたい.

これら 1→日→G入一1-(Q.m→1の一つを 1→V→G→(Q.m→1とする.
さて V= EDnEz V[n]で， Leviの定理より GはGrvv河(Q.m と半直積の形
けるから，

G 笠 φnEZV[n])<J (Q.m 

合成写像r~ V )<J (Q.m巴キV[n]刈(Q.m をゆ[η!とするときヲ

主張 4.4.各ゆ[n]が Zariskidense中吟ゆが Zariskidense . 

証明.(宇)は明らかなので， (吟)を示す.ゆ:r→11メ(Q.m の像の Zariski関包
をrZar とし，U:ロ Ker(rZar→(Q.m)とおく.可換図式

1→U-→rZar →(Q.m→1 
↓れ ↓ 11 

1→V→V河(Q.m→(Q.m→1
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においてう p rZar→Gm は全身すであり ，Leviの定理によりセクション s
Gm→rZarがある.U叫 11は Gm-加群の準向型となるから U[吋ι→lI[n].可
換留式

rZar → Gm →1 

m
 

G
 

ij-市
災

|
l
i
v

V
 

1→lI[n]→lI[n])<] Gm →Gm →1 

において?合成 rZar→V対 Gm→lI[n])<] Gm は仮定により全射.よって
U →lI[n]も全射(ふlemma).故に任意の ηに対して U[n]口 lI[n].従って
Uココ V となり， rZar = 11対 Gm，i.e.，ゆが Zariskidenseであることがわかっ
た .口

この主張により MFは weightごとに分解することがわかる:

U~b = 担(EEì~=lUm).

ここで Um はう図式

。→V→G→Gm→l 
Zar.denseゆヘo/'ρ

r 

であって 11= lI[m] なるものが走るときの極限~1Iのことである.
そこで次の定理を示せば (W-l)は O.K.:

定理 4.5.Um r-v H1(r， Qg(m))* 0 Qg(m). 

証明.H = H1(r， Qg(m))とおく.右辺が Um と同様の universality;を持つこ
とを示す.郎ち，図式

。→ HキoQg(m)→(H* 0 Qg(m)) )<] Gm→Gm→1 
仇乱.ut1'¥¥o/'ρ 

r 

を作り?これが普遍的であることを示す.

一般に Gm-加群 Vに対しその Qg(m)ー同型成分を

lI[m]宝 A0Qg(m) (A口 Qg(O)EDdimV(m1) 
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と番く(この同型は canonicalでない).

さて，

。→ V怖い lI[m]河 Gm→ Gin→ 1
連続ゆ K¥o/'p 

r 

なるゆ (modInn lf[m])とμ(ゆ)E H1 (r， lI[m]) = H 0 A とが対応している.

ここで特に A=Hキと散ると， id巴 H*0Hに対応するものゆt乱ut r→ 
(H水 0Qe(m)))<1 Gm があるが?これが他の A，ゅに対し universalityを持つ.実
際 (μ(ゆ)ε A0HrvHom(HヘA)と思うと)図式

r 
↓ゆ凶It

o→ H* 0 Qe(m)一→ (H*0 Qe(m)) )<1 Gm→ Gm→ 1 
↓μ(ゆ)0 id ↓ 11 

。→ A0 Qe(m)→ (A 0 Qe(m)) )<1 Gm → Gm→ 1 

11 

11 = lI[m] 

において?ゆココ (μ(ゆ)0 id刈 1)0ゆtaut となる. これでμ(ゆ): H*→ A と

ゆ:r→ lf[m]刈Gm とが対応し?ゆtautが欲しい universa1ityを持つ.
また，この仇autは Zariskidenseである.実際， universalityにより 7次の国

式においてセクション (H*0 Qe(m))メ Gm→仇aut(r)Zarが生じるから:

く二-rid. 

伽(r)zar*ーで (H*0 Qe(m))河 Gm

¥¥/ 
r. 

ロ

明
一
立

正一

l

立一

V

(
一

8

内
ノ
ハ
町
一
、
i
け
イ

界一

O

i
t
一
u

の一一
M

i
一一的

4

一
定

理
一
。

定一

。→ V→ Uo-今 U→o 

なる Lie環の中心拡大に対Fおしている.(uo = u El1 11にLiebracket 

[(民v)ぅ(y，ω)]= ([x， yJ，匂十υ+f(x， y)) 
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を入れることと?コサイクノレf:û u → Vが対応している (jの類口 B).) 

ところで今 U は <Gm-加群でありう H~s(uぅ Qe)0V も <Gm-加群になる.一方?
Lie環の中心拡大 uo=uEDVも <Gm-加群だがう一般にはこの作用はLie環の

告己向型として作用するわけではない.

補題 4.6.Bε(H，ム(u，Qe) 0 vyG7nであることと，対応する Lie環の中心拡大
uo=uEDVへの<Gmの作用が Lie環の息日開型としての作用であることとは

開値である.

あとは?次の主張を示せばよし、:

主張 4.7.自然な射

(H;ts (uぅQe)0 Qe(m))G7n 斗 H;ts(fヲQe(m))

は単射である.

もしこの主張が示せれば

H;ts (u， Qe) [一m]吋 H;ts(f， Qe(m)) 0 Qe(m)* 

となり， (W-2)が言える.ちなみにH;ts(u， Qe)[-l] = 0だから， m三2だけ取

ればよい.

証明.B E (H，ふ(u，Qe)0 Qe(m))G7nとすると，次の可換図式を得る:

。→Qe(m)→ Uo→ U→ 0 
↓l ↓exp↓exp 

1→Qe(m)→Uo→Ur→ 1. 

ここで左端の照型は (~~)HG~) という対応である.
上の補題により Uoが <Gm-作用を持つことから，Uoも<Gm-作用を持ち，次の

可換図式の上段の完全列を得る(下段はその引き戻し): 

1→Qe(m)→Uo )<J <Gm →μr泌 <Gm(=fwt )→ 1 

11 t ↑ 

1→Qe(m)→ r。斗 F→ 1 

これの下段は H2(f，Qe(m))の元を与え?それは0の犬による像になってい
る(上の鴎式中のような集合論的セクション s:f→日からエコサイクノレ

(x，y) H s(x)s(Y)S(xy)-lが作れ，これが犬(B)εH2(f，Qe(m))を与える).こ
れが消えることと下段の完全列が splitすることとは開催であり?もしこれが

splitすれば?事端の上向きの射の Zariskidensityとfwt の universalityからう

上段の完全列も splitする.よって B=Oとなり 7大の単射性が示された. 口
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次の Souleの定理を思い出そう:

定理 4.8(Soule [14]). Fを代数体，SをFの有限素点の有限集合で E上の

素点を全て含むものとする • H~ts (GF，s， Qe(m))の次元を ρmとおくと，

rl十円 -1+ US， m=l， 
r2， m ど2， 偶?

ρm t 
町一トア2， m;::::3， 奇，

。? その他.

ここで rl，r2はそれぞれFの実素点7捜索素点の個数である.さらに?全ての

m>2に対し

H;ts (GF，s， Qe(m)) = O. 

実は Chern写像により

J{2m-l(OF，S) 0z Qe之+Hよs(GF，s， Qe(m)) 

である (cf.Borelの定理1.5).
定理 4.1の系として次を得る:

系 4.9.GF，s円当掠Gm(Qe)の重み付き完備化を

l →UT.s→9T.s→Gm→1 

とし，1ιs:口 LieUt.sとおく.
(1) Ut.sの生成元として次のようなものがとれる.各 m= 1，2，3，…において?
Gr ~m(UÞ，sab) の基底として Pm 備の元をとり， 11l-2m Uの元に持ち上げたも
の，を m を動かして全部集める.

(2) ut，sはpro“幕零 Lie環として自由である
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x = ]P>~ ¥{O，l，∞}， π1 町 (X)，T Te(X， x) = Lie (賀市:側(X，x))とおく.
ここでの自擦は第 1輩で述べた次の予想のうちの(1-1)を証明することである:

(1-1) GrjOGIQ!0Qeはσ3，ぴ5フ・・・で生成される.
(1-2) Gr :;oGIQ! 0 Qeは次数付き Lie環として自由である.
フィルトレーション I・は町の中心降下列によるものであり?第 4輩の日元

は重み付きフィルトレーションである.これらを比較するのが面倒なのである.

F Q， S = {りとして，題式

GQ全型GF，s→Aut(作dLm十1川)
u u 

]mGQ→]mGF，s 

より GrjOGIQ! 自 Gr?OGF，sとなる.ここで

ImGF，s := Ker (GF，S→Aut (πdLm十1町 )). 

次の補題については先に述べた(注意 2.6，(2)): 

補題 5.1. Dm町 =Lmπ1・

系 5.2. 作dLmπ1'---+πおe/Lm勾bt・

このことから?

]mGF，s = Ker (GF，s→Aut (吋ll/Lm十1何ll))
Ker (GF，s→Aut (T/Lm十1T)). 

pには GF，sの作用による重み付きフィノレトレーションが入っていて?

科T_2nT口 L
n

で、あった (T山口Qe(l)iD有限だから(実際にはこの「有殻J= 2)). 

補題 5.3.Aut (T) = ~n Aut (T/ Lnt)はある pro-代数群のも"有理点のなす
群になっている.

41 
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証明.担jLntはQe上有限次元の Lie環であり 3部分群

A凶作jLnt)c GLQt(tjLnt) 

は rLiebracketを保つj としづ代数的な条件で特徴付けられるから， Qe上の

代数群である. 口

次の可換悶式を考える:

1→Ker→Aut (t)→A凶作乱b)→1
11 tu ↑対角 ・・・ (cf.tab = Qe(1)EB2) 

1→Ker→Aut*(t)→(Qm→1. 

ここでAut*(t)はAut(t)の(Qm→Al凶作品b)による引き戻しである.左端の
Kerをμとおき?

u = LieU (c Der(t，t) c Hom(t，t)) 

とおく.これは9T.8-;I]O群となる.
(一般に，M，N が G凶加群のとき Hom(M，N)も自然に G-加群となり(f:

M→N，gEGに対し g.fを(g・J)(m)口 gf(g-lm)と定義)， Gが重み付き代
数群なら Hom(M，N)にも重み付きフィルトレーションが入る.)

命題 5.4.記号は上の通りとする.このとき，

(1) 

W-2nu Ker (u→Der (tjW-2(n十l)T))'
(2) W-2nU := exp(W_2nu)とおくとう

W-2nU 口 Ker(U→Aut(tjW-2(叶 l)T))'

証明.expを用いて力づくで計算するとう (1)と(2)とは互いに同値なことがわ

かるので，上式だけを示す.まず次のことは容易に分かる:

補題 5.5.(Qm-加群 V，W に対して，

Hom (V， TtV)[n]口E9Hom (V[k]，W[k刊])
kεz 

これより次の第一の等式を得る:

系 5.6.

vV_2n(Der (t， t))口 {fE Der(t，t)lf(Wkt) c Wk-2nt for all k} 

= {f E Der(t，t)lf(t) c TiV-2-2nt}. 
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証明.第二の等式については，まず 13=引に213に注意する.次に，もしf(13)c 
TiV_2-2n13ならば，[X， Y] E vV-413 = [13，13]に対しf[X，Y] = [J X， Y] + [X， fYJ E 
W-4-2n13などよりう帰納的にf(Wk13) C TiVk-2n13が分かる. ロ

これより命題の仰が従う:

W-2nu U n W_2nDer (札13)
Ker(u→Der (13/W-2(n付 )13)). 

上の命題の系として次のことがわかる:(2)で特にη=1とすると，13/W-413

13/L
2
13 = 13
abでうこれに Mは自明に作用するから 7

TiV_2U 口 Ker(U→Aut(13ab)) 
= U. 

口

これより μ は Aut*13 の中で Gr~13 に自明に作用する部分であり?従って M
はpro-馨単群であることがわかる.また，Uのフィノレトレーション時Lは，セ

クションAut*13ヱ+Gm を取って入れた重み付きフィルトレーションと一致す
る.そしてU=阿仁2Uより?

系 5.7.拡大

l→M →Aut*13→Gm→1 

は負の重み付きである.

次に7 これとガロア群 Gp，sの重み付き完備化 l→μん→ Qt，s→Gm→
1 とを比べよう • Gp，sの pへの作用 Gp，s→Aut*13は(上の系と Qt.sの
universali tyにより )Qt.sを経曲するう即ち:

l → U-→Aut*13 -→Gm→1 
↑ ↑ 11 

H ULs→GL，s→ Gm→l 
↑↑↑U 

1→J1Gp，s→GF，sEfi zzx→1. 

命題の (2)により TiT1_2nU= Ker (U→Aut (13/L叫 113))であるから?
定義

系 5.8.FGF，s=ker(GF，s→Aut(13/Ln+113))は J1Gp.S→U(Qe)による
TiT1_2nUの引き戻しである.
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よって

GrjOGp，s口 Gr;]lGp，S→ Gr!;(I1G詫)
を得る.ここで ]lG持は ]1Gp，S→U(Qe)の像の Zariski閉包である.
あと，次のこつの補題を証明すれば話はほとんど終る.

rを pro-有限群とし，Uを Qe上の pro“暴単代数群とする.μ はフィノレト
レーションw.を持ち?各 GrZMはアーベルかっ Qe上有寂次元の線形空間
になっていると仮定する.ρ:r→U(Qe)をZariskidenseな群準同型とする.
rにもフィルトレーション昨川を科rmr:= (WmU(Qe)の引き戻し)として定
義する.すると自然な(次数付き Lie環の)単身す

Gryr吋 Gr!;U(Qe) 

があるがう

補題 5.9.この写像は， 0Qeすることにより，次数付き Lie環の同型

GrP8Qzi+Gryu(QE) 

を誘導する.

(因みに需単代数群の一般論から Gr!;l'U(Qe) rv Gr!; (LieU)である.) 

(証明の感じ)rの像inGr :U(Qe)空 QeEDdはコンパクトだから il，eEDr(0 :sγ三
d)と同型だが， Zariski densityより r= d. 口

この補題をFニ IIGF，S7MzflGZ哲に適用して?

系 5.10.次数付き Lie環の岳然な向型

GrT(]lGp，S) 0 Qe自 Grzm(IlG22)

がある.

さて?次の図式を思い出そう:

]lGp.S -→Gp.s 

U~.s → g~.s 

IIGF，szar C M-→Aut*t・
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UT，sとJ1G起とを Mの中で比べたい.1→J1G持→G結→Gm→1も
負の重み付き拡大だから，Qt，sの universalityにより可換閣式

1→UJ"，s→ GL，s→ Gm→l 
↓↓ 11 

1→I1GZ→G持→ Gm→1

を得る.

Key Lemma.写像Uj，.，s→J1G予想は全身すである.

証明.これはJ1Gp，s→U(Qe)が Zariskidenseであること(これは後で示す
…補耀 5.11)から従う.実際，合成

J
1Gp，s→μん(Qe)→U(Qe)

を考えると?右端のU(Qe)の中で

(J1Gp，sの像)zarC(MLsの犠)(Qe)

であるが?もしJ1Gp，S→U(Qe)が Zariskidenseならばこの ιは等号になる.

さて?図手Grの完全性から

GrY14，s→ Gr ~(J1G誇) ~ Gr -;0 GQ 0 Qe 
Ilz 

Gr?r(liLs) 

口

となる(左端の縦の向型はMが pro-幕単だ、から;右端の向型は系 5.10による). 

今F= Q， S = {のだから， Gr !;i' (uT.s)は σ1，σ3，σ5，...で生成され(系 4.9)，
Gr-;OGQ 0 Qeはそれらの像6"1，6"3，6"5，・・・で生成される.
あとは6"1= 0を示せばよい0'1ε (J1Gp，s/J2Gp，s) 0 Qeであるが?実は

J1Gp，s/ J2Gp，s 0 

である.実際?町(.(y)の生成元丸Uへのσε Gp，sの作用は

σ(z)=zM(U)， 

σ(y) = 1，σyXC(σ) 1;1 (for someんをい1，7[1])

となっていることが計算により示せる(例えば， [8J参燕).ここでχtは円分指標.

もし χe(σ)= 1ならばσ(y)三 y(mod [y，ん])だから，川/L3川上σは自明に作
用する.よってう σEJ1Gp，sならばσEJ

2Gp，sとなるので，J
1Gp，S/J

2Gp，s= 0 

である.

次の補題の証明が残っていた:
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補題 5.11.J1Gp，s→U(Qe)は Zariskidense. 

証明.次の可換図式を考える:

1 -→J1Gp，s -→Gp，s -→ZeX→1 
↓ ↓ ↓ 

(J1Gp，s)叩→ 9~，s → (ZeX)wt →1.

ここで，合成写像 J1Gp，s → Gp，s → 9~.s の像の Zariski 閉包は需単群だか
ら?(IIGF，s)unの universalityより下段の射(I1Gp，s)un→Gんが生ずる.ま
た，(ZeX)WもはZeX"-今 <Gm(Qe) に関する重み付き完備化であり，全射 9~.s →
(ZeX)wtは9];"sの universalityから来る.
さて，この補題は次の二つから従う:

命題 5.12.よの図式においてう下段の列は完全列である.

((J1Gp，s)un→9];，.sは多分単射だが，今は使わない.)

補題 5.13.(ZeX)帆=<Gm・

実際これらを認、めると，

呪・ 命題
IIGF，s aLrse(I1GF，s)un → Ker (Q~，s → (ZeX)wt) 

補題 n 定義 A 
"""'Ker (Q~.s → G77z)=MFs-

(命題 5.12の証明)全射

ψ:GLs/((IIGF，s)unの像)→ (Zf!
X)wt 

口

を考える.この定義域の代数群9];，.sj ( (J1 G p，s) 
unの像)は負の重み付きだからう

(ZeX)wtのuniversalityによりセクション

s: (ZeX)wt→GLs/((IIGF，s)unの像)

がある.ところが Gp，s→9];，.sは Zariskidenseだから

ZeX = Gp，sjJ1Gp，s → 9~.s j ((I1G p，s)聞の像)

もZariskidense，よって Sは全射である.したがって机 Sは互いに逆となる.

口
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(補題 5.13の証明)ZeX→Gm(<C1!e)の重み付き完備化1→M→(Z/)Wも→
Gm→1に主定理 4.1を適用する.m三1に対してH1(ZeX，<C1!e(m)) = 0 (well-
known)だからuabコ o.ところが?一般の幕単代数群について?そのアーベノレ化
が消えればもとの群も泊えるからu=oである. ロ

これで証明が全て終了した.
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記号対照表

Lecture [6] 

1
1
-↓
 
m
 

G
 ↓
 

2

j

q

u

 

c

L

+

b

'

 

f
R
i
i
w
F
 

U円

l
G

↓
 
μ
 
↓
 

1→む→Ae→CGm →1 

u = LieU e = Lie JCe 
αe = LieAe 

Qe(m) (section 5.2) 九:

MTMe(OF，S) Te(F， S) 

(IIGFJ)zar UF，S (section 10め

V[n] Vn (Qe(η)-需型成分)


