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Topological property of an invariant set with respec七to

a f，乱milyof functions 11 

Tomomi Hirasawa and Fukiko Takeo 

(Ochanomizu University) 

1 Introduction 

For a family of contraction functions {h， 12，...， 1m} (mと2)on R d， there is an 
invariant set K satisむringthe following 

K = h(K) U ... U Im(K). 

When we consider the se七E(ω)of infinite sequences from Eロ {1，2，...，m}，七here
is a mapψ ofE(ω) on主oK such that 

ψ(X1X2・・・)寸込んIん・一九(K).

If ψis no七oneto one， the equivalence relation X ，....， Y is defined by ψ(X) =ψ(y) 
and the quotient space E(ω) / '" is considered. We shall investigate the topological 

proper七yof E(ω) / '" and give some results concerτlIng the number of end points. 

In the last paper， we defined end points of type 1 by using a basis {Un}. In this 
paper， we consider another basis in E(ω) / '" and define end points of type 2 by 
using it. 

2 Preliminaries 

o E口 {1，2，・・・，m}(mと2)

o E(ω) : the set of infinite sequences from E 

e E(n) : the 5e七ofsequence5仕omE of lengthηfor n E N 

GI E(O) : empty se七

o E(*) : the 5et of finite sequences仕omE， i.e.以外 =UZLoE(n)

flI For n E N U {O}， let the map Pn : E('ω)→E(ホ)be the projection such出

PnX =X1X2・..Xn， where Xロ X1X2...E E(ω 

o For s εE and x口 XIX2・・・，y口 YIY2・・・ EE(ω)， let 
SX = SX1X2・.. 

(PnX)Y = XIX2・・・XnYIY2・... 

T
I品



EI Let the mapσ :E(ω)ー+E(ω) be a shif七operator，i.e. 

σ(X1X2・・・)= X2X3・..・

画 Anequivalence relation rv on E(ω) is called to be invariant if the following 

(1) and (2) are satisfied: 

(1) x rv y implies sx rv sy (Vs E E) 

(2) sx ，...， sy implies x rv y (Vs E E). 

自 Forx E E(ω)， let Qx be the equivalence class of x， 
i.e. Qx = {νε E(ω)Ix rvν}. 

liI A:口 {xE Eい)13yE Qx sふ PIX=f. PlY} 

• As:口 {xE A 1 PIX口 s}

liI Es :口 {xεE(ω)IPIX= s} 

母 Letthe map q : E('ω)→E(ω) / rv be出enatural quotient map. 

& Fn := {sεE 1 U(q(As))口 η}where U(q(As)) is the number of elements of 
q(ん).

Hereafter， we assume that the equivalence relation rv is invariant and UA <∞. 

3 End points of type 1 

Let Un(q(x)) be the subset of the quotient space E(ω) / rv as follows: 

Un(q(x))ロ {q(y)E E(ω) / rv IPnQy C PnQx}. 

Proposition 1 The family {Un(q(x))1 n E N，q(x)εE(ω)/ rv} isα fundαmental 
neighborhood system for the quotient topology仇 E(ω)/ rv. 

Definition 1 q(x) E E(ω) / rv is cαlledαn end point of type 1ザtl問 'eexists 

N E N such thαtθUn十l(q(X))is a singleton forαηyn三N.

Theorem 1 1. The followi句 fα)and (b)αre equivαlent. 

fα) q(x) E E(ω) / rv is a九 endpoint of type 1. 

(b) i. Qx口 {x}αnd

ii. There exists N εNs包chthatη;::: N implies 

XnXn+l肩P2A，xn εFl・

2. If q( x) is an end point of type 1， then q(σx) is also an end point of type 1. 

3. If q(x) is an end point of type 1， then either sx E A or q(sx) is an end point 
of type 1 forαny s 巴E.
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Theorem 2 The followingαre equivalent. 

1. There existsαη end point of type 1. 

2. Fl手ゆ αndthere exists {81， 82，・・・，8n}C F1 (η~ 1) such thαt 

8jSj十1tJ.乃A(j= 1，2，.・・，n-1)，sns1手P2A.

Theorem 3 1f HA <∞， then the number of end points of type 1 is 0， 1， 2 or 
infinity. 

4 End points of type 2 

For a proper subset H of E， consider the following condition 

q(UtεHEt) n q(UtEHcEt) is a singleton. (キ)

Let 30 be the se七consis七ingof s E E such that there exists the smalles七setamong 

those H which incl吋 ess and satisfies (*). 

For 8 E 30， let Hs be the smallest se七andas be the element of E(ω) satisfying 

q(U日H
8
Et)n q(UtEH;Et)口 {q(αs)}.

Let S1 be the set {8 E So I the set (P1Qas n Hs) is a singleton }. 
Le七Bsand Wn(q(x)) be sets as follows: 

Bs = { {αづIP1(Qα)C Hs} if 8 εS1 
if 8戸31

J U{Un(q(ωb)) Iω同九一lx，bE BXn} ifQx = {X} and BXn '1=ゆWn(q(x)) 口~ ~ l ~n\'1\:~ 
Un(q(x)) 0七herwise.

Proposition 2 The family {Wn(q(x))ln E N，q(x)εE(ω)jrv}isαfundαmental 
neighborhood system for the q包otienttopology in E(ω) / r-J. 

Definition 2 q(x)εE(ω) j rv is calledαn end point of type 2ザthereexists N E N 
such thatθW1叶l(q(X))is αsingleton forαnyn主N.

Theorem 4 1. The following (，α) and(b)α問 equivαlent.

(a) q(x) E E(ω) j rv isαn end point of type 2. 

(b) ιQx = {x}αnd 

ii. There exists N E N such thαtnとN implies 

xnHXn+l n P2A =仇xnE S1・

2. 1f q( x) is an end point of type 2， then q( C7X) is αlsoαn end point of type 2. 

3. 1f q(x) isαn end point of type 2， then either sx E A or q(s忽)is an end point 
of type 2 forαny 8 E E. 
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Theorem 5 The followingαre equivαlent. 

1. There exists an end point of type 2. 

2. 81 =fゆαndtl問、eexists {tl， t2 ， • • • ， tn} C 81 (η どl)suchthαt 

ti Hti+l n 乃Aロゆ(j= 1，2，.・・，n-1)， tn Htl n P2A = rt. 

Definition 3 Let T be the set 

{(tl，...， tk) C 811kミl，d手が(i手j)，tkHt1n九A=仇tjHti+l nP2Aロゆ(j=1，2，・・.，k-l)}， 

EN(O)口{t1て-:tkI (t1γ ..， tk)εT}αnd 
EN(l) = {7・t1...tk Ir E E，(t1，... ，tk)εT，r手tkand rt1τ. tk手A}.
F01・n:::: 2， let 
EN(η)口 {reI r E E，e E EN(n…1)，αnd re rf. A}. 

Proposition 3 1. 1f x belongs to EN(j) (jと0)，then q(x) isαη end point of 
type 2. 

2. EN(i) n EN(j)出世 foldsfor i =f j. 

Lemma 1 If q(x) is an end point of type 2， then for any n E N tl問、eexists 

U εUf2:.oEN(j) such that Pnx = PnY. 

Theorem 6 Let EP be the set of end points of type 2. Then the following holds: 

Uf20q(EN(j)) C EP C Uj?oq(EN(j)). 

Proposition 4 If the number of end points of type 2 is finite and q(x) is αn end 

point of type 2， then there exists n E N U {O}such that o-nx E EN(O). 

TheoreIn 7 Suppose the number 01 end points 01 type 2 is finite. Then the set 01 

end po仇tsof type 2 is exαctly the setしjj主oq(EN(j)).

Theorem 8 The followingαre eq包ivalent.

1. The number of end po仇tsisβnite. 

2. The1で existsj E N such thαt EN(j) =件

Theorem 9 The number of end points of type 2 is the sum of the number of 

elements of EN(j)， i.e. 

n(EP) = 乞Hq(EN(j))・
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J ulia sets and laminations 

Mai MAT8Ull and Fukiko TAKE02 

1 Doctor，αl Research Course仇 HumαnCul如何
2 Depα7・tmentof lnformαtion S ciences 
Ochαnomizu University 

Abstract 

We introduce anα 悶 invariantequivalence relation on {O， 1}∞withαε{O，l}OO 
and cons七ructa lamination S，: using this relation ( s ε{O，l}∞). We shall give the 
conditions for αand s that S，: corresponds to Julia sets. 

1. Introduction 
Julia sets play an important role on a complex dynamical system. Concerning these sets 
W.P.Thurston introduced "Invariant Lamination" on a circle [3]. A.Ba凶 andK.Keller 
showed the relationship between Thurston's invariant laminaもionand the symbolic dy-
namics represented by “itineraries" ( infinite sequences of {O， 1， *} )， and they got組
interesting result involving the correspondence between the dynamics of Ju1ia sets and 
double-angle motion on a circle [1，2]. 
In this research we shall give a defini七ionof another equivalence relation on {O， 1}∞ 
not using itineraries. Next we construct a lamination with the equivalence relation which 
corresponds to a Julia set. According to this construction of the lamination， the calcu-
lations are much easIer than that in the case of using itineraries， because we need only 
one chord and one boundary point. Besides， we can use出islamination not only for a 
non醐periodiccase but also for a periodic case. In general， the construction of a lamination 
for a periodic case is more complicated th叩 thatfor a non-periodic case. 80 we mainly 
treat a periodic case and show the correspondence between Ju1ia sets and laminations. 
We show the construction of a lamina七iononly for a non-periodic case in this paper. 

Fig1. An example of Julia set Fig2. An example of Lamination 

v
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2. locally connec土edJulia sets and binary sequences 
We reca11 the definition of Julia sets of gc{z)ロポ+c. For c， z E C， let Oc{z)口
{z， gc(z)， g~(z)γ ・・}denote七heforward orbit of z， and ca1l Kc = {zεC 1 Oc(z)is bounded} 
the宣lledωinJulia set. The boundery Jc of Kc is said to be the Julia set of gc. Ko口 Dis 
the unit也sk.Let 1 denote the closed set [0，1]. 

Definition 1. 
九(0)= h(l) 

Ec笠{h E C;[O， 1] 
九(I)isa differentiable Jord紐 closedcurve including Jc 。
仰)=一伽j)(05t寸)
gc(h(I)) includes h(I) 

o For h E Ec， let h(t) -c = r(t)げ(t) (一π~8(0) <π， B(t)巴C[O，1]). 

Defineん，11 Ec→C;[O，l] by 

(ん h(t)def r(ポ d中
11 . h(t) def -r(t)t . ei~ 

o Define S : Ec→Ec by 

iん.h(2t) 
Sh(t) = { 
I 11. h(2t -1) 

(0 ~ t 三~)
(jgt5-1) 

Remark 1. "h(I) includes Jc" means that if h(I) is regarded加 theboundary of a 
region S， then Jc C S. 
2. We can show r(O)口ベ1)and 18(0) -B(l)ド加becauseof c E Kc. We c紐 alsoshow 
if h E Ec then ShεEc. 

We reca1l the next well-known fact. If Jc is connected， there is a unique conformal isoω 
morphism q> c C ¥Kc →C ¥D with limz→∞争c(z)/z口 1satisむring争cgc争J11g0.Let
de畳間 fieldlines βcロ {zE C ¥Kc 1 arg(争c(z))= 2πs}. According to Caratheodory's 
theorem， each field line sc has a continuous extension to a unique point z.βof Jc， and each 
point of Jc is obtained in this way， if and only if Jc is loca1ly connected. We use七henext 
lemma. The proof of it is shown in the reference [1]. 

Lemma 1. Jc (c E C) is locally connectedザαndonly if the functional eqωtions (1) 
ψ(2s) =ψ(β)2十C αnd -cp(s) = cp(s + ~)， sεR (1) 

hαmα continuoωperiodic solution. ln this cαse， Jc = cp(R). Moreo開 r，e附 'ycontinuous 
solution of (1)伽thminimal period 1 coincides with either CPt or cp-;;ωhere CPt(β) = Zsmod1 
αndψ-;;(s) =ば(-s)for s E R. 

Theorem 1. lf Jc is locαlly connected， there existsゆEEc ( the closure of札切thsup 
norm) uniq悦 lysuch that snh(t)→ゆが)αsη→∞ forh E Ec and for t = ~~=1~昔 El
附 resnh(t) 口んん・ム • h(お品製)• 
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Proof. By the property of the functions fo， JI， we can show the exis七回ceof the limit 
of snh(t) = ftl・ん-一九 .h(払ザ).80 put仰)= limn→∞snh(t). We can show 

snh(t) = -snh(t 十~) for all η 
by induction. We can also show two important equations 

ゆ(t) ローゆ(t 十~) (A) 
ゆ(2t)口 limn→∞sn(gSh (t)) 
= glimn→∞S

四十lh(t)

=gゆ(t)
z ゆ(t)五十 C (B) 

By Lemma 1，ゆ coincideswi七h<p+ orψ一.By Caratheodory's theorem，ゆ(t)isin Jc and 
ct is uniquely determined. 口

Let ftl...tπdenote !tl • • • ft n • By the equati∞仰)= limn→∞ftl...tπ. h(な 11す)， we 
C組 correspondpoints of Jc to binary sequences. But the correspondence is not one to 
one， so we introduce an equivalence relation such that the same points in the Jtuia set 
are in the same equivalent class. 

Definition 2. For忍 =XIX2・・ 1 芝=YIY2'" E :E 口 {0，1}∞ ( infinite sequences of 0 
and 1 )， we def:ine an equivalence relation同部follows:

車問笠智ψ(思)=ψ(旦) where ψ(豆)=ゆ(おZLIF).
For α巴{0，1}∞， we define the function九 asfollows: 
九:{O， 1}∞→ {0，1}∞ 

f 08 k(8)三k(α)
。(8)笠{1 18 k(8) > k(α) for 8 E {O， 1}∞ 

where k(8)口SZL12昔with8 = 8182・・・.

The next lemma for Theorem 2 is shown to study the properties of the equivalence rela-
tion. 

Lemma 2. 1fゆ(t1)口ゆ(ら)ヂゆ(ta)口ゆ(九)for t1くら，t3 < t4巴1，then 
hくら <ta < t4 or t1くらくねくら ort3 <九<t1くら ort3 < t1くら <t4 hold8. 

Theorem 2. The equivalence relation何回tisfiesthe following. 
(1)笠間 'fL implies ぴ芝田σ史 (σ(81X2・・・)口X2X3・・・).
(2)忽何 Y implies x~σ車問 Y~σY (x~ = 1-X1， Y~ = 1…Y1)' 
(3)ヨαE{0，1}∞ 8.t. 忽同宣 t叩 lies 7.α(豆)同九(史).
(4)星間払U信払主幹 y implies (k(~)ル(ω)n (k(立)，k(:y))早世 or 

(k(~) ， k(笠))コ (k(笠)ル(旦)) or 
(k(主)，k(旦))C (k(豆)，k(立)).

Proof. We can show (1)，(2) by (A)，(B) and (4) by Lemma 2. Put 
k(80) = m砿 {k(8)Iヨk(t)> k(s); O(t)口 O(8)十知}.
If8何 t(k(8) < k(t)) then either (i) or (ii) holds. 
(i) If k(8)三k(t)< k(80) then 08回 Otand 18何 lt.
(ii) If k(8) < k(80) < k(t) then 08何 1tand 18何 Ot.
80 put α= 80・Then笠間主 implies'T，白(訪問 T臼(豆). 口
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3. The constructure of α-invariant lamination 
In this section we shall de:fine姐 α 四 invariantequivalence relation satisちring(1) '" 
(3) in Theorem 2 and construct laminations by using this relation. We also give the 
conditions for α加 d8 that sr; corresponds to Julia sets. 
Let {0，1}∞denote the set of one-sided sequences 8 = 818拘・・・.If8=百 with
ω巴{O，1 r， we call the sequence 8 to be r叩 eriodic.

Definition 3. Let αz α1α2・・・ bean element of {0，1}∞ . 
An equivalence relation '" on {O， 1}∞is called to beα-invariαnt if it satisfies the following 
(1) and (2). 
(1)For 8， t E {O， 1}∞， 8 '" t implies σ(8) rvσ(t) where σ(8182・・・)=8拘・・.
(2) For 8， t E {0，1}∞， 8 '" t implies Ta( 8) '"九(t) 組 d Ta'(8) rv Ta'(t)， 
f 08 if k(8)三k(α) __..1 _ 1{ ~\ def f 18 if k(8)三k(α)

α(s)45{and  d(s)も{l 18 if k( 8) > k(α) ~L.<"'" 'a ¥V/ - l 08 if k(8) > k(α) 

Let "'o be the smallest O -invariant equivalence relation satisむTingO '" i. Let T = R/Z. 
Then it is easy to show {O， 1}∞/'"むな T.801et <t be the isomorphism from {O， 1}∞/ "'o 
onto T. 
For a，b E {0，1}∞， let 0吋 bethe chordconnectingゆ(α)andゆ(b)on T， and let 
0=  {Oa，b Iα， b巴{0，1}∞}.

Definition 4. For αE {O， 1}∞and for chord Oa，b E 0， the equivalence relation rv~.b 
is de:fined as the smallest closed a-invariant equivalence relation on {O， 1}∞/ rvo，蹴lSちTing
α'" b. 
For αε{0，1}∞and ca，b巴C，letSZb be the collection ofthe chords 
{ 0>'1>'2 入川1λ2"'>'n(b)I 入jE {σ川，7，品ナ九白J，TJ}，TMLぽ巴 N川 u{仰0吟}ト川，}.W，恥eca品山1
of S;ゐ，ムbαEイt仇ηU叩αTZ叩αη叫tlaα問 ηmαωti的tωO凡 For8巴{や0，1り}∞， weput Sf コ S~U(8) if 8 rvσ(8). 

Then theαωinvariant lamination sr; ( some ex細 plesare showm in Fig3. ) is 
considered as the quotient space of T where points connected by a chord belong to the 
same class and we have the following. 

α= 8 = 0 01α=  0111100百， 8 = 00001111 

Fig3. Some examples of sr; 
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Thorem 3. 

The quotient spαce T / "''! _1_¥ is isomorphic to the αー仇variant1αmmαtion S，: ωhere points 
I • -S，σ(8) 

on T connected byαchordαre considered αs the sαme element. 

The α-invariant equivalence relation rv九(8)satisfies (1) rv (3) in Theorem 2 but not 
necessarily (4). 8ince the equivalence relation同 inducedfrom Julia sets satisfies (1) ，....， 
(4) in Theorem 2， the lamination S，: does山 necessarilycorrespond to a Julia set. 80 we 
examine the condition for αand s that S，: correspondsto a Julia set and get the following 
theorem. 

Thorem 4. 
l 

Let s be αηelement of {O， 1}∞sαtisfying k( s) =一一一間thsome p > 2. lf the lamination 
2p -1 

S，: corresponds toαJulia set， then αsatisfies the following 
1 ')p-l 

一二-:;-::; k(α)<二一一-
2p -1 - ¥1  '2P -1 

If s is p-periodic， k(s) =ゐ (qE N) holds. Theorem 4 is the case of q = 1. For 
an arbitrary q， there doesn't necessarily exist α巴{0，1}∞suchthat S，: corresponds to a 
Julia set. The next theorem shows another case of the existence of 
αε{0，1}∞such that S，: corresponds to a Julia set. 

Thorem 5. 
ヲ~~~n2nj。)Let s be an element of {O， 1}00 s仰isfyingk( s) = ::二L ω抗p= j k1 + j + 1 and 
2p -1 

k1どO.lf the 1αm2nαtion S，: cor7'esponds toαJulia set， then αsαtisβes the follow仇g
k(σj+1s) < k(α) < k(σs). 

5:E22(j十l)n+j
(ii) Let s be an element of {O， 1} 00 sαtisfying k( s) = 1十23+“=.L - with some 

2p… 1 
p = (j + 1)k2 + j αnd んど1.lf the 1αmmαtion S，: corresponds toαJulia set，抗enα
sαtisfies the following 

k(σ(j叫んs)壬k(α)< k(σs). 

Reference 
[1] B組 dt丸 andKeller ，K・，Symbolic dynamics fo7'αngle-do叫li句 onthe circle，I. 
Ergodic Theory and Related Topics III， 8pringer.嗣Verlag，1990. 
[2] Bandt，C. and Keller，K.， Symbolic dynamics fo7' α句le-do叫lingon the circle，JI. 
Nonlinearity 6 (1993) ， 377剖 2
[3] Thurs七on，W.P.，On the combinatoricsαnd dynamics of iterated rational maps. 
Preprint ， Princeton 1985 
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Abstract 

We investiga七e七hegeometric and topological aspects of the mod uli space and 
singular locus of polynomial maps of degree n from a viewpoint of complex dynam-
ical systems.日speciallythe cases of degree 3 and 4 are analyzed explicitly. 

1 Introduction 

In this paper， we studyもhegeometry andもopologyof the space Poly n (C) of polynomial 
maps of degree n from a viewpoint of complex dynamical systems， inspired by those of 
the quadratic 凶 ionalmaps due to J.Milnor ([6]). First， we investigateもhemoduli space 
Mπ(C) consisting of all holomorphic (a但I吋 co吋ugacyclasses of polynomial maps of 
degree η. A polynomial map p from C to itself of degree n is monic and centered if 
it has the form p(z) = zn + Cn_2Zn-2 +・・・十 C1Z+匂・ Everypolynomial map from C 
to itself is conjugate under an a自nechange of variableもoa monic centered one， and 
もhisis uniquely determined upもoconjugacy under the action of the group G(n -1) of 
(n -l)-st roots of u出 y.Hence the a部nespace P1 (n) of all mo山 centeredpolynomials 
of degree n with coordinate (co， C1， .・.，Cn-2) is regarded出加 (n-1 )-sheeted covering 
space of Mn(C). Thus we can use P1(n)邸 thecoordinate space forもhemoduli space 
MバC)，though it remains the ambiguity upもothe group G(η-1). This coordinate 
space has the advantages of being easy to be treated andもhesingular locus of rvLn (C) is 
described in a simplest manner (see Theorem 2). However， it would be also worthwhile 
to try to introduce anoもhercoordinate system having any me出 differentfrom P1 (n) 's. 
In fact， J. Milnor successfully introduced coordinates in the moduli space M2(C) in the 
case of the space Rat2 (C) of all quadratic rational maps using the elementary symmetric 
functions of the mu託ipliersat the fixed points of a map ([6]). In the case of PolYn(C)， we 
もryto explore an analogy to this. (The case of PolY3(C) was also suggested in [6].) 
Let σn，i be the elementary symmetric functions of the multipliersμi at the自xedpoints 
of a map in PolYn(C) (i口 1，.・.，n). Then σn，i 
μ的i'Sare invariant by affine conjugacy. From the Fatou index theorem([4])， we derive 
a linear relation among 山，山 (i= 1，え・・・，n-1) (Theore'm 1). (The case of n = 3 
was mentioned in [6司].)In view of this theorem， もhea而nespace 'B(作例η吋)wi比もhc∞O∞ordin叫e
(伊σπ叫吋，1，σ内π，2わ σ内π'ηト一2あ2σ7叩)is e似xp抑ec凶te吋dtωo serve 出 a coordinate space (with singula山y)
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for IVIn(C). For n = 3 and 4， we shall prove this is the case. In more detail， IVI3(C)立 C2
and IVI4(C) is a two 耐嶋-s匂ぬS

S凶hallsee t出ha叫t七廿山hea伍ne str叩.T刀uctureimposed 0∞n E(い7η1，)has cert同ai泊nl防yany p戸1'efl白e1'1'万吋eds叫t凶a叫tu出1凶s 
d出i町e剖r悶'ent白合fro刀omP1(か伊糾Tη吋Zけ)'、s.For example， this goes well when we treat the locus Pern ( μ ) (see 
Proposition 2 and Corollary 1). 

Next， we study the si時ularlocus in the moduli space Mn(C). By an alltomorphism 
of a polynomial map p we will mean an a自前七ransformaもion9 that commlltes with p. 

The collection Allt(p) of all alltomorphisms of p forms a finite grollp. We obtain an 
characterization as Theorem 2. Let Sn (c Mn) beもheset consisting of all conjllgacy 
classes (P) of polynomial maps admitting non-trivial allもomorphisms.In the case of the 
qllad1'atic rational maps， J.Milnor calls this singular locus S “symmet1'y locus". 80， 
following him， we shall also call Sn symmet1'y locus. For the cases n口 3and 4， we can 
give a defining equation of Sn. Further， analogous七othe case of quadratic rational maps， 
S3 coincides withもheenvelope of the family of straight lines Per1 (μ). But fo1' higher 
degree cases (η三4)，the symmetry locus S.πis properly contained in the envelope of the 
family Per1 (μ). 
Las七， we express that for obtaining several defining equations of loci (a缶nealgebraic 
curves)， e.g・?peT77z(μ)，and the symmet1'y loci， we depend ma心in吋 on“G1'obne1' basis" of 
Risaj Asir， an expe1'imental computer algebra system developed at FUJIT8U LABORA-
TORIE8 LIMITED. 

2 Polynomials of degree n 

2.1 1¥征odulispace 

Let PolYn(C) beもhespace of all polynomial maps of degree n f1'om C to itself. • The 
group A(C) of all affine transfo1'mations acts on PolYn(C) by conjugation: 90 P 0 9-1 E 
PolYn(C) for 9 E A(C)， p E PolYn(C)， Two maps P1，P2 E PolyバC)a1'e holomor-
phically conjugate， denoted by P1 '" P2， if and only if there exists 9 E A(C) with 
g oplog-lzP2・The quotient space of PolyバC)under・もhisaction will be denoted by 
Mn(C)， and called the moduli space of holomor叩phicc∞on吋1J引j
map戸spoぱfd白eg思reeη.

For each μ ε C le もPe目rn以、r托バzベ(μ ) be the set of all c∞on引ga邸cyclasses (ωωpめ)of map伊sp having a 
periodic point of period 1η1， and rロmultiplierμ.

Underもheconjugacy of the action of A(C)， it can be assumed that any map in 
Polyη(C) is“monic" and "centeredぺi.e.，p(z) = Zn十九一2Zn-2十九一3f-3...+C0・This
P is dete1'mined upもothe action of the group G(n -1) of (n -l)-st roots of unity， where 
each η巴G(n-1) acts on p E PolYn(C) by the transformation p(z) H p(ηz)jη. Fo1' 
example， in the case of n = 4 the following three monic and centered polynomials belong 
to the same conjugacy cl邸 s:計十α♂+bz十c，Z4+αω♂十bz+cω2 Z4+αω2Z2+bz十cω，
whereωis a third 1'oot of unity. 

Let P1(η) be the affine space of all mo凶ccente1'ed polynomials of deg1'eeηwith 
coordinate (co， Cl， .・.， Cn-2)' Then wehave an (n -1) to one canonical projection争:
P1(n)→Mn(C) from P1(n) onto Mn(C). Thus we can use P1(η)凶 coordinatespace for 
Mn(C) though there 悶 nainsもheambiguity up to the group G(n -1). 

-Eム
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Now we intend to explore another coordinate space for M.nバ(C)which i治s'“、4、sma叫11er"than 
Mnバ(C)in c∞ontra邸Sもw川it出h'P1バ(η吋):for each p(z) E PolYn(C)， let Z1， "'， Zn， Zn+1(=∞) be 
the fixed points of p and μi the multipliers of Zijμi = p'(Zi) (1三i:5 n)， and μT叶1= O. 
Considerもheelementary symmetric functions of出en multipliers， 

σπ，1 =μ1十・・・十μn，
σn，2 =μlμ2十・..+μηー1μη

σn，n =μlμ2・..μ川
σπ，π+1 = o. 

N ote that these are defined on廿1emoduli space Mn(C)， since μよsare invariant by a部ne
conjugacy. The Fatou index theorem can be applied to these μi'S; 

管工 1 1 
園開閉開明暢掬蜘嗣剛楠同 伽伽輔 噛噛暢剛蜘鞠酬剛剛酬剛 竺士

21-μ ， 1-0 吋

(1) 

provided 的チ 1(1< iくη).Arranging this equation for the form of elementary symmetric 
functions， we have Co + C1ση，1十C2σn，2十・・・+Cn-1σπ，n-1 = 0， where 

いト1昨
Note that μi = 1 (1 :5 i :5 n) is a110wable here. Then we have the fo11owing: 

Theorem 1 Among σn，i '8， thereおalinear relation 

乞(-l)k(n-k)σn，kロ 0， (2) 

where we putσ'n，O = 1. 

Let I:(n) denote the a館前space with coordinate (σT山 σπ山 σn，n-2，σ民7ふInview 
of Theorem 1， we consider the map曽 :Mπ(C)→I:(吋 whichis defined in an obvious 
manner. To investigate whether this map is surjective or not correspond to solve the 
inverse problem， that is， to determine a class of maps with the prescribed values of the 
multipliers satisfyingもherelation of the Fatou index theorem. As we see later， the case 
n = 3 is nicely solved:世iss吋ectiveand Mn(C) :::::: I:(n) :::::: C2. (This fact is me凶 oned
in [6] without any details.) Using computer analysis， the case n口 4is also solved:申 is
surjective and M4(C) is aもwo-sheetedramified coveri時 spaceof C3 • As for the cases of 
general n， we expect analogous results (see section 3). 

2.2 Symmetry locus 

By an a叫omorphismof a polynomial p of degree n， we will mean 9 E A(C) which 
commutes with pj 9 0 P 0 g-l = p. The collection Aut(p) of all automorphisms of p forms 
a finite group. It is cIear that the following is well-defined: 

DefinitioIl 1 (c.f. [6]) The set Sn = {(I) E Mn(C)j Aut(p) is non-trivial} is called 
もhesymmetry locus. 
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Theorem 2 A polynomial of degree n has a non-trivial auωmorphism if and only if 
it is conjugate to a map in凶eunique normal form 

♂+玄 Ak(p)Zkp+1+ Bz 
l~p~[π/k] 

(3) 

where kl(rηZ一1リ)，k::Jη一1，a刈andAkバ(ωωp叫)，B are parameters in C. 

Proof. 
Le七p(z)=αnf十・・・十αoE PolYn (C) and h(z)口 αz十sE A(C). Consider the identity 
h 0 p 0 h-1 -P = O. The coe悶cientof the highest 0吋erterm is:αηα(απ-1 

_ 
1) = O. The 

coe伍cientof the second highest order term is: nαnαn-lβ= O. Hence we have απ-1 = 1 
and s = O. The rest is easy computations. 圏

3 Polynomial maps of lower degrees (η 口 3，4)

3.1 Moduli space M3(C) and its symmetry locus S3 

Here we abbreviateσ3，i出向・ Thenthese σ'i'S are defined on M3(C). Cor川 rsely
( σ 1， σゎσ3) satisfying the relation given in Theorem 1， i.e.，3 -2 σ 1+ σ2 口 0， unic匂切q午lμ1
determine (p) E M3(C). A map in PolY3(C) is c∞on刷ga抗teもωoa map of the normal fo叫rm.百m1 
Z3 +αz十b，and its parameters (α，b2) is used as a coordinate system of M3(C) which is 
isomorphic to C2 ([5]). These coordinates relates to (σ1，σ3) as follows: 

σ1 =-3α+6，σ3 = 27b2 +α(2α ー 3)2， (4) 

or 

α= (6 -(J1)/3， b2 = (4σ?-36σi + 81σ1十27σ3-54)/729. 
Hence七hefollowing is obtained: 

(5) 

Proposition 1 (σ1，σ3) is a coordina印 systemof M3(C). 

Now the a伍nestructure is imposed by the above coordinate system. With this struc傷

ture thus imposed，七helocus Per1 (μ) is desc山 ed長nely:

Proposition 2 The locus Per1 (μ) forms 

Per1(μ)口 {(σ1，(J3);σ3ロ (-μ2十2μ)σ1十μ3 叫

From Theorem 2 a cubic polynomial map Z3十αz十bhas non-もrivialauもomorphisms
if and only if b口 O.From formul出 (5)，we obtain the following: 

Proposition 3 The symmetry locus 53 of cubic polynomials forms an irreducible aI制

gebraic curve: 

S3(σ1，内)= 4σ?-36σi + 81σ1十27σ3-54 = O. (6) 

Corollary 1 The envelope of {Perl(μ)}μ coincides with the symmetry locus S3・

丹、

u
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3.2 Moduli space M4( C) and its symmetry locus 54 

In吐lecase of PolY4(C)， we can go on ft凶 heranalysis by using a symbolic and 
algebraic computation systems. Here we w出eσ4，i σ(i 1，・・・，4)for brevity. 
first， we investigate the inverse problem. This time we consider a polyωmial p(z) = 
α4Z4 +α3Z3 +α2Z2 +α1Z十αoもhathas at leasもれ"tVofixed points. After affine conjugation， 
we can assume they are 0 and 1. Then we will solve the following problem: “Do the 
four multipliersμoロ p'(O)，μ1口 p'(l)，μ2= P'(Z2)，μ3 = p'(Z3)，ωrheγe Z2， Z3αreαlso 
fixed points of p(z)， dete1'mine the five coefficients向 (0三i::; 4) of p(z)?" In fact， the 
following relations hold; 

α0=0 because of p( 0)口 0，
α1=μ。
α2=α4+3-2μ0-μ1 
α3 = 1-a4一α2-μ。

because of p'(O)口 μ0，
because of p'(l)ロ μh
because of p(l) = 1. 

He1'e， from the relations between coefficients and solutions， we obtain 
μ。+α4十3'-2μ。-μ1-1 1-μ。

Z2十Z3口 ， Z2Z3 =一一一 (7)
α4α4  

To carry out the ∞mputation cleverly， we consider七hefollowing equalities: 

μ2+μ3 = P'(Z2) + P'(Z3)，的μ3= P'(Z2)P'(Z3)' (8) 

Using the relations (7)， we can remove Z2 and Z3 from equations (8). Then α4 is a common 
root of the derかedequ抗ionsas follows; 

A1 口(μ2-2μ3μ2+μ3-μ~+2μ1μ。 -JLnα!+(-4μ，~+(4μ1十8)μ~+(-4μi-8)μ0+4μi-
8μi+8μ山~+(-6μ6+(-4μ1+28)μd+(4μi+4μ1-44)μ5+(-4μt+4μ?-8μ1+ 
32)μ0-6μ1+28μi-44μi+32μ1- 16)α~+(-4μi十(-12μ1十32)μ6+(-8μi+64μ1-
96)μd+(8μt-96μ1 +128)μ5+(12μ1-64μt+96μi-64)μ。+4μf-32μ1+96μ?-
128μド64μ1)α4一μ&+(-6μ1+12)μ&+(-15μi+60μ1- 60)μÖ+(-20μ~+120μ?-
240μ1十160)μd+ (-15μi + 120μi-360μi+480μ1 -240)μ5 + (-6μf+60μj-
240μt+480μi-480μ1 +192)μ。-μ~+12μi-60μ1+160μt- 240μi+192μ1- 64 = 
0， 

A2口 (μ2+μ3十μ。+μ1-4)α~ + (2μ3-4μ。-2μi+4μ1)α4+μd+(3μ1 -6)μ3+ 
(3μi-12μ1十12)μ。+μ?-6μi+ 12μ1一8口 O.

Byc∞omηlputing the res抗叩ul比tan凶1凶t，we see that the above もwo equa叫tionshave c∞ommon 1'oots if 
and 0 
ar陀ethe four m山 ipliersof p(z) and consequently they satisfy the eqt凶 ion(2). Hence the 
two equ抗ionsalways have common roots. Thusもhefive coefficients of p( z) are calculated 
from its four multiplier司 thoughα4is not decisive whenもheabove two equations have 
distinct two common 1'00句.Thus: 

Proposition 4 The moduli叩acelVI4 (C) is a at most two-sheeted rami五edcov，θring 
of C3 with coordinates (σ11σ2， (j4)' 
Next， we try to work out the explicit descliption of the symmetry locus 54・

Proposition 5 The symmetry locus 54 in M4 (C) forms the following algebraic curve: 

(σl
口 S

σ2口 3(3s-4)(s + 4)/32 
σ'4 =ー(3s-4)3(S -12)/4096. 
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Proof 
Expressing the class (Z4十αz)by the coordinate system (σ1，σ2，σ4) on the moduli 
space， via Grobner basis， we have the following: 

σ;-48σ~ + 24σd 十 960σ4σ2 十 144a~ 十 2304σ4 と o (9) 

(72σ4 -648)σ1十σ;-54σ2十 (12σ4十432)σ2十504σ4十864ニ o (10) 

(6σ2十36)ぴ1-σ;-32σ2-12σ4 -48口 O. (11) 

Substituting (11) for (9) and (10)， we obtain two cylindrical sur弘ceswhich turn out to 
have a common factor 

32σ2-9σ?-24σ1 + 48 = O. (12) 

On the other hand， from the condition thatもhethree multipliers are the same， we obtain 
the following cylindrical surface 

イ -48d 十 24σd+960σ4内十 144a~ + 2304σ4 = O. (13) 

A de五ningequation of七hesymmetry locus S4 is the intersection of these two surfaces. 
Then， parameterizing (12) and (13) by σ1， we obtain the desired result. 国
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もっと因数分解公式を

富山大学理学部

(Dept. Math. Toyama Univ.) 

久保文夫

(Fumio K由0)

Abstract. 多項式の部数分解についてお話しします.因数分解は中学校

で教わります.式の展開の逆演算としてです.習った公式のいくつかを挙げてみ

れば，その一般化の存在が気に掛かります.本講演の自的は，数式処理を用いて

菌数分解公式の一つの一般化を追求した過程をお自に掛けることです.

1 動機

次の公式は何方も見覚えがおありでしょう:

α2土2αb十b2= (α土b)2

α3土3α.2b十3αb2土b3= (α十b)3
α3 + b3十d3-3αbc = (α十b十c)(α2十b2+ cf! -αb-bc-0α) . 

これらの公式を式の展開の逆演算として因数分解を教わったように患い

ます.菌数分解を学んで、考えた事というのは，

@他に因数分解公式はないのか

• 2文字の公式に何故2があるか

• 3文字の公式に何故3があるか

• 4文字の公式を作れるか?そこには4が現れるか?

ということでした.4変数4次の公式はないのか，と言うのが当時の疑問

です.父に尋ねたところ，対称式だからやってみれば，と雷う答え.4変
数4次は面倒だな，と思ってそのままになりました.

月日が経ち，数式処理というこの疑問に格女子の道具が出来ました.数

式処理は Mathematicaを使ってみました.目標は
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• 4変数4次の悶数分解公式を発見する事

• n変数η次の因数分解公式を発見する事

@それは， 2変数2次， 3変数3次の因数分解公式の自然な延長であ

る事

です.

2 過程

対称式を扱うなら基本対称式が必要です.数式処理用に記号を導入し

ます.

E1，2(α，b) =α+b， 

E2，2(α，b) =αb， 

E1，3(α，b，c) =α十b十c，
E2，3(α，b，c) =αb+ bc十cα?
E3，3(α，b，c) =αbc 

の様に，前の添字はオーダーを後の添字は変数の数を表します.この記

号を患いると， 2次の因数分解公式は

α2十ポヱ (α十b)2-2αb， 

E1，2(α2，b
2) = (E叩(α，b))2-2E2，2(α， b) 

と表すことが出来ます.3次の因数分解公式も基本対称式で表してみます.

Eゅ(α3J3，c3) ニ E1，3(α，b，c)(E1，3(a
2， b2， C2) -E2，3(α，b， c)) 

十3E3，3(α，b，φ 

これらから次のようなことが観察されます:

• 2変数の2乗の 1次基本対称式はI乗の 1次及び2次の基本対称式

で表現できる.

• 3変数の3乗の 1次基本対称、式は2乗以下の 1次， 2次， 3次基本
対称式で表現できる.

円
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更に，次の様な実験仮説をたてました.

• n変数のn乗の1次基本対称式はn-l乗以下の 1次， 2次…，n次
基本対称式で表現できる.

@この表現が因数分解公式を与える

ここで数式処理による実験を行いました.4変数で考えます.変数の4乗

のオーダー4の基本対称式をオーダーが 1の基本対称式とオーダーが 3

の基本対称式との積で評価してみます.

E14[xl_，x2_，x3叩，x4_]=xl十x2やx3+x4;

E24[xl_，x2_，x3日，x4_]=xl*x2+xl*x3+xl*x4+

x2*x3+x2*x4+ 

x3キx4;

E34[xl目，x2_，x3_，x4_]=xlキx2*x3+

x1*x2*x4+ 

x1*x3キx4+

x2*x3*x4; 

E44[xl_，x2_，x3叩，x4_]=xlキx2*x3キx4;

ff口-Expand[E14[a-4，γ4，c-4，d-4]-

E14[a，b，c，d]*E14[a-3，b-3，c向 3，d-3]]

誤差は a3bのような形をしています.次に誤差を評価します.誤差は

α3b=α3xb=α.2 Xαb=・.

と様々な悶数に分解出来ます.それぞれの分解に応じて，基本対称式の

積を対応させます.色々な可能性が考えられますが…中でうまく行った

のが a3bコェポ×αbです.α2はオーダーが1の2乗の基本対称式にめは

オーダーが 2の基本対称式に対応させます.

gg=-Expand[ff-

E14[a-2，b内 2，c向 2，d-2]*E24[a，b，c，d]]

この過程ををもう一度実行すると次のものがうまく行きます:

Expand[gg-E14[a，b，c，d]*E34[a，b，c，d]] 

0
0
 

1
i
 



これが示しているのは次の式です:

α4 + b4十 c4十 d4

一 (α 十 b+c十d)(α3十♂十d十d3十αbc十αbd十αcd十 bcd)

一(α2+ b2 十 c2 十 ~)(αb 十 αc 十 αd 十 bc 十 bd 十 cd) -4αbcd. 

或いは因数分解らしく書くと，

α4十b4十c4+ d4 

十(α2 十 b2 十 c2 十 ~)(αb 十 αc 十 αd+bc 十 bd 十 cd) +4αbcd 

= (α 十b十 C十d)(α3十が+c3十d3十αbc十αbd十 αcd+ bcd). 

2変数3次の因数分解公式

α3+b3=(α十b)(α2αb十b2)

等が3変数3次の間数分解公式に於いて c=Oと霞いて得られるのと同

様に 4変数4次の間数分解公式から次の様な因数分解公式もいろいろ得

られます.

(α4十b4)+ (α2十b2)αb=(α+b)(α3十b3).

3 結果

得られた式を2変数2次， 3変数3次のものと比較してみましょう.

α2+が=(α十b)(α十b)

-2αb 

α3 + b3十 c3 (α2 + b2十c2)(α十b+c) 

一(α 十b十 c)(αb十bc十cα)

十3αbc

α4十b4十 c4十d4 = (α3 十 b3 十 c3 十 ~)(α 十 b 十 C 十 d)

(α2 + b2 +♂十d2)(αb十αc十αd十bc十bd+ cd) 

+(α 十b十C十d)(αbc+αbd+αcd+ bcd) 

-4αbcd. 
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4変数4次の因数分解される式はかなり長い式になりますが 3次と比べ

てこれを因数分解公式に加えて悪いことはないで、しよう.

これを一般化するには Hardy-Littlewood-Polyaの不等式の本に則っ

た記号を導入すると便利です.

2:4α=α+b 十c+d

2:4αb=αb十αc+αd+bc+bd+cd
三-，4α2_α2+b2+ c2+~

の様に総和記号は変数の数を添字に持ち，一般項として第 1項を響くこ

とにします.この記号で2次と 3次の因数分解公式を書いてみましょう.

2:2a2 = (2:2af 
-2αb 

2二3a3 = (2:3 a
2
) (2:3α) 

一(2:3α)(乞3αb)
十3αbc

4次も関様に書きます.

2:4α4 = (2:4 a3) (2:4 a) 
(2:4 a
2
) (玄4αb)

十(2:4a) (乙α吋
-3αbcd 

此処に規異母性があることが分かります.それぞれの積では一方では一般

項の次数が下がり，他方ではその皮動でー殻項のオーダーが上がってい

きます.

従って，一般の等式は符号を交換しつつ次数の下がってし、く総和とオ

ーダーの上がってし、く総和の積和になっています• 2ab，3αbcなどの係数

が2，3，と上がっていき，N変数の場合にはNであることは1のN個の和

だからです.

N I ¥ 

乞Ndzζトl)kぺ工Naf-k) (乞NEh)
この等式の証明は自明です.N=2，3では中学校で習った公式です.ま

た，最初の2項を除いてゼロだと思うと等比数列の和の公式になります.
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4 プログラムと出力

日14[x1_，x2_，x3_，x4-1=x1+x2+x3+x4;
E24[x1_ ， x2_ ， x3_ ， x4_J =x1*x2~ド.x1事x3;トx1ホx4+

x2本x3+x2*x4+

x3*x4; 
E34[x1ω，x2ω，x3ω，x4_]詰x1本x2本x3;ト

x1*x2本x4ーか

x1本x3ネx4;ト

x2*x3本x4;

E44[x1_，x2_，x3_，x4-1=x1*x2*x3*x4; 
E14[a， b，c ，dJ 
E24[a， b，c，d] 
E34[a，b，c，d] 
E44[a，b，c，d] 
E14[a内 2，b内2，c内 2，d内2]
E14[a内3，b内3，c内3，d内3]
E14[a~4 ， b~4 ， c肉4 ， d内4]

ff=-Expand[E14[a~4 ，b~4 ，ど4 ， d内4]-

E14[a ， b ， c ，d]*E14[a肉3 ，b内3 ， c~3 ， d内3]]

gg=.也xpand[ff-

E14[a~2 ，b~2 ， c 内2 ， d内2]*E24[a，b， c，d]J 
Exp阻 .d[gg-E14[a，b ，c，dJ岨34[a，b，c，d]]

a+b+c+d 

ab+ac+bc+ad+bd+cd 

abc+abd+acd+bcd 

a b c d 

2 2 2 2 

a+b+c+d  

3 3 33  

a+b+c+d  

4 4 44  

a+b+c+d  

3 3 3 3 3 3 3 3 

a b 司令 ab  +a  c+b c+ac +bc  +a  d+b d+  

3 3 3 3 

c d + a d 命令 b d + c d 

2 2 2 2 2 2 

a bc+ab c+abc +a  bd+ab d+a  cd+ 

2 2 2 2 2 2 

b cd+ac d+bc d+abd +acd +bcd 

-4abcd 
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比較定理と進行波解の単調性
(COMPARISON THEOREM AND 

MONOTONICITY PROPERTY OF TRAVELLING WAVES) 

荻原俊子

(Toshiko Ogiwara) 

東京大学大学院数理科学研究科

(Gradua七eSchool of MaぬematicalSciences 

University of Tokyo) 

Abs七rac七.Given an equation with certain symmetry i七isimportant，仕omthepoin七ofview

of applica七ions，to s七udywhether or no七i七ssolu七ionsinheri七七hesame type of symmetry. 
In七heprevious work wi出 Prof.H. Matano (see [5])， we consider this problem in the 
class of equations in which the comparison principle holds. Such a class of equa七ions

form七heso“called 'order欄preservingd戸1出nicalsys七ems¥Weshowed七hat，in an order-
preserving dynamical system 'having a symme七ryproperty corresponding七oa connected 

group G， any s七ableequilibrium point is G聞mv位 iant.Fur七hermore，we applied our res叫七
七opぽ七ialdi:fferential equations， and discussed the ins七abilityof s七ationarysolu七ionsfor 
an evolu七lOnequ叫ionof surfaces and七hemono七onicityproperty of s七able七ravellingwaves 

for a competition system of nonlinear di:ffusion equa七ions.

In this paper， we ris七rictour a七七entionto travelling waves and discuused七hemonotonic-
i七，yproperty wi吐1respect七o七ransla七ionof s七able七ravellingwaves for a more general class 

of nonlinear diffusion equ叫ions-cooperation systems and degenera悦 di:ffusionequations. 

1.はじめに

回転対称性や平行移動による不変性など，何らかの意味で対称性をもっ方程式におい

て?解が方程式と同じ対称性をもつかどうかは，生物学や物理学への応用上も興味深いこ

とである.

第 3田関数空間セミナーでは?ある種の比較定理の成り立つ系においては7安定解への

上で述べたような対称性の遺伝が常に起こることを報告した.具体的には?連結群の作用

しているI1慎序保存力学系においては安定解は群の作用に関する「対称性Jあるいは「ある

種の単調性Jをもつことを示した.また?その応用として?曲面の発援方程式の定常解の

不安定性および二種競争系の安定な進行波解の単調性を示した.

この結果を用いると，さらにさまざまな方程式系の解の性質を調べることができる.今

回は?考察の対象を進行波解に限定し?得られた結果を報告する.詳しく述べると ?η 種協
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調系の安定な進行波解の平行移動に関する単調性を示す.その系として?二種競争系の安

定な進行波解の単調性が導かれる.また?退化放物型方程式の進行波解に対する結果も併

せて報告する.

2.前回の結果

X は)Im序距離空間7すなわち， (閉)半順序構造(当)をもっ完備距離空間とする.Xの任

意の元U，Vに対し7これらの最大下界u八uが存在して3写像 (U，υ)J-rU八v:XxX→X 

は連続であると仮定する.Xの距離を dで表し，Uござ匂かつ U::j:.りを uベりと表す.

{争t}なoは以下の仮定(争1)-(争3)をみたすXから Xへの写像の半群とする.

(争1))1摂序保容性 (U当U持母tU当φtV，'i/t三0).

(争2)上半連続性(点列 {Un}n，{弘(Un)}ηが収束するならJI忠弘(同)さも(」込Un)，'i/t三
。).

(φ3)軌道 {<I>tuh2:oが単調減少(tさず功争仰ともIU)でかつ有界なら 7相対立ンパクト.

GはXの元に作用する連結で距離付け可能な位相群で次をみたすとする.

(G1) )1関序保存性 (U当U吟 gu当gv，'i/gεG). 

(G2)写像弘との可換性 (g<I>tU= <I>t(gU)， 'i/gεG， 'i/t三0).

霊童ニ{争t}なoの平衡点む巴 X が 4下から安定'であるとは?任意の ε>0に対しある

<5>0が存在して，d(v，官)< 6をみたす任意の υベEに対L-， d(争tV，u) < E， 'i/t 2 0が成
り立つことをいう.

以下，Bo(e)は Gの単位元 eのι近傍を表すものとする.

立盟企ニ{争ふとoの平衡点Eが7以下をみたすとする.(1)百は下から安定.(2) {争小三oの

任意の平衡点 uベ百に対し7ある 6>0が存在して guベu，'i/g E Bo(e).このとき 7任意

の gEGに対して g百と Eまたは g官ござ Eが成り立つ.

とくに?群 Gが平行移動群 Rである場合には， IRが全順序集合であることから次が導

かれる.

表ニ官は上の定理の通りとし3さらに G=IRとする.このとき 7次の (i)-(iii)のいずれか

が成立.

(i)百は G-不変 (g百z 官，'i/g E G); 

(ii) guは 9E 1Rの X催関数として狭義単謂増大 (g< g'ならばguベg'u);
(iii) 9百は gεRのX催関数として狭義単調減少 (g< g'ならばgu>-g'官). 

主意ニ定理の結果は?仮定 (a)を (a')におきかえても正しい.
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(a')任意の E>Oに対しある 8>0が存在して，d(v， u) < 8ならばある gEGが存在
しd(争tV，gu) < E， VtどO.

3.安定な進行波解の単調性

3.1.まず?簡単な例(しかしながら重要併)として?非線形拡散方程式

θu θ2U 
(1) -;;:-=一一+f ( u)， X E lR， t > 0 

dt δX2 

を考える.方程式 (1)の解 Uで

u(t， x) =ゆ(x-ct) (cは定数)

の形に表せるものを進行波解という.ここでは以下の条件をみたすもののみを扱う.

止まLゆ(x)= u土 (複号間)1関)

ただし，u:l:は常微分方程式の意味で安定な平衡解である(すなわち，f(ポ)= 0， f'(u土)< 0) 
と仮定する.関数ゆが単調増加(または?減少)関数であるときに進行波解は 4単調?であ

るという.

定型L 方程式 (1)の安定な進行波解は単調である.

μ 

c/ 

5乙

単調な進行波解

以

え え

部立進行波 その他単調でない進行波解
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これより 7孤立進行波(ソリトン)やその他単調でない進行波解はすべて不安定である

ことがただちに導かれる.定理 lはよく知られた結果であるが， 2節で述べた結果を適用

しでも簡単に示せる.

定理 1の証明の方針.

速度 Cの安定な進行波解百に対し7

JI領序距離空間 X= C(lR) = {lR上有界で一様連続な関数全体の空間}，

写像争tU(X)=雪山(x+ ct) 

とおく. ただし， X は包(x)< v(x)， 'i/xεRのとき U 当 υ とするJI慎序構造をもち，
もは方程式 (1)の定める半流を表すものとする.2節の系を適用することにより 3関数

ゆ(x)= u(x + ct)が単調減少関数または単調増加関数のいずれかであることがわかる.

3.2.次に，n種協調系

(2) 

内町一

~
m
h
a

f
E
E
E
t
s
r

、21
2
2
1
コ学+fπ(Ull'" ，un)， x E lR， t> 0 

=梨十fr(Ul'・..，Un)， x E lR， t > 0， 

を考える.方程式系 (2)が協調系とは?θ五/θ町三o(i =f. j)となることをいう.方程式系
(2)の進行波解

(Ul (t， x)γ・.，Un(t，X)) = (仇(x-ct)， . .. ，ctn (x -ct)) ( cは定数)

で7以下をみたすものを考える.

」主。(仇(x)，・..，CTn(X)) = u:Z: = (ut，... ，U;) (複号問}I填)

ただし，U土は常微分方程式の意味で安定な平衡解であるとする.関数仇がすべて単調増

加(または7すべて単諦減少)関数であるときに進行波解は‘単調?であるという.

定理 2.η 種協調系の安定な進行波解は単調である.

η種協調系の単調な進行波解

-25-



各仇が高々有限{聞の臨界点をもっ場合には?安定な進行波解の単調性が証明されてい

る ([8]).

方程式系 (2)において η=2，δfdδ町三o(i ::f. j)をみたすとき二種競争系という.こ
のときには?進行波解が単調とはゆ1，-仇がともに単調増加(または?ともに単調減少)と

定義する.Lo七kaλ101七erra型二種競争系(五(U1，U2)=叫(αi-siU1-γ'iU2) )に対しては7弧

立定常波の不安定性が知られていた ([3])が，第 3回関数空間セミナー ([5])では?一般の

二種競争系について安定な進行波解の単調性(したがって，単調でない進行波解はすべて

不安定であること)を示した. (阿川2)を (U1'-U2)とおくと，方程式系 (2)が協調系に

き直せることを用い，定理 2を適用しでも結果は導ける.

μl 

()2-

ヌ二

ニ種協調系の単調な進行波解

定理 2の証明の方針.

速度 Cの進行波解百に対し?

隈序距離空間 X= C(lR) x・・・ xC(lR)， 

n times 

写像 4>tU(X)=ごもu(X十ct) 曽tは方程式 (2)の定める半流)

とおく.ただし，X の}I鎮序構造は次により定める.

U = (U1"" ，Un)当υ=(U17...?Un)や中旬i::; Vi (X) a.e. X E lR， 'i/i. 

2節の系を適用することにより?定理 2を得る.

3.3.最後に?退化放物型方程式

θU a2(包m)
(3) -;-;-=一一一一十f( u)， X E lR， t > 0 

at ax2 

を考える.ここでm>1は定数で?非負解のみを扱う.方程式 (1)と同様7以下を得る.

塁塁2ニ退化放物裂方稜式 (3)の安定な進行波解は単拐である.
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定理 3の証明の方針.

速度 Cの進行波解百に対し3順序距離空開x=uX，白
αElR. 

(ここで，x，白ヱ{ゆ十cI c E L1(IR) s.七.0~ゆ(x) 十ご(x) 壬ゆ(x+ α) a.e.x巴IR}) 

とおき，定理 lと問様に証明する.

典型例 f(u)= u(u-α)(1 -u)を含むあるクラスの非線形項 fに対して，単調な進行
波解は安定であることが証明されている ([2])が，定理3は逆の成立を主張する.また，本

講演の方法を用いると

θuθ2α(u) 
一 '!:)~2 十 f( u)， x E IR， t > 0 a 山

(ただし3αEC1+β([0，∞))nC3((0，∞))(0 <β< 1)， a'(s) > 0， Vs > 0)という形の放物型
方程式に結果を拡張することができる.

控室ニ2節で述べた注意を用いると?定理 1-3は7安定な進行波解を‘軌道安定?な進行波
解としても成り立つことがわかる.
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LOCAL WELL剛POSEDNESSFOR THE HIGHER割 ORDER

NONLINEAR SCHRODINGER EQUATION 

HIDEO TAKAOKA 

Department of Mathematical Sciences， University of Tokyo 

Abstract. We establish the local well-posedness of the Cauchy problem for the higher-
order nonlinear Schrるdingerequation， employing a smoothing property of the J( dV equa-
tion and a contraction argument，乱ndlocal existence results of the periodic boundary 
value problem under the non r・esonancecondition， applying a contraction argument for 
the specified space. 

In this paper， we consider the following initial value problem for the higher拘order
nonlinear Schrodinger equation: 

(1) 
(… +su 竹

(x民うt吟)巴nx (一T，T)，
' 

u(x，O) = uo(x)， 

where a，s，γ，{j are real const a瓜sand E is a complex constant， u is a complex valued 
function and T is a positive constant to be determined later. As for the domain n， 
we deal with two cases Ia. and 'f where 'f is a one dimensional torus which implies the 
periodic boundary condition. 

The equation (1) is modeled by A. Hasegawa and Y. Kodama [2，3] for a propagation 
of a signal in optical fibers in order to understand several phenomena which can not be 

explained byもhefollowing nonlinear Schrodinger equation: 

iUt十juzz+i山口O

Our interest is to prove well-posedness resu1ts in a weak class for the initial value 
problem (1). The notion of the well-posedness here is that existence， uniqueness， per-
sistence property (i.e.， the solutioll describes a continuous curve in X whenever Uo E X) 
and continuous dependence of the solution upon the data. Particularly， the local well-
posedness means七hatもhefact mentioned above holds in the local time， on the other 
hand， the global well-posedness means七hefact mentioned above holds in the global 
U認 e.

The di:fficulty to deal with the equation (1) is that it has space derivatives in nonlinear 
terms. Then by rewriti時 theequation (1) as the integral equation and using a五xpoint 
argument to show the existence resu1t， it occurs the so-called "loss of derivative". It is 
very di茄cu1tto regain derivatives by the dispersive of the Schrodinger， but due to the 

-28-



effect of the dispe1'sive te1'm of the KdV， we a1'e able to ove1'come this di盟culty.Hence， 
we assume α #州of，伽O町l't出he団e叩 at凶山tiω10∞叫1パ1) in t帥hi凶廿巾lSP仰a叩p位
Recently， J. Bou1'gain [1] introduced a Fou1'ie1' 1'est1'iction no1'm and used a simple 
ide凶ity，then he 1'egained space derivatives in nonlinea1' te1'm of出eKdV equation. 
R凶 he1'mo1'e，C. E. Kenig， G. Ponce aば L.Vega [4] used a simila1' no1'm and a smoothing 
effect of solution to the linea1' KdV equation， which allow us to 1'egain de1'ivatives up to 
one. The aim in this pape1' is to investigate the time local well-posedness in weak space 
fo1' (1) by using the method due to Bou1'gain [1] and Kenig-Ponceベ1ega[4，5]. 
Fo1' the case of nロ R，the well-posedness 1'esults fo1' the initial value problem (1) 
were studied by C. Lau1'ey [6，7]. She showed七hatthe initial value p1'oblem (1) is locally 
wel1ωposed in HS(R) fo1' s > 3/4. Fo1' the case of n口氏 ou1'result is an improvement 
of the 1'esult by Lau1'ey. 

We prepa1'e the following notations. 

Definition 1. We deno七e'PO!，βis C2(R) function satisfying 

(1， if IC-I三21sI/1α1，
α，s(と)= i 
l 0， if IC'I s; IsI/Iα1. 

For 叫 d3巴良?δ ど0，define七hespaces Xs，b，X山 aljyand223もobe respectively 
the completion of the Schwa1'tz space S(R2) and S(R) wi七hrespect to the norms: 

IIfllx8，b = (広(1十1Iー α山 el)2b(1 + 1c-1)2S II(C'， 1)12吋
1/2

11山|げ山川山f円刊山IIx土 b，da = ()に(οl 十叶|什トア←…一寸イα吋と♂れ山3勺十刊(3同αd叫dゐい川3汁十村州(伊F一加3ad3叫dゐω3υ)川ψ'PO!，印ω叫α叫州O!，sβ一寸叫叫α吋叫dむa(C-一ゐω州ω)リ附)
×刈iと一d3i2SIREr)PdfdT)1/27

IIfllx~~2 = (広川一αe十se1) 2b 1c-128 II( c-， 1) 12刊一
i引l.tilHda:凡h皮向九九j九;レa〆Jγa= (ι iほごト日山一イ叫洲dゐ似M叶州3128門川12戸門附28吋愉8つ愉|山伽fcC-加伽5ο似桝)1

Fo1' s， Co E R， de五nethe spacesじand}ゴfo1'f E L~(I足)H;(1I.') such that the following 
no1'ms a1'e五点te:

Ilfll九=(件写苧干(ο糾1+川山川川十什州桝州In川州
η叶州!り?Si: (1+川|ト一Tト…一一→一α飢η川 2+C川刊十打切叩叫C匂叩州0刊川n叶1)I.fc川向う1/2 

十(平(1十In/)28(にIlcn，1)1叶
1/2

Ilflly; =llfllY8十11(1什ni)
lべに(1十|ドトア←一一→αη山山刊川州川1)1恥穴んh恥η叫町川，1γ

十判什州i討川I(川 ?η叶Z計ゆ!り)川lにル:UiF穴九f(n ，恥州0い机仲川7η叫叩~，1川，1刈γけ)12耐サザr)y1
/ 2 

I r 
Our main resu1ts are the following two theo1'ems. 
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Theorem 1. Gi'veηSさ1/4.Then the陀 existsb > 1/2 such that for any Uo E HS (1R)， 
there exists T = T(lIuo IIHl/4 ，α，s，γ，o， E) > 0 andαunique solution u(t) of the initial 
叩 lueproblem (1) for α i=-0 in the time i叩nt白er仰t旬叩1αal[ト一T，T]sαt“i白sfy炉iπ
(σ2幻)με C ([ト一-T，T勾]: HS(眼)刀)，パtu4 E X8'山bわ' 

(3) γl'ul
2
u十iolul

2
.uX十日(lul

2
)xuε£;Y-I，utEKJ23い・

For any T'巴 (O，T)，there existsαneighbo叫oodV of Uo E HS(IR) such that the mαp 
Uo I---t u( t) fror.凡 Vinto the clωs deβned by (2) with T' insteαd of T is Lipschitz. 

In additio叫 wheηS口 1/4，the αbo'，問 res'ultholds for d3 E喪仇thX1/4，b，da，X1/4，b-1，da' 
X1/4-3，ぃ，damdd;{4句 Jαcedby X巾どIJ-1lf3MmdH83 T仰 ec伽 ly，仇th
T2T(iiuoh;fJAγうい，d3) 川 chthat T( d3)一→ 0α8Id31 -→∞・

Theorem 2. Gi'ue~凡 8 > 1/2. For any Uo巴HS(1r)， there exists T = T(lIuo IIH8，α，s，市
o，ε) > 0仰 dα 'uniq.uesol'ution u(t) of th巴 initiαlvαlue problem (1) forαチoand 
2s/3α巴lR¥Zin the time i仇7ηZ吋t白巴仰αal[一Tヲ，T]sαti白sfy炉iη

(μ4) u 巴C([ト一T，T列1: H
S
(1r)リ)ヲ uEY乙九二

r

S
'I 
1μu(μ♂'パt吟)1
2dx口 Ilu凶u均4何o(いx)12dx肌， 

J'[' J'[' 

forco=(o+ε)lluolli; 

Forαny T' ε(0， T)， there existsαneighborhood旬。'fUo E HS(1r)such that the mαp 
Uo I---t u(t) from思 intothe clαss defined by (4) with T' insteαd of T is Lipschitz. 

Moreover，ザUoE HS' (1r) "ωith 8' > 8， then the αbove result holds切th8' insteαd of 8 in 
the sαme time inte問 αl[-T， T] 
Furthermo叫ザ E= 0， then theαbo've result holds for anyαチoand s. 
In additio叫ザs/αεQ，then the abo've result holds in H1/2(1r). 
Moreover，ザs/αεQ，o = E and 2s /3α巴設¥Z，then the above result holds仇th幻 for
8 > 1/4 instead of Ys，叫叩 theinitial value sαtisfies IluollHs什1(1+ Inl)1/2市(n) 1I 1~ < 
C幻，

The main method to prove Theorem 1 and Theorem 2 is based on the argument of 
the mKdV and the KdV equation similar to Bourgain [1] and Kenig-Ponce-Vega比5]，
respectively. First， we de五neu(x， t)口 υ(x-d1t， d2t)ei(dax刊 4t)

To prove the local well-posedness in HS(IR) for 8ど1/4，we put d1 = s2/3α，d2 
1， d3口 s/3αヲd4 -2s3 /27a2， then the equation (1) becomes the complex valued 
modified KdV type equatio孔 Hencewe can assume that s 0 in (1). By using a 
smoothing effect of solution七othe linear KdV equation and the contraction argument 

in X山 weprove the local well-posedness. On the other hand， when we work in立;f4
where d3 E lR is a parameter which indica七es七heposition of the singularity point of 

uO(ご)， there is some choices of d1， d2 and d4・Inorder to simplify the Fourier restriction 
norm of the叫 utionto the eql凶 ion(1)， we put d1 3αd~ ， d2 口 1 ， d4 …2ad~. 
Buもdifferentfrom the modified KdV equation， the dispersive of the linear part of the 
equation is not similar to the KdV. In order to make use of the dispersion of the linear 

part SiII社larto the KdV， we rewrite the equation as follows: 

tυt十iαυxxx十 (s-3αd3)((Pυ)xx十2id3(Pυ)x-d~Pv) 

+ (s-3αd3)(((1 -P)υ)xx + 2id3((1 -P)υ)x -d~ (1- P)υ) 

+(γ -od3)lvl
2v + iolvl2υx+日(1υ12)xり=0.
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whe1'e苦x(Pf)(と)= f(と)ψα，s-3Cid3(ご).Then same邸 i加nH8(lR) fo1' s三1/4，we p1'ove 
the local well 帥鮒-p

[6，7]ト. 
On the othe1' hand， for the periodic boundary condition case， we also use a Fou1'ie1' 
1'estriction no1'm and the identity as follows: 

(5) (ァーαη3十伽.，2)_ (ァー η 一乃一α(n-nl-n2)3十s(n nl -n2)2) 

一 (Tl-αnf + ßni) ー \T2 ー αη~ -snD 

=-3α(η1十n2)(η-nl)(n-向一言)

which is used in [1] forα= 1 and s = O. But the1'e is something diffe1'ent f1'om the usual 
modi五edKdV equation. By using the L2 conse1'vation law， we 1'ew1'ite the linea1' part of 
七heequation (1) and dividing the ω凶 nea1'pa1't that satis五eswhe1'e the 1'ight-hand side 
of (5) is zero 01' not zero. When E =1 0， the two cases of nl十川口oand n一川口ocan 
be avoided， but the case of n一向 -2s/3α=  0 can not be avoided. 80 the assumption 
that 2s/3αis not i凶 egerwill be necessary in our proof. Howeve1' by also dividing出e
nonlinear terms， even if 2s /3αis integer， we can avoid the case ofn-n2-2s/3α口 Ofor
ε= O. This is a different point fr011l the real valued modi五edKdV case. For the proof 
in H8(1I') for δ> 1/2， we use the 11lethod Kenig-Ponce-Vega [5]. This method is valid 
fo1' gene1'al αand s. On the other ha凶， for the proof in H1/2(1I')， we use the 8t1'ichartz 
type estima比 Toprove it、weneed to assume s /αεQ. But the author does not 
know whether that the above 8むichartztype estimate holds for general αand s or not. 
Accordingly， we need七oaSSU11le s /α巴Q.For the proof in H8(1I') for 1/4 < s < 1/2， 
by the result in [5]， we have to do 11l0re strong restriction to the class of the solution. 
In our proof， the aSSU11lpti01i that II( 1 十 In I) 1/2ûõ(n) lI l~ <∞ will be necessary for位le
data. 
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of the admissib1e matrices 

岡山県立大学情報工学部
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norms 

高橋泰嗣

加藤幹雄

and Super-ref1exive Banach spaces 

aefinitions and notations 

Let us reca11 the c1assica1 definition 

isomorphic Banach spaces E and F， 
For distance. of the Banach-Mazur 

put two 

ー，Jnr 

Banach spaces X and Y， Y is said to be finite1y representab1e (f.r.) 
each (some)λ>1 and for each finite-dimensiona1 subspace F of 

a finite-dimensiona1 subspace E of X with dim E = rlim F such 
λ. 

onto E isomorphism from an T is 11 11 T回 1• 
1
 
1
 

inf { 11 T 一

in X if for 
Y， there is 

hat d (E， F) 

d(E，F) 

For 

any Banach space if super-ref1exive said to be 

〈

Super-ref1exivity X is 

f.r. in X is ref1exive. 

(P) 

then Y has 

non-squareness， 
On the oter hand， 

a lS Remark. Consider (P)， a property of Banach spaces. We say that 

super-property provided that if X has (P) and Y is f.r. in X， 

(P). It is easy to see that uniform convexity， uniform 
z四 convexity，type p and cotype q are super-properties. 
ref1exivity and Radon-潤ikodymproperty (RNP) are not super-properties. 

admissib1e 

different sequences 

+， +. . . . . . ，+) 

said to be 

n 

ε1 ，ε2， . . . . . ， E. n 

signs (so there are 

counting the 

lS A finite sequence of signs 

if a11 + signs are before a11 
of admissib1e signs of 1ength 

if there 

sequence 

said to be Jn-convex (nミ 2)

in the unit bal1 Bx， 

n
 
X is Jn-convexity and J-convexity 

18 aδ>0 such that for any XI ，X2. ..••• ，Xn 

δ) n. 三三admissib1e} lS (εj) Xj 11 min { 11 L εJ 

be admissib1e 

+ 

n孟2.

said to 

j > J n 

some 

lS 

is Jn-convex for 

(aj j) 
1 for 

即
時

一
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matrix An 

and aj j 

if it 

l 

nXn 

+ 1 

J目 convex

An 

n さ三

said to be 

Admissib1e matrices 

if ajJ = 1 for J 

X is 



L'Iain resu1 ts 

We first recall the fo11owing facts (cf. [1]， [2]， [5]， [6]， [7]) : 

Hi1bert space (von Neumann-Jordan equa1ity)∞ (2，2'トClarksoninequa1ity 
司 (p，p')-C1arksoninequa1ity (1くp<2，1/p+1/p'=1) 司 p-uniform1ysmooth 

(p'-uniform1y convex) 坊 uniform1ysmooth (uniform1y convex) 坊

uniform1y non-square ∞ J2-convex 功 Jn由 convexfor a11 n ~三 2 司

Jn-convex for some n詮2∞ J-convex ∞ super-ref1exive ~ super-RNP 功
かconvex(type p for some p)l) and ref1exive 坊 cotypeq for some q <∞. 

Remarks. (1) Any Hi1bert space has all super-properties (cf. [3]) . 

(2) The property of finite cotype (cotype q for some q <∞) is the 

weakest super~property. 

(3) The (p，p')-Clarkson inequality ho1ds in X iff X is of type p (resp. 
cotype p') and its type (resp. cotype) constant is one (cf. [8]). 

Theorem 1. (1) If X is Jn-convex， then it is Jn+l司 convex.
(2) If X is Jn-convex and Y is a subspace of X， then Y and X/Y is 
Jn-convex. 

Theorem 2For a Banach space X， the fol1owing assertions are equiva1ent. 
(1) X is Jn-convex. 

n n 

(2) 11 An :.e p (X)→.e p (x) 11 < n for any (some) p ) 1. 
n n 

(3) 11 An :.e p (X)→必 p'(X) 11 < n2/P' for any (some) p ) 1. 
n n 

(4) /lAn :.er(X)→.e s (X) /1くが/r・+1/s for any (some) r > 1 and s > 1. 

Remark. The above theorem is fa1se for p = 1 or r = 1. More precise1y， it 

is shown that for any n詮 2and for any Banach space X with dim X > 1， 
the equa1ity n 

11 An: .eパX)→.es (X) 11 = n 1/ S 
ho1ds for a11 1 ~玉 s<∞.

Coro11ary 3. (1) X is J n甲 convexif and on1y if X' is. 

(2) X is uniform1y non由 squareif and on1y if X' is. 

(3) X is super時 ref1exiveif and on1y if X' is. 

Corollary 4Let 1くpく∞.

(1) The Lebesgue-Bochner space Lp(X) is Jn-convex if and only if X is. 

(2) Lp(X) is super-reflexive if and only if X is. 
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THE SAZONOV TOPOLOGY AND 

MEASURABLE NORMS 

お茶の水女子大学理学部前回ミチエ (MichieMaeda) 

Abstract 

In this shor七note，we define some kinds of七opologyde七erminedby J.L-me出 urable
se凶 norms.If cylindrical measure μis of cotype 1，色henぬeaforesaid色opologybe-
comes a quasi-su盟cientSazonov topology of real separable refl.exive Banach spaces. 

1 序

この小論では可測ノルムを用いて Sazonov位相を定義することを自指す。初めにこ

こで用いる主な記号を説明する o Eは実可分 Banach空間、 E'はEの位相的双対とし
C(E)でE上のシリンダー測度の全体、 P(E)でE上のRadon確率測度の全体を表わす。

P(E)CC(E)なることは明らかである。また<T(E')でE'上で定義された複素数値関数で

次の条件を満たすようなゅの全体を表わす。

(1)ゆ(0)ぉ 1、(2)ゅは正裂、 (3)E'の有限次元部分空間上へのゆの制限は連続。
ここで、με C(E)のとき μの特性関数を戸で表わすと

<T(E') = {ft;με C(E)} 

となるo

次に Sazonov位相に関する定義を述べる ([6，12])。

定義 E'上のベクトル位相を γ とする。
(1) r ft E <T(E')が T一連続中 μEP(E)J が成り立つときにγは十分Sazonov位相

(SS位相)と言うo

(2) rμε P(E)キ Aはァ一連続Jが成り立っときにγは必要Sazonov位相 (NS位相)
と替う。

(3)ァが SS位相で NS位相でもあるときに Sazonov位相 (S位指)といい、 E'上に

S位梧が存在するときにEはS空間であるというo

S 空間の例を挙げてみよう。

(1) Rn (Bochnerの定理)

(2) Hilbert 空間 (Sazonovの定理 [9])
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S位相としては 7HSとら ([2，3，4])がある。アHSはHilbert-Schmidt作用素をすべて
連続にするような最弱位相、 7m はγ一可1llJなセミノルムをすべて連続にするような最弱
位相のことであるo ここで、γは標準Gaussシリンダー測度である。

(3) Banach空間はすべてがS空間というわけには行かないoMouchtariの結果([7])で
S空間ならばLOに埋め込み可能でcotype2になるということが知られているoまた逆にLO
に埋め込み可能でmetricapproximation property (m.a.p.)を持てばS空間になることも

知られている。この場合S位相は70であるo これについては更に具体的に V(15， p 5， 2) 

空間は S空間で、 S位相は η(0三q<p)ということが知られている ([5，8])。

ここでの 7q(05， q < 2)については次の節で詳しく述べる。
この小論では例の 2で得られた結果を V(1< p 5， 2)空間上に拡張して考えることを
罰的としている。

2 準備と記法

初めに Radon確率測度の order、シリンダー測度の type，cotypeについて述べる
([10，11])。ここで-∞ <p5， +∞とする。
μE P(E)のとき

11μIIp = {JE IIxllPdμ(x)}l/p (p =1-+∞，p # 0) 
11μ11∞= ess.supllxll (μに関して本質的上眼)
11μ110 = exp JE log IIxlldμ(x) 

11μIIp < +∞ならばμはorderpであるという。
μE C(E)，c E E' のとき μ~= と(μ) とする。

11μ11; = sup 11μcllp， 11μII~ 口[jp.r 11μ~ lI ptl 
ー 11と11$1". ，， "r' ". "1' ïl~11主1

11μ11; < +∞のときμはtypepであると言い、 11μ!日<+∞のときμはcotypepであ
ると言う。

定義 15，p:::;2のとき p'をconjugateindex ( i.e. 1/p + 1/p' = 1)とする。ただし
p=1のときはp'口十∞と考える。このとき LP'(p=1のときは σ(L∞，L1))上の標準
p-stable symmetricシリンダー測度 ηとは、これの特性関数が九(と)ご exp(-11と II~) とな
るもののことである。 γ2はL2上での前述のγと等しい。

命題 γpはtypeqであり立つ cotypeqでもある。ここでqはp#2のときはVq<p
でp=2のときはVq<+∞であるo

次に一般の Banach空間上の p-stablesymmetricシリンダ-1llJ度とAp一作用素 ([5])
の定義を述べるo

定義 μEC(E)でil(ご)コexp(-IITçll~) となるような E' から LP への作用素T が存在
するときにμをp-stablesymmetricシリンダー測度というo 更にこのようなμがRadon

測度であるときに、この作用素TをAp…作用素というo
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μ巴C(E)のときにE'→LO(n， P)への次のような線形写像Tが対応する。

μClι 

特にμが t旬ypep (ωp 之 0的)のときは T~はま E' → LP(ρn， p門)への連続な2写手像として定まる o
この Tをμに対する linearrandom functionと言うoμε P(E)のとき対応する Tを
decomposed作用素と苦う。

定義 O~p 壬 2 のとき位相Tpは次のように定められる o
TO : decomposed作用素をすべて連続にするような最弱位相o

Tp(O < P ~ 2) : Ap一作用素をすべて連続にする最弱位相。

命題位相の強弱を大小関係くで表わすと O~q<p~2 ならば乃~ Tp ~ Tq ~ TO 
となるo

この節の最後に可測ノルムについて述べよう。 με C(E)とし、 11.11をE上で定義さ
れたセミノルムとするo

定義 次の条件が成り立っときに 11. 11はμー可測であるという。

f'v'E :> 0に対してヨGε FD(E) (F D(E)はEの有限次元部分空間の全体)で、 FE
F D(E')，F 1. Gなる Fについては

μ({x; IIx -F勺1< E})と1-E

が成り立つ。j

上の定義でFよ ={yεE; < x， y >= 0 for 'v'x E F}とする。
Eのセミノルム 11. 11に関する associatedBanach空間を EII'IIで、表lE→EII'IIへの

canonical mapをtとする。 このとき i(μ)がEII'II上でRadon拡大可能になるための必要

十分条件が、 11・11カヤω可測であるということである。

この定義は Dudley聞Feldman-LeCam ([1])によるものであるがもう 1つ可測ノルムと

いうと Grossの定義がある。わかりやすく比較するために EがHilbert空間の場合にふ

たつの定義を書いてみよう O

Nε = {x E E; IIxll壬E}とおくと今のμ一可制という定義は次のように書ける。

'v'E> 0 3G巴FD(E);μ(Pp(Nt)+ Fム)三 1-E for 'v'F 1. G，F E FD(E) 

( Pp はEから Fへの産交射影)

これに対して Grossの定義は

'v'E > 0ヨGE FD(E);μ(Nt nF +Fム)ど 1-E for 'v'FよG，FE FD(E) 

である O

命題(1)Hilbert 空間上でGrossの意味でγ一可測なセミノルム 11.11に対しては 11.11

より強くて m.a.p.を持つようなγー可測なセミノルムが存在する ([4])。

(2)Hilbert 空間上では γ一可測という概念は Gross の意味でも Dudley~Feldman -Le 

Camの意味でも閉じである。
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3 Quasi田Sazonov位相と位相 Mμ

μE C(E)であるときにhと、 μに対応、する linearrandom function Tとの E'上での
連続性は何等なので、 SS位相というのは Tが (E'，r)→LOへの連続性から μEP(E) 
をだすときの位相ァという形で言い換えられる。ここではこれを少し変えた次のような定

義を与える。

定義 μEC(E)でtype1であるとし、 μに対応する linearrandom function Tが

(E'，けから L1への連続写像であるときに με P(E)となるならば、このベクトル位相
Tをquasi-SS(QSS)位相と苦うo又逆に μEP(E)でorder1であるときに μに対する

Tが(Eヘァ)→L1へ連続であるときに γをquasi-NS(QNS)位相であると雷う。

TがQSSで且つ QNSであるときに quasi-S位相(QS位相)であると苦う O

ここで新しい位相Mμ を導入する。

定義 μEC(E')のとき

s = {II ，11; E'上で、定義された連続で、μー可測なセミノルム}

とする。このとき Sに属するすべてのセミノルムを連続にするような最弱位相を Mμ

とする。

このとき次のような結果を得るo

定理 11<p:S;2、p'はpのconjugateindexとするo μがLP'上のシリンダー測度

でcotypeq (0 < q < p)であれば位相MμはQSS-位相になるo

(注)p = 2の場合はSS位棺になるo

定理 2M")'pはvのQS位相であるo

(注)p口 2の場合はS位相である。

吏に次の結果が得られる。

定理 3Eが回帰的な実可分Banach空間であるならばcotype1のシリンダ…澗度μ

に対して乱ιはQSS位相になるo
これらの証明に言及する前に、その考え方のもとになっている Schwartzの定理と p-

summlllg作用素、 p-Radonifying作用素の関係について述べるo

Schwartzの定理 F，GはBanach空間、 uはFから Gへの連続線形写像とし、
p> -1とする。 ρがσ(G'，G)上のcotypepのシリンダー測度でu'(ρ)( u'はUのdual
operator)はσ(E'，E)上のorderpのRadon測度であるとする。このとき U はp-summing
作用素である。
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命題次の条件のいずれかを満たす時、 F→Gへのp-summing作用素はp-Radonifying 

作用素になるo

(1) 1 < p <十∞
(2) Gが屈帰的でF'がm.a.p.を持つ
(3) pロ1でGが回帰的

[定理lの証明の概罰旬入をLP上のtype1のシリンダー測度とする。対応する linear
random functionをTとすると TはLP'→L1(n，P)への線形写像で位相Mμ に関して連
続になる。 Mμ の定義からTは次のように分解される。

T=ゆoi; i: LP'→IfJii;ゆ:L111→L1

ここで 11・IIESである。

Schwartzの定理から iの双対作用素i'はl-summing作用素となるo LPは回帰的で
あるから Fは1-Radonifying作用素になるo 従ってが→ L1への恒等写像に対応する

シリンダー測度をνとするとゆ/(ν)はやに対応するシリンダー測度になってこれはtype1 

になるo 更にi'(ザ(ν))口入となってRadon測度になることが導かれる O 以上が証明の概

略であるo

定理 2についてはLPがstabletype q (0 < Vq < p)のBanach空間であることから
70口7qで、これがNS位相のみならず QNS位相にもなっていることが解る。また M'}'p
は7qより強い(このことについては後述する)のでM'}'pがQNSイ立相になることから得ら

れる。

定理3は、定理1の証明がLPが回帰的ということにのみかかるので成立がいえる0
70 = 7q三M'}'pについて述べるoAp(E'， LP)でAp-イ:午用素の全体、 IIp(F，G)でFからG

への p・・sumr凶19 作用素の全体を表わす。 A~ual(v' ，E) = {S;ヨTE Ap(E'，V)でS= T'} 
とすると SCip)はEでRadon拡大可能となる。 7q(0 ::; q < p )はLPのS位相でV'上
で70口7qとなる。 7qはAq(LP'，Lq)に属するすべての作用素を連続にする最弱位相である
がl<q<pのときAq(LP¥Lq)= IIq(V'， Lq)である。また l<q<pならば守summing
はq-RadoniちTingになり/Pはtypeq なのでこの作用素はA~ual(v' ，Lq)に属する。これよ
りIIq(V¥Lq)c A~ual(LP' ， Lq)となり河口九三 M'}'pがいえる。
L2上ではアHSくらなる S位相が存夜する。ここで 7HS口乃でありらロM-r2であ

るoV(l < p < 2)では 70= 7q(0 ::; q < p)と、これより強いM'}'pがQS位相であること
が解っているo LP はstabletype 1なのでtype1のシリンダー測度についてRadon拡大
可能な条件をホすQS位相が実質上、連続なすべてのシリンダー測度のRadon拡大可能

になる条件を示していることになる。そこで

と、 T可oヲ=1M久'}'p であることを具体的に示すことであるo この結果は Lindeの予想からも
推測されるがまだはっきりした例をもって示されてはいない。
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Some inequalities associated with operator radii 
and Schur product 

K. Okubo (北海道教育大札担校大久保和義)
T. Ando (北農学爵大・経済学部安藤、毅)

Abstract For ρ> 0， leもωρ(・)be p-operator radius on Mn. For A， B E Mn， we 
denote the Schur product of A and B by A 0 B. In this paper we deal with仕le
inequa1ities部 sociatedwi出切A・)and仕leSchur product of matrices. We show 
もhatfor p，σ> 0，0 <α< 1 and A， B E Mn with non-negative entries， 

ωαp十(1ーα)σ(A(α)0 β(1ーα))ざωp(A)αωσ(B)lーα.

Here A(s) means the 8th Schur power of A，仕胤 is，A(s) = (α}k) for A = (αjk) and 
positive number 8. 

1.はじめに

Mn上には次のノルムが考えられる。即ち、 Schattenのp-norm11 . IIp (1 ~ p ~∞) 

、l
j

噌

i，
，
l

、
IIAllpゼ{2ンμ)p}l/p (1 ~ p <∞) 

IIAII∞智内(A)=K2??nsk(A)，(2) 

ここで、 81(A)と・・・三 8n(A)はAの特異値(A*Aの国有値の平方根)を非増加JI関序
に並べたものとする。 11.llpは次の意味で(strong)unitary in叩 rzanceである。

(3) IIU AVllp = IIAllp (unitary U， V). 

一方で、余りなじみのないノルムの族として p-radiiωρ(・)(0 <ρ 三2)がある。
XEMnが p-contractionとは、κコcnなるヒjレベルト空間κとκ上のユニタリ
作用素Uがあって、

(4) Ak口 ρPUklcn (k口 1，2，...) 

を満たすこととする。ただし、 Pはκから cnへの直交射影である。このとき、
AEMnに対して、 ωρ(A)は

(5) 町(A)匂州>0; ~A is a p-c叫 action}

で定義される。定義(4)ベめから、切ρ(A)は 2<ρ<∞に広げられる。しかし、
切p(・)(2 < p <∞)は以下のようにquasi-norm(凸性がなしすにはなるがノルムでは
なL、。

(6) 切 ρ(A十B)ざ;{ωp(A)十町(B)}
また、 p-radiusは次の性質をもっ。 ([1]，[6]参照)
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-ωl(A) = IIAII∞ヲ切2(A)口 ω(A):the numerical radius 
・limρー∞叫(A)= r(A): the spectral radius 
-ρ一→ωρ(・)は凸である。即ち、

叩 λρ+(1一入)σ(A)三入ωp(A)十(1一入)ωσ(A)

. 1 :::;σ三ρならば wρ(A)::;ωσ(A) 

. 1 ::;σ三ρならば σ切σ(A)三ρωp(A)
・ωρ(・)は(切eαk)unitαry 'tnvananceを満たす

切ρ(UAU*)=叫 (A) (unitary U) 

11. IIpと切p(.)とでは

(7) IIAII∞口町(A)ロ spectralnorm IIAII 

が成り立つ。
さらに、切p(A)::; 1の特徴づけとして次のことが知られている。

Theorem A. ( B.Sz.-Nαgyαnd C. Foiα/}， J.A.R.Holbrook) A E Mn， p > 0とす
る。このとき、次の条件は同値である。。jωp(A)::; 1 
。り r(A)5d司，IIzA{p -z(ρ-l)A}-ll1 ::; 1 (Izl < 1) 
(iiり…2Re[zA(I-ZA)-l]三pI(Izl < 1) 

IAI口 (A朱A)1/2とすると (3)から、

(8) IIAllp = IIIAlllp 

(9) 。三 B::; A ===? IIBllp::; IIAllp 

がでるop-radiusは性質(14)をもたなし、0

2. Holder型不等式
A=  (αij)に対して、 IAI= (1αij 1)とする。また、実数を成分とする A口(向j)，B= 
(bij)εMn に対して A ござ B を αij::; bij for all 1 ::; z， J < nで定義するとき、
Theorem Aを用いて次のことがいえるo

Theorem 1. A εMn と0<ρ<∞に対して

、‘f
ノ
nu 

噌

i
J
'
a

‘、
切p(A)三ωp(1A 1)， 

(11) O当B当A=今切ρ(B)三ωρ(A)

がいえるo

証明の概略.定理は次のことがいえるとよい。

切ρ(IAI)= 1弓 ωρ(AoD)::;l
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for every matrix D = (djk) with Idjkl :S; 1 (j， k = 1，2， _ _ _， n)。また、 0<ρ<1に
対して Wp(X)口平均一p(X) (0 <ρ くりが成り立つ((lJ参照)から、 ρ>1とし
てよい。 TheoremAを用いると、

ぶ (ρーがIzlト 111 ) ~ρk''''' IAI kll :S;ρ-1 (lzl < 1) 

がいえ、 Dの各成分の絶対値が1以下であることから、

(ρ_l)kzk-1 I A _ Tuk R J (ρ_ 1)klzlk-1 
ρk(A  O D)iざz.''''' IAI k k=1，2，___ 

がいえる。したがって、

-1 ぶ (ρ … l)kzk-1 
II(A 0 D){ρIーの-l)(A 0 D)}-lll = 11 ) ~ ρL Z (A O D)kj| 

ぶ (ρ_1)klz/k-1 
三11γ-b iAi kii 
k=1 

ざρ-1 (1斗<1) 

称される。また、 r(AoD):S; r(IA抗出だから、再びTheoremAより、切ρ(Ao

D) :S; 1となる。 関

1I-lIp (0 < p <∞)は次の意味で normalinterpolation sωleであることが知られて
いるo 即ち、 o< po < P1 <∞， zト→ C(z)εMnが {z; 0 :S; Rβ(z) ~ 1}上の
bounded analytic matrix闇valuedfucnitonで

sup IIC(it)lIpo :S; 1， sup IIC(l + it)lIpl :S; 1 
tEA tEA 

を満たすとき、

IIC(α)lIp :S; 1 (0 <α<1;1口三十 1ニ竺)
P po P1 

である ((5]参照)。このことから2つの非負定値行列 A，BどOに対して Holder型
不等式

(12) IIAαB1-αIIp :S; IIAII;o IIBII~ア (0 <α<Ll口丘十1二O!)
P PO P1 

が成り立つことがわかる。これと (8)から、

(13) IIABllr:S; IIIAIPII;/p・IIIBlqll;/q (r > 0; l/p十l/q=1) 

が成り立つ。

Mn上にはこの通常の積に対して、 Schur積(または狂adamard積)と呼ばれる次の

積が考えられる。 A=(αij)，B = (bij)に対して

AoB= (αij -bij) 
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このとき、 (13)の類似な不等式として次が知られているo ([7]参照)

(14) IIA 0 Bllr :s; IIIAIPII;/p .IIIBlql日/q (r > O;l/p十l/q= 1) 

このことを切p(・)に置き換えることはすぐにできる。

ωρ(・)(0 <ρ<∞)は次の意味で normalinterpolation scαleである。即ち、
0< poざP1<∞として、 Zト→ C(z)E Mnが{z; 0 :S; Re( z)三1}上の有界な行
列を値にとる解析関数として、

supωpo(C(it)) :S; 1， supωPl (C(l十it)):S; 1 
tEJI! tEJI! 

を満たすとき

切p(C(α))三1 (0 <α< l;p口 αρ0+(1ー α)ρ1)

である ([1]参照)。

A= (αjk)と0と任意の複素数zεCに対してz-poωerA(z)ゼ(αみ)とすると(12)
と類似な次の性質が上の性質を使うことにより導かれる。

Theorem 2. 0 <ρo :S;ρ1 <∞とする。このとき、 A，Bと0に対して

町 (A(α)0 B(1ーα))三ωρ。(A)αωPl(B)lーα

(15) (0 <α< 1; P=αρo十(1-α)P1)

がいえる。

証明の概略.A，Bと0，0<α< 1， 0 < po < P1 <∞and叫。(A)口叩Pl(B) = 1 
とする。 {z; 0 :S; Re( z )三りから Mn上への boundedanalytic matrix-valued 
functionを

C(z)セ!A(z) 0 β(l-z) 

で定義する。このとき、

IC(l十it)l=A，IC(it)l=B (tEIR)， 

となり、 Theorem1から、

sup切po(C(l十it)):S; wpo(A)口 1 supωPl(C(it))三ωpo(B)= 1 
tEJI! tEJI! 

となる。{切p(・); 0 <ρ<∞}がnormalinterpolation scaleだから、

ωp(A(α) 0 B(1-α)) :S; 1 

がいえ、定理がホされる。 園

このことから、 Schur積に関する次のHolder型の不等式がいえる。
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Theorem 3. A， B巴Mn，0 < p <∞に対して

(16) 叫 (AoB)三円(1A I (p)) 1/ P • ωρ(IBI (q))l/q (p， q > 0; l/p + l/q口 1)

が成り立つ。

3.ある最良定数

κpを

κρ=min{κiωp(IAI)壬κωp(A)for al1 A εMn} 

で定義する。 κρ を見つけることは興味深い。 AEMnに対し、 SA(Schurmultiplier 
operator) on M.況を

SA(X)口 AoX(X E Mn) 

とする。また、

I¥SAl¥wp = SUp{ωρ(A 0 X) ¥ωp(X) ~ 1}， 

M = {M  = (mij)εMn ¥¥mij¥ = 1 for every i，j} 

とする。さらに、

入ρ=max{IISAII叫 IAεM}， 

and 

μp = min{μl ωp(IAI)三山ρ(A)for al1 A εM} 

とすると、次のことがいえるo

Theorem 4.ρ三1に対して
κρ 入p-μp

また、 O<p<lに対してκρ 口町一pである。

このことから、

Corollary 5.ρ三1に対してp-→κρ は ηondecreαsmgである。

がわかる。
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Duality Relation between the q叩NumericalRanges 

and the Higher Dimensional Numerical Range of a 

Matrix 

中里 f専HiroshiN AKAZATO 
弘前大学 HirosakiUniversity 

Abstract 

In this talk 1 give the following theorem: Suppose that A is a n X n matrix， B 
is a m X m m抗rix.Then the folloewing two conditions are mutually eql山 alent(i) 

W(A) c W(B) and max{IIAcil : c E Cへ 11と11= 1， c* Ac = z}壬max{IIBη11:ηe 
cm，11η11 = 1，1]*βη = z} for every z E W(A) (ii) W(q : A) c W(q : B) for every 
q E [0，1]. In the above W(A) denotes the classical numerical range of A and W(q: A) 
denotes廿leq-numerical range of A. 

1 q-数域 および Davis醐明Tielandtshell の定

義

nXn複素行列 A および複素数 q， Iql ~ 1 に対して A の q-数域
W(q: A) c Cを次のように定める:

W(q: A) = {η*Ac:乙ηECn，と守口ザη口1，1]*c = q}. 

また、 Aの DavisωWielandt shell W(Ah，んh，A*A)ζR3を次のように定める:

W(μAh，Ash，A*A刈)= {(ぽごC*AhぱEι，とC*埠水*A

但し、 Ah口 (1/2)(A+ A*)， Ashロ (-i/2)(A-Aつ.
さて、(古典的)数域 W(A) = W(l : A)の研究においては、 Toeplitz=Hausdorff
の定理 :W(A)コ{C*Ac : c E Cn， c* c = 1}は凸集合である、が基本となる。 q-数域に
対しては、 1984年に了甫僑 (Tsing，Nam“Kiu)が、次の公式およびそこで登場する関
数仰が数域 W(A)上で凹であることを証明し、それを用いて W(q: A) が一
般に凸となることを示した ([5]):

W(q: A)コ { qz+c!1ヲ向A(Z): z E W(A)，( E c， 1(1幻}，

引い)コm吋/IiAご112-1(Ac， c)12 : c E Cへと守口時ご?と)= z} (zεW(A)) 
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また、 Aが、正規行列のときは、 W(q:A)の境界は、円弧と離心率 Iqlの椅円弧
からなることも、わかっている(中里[3])0q-数域 W(q: A)の持つ基本性質とし
ては、 (i)nx nユニタリ一行列 Uに対して W(q:A) = W(q: U*AU) となるこ
と、 (ii)Aの転置行列 がに対して W(q: At)ロ W(q:A)となることなどが、挙
げられる。上記のような弱ユニタリ…不変量として、 q-数域を古典的数域を一般化す

るものとして導入する意義は、次のような、例から解る。 0<0<π/2に対して、 N(O)
を、次のような 3x3巾零行列とする:

/0 cosO 0¥ 

N(O)コ I0 0 sin 0 I 
¥0 0 0 / 

このとき、 W(N(O))ロ {zE C: Izlざ1/2}が、任意のO壬0ざπ/2に対してなり
たつが、 W(O:N(O))口 {zE C : Izl壬max{cos 0， sinθ}}となり、 0壬01く O2::;π/4 
に対して、 W(O: 01) =1= W(O : O2)となる。ここで、 0<0:$π/4に対して、 N(作/4+0)
は、 N(π/4-0)の鞍置行列とユニタリー開催である。
最近になって、上記のTsingの結果のより簡潔な証明治丈李志光 (Li，Chi-Kwong) 

によって発見され ([2])、そのなかで q-数域と、 Davis叩Wielandtshell が、密接に関
係していることが、わかってきた。

また、 Davis-Wielandt shellについては、 1983年のY.H.AtトYeungと N.K.Tsing 

の 論文 [1]により nど3のとき W(Ah，AsH，AホA)が凸となること、 η 口 2 の
とき、そのアフィン包が、(実) 2次元ならば凸、 3次元ならば、 W(Ah，Ash，AホA)
の境界が、凸曲面になることが、証明されている。

2 ヌヌ対定理およびその他の話題

Davis-Wielandt shell W(Ah，Ash，A*A)に対してその "上葉"(うわぷた)を次
のような W(A)上の関数ゆA で表わす:

ゆ'A(Z)ロ殴ax{C*A* Ac:とεcへc*cご 'l，c*Ac = z} (z E W(A)). 

このとき、関数ψAもまた、 W(A) 上で凹となり、次の関係仰い)コゾψA(Z)-lzl2 
が、成り立つ。このような、関係を混じて、今数域と Davis-Wielandt shell (の上

蓋)の関連カ宅想録されるが、実際次の定理が成り立つ。(特に、 (II)→(乃 が、より
問題となる)

定理 2.1. A，B をそれぞれ、 nX n，m X m の行列とするとき、 次の2条
件は、互いに間値である (1)W(A) ~ W(めかつ似(z)三ψB(Z)が、 任

意の z εW(A)に対して成立する (II)W(q : A) ~ W(q : B)が、任意の
q E C， Iql :$ 1に対して成立する.

この定理の証明の基礎となるのは、双対凸関数に関する次のようなよく知られた

結果である:有限閉区間 I口 {α，月上で定義された、連続凸関数fに対して、実数
産線上の連続関数 fを、

fホ(x)= max{xt-f(t): t E [a，s]} 

で、定める。このとき、 fもまた、凸関数となる。さらに、 f，gが、(必ずしも問
ーでない)有限陽区間 I，J上で定義された、連続凸関数であって、 J*(x) :$ g*(x) 
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が任意の x ERに対して成り立つならば、 ICJであって、 f(t)とg(t)が、任意
の tEIに対して成立する ([4]，34頁参照)。

最近の話題.正方行列Aの?数域 W(q: A)の直径を d(q: A)と表わすことに
する:d(q: A) = m拭 {IZl-z21 : Zl， Z2 E W(q : A)}. 
M. Aleksiejczykは次の問題を提起している :Aを nX犯行列とするとき、関数
q吋 d(q:A) は、思間 [0，1]で、単調減少かつ凹か?
[部分解答]Aの数域 W(A)が、 Oを中心とする関円板であって、 関数 ψA
が、半径 Izlだけに依存する関数のとき、 (例えば、この条件は、 Aが、 weighted
unilateral shifものとき成立) q吋 d(q:A) は、区間担，1]で、単諦減少かつ問で
ある。この特殊な場合には、問題の解決は、概略次のようになされる。 Aの数域半径を
ω(A)とする。このとき、ゆ(x)= <TA(X) (一切(A)::; X ::;ω(A))に対して、 Xf→φ(X)2十X2
も凹関数であり、このことより、ゆ"(X)が、帯在し、連続であるような Zに対しては、

ψ"(x)=2(ゆ"(X)ゆ(X)十。'(x)+l)::;O
となり、またこのことより ゅ"(X)く Oとなる。故に、

ゅ"(X)ゃい)+ゆ，(x)十1T¥-"->O 
<t"(X) 一

が成り立ち、関数ゅのグラブの縮閉線(evolute)， 即ち接触円の中心の軌跡は、
常に領域 {(X， y)εR2 :y主的にある。一般に、 c2一関数t吋 f(t)に対して、その
グラフの縮間続の parametrization((x(t)， y(t)) : ...}が、 以仰州tの)=イf(t)十午伊口
/f内，(仰tのω咋}νf
上記のような縮関線の位置に欝する結果より仏、 d(ωq:A刈)が、 qに関して問であるこ
とが替え、さらにこのことより、 O::;q::;lにおいて、 d(q:A)が単調減少することが
える。

付記:定理 2.1.については、筆者は'96年8月の札幌の第3間WONRAで、講演
している。この定理については、最近 双対出関数をつかわず、凸体に対する分離定

理に基づいより平易で簡潔な証明が、 C.K.Li氏によりなされている。
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l¥1onotone properties of operator functions 

associated with the Furuta inequality 

Eizaburo KAMEP' 

For positive operators on a Hilbert space A and /3， the Furuta inequality is given as follows: 

Furuta inequality:([11].cf.[12]) If A三R三0，

then for each 7' > O. 
(TJr ，11'βr)i三(刀TnPBT)i

nnd 

(Ar，.1P Ar)~ 三 (NβPJ1T)i

hold for p and q such that p 2: 0 and q 2: 1 

with (1 + 2r)q 2: p + 27¥ 
The best possibility of this condition is assured by Tan油田hi[18].

P 

(O，-2r) 

ln this inequality、ifwe take r = 0， then the following Lるwner-Heinz

inequality is obt.ained. 

Lowner欄 Heinzinequality: If A 2: B 2: 0‘then 

1 ¥円三 β町 forαε[0‘1]. 

Figure 

q 

¥Ve can regard the Funlta inequality as an operator function[13]， in this case its expression is the 

following: 

For .'¥さ T32: 0 and 1・2:0， the operator functions 

F(p) = (srA1'W)計五;monotone increasing function for p三1， 

and 
142γ 

G(p) = (，.1" /JP N)芦罫;monotone decreasing function for ]J三1.

In [14]. Furuta evolved his inequality more genaraI form by. which sorne results on logmn.im'iz川um.

due to AndひHiai[2]were extended. We call it the gmnd 1"117・71tainequalit，y. 

Grand Furuta inequality : If A三lJどoand A is invertible， then for each t E [0， 1]， 

A 1 - 1 さ A-~ {.A.~ (A一切PAーを)勺1~ }止悲~rIt -~ 

for l' 2: t，p 2: 1 and，q 2: 1. 

Villen i. = 1..'1 = 7・， this inequality shows the following m心ninequality of [2]; 

Ar 主 {A~(A-~BPAーを )TA5}t ，

and when f.口 O.it. is the F'uruta泊equa1勺ι
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The grand Furuta inequality is必soconsidered出 anoperator function [14] by putting 

Fp.t.(A句仏 r，..，)=A-~{ぷ(A-tIPA-tyA5}d珠子，.jl-~ 

1も恒chis monotone decreasing for T(2: f.) and 8(三1) . 

Now， the purpo田 ofthls note is to review the above results from the view points of operator me回，

which is田t.ablishedby Kubo-A.ndo[17]. Esp配 iallywe use the a-]Jawcr m，ran whlch is given出

A九万1JitLei-SBA-iyAi，forαE[0、1]

By using this operator me叩，'tvec組問τ¥'I'itethe Furuta inequality出血OW8;

A '三At~!.:::.i Bへf01'P三1and t :::; o. 
p--t 

The arguments of the Furuta泊珂ualityby凶

Satellite theorem of the Furuta inequality. If A ~三 β 2: O，then for l'三 1and 0 :::; 1， 

At tl!.:::.i B1' :::; B :::; A :::; B1. ~!.:::.i .111'. 
T'…e 

¥loreov守r，the Grand Furuta inequality is also rewritten by using the 必 p凶 JC7'mt:un as follows[8]: 

Grand Furuta inequality by operator me出 1. IfA三B2: 0 and .11 Is invertible， then for 
Jl 2: 1，8 2: 1 and 1 2: i.三O、

J1-T4titぅ告と(At0.8 BP) :::; B :::; A 

Here the not.ation q is given出油田tensionof t.he α-p071JC7' meα11.， which is de:fined by 

r1tsBz J12(J1ーをβAーを )"A.~， f01・，<; E R. 

In the case of .c;ι[0， 1]， this c拍 lcideswith the 品開Jermea.n . 

To prove this theorem from our view point， we have to know the behavior of At Q.. B1'. The following 
is our fundament.al theorem. 

Theorem 1. If A三β 三oand A is invertible， t.hen for p三1，8三1and 1 2: t 三0

(Af. Os ßP)芯ゴ~ < B. 

Using tbis r田ultand the Furuta inequalit.y， we c阻 showthe grand Furuta inequality 田 follows;

if (N 08 BP)ir.市訂-; :::; B、byputting BI = (At Qs sP)fPゴ府i，]JI= (p-t)8+t and-r十t= tl， we have 

J4-Hti」4とι(AtP8 B1') 
¥1'】 'J‘ーや

< 
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The next res叫 0]gives llS a fine view in our following arguments， although比isane出ya.pplica.tion 

of the Furuta.泊pqua.Iity.

Theorcm 2. Let A三β三oand A， H be positive invertible. If {j E [0，1]， then for p三{jand f. :::; 0， 

Af ~に! IP':::; 1315 :::;;16 
P t 

In a similar form to the satellite theorem， Theorm 2 is d閃cribedas follows; 

βP :::; JJli :::; Ali :::; st ~立ニ! AP 
P t 

;1f. ~旦ニi

As b-→ +0， we have the following; 

At ~ -=-!.. 13P:::; 1 :::; Bt ~-=-!.. A1' 
1'-1 P【 t

This is known as a characterization for Iog A ;::: log 13 by Ando[l]. 80 we call this chαotic 01伽・阻d

A>> B ~ logAど10gB

llse the following notation: 

Theorem (Ando)([l]). Let ..1，13 be positive invertible.Then the follow同 areequival四 t.

(1) A ~ B， 

(2) t1P;::: (A~BPA~)を ， J07' p;::: 0， 
(3) A-P tl~ HP;decl'Easing Jm' p三1.

As an extension of Ando's theorem， we obtained the following: 

If A， 13 are positive and invertible， then A ~βif and only if for Theorem (FFK)( [5].cf. [6]). 

p主仏i.:::; 0守 J112dynP5I holds. 

RE.'Cently we have found a charaderization for stricf.ly chαotic order (i.e. log A > log B) • 

Theorem (FJK)([9]). If A and 13 are positive invertible， then log A > log B if and onlj・iftheree対sts

mαE  (0， 1] such that N" >-β日.

Corollary (FJK)([9]). For positive invertible operators A and β，A >>βif and only立forany 
Ii E (0噌1]there位 istsanαz 的 suchthat (e6 A)白>Bcr. 

Let's return to the monot.one properties of the Funtta inequality. Th田eproperti田 arealso held under 

噌

E
ムwO
 

t.he c註aoticorder. 



then ;lt tiι.! sP 
p叩 t

Theorem (FFK)([4]). Let A and B be positive invertible operators. If A >> s， 
is decrE'asing for pどが主oand increasing for t :::; O. 

HE're 鴨方 reviewTheorem 1 bv the form At b 6ぺ BP. Then it is reformed田 follo¥'叩:

Tbeo問 m 1'. Jf A 2: B 2: 0 and A is inverlible， then for O 2: p主1and 0:::; t， 

(，.¥1 qμβP)t ::; B壬Aand deι:reαsing ml. 15. 
F伺-t

Now if 112: l.p 2: Ii 2: t， for 1 2: t，三oand A 三β 三o， then the next is easily seen by the use of the 
Lowner羽 einzinequality and the properly of operator me阻:

At tl~ BP 2: nt ~6-' ]]P = s6. 
p-写 p-'

On the other hand， we have回enin Theorem 2 that for 1] 2: 6，1 2: /i 2: 0， t :::; 0， 

ilP ~~ sP ::; ]]6 ::; A6. 
p-t. 

Thene文trelation is a use of the Lowner-Heinz泊equalityto the Furuta inequality: 

For 11三1，/::;0‘o:=;li :=; 1， 
(Attiニ!.BP)6三万九 A6.

P--l 

80 we s回 herethe order betw服 At~!::.!. sP and (At "l-t BP)6. 
p-t p-t. 

Theorem 3. If /1三B三oand A is invertible，then for p三1，t ::; 0 and 1三6三O司

伊 豆 (Attl.!..::.!. sP)6 ::;β6:::; A6 
p.. 

At 目立与

In [i] 守we have shown a 刊g泊凶kg伊oleafs討t加加ructurei注nthe Ft町uru

to t.his. 

Tbeorem (FK)([i]). If A 2: B 2: 0 and A is inverlible，then for each αE [0，1]， 

n
 
+
 

日nr β
 
く一nv B
 

O
時

一n

一叩ニP

holds for p三1阻 dT/. + 1 2: -t三nfor some n三0，integer. 

¥Vhen p > 1， there is a gap between出and1. This theorm buries the gap and the case ofα=計三号
is just the Furuta inequality. We can describe also this t.heorem by using J!i ~6-t sP出 follows:

p-' 

つ刷vo 



Theorem 4. If ..¥三 β2:0 and J 1 is invertible， then for 1 ::; {i ::; p and t ::; 0う

At 目立ニ!BP ::; []". 
p叩 r

Combining Theorem 2 to Theorem 4‘we have N tl2.::.i J]P ::;β{i for p 2: 1， t::; 0 and 0 ::; {i ::; 7>・
p-I 

Finally we give the case of nl' ::; ;tt Qd-I BP. 
p-' 

Theorem 5. Jf Aさn2: 0 and ，1， B are invertible， thenβl' < A" ~ι4βP holds for 
1'..1 

(1) -1 ::; t ::; 0， and p ::; {i ::; 2p -t.， 

or 

(2) t. ::; -1， and]J::; {iざ 21'十1.
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COVAJUANCEINNONCO~仏illTATIVE PROBABILITY 

MASATOSHI FUJII 

1. Introduction. H.むmegaki[9] founded， about fo均Tyears ago， the noncommutative 
probab出tytheo町出叩 applicationof the theoηof von Neumann algebras. A (bounded 
linear) operator T on a Hilbert space H plays the role of a random variable叩 d(Tx，x) 
do田 themean of T atαstate x (with Ilxll = 1). 
In 1994， J.I.Fujii introduced出ecovariance of (not necess白日ycom血叫ative)operators 
S叩 dT at a state x in his se皿inortalk by 

(1) Cov(T，8) = (8マx，x)一(8*x，x)(Tx， x)， 
and theりarianceof T at a state x by 

(2) V町 (T)ヱ IITxl12-1(Tx，x)12. 

The following inequality is fundamental in this note， which is shown by the Schwarz 
inequali匂Tbecause the covariance is semi-inner product: 

The covariance咽varianceinequality. The square 0] theαbsolute 0] the covαriance 0] 
two operators 8 and T is not greαter thαn the product 0] the vαriαnces 0] 8 αndT: 

(3) ICov(8，T)12:::; Var(8). v;訂(T).

In this note， we point out tha七severalknown operator inequalities are unified by the 
covariance叩varianceinequali勺T，e.g. the Kantorovich inequali七yand the Heinz-Kato-Furuta 
inequality. Th田eare based on our joint papers [2] and [3]. 

2. Estimations. The following is a known fact; we cite a simple proof. 

Lemma 1. 1]α seザαdjointoperator A on H satisfying m壬A:::; M ]or some scαlαrs m 
αnd M， then 

(4) V位出 j(M-m)2 f…Y st仰 xEH 
Proof. We五Istnote that 

(M-α)(α-m)542)2 

for all real numbers α. Hence i七followsthat for each unit vector x 

Var(A) = (A2x， x)一(Ax，X)2

= (M -(Ax，x))((Ax，x) -m)一((M-A)(A -m)x， x) 

三(M (Ax，x))((Ax，x) -m) 

三;(M-m)2

The following estimation is obtained by the covariance-v泣ianceinequality and the above 
lemma. 
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MASATOSHI FUJII 

Theorem 2. 1f A and B αre seザαdjointoperators on H such thαt ml :::; A :::; M1 and 
m2 :::; B :::; M2 for some mi and Mしthen

(5) 間ov(AJ)15j(M1-m1)(M2-m2)f…Yst山氏H
Remark. Theorem 2 is a noncommutative ex:tension of the following inequality due to 
Gruss [7]: If fi(i = 1，2) be continuous (or lliemann integrable) functions on the interval 
[a， b] such tha七0<mi壬fi壬Mifor some mi and Mi， then 

1 rb.".".  1 rb • ， ，. rb."..  1 
~ _ I fI(x)fz(x) dx一一二一 IfI(x) dx. I fz(x) dxl :::;一(M1-ml)(M2 -m2)' ん (b-α)2んん -4

3. Applications. In this section， we give some applica七ionsof the above inequalities. 
First of all， we begin with the following celebrated inequali句rdueもoKantorovich : 

The Kantorovich inequality. 1f αpositive operator A on H sαtisfies 0 < m :::; A :::; M 
for some m < M， then for eαch unit vector x E H 

(6) 
(M +m)2 

(Ax，x)(A-1x，x)さ一一一一
4Mm 

It should be recognized出 anestimation of the covariance of a selfadjoint operator and 
its inverse; namely we take B = A-l in Theorem 2. Then we have 

、 (M-m)2 
11-(Ax，x)(A-1x，x)1 :::; i(M -m)(m-1 -M-1) =一一一一

4Mm 

Hence it follows that 
(M -m)2 

(Ax，x)(A-1x，x) -1:::;一一一一一
4Mm 

which is nothing but the Kantorovich inequality (6). 

The Holder-McCarthy inequaliザ [8]says出叫 ifA is a positive operator on H， then for 
each unit vector x E H 

(Arx，x)三(Ax，xY for rど1.

We estimate，乱san application of Theorem 3， the difference in the Holder-McCarthy in-
equality: 

Theorem 3. 1f a positive op巴TαtorA on H sαtisfies 0 < m :::; A :::; M for some m < M， 
then for eαch叩 itvector x E H 

(7) 0:::;仰い)一 (Ax，x)糾 15j(M-m)2ま(た一戸川-lMk-p
p=l 

forαII natural numbers k. 

Proof. We show it by induction; since the case k = 1 is true by Lemma 1， we assume that 
(7) holds for k. Putting B = Ak+l in (5)， we have 

(ア 0:::;I(A円 ，x)ー (Ax，x)(Ak+1X，x)1:::; ~(M -m)附 l_mk+l)
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COVARIANCE IN NONCOMMUTATlVE PROBABILITY 

Hence iむimpliesthat 

O壬(Ak+2X，x)一(Ax，X)k+2 

三(Ak+2X，x)一(Ax，x)(Ak十lx，x)1十 I(Ax，x)II(Ak+1X， x)一(AX，X)k+11
k 

L_ _ ....... 
三五(M-m)(Mk+1 _ mk+l)十MUM-m)2・).(k-p十1)mP-1Mk-p

p=l 

by (7') and the出 sumptionof induction 

:j(M-m)糾明k十山川 +2mk切 +mk}，

which compleもesthe proof. 

8omehow the same constan七(M1-ml)(M2 -m2)/4 is appe紅 edin 8tra時 'stheorem on 
出 estima七ionof the imaginary part of the product 0れwoselfadioi凶 operators，cf. [1; Cor. 
4.3]; we point out七hatTheorem 2 implies it: 

Theorem 4. (8七rang)1f A and B α何回ザαdjointoperators such that ml ::; A壬M1αnd
m2 ::; B ::; M2 for some mi and Mi1 then 

(8) IImABI三j(Mz-mI)(M2-m2)

Proof As a matter of fact， we have for each unit vector x 

IIm(助，z)jz;i(mm)一(BAx，x)1

::; ~{I仰い)一 (Ax叩川州， x)(吋刈)χ(仇B

口 ;{icov仰 )1+ 1 Cov(削)1}
三 Var(A).Var(B) by (3). 

Inciden七ally，we no七ethat Theorem 4 has an alternative simple proof as follows: For 
simplicity， we prove 七hat if A and B are positive c∞on凶耐t位ract七悦i同O目∞n叫l
ea出sil註.yche即ck加王也edthe following equ乱叫七ions隠町s町; 

1. 1..__. L 1 
i(BA -AB)十一 ={(A一一)十i(B一一)}{(A一一)-i(B一一)}+A-A2十Bーが三02' . -，- 2u C，-- 2' -，- 2 

and 

1. 1..". L 1 
i(AB -BA) + ~ = {(A一一)-i(B一一)}{(A一一)+i(B一一)}十A-A2十B-B2三O.2' 2u U"  2" -，- 2 

The former implies 

AB-BA i(BA-AB) '- 1 
ImAB=一一一一一一目立 >一一

2i 2 4' 

and the lat七erdoes 

<一

一
7

B
 
A
 
h
 

as required. 

Next we look at七heHeinz-Kato・-Furutainequality [5]，金omthe cov山Jlce叩由ncein-
equality. 
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MASATOSHI FUJII 

The Heinz-Kato-Furuta inequality. Let R beαn operator on H. 1f A and B αre positive 
operators on H such thαt R* R:S; A2αnd RR* :S; B2， then for eαch x，y E H 

(9) I(RIRI日+β-lx，y)1壬IIA白xllllBβyll

holds fo7'， αIIα，βE [0，1] withα+β 三1.

Now let R = UIRI be the polar decomposition of R. We choose a unit vector u such that 
(IRI"'x， u) = 0 = (IRIβU*y， u) and defi:he operators S and T by 

S= IRI"'x③u and T=  IRIβU*y③u， 

where (x③y)z口(z，y)x for x， y， z E H. Then出ecovariance担 dvariances at the state u 
ぽeactually determined by 

ICov(S， T)I = I(RIRI白+β-lx，y)l，
Var(S) = JlIRI"'xJl2 :S; IIA白x112，
V田 (T)口 IIIR*IsyJl2壬JlBβyJl2.

Here the final inequalities are ensured by the Lowner-Heinz inequality. 
Anyway出ecovari釘lce-varianceinequality implies the desired inequality (9). 

In [6]， Furuta showed the following theorem which is an improvement of Bern蜘 II内側・

Theorem A. 1f e isαunit eigenvector corresponding to an eigenvalue入仇 αdominant
operator A on αHilbert space H ， then 

(10) 
IIgl1211Agl12 -1(g，Ag)12 

l(g，e)12 :S; 
II(A一入)g112

forαllg仇 Hfor which Agチ入g.

日erean operator A is called dominant if for each入thereis a real number M).. ~ 1 such 
that JI(A一入)*xll:S; M)..II(A一入)xllfor all x in H . We have to remark that (A一入)*e= 0 
田lder出edominance of A， that is，入 isa normal eigenvalue of A， i.e.， there is a nonzero 
vector x in H such that (A一入)沼口oand (A一入)ホZ 口 O.Under this consideration， we 
weakened the assumption of Theo悶 nA to normality of the eigenvalue in [3]. More pr閥均，

Theorem B. 1f e isαunit eigenvector corresponding to αno門naleigenvαlue入ofA onα 
Hilbert spαce H， thenρ0) holds for all 9 in H for whieh Ag ヂ入g.
We mention the followi時 improvementof Theorem B by the covariance variance inequal-
ity， [3]. 

Theorem 5. 1f e isαunit eigenvector co作 espondingto an eigenvalue入。1A* onαHilbert 
space H， thenμ0) holds forαII 9 in H for which Ag 手入g.

Proof. First of all， we note七hatthe covariance is translation-invariant， i.e.， 

Cov(A-α，B-b)口 Cov(A，B)

for a，b E C，回dso is the variance. We put B = A -入andmay assume七hatJlgJl = 1. Now 
(10) can be rephrased出

(11) l(g，e)12J1BgI12 :S; Varg(B). 
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COVARIANCE IN NONCOMMUTATlVE PROBABILITY 

To prove (11)， it su慌cesto take the projection E corresponding to the eigenvector e， i.e.， 
Ex = (x，e)e for x E H. Th叫 is，we apply the covariancかvaね nceinequality to E and B. 
Then we have 

(12) ICovg(E， B)12 ~ V.町g(E)Varg(B).

Noting th叫 B匂=0 by the assumption on入， (12) is rewri蜘 by

l(g，eWI(Bg，g)12 ~ Viぽ g(B)(l-I(g， eW)， 

so that 

l(g，eW/lBgI12 = l(g，e)12(I(Bg，g)12十Varg(B))~ Varg(B)， 

出 desired.

In addi七ion，Theorem 5 is generalized as follows: 

Theorem 6. 1f {en} isαsequence of unit vectors corresponding toαηα，pproximate eigen幽
叩 lue入ofA*， then 

(13) G
U
一
A
一
;

i

 

fu
一Q
U

ニ
入
封一
A

A

一K
G
U
一
<一ρ

u
 

n
M
M
 

一加

for all 9 in H for which Agヂ入g.
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松本敏子

渡辺誠治 (新潟工科大)

31.序

Banach-Stoneの定理は、次のように述べられる o “X，Yをコンパクト・

ノ¥ウスドルフ空間、 Tを C(X)から C(Y)の上への線形等距離作用素とする O

このとき、 Yから X への関相写像ァと、 ωEC(Y) : Iwl = 1が存在して、
Tf(ν)=ω(y)f(γ(y)) (VfEC(X)， VyEY) 

となる。"この定理は、作用素論的に見ると、 Tが荷重合成作舟素であること

を示している。あるいは、 Tの極分解定理であると考えることもできるo一方、

このような Tの在在が、 X と Y の聞の同相写像ァを誘導するともいえるo

D. AmirとM.Cambernは、この定理の後者の側面に注目して、次の定理を

示した。

定理 (D.Amir， M. Cambern) X とYをコンパクト欄ハウスドルフ空

間、 T:C(X)一→ C(Y)を線形向型作用素で、 IITIIIIT-111く 2とする。このと

き、 X とYは位相向型であるo

この結果は、その後種々の方向へ拡張、一般化されている。

X を R のコンパクト部分集合、 Cl(X)を X 上の連続微分可能関数全体、

C1(X)ヨfのノルムを IIfll= IIfll∞+  118(f) 11∞で与える。このとき、 K.Jarosz 

は [4]で次の問題を提出した。
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開墾切と YをRのコンパクト部分集合、 T: C1(X)→Cl(y)が線形向

型作用素でIITIIIIT-111くεならば、 X とY は位棺同型である。"が、 R の任

意のコンパクト部分集合 X，Yに対して成り立つような (XとYに無関係な)

εが存在するか。

これに対して、 K羽T.JunとY-H.Leeは、次の結果を示した。

翠理 (K-W.Jun and Y-H. Lee) XぅY を R のコンパクト部分集合で

X C [αぅb]， YC[cぅd]とする。 T: C1(X)→C1(y)を線形同型作用素で、次

の(1)f'-J (4)を満たすとする。

(1) I'(t) = 0ならば (T/)'(t)= O. 
(2) Il/gll三IITITglI< (1 +ε)211/gll 

(3) 11I11 < IIT 111三(1十ε)11/11 

(4)ε く出n{右7部品石7邪占石}

このとき、 X とYは位棺向型である o

星理 (K-W.Jun and Y-H. Lee) X， YをRの部分集合でXc U[αi， bi] 

(αiくんく αi+l)，Y C U[cj，dj] (Cj く djく Cj+l)，maxi{lbi一向I}く k，

maxj{ldj -Cj/}く kとする。 T: C1(X)→Cl(y)を線形向型作用素で、次の

(1) f'-J (3)を満たすとする。

(1) (T/)'(t) = 0令中 I'(t)= 0う
(2) 11/11 < IIT 111 < (1十ε)11/11，

(3) kく土托 εく6k2-8k + 1 

このとき、 X とYは位棺向型である o

-61-



ァ(K2(82)) = ](1 (81)， 

(Tf)(ν)口切l(y)f(ァ(y)) (VfιD(81)うVν モ](2) 

82(Tf)(y) =ω2(y)81(f)(T(ν)) (VfεD(81)， Vyε](2 ) 

となるo

したがって、 ](1(81)と]{2(82)う ](1と](2は位相同型である O この定理の観点

から K.Jaroszの問題を考える O

定理 ]C(i = 1，2)は第一可算公理をみたすコンパクト ハウスドルフ空間?
んを C(Ki)における聞や微分とする o T : D(81)→D( 82) : IITIIIIT-111く 2

であるような線形向型作用素が存在し、さらに、 TとT-1はsupnormで有界

とする。このとき、 ]{1(81)と](2( 82)は位相同型である o

d 
例 f εC[αぅ司に対して fj五は閉化可能であるので、その閉包を 8fとおく o

さらに、 Kf口 {x;f(x) i-O}とおく o

fぅgE C[αぅb]に対して、T:D(8f)→D(8g)を線形向型作用素でIITIIIIT-111く

2であり、さらに、 TとT-1はsupnormで有界とする。このとき、 ](fと](g

は位棺同型である o

(証明)

IIT-111 < 1ぅIITIIく 2としてよい。分(81)ヨfに対して、

f(x， X'， z) = zf(x)十81(f)(x')， (x， X'， z)ε](1 X ](1 X T -W 1 

分(82)ヨgに対して、

ク(y，y'， z) = zg(ν) + 82(g )(y')ぅ (仰い)E }(2 X ]{2 X T = W 2 
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この 2つの定理の証明は、いずれも初等的証明であるが、区間の巾が大きい場

合は適用できない等、もっと改良する余地があるように忠われる o つぎの第 2

節で、我々は別の観点からこの問題を考えるo

32.問料微分の定義域

Kをコンパクト・ハウスドルフ空間、 C(]()コ11(8)を C(]()のノルム椀

密ト部分代数とし、線形作用素8: 11(8)→C(]{)は

8(fg)口 f8(g)十8(f)g ( f，gε11(8))， 

8(f) = 8(f) (f E 11(8)) 

をみたし、かっ関作用素であるとする。このとき、 6を C(]()における閉ゃ微

分という。 11(8)ヨfに対して、 fのノルムを

IIfll = 11111∞+ 118(f)/1∞ 

により与える o ]("3 xに対して、分(8)上の有界線形作用素 ηxo8を

ηx 0 8(f) = 8(f)(x) (Vf E 11(8) ) 

により定義する。]((8) = {x E ]( : 'fJx 0 8チO}とおく o ]((8)はKの開集合で

ある o このとき、 T.MatsumotoとS.Watanabeは次の結果を示した。

翠翠 (T.Matsumoto and S. Watanabe) ](i (i口 1，2)をコンパクト・

ハウスドルフ空間、んを C(]{i)における閉ゃ微分とする。 T: 11(81)→i1( 82) 

を上への等距離線形作用素とする O このとき、 ](2から ](1上への同相写像ァ

と切1E ]{er(81) : 1ω11 = 1，及び、 ω2E C(](2( 82)) : IW21 = 1が存在して、
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とおく。このとき、

D(b1)ヨf→ f E C(W仏 D(b2)ヨg一長εC(W2)

は線形等距離作用素である。 81= {f; f εD( b1)}ぅ82=匂;9 E D(b2)}と

おく o T : 81ヨf→ Tfε82を Tf口行により定義すると、 IIT叶1<1ぅ

IITIIく 2である。 W2:3(yぅy'，z)に対して、

L(y山)(ク)= g(yぅy'ぅz) (Vg E 82) 

とおく oT*L(νιz)をC(W1)ヘノルムを変えないで拡張したものに対して、正

奥日測度 μU払zが存在して、

T* L(y，yl，Z)(f) =ムfdμy，y'，z (VfεC(W1) ) 
となる。次に、 IITIIく 2Mく 2である M をとる。 VzE Tと、 T*L(y，y，z)のす

べてのノルムを変えない拡張に対して、

iμy，y，Z(1(1 X {x} x T)I > M 

となる Z が存在する yの全体を 1(2とする O このとき、 !(2:3 Yに対して、 Z

は存在すれば一意に決まるので、 p(y)= xとする。このとき、 1(2コ!(2(b2)か

っ、 P: ]{2( b2)→ ]{1 (b1)は同相写像であることがわかる。

[注意!

(1) Dをカントール集合とすると、 C(D)におけるノンゼロ閉微分は存在しな

い。一方、!((コンパクト・ハウスドルフ空間)の関部分集合 Eと、 C(!()に

おける閉微分 6に対してう

分(bE)= {flE : f E D(b)} 
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とおく O もし、

flE = 0ぅ fE D(8)吟 8(f)IE= 0 

ならば、

8E(fIE) = 8(f)IE (flEεD(8E)) 

により、 C(E)における(閉とは限らなし"¥)微分むが定義できる o この枠組み

(E， C(E)， D(8E)うむ)に対して、上の定理と同様の議論を行うことができる。

(2) C1(X) (X : Rのコンパクト部分集合)に対しでも、定理の証明と同様の方

法で類似の結果が得られる o
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Jensenの逆不等式とその応用

高橋良映山形大・工

岡安隆照山形大・理

高橋泰嗣岡山県立大・情報工

よく知られたJensenの不等式は多方面に渡って重要であるが、その逆不等式を考

察することもまた然りであろう(cf.[1， p. 29]).我々はJensenの逆不等式と考えられ

る(特にm=1，β=0の場合は)次の様な不等式を示す。

宝石eorem1. Let qJ， qJ1，…， qJm be a strictly convex and strictly positive C1 -functions on a 

convex domain D in Rk and :rc a hyperplane in Rk + 1 defined by y =角川÷…+α"xk+ b. 

Let !i，…， A be measurable functions on a probability space (Q，μ.) such that 

(!i(ω)，… ， A(w))巴D;rfor a11 ωE Q， where 

D;r = {X E D : h(x1， ..， ， Xk) S; 角川+… +a"xk + b (Vh = qJ， qJ1，…，qJm)}. Then we have 

ω ムレμψ似(似ω五爪(紛札，...，A五瓜例(例仰的
for all real numbers αl' .….. ，α:m and βsatisfying α1わ， .….. ，αm> 0 and 

ZPFJ(XI，.JK)+P2GIX1十+帆+b，

(2) 

dqJ/dx1 

dqJ/dxk 
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for some X = (X1'…，xk)eDz-

略証。我々 は[1，百leorem1， p. 27]の証明を参考にする。凸曲面:

Y41αJ伊j札 ，Xk) + s (αj> 0; j = 1， ... ，m)が超平面 y=a1x1 +... +帆+bに接

する条件が、ある xコ(X1，…，Xk)巴D;r伊に対して、定理の条件(2)を満たすことに注

意すれば，グラブの位置関係を考えることにより，欲しい不等式(1)が得られる。

証明終

同様の考察をすれば、凹関数に関する次の様な不等式が得られる。但しこの場合

は、 m=lで、評価する関数も元のものと同じものとしないと、それ以外はなかな

か面白みが見えない。
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Theorem 2. Let ψbe a strictly concave and strictly positive C1 -function on a convex 

domain D in Rk and :a a hyperplane in Rk+ 1 defined by y =角川+… +akXk + b. Let 

.ft.…. A be measurable functions on a probability space (Q.μ.) such that 
(.ft(ω). ... • A(ω))巴D"， for a11 ω己Q.where 

D"，コ {x ξD:ψ(x1 • … . Xk)注角川+…+αkXk+ b}. Then we have 

ψ似(ムレ五似μ(ω臥).... .ムレ五附仰凶んνμψ似(ω似蜘ω五爪仰(仰例ω的臥)...， .A瓜訓訓五点仰似(仰例ω的))州)
for all r詑ea叫1numbers αand s satisfying α>0 and 

。ψ(X)
戸ローα(αlXl+ '" + akXk + b) +ψ(X1， ... ，xJ ，一一ーロωi(i=l，…，k) dXi 

for some X = (x1• …. xk) E D"， ・

Theorem 1において、 k口 m=lの場合を考えると次の系を得る。

Corollary 3. Let月p.ψ:[m. M]→R. cp(t).ψ(の>o. cp"(t).ψ可。>0for 
t E [m. M] and f a measurable function on a probaむilityspace (X.μ.) with 

f(X) C [m. M]. Then 

んψo!dp， s:州Jx!dp，)+ s 
for all real numbersαand s such thatα>0 and s口一αψ(ψ，-1(会))+αψ「司会)+ b， 

where a=!1o(M) -cp(m)b-Mψ(m)-mψ(M) 
M-m • V- M-m 

ds _ ~I.{ ~I.I-l {(l ¥¥ ~ fl f1? s _ az 
注意:このとき、 daーψ(ψ(百))くO，23- 金一 ._1.n、、 >0が得られるので、

pはαの単調減少する凸関数となっている。我々は戸の零点の僅の評舗に興味が

あり、今後の課題である。

またTheorem2において、 k=lの場合を考えると次の系を得る。これは[8]のな

かで既に得られたものでもある。

Corol1ary 4. Letψ: [m.M]→ R.ψ(t) > O.ψ"(t)くofor tE [m. M] and f 
a measurable function on a probability space (X.μ.) with f(X) C [m， M]. Then 

ψ(Jxfd，μ)s: αレ10f伽 β
for all real numbers αand s such thatα>0 and s=ーα(αψ，-l(aα)+ b) +ψ(ψパ(αα)))，

where a=ψ(M)ーψ(m)b-Mψ(m)-mψ(M) 
… M-m ，V- M-m 
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ds _ ( ~ßI，r- l{ rvr.¥ • L 1.¥ ___ 1¥ d2 s _ d 
注意:このとき、 da一一(αψ(αα)十 b)くO，EU-ψ"(ψ「いα))>0が得られるの

で、やはり βはαの単調減少する凸関数となっている。我々はこの場合もpの零

点の値の評価に興味があり、今後の課題である。

重要:Corollary 4と可換Banach環のGelfand理論を組み合わせると、

Kantorovich [6]の不等式の一般化である KyFan[2]及びMond“Peぬrie[7]の行列不

等式を導くことができるのであるが (cf.[8])、実は、 KyFan及びMond♂ecaricの仔

列不等式の一般化は、 WFuruta inequality ~の創始者で有名な古田孝之先生によっ

て、この小論を本質的に合む深い議論がすでになされているのである。それ故、読

者に文献:

T. Furutaβ，4] 

を読まれることを薦めたい。

実は、筆者は古田先生からすでに上の文献を頂いていることに気付き、まさに

汗顔のいたりであったことを最後に述べたい。
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C(X)の恒等作用素近似と Scheffoldの条件

新潟大学・理泉池敬苛

Approxim叫ionof the identi七yoperator on C(X) and Scheffold's co凶i七lOn

Niigata Univers訪れ KeijiIzuchi 

次が有名な Korovkinの定理である [4]0

定理• {Tn}nがC([O，l])上の有界線形作用素列で IITnl1::; 1かっ IIT;-xJII∞→ 0， 
j=0，1，2，を満たすとき、 IITnf-fll∞→o Vfε C([O， 1]). 

この定理は、 {Tn}nがIに強収束するかどうかは、 {1，x，x2}に対してテストすれば良い
というものである。一般のコンパクト空間 X 上の連続関数空間 C(X)で考えたとき、ど

うのような部分集合、部分空間の Sに対してテストすればに強収束が示せるかという問題

が生ずる。

5 c C(X)とする。

定義。 Sに対して (sequencetype) Korovkinの定理成立

宇中丸:C(X)→C(X)，IITnll ::; 1， IITnf -fll∞→o Vf E 5ならば
IITng -gll∞→o Vg E C(X). 

列を netに代えても同様に Korovkinの定理を考えることができる。これに関しては次

の特徴付けが知られている [6，7]0

定理B.5に対して nettype KorovkInの定理成立

宇中 VxEXヲxE VU openヨfε5s.t. Ilfll∞= 1，f(x) = 1， Ifl < 1 011 UC. 

. net typeで成立中 sequencetypeで成立。

.5を C*-subalgebraとする。 5-1-C(X)宇キ Sに対して nettypeが成立せず。

.5が separableならば、 nettypeで成立牛キ seque11cetypeで成立問。

Scheffold [5]は次の 5に対して Korovkinの定理が成立することを示した。

例 1.L∞([0，1])旦 C(X)，xo巴X，5= {f E C(X); f(xo) = O}. 

例 2. l∞~ C(sN)， Xo E sN¥N，5 = {f E C(sN); .f(xo)ニ O}.
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上の例は共に、 Sは closedidealである。これに関連して Scheffoldは2つの条件を考

えた。

E C X closedが条件 (α)を満たすとは

(α) Ilfnlluc→0， E cVU C X open，ならばIIfnllEC→o.

Z = s(X x N)， Y = Z ¥(X x N)とする。 f巴C(X)に対して、 f(x，n)= f(x) Vxε 
X， Vn E N と定義する。

ゆ:Y→X， f(ゆ(y))= f(y) continuous 

が定義できる。

AcXに対して Cclosedとは限らなし'1)、

A =FI(A)c k A=Y n (AX ×N)z 

とする。次が条件 (s)である。

(s) 
寸 Y

AcA. 

次の定義は [3]で導入された概念である。

定義。日 =1-E C X closedが quasiGfj-集合とは

ヨUnopen s tunL E 22u;. 

rcxを closedとし、
S = {fεC(X); f = 0 on r} 

とする。次の 2つの結果は Scheffold[5]による。

命題1.rcは(s)を満たし、 rcden問中 Sに対して Korovkin成立。

命題 2.rは(α)を満たす中 rcは(s)を満たす。
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次が Sがclosedidealのときの特徴付けである [3]0

定理.次は同値。

1) .)に対して Korovkin成立。

2) rはquasiGo-集合を含まない。

3) rは (α)を瀧たし、 rcdense. 

4) r はYで内点を持たない。

底意。それぞれ、 2)は位相空間的性質、 3)は関数列を使って、めは Stone司Cechcom-

pacti五cationの中での特徴付けとなっている。
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LP-Lipschitz Classes and Weighted Bergman Spaces 

MASAHIRO Y AMADA 

ABSTRACT. We introduce and study a class of functiolls on the unit disk D 
which satisfy 

( [ r _.._ 1げf(z)一f(ω叫)1hpJ..I.¥¥ν
ρP払，臼，rT ( f ) = i l { s u p } dμ (ヤ例z斗)I ¥JD l切~D~(z) IZ一切iα J -r'¥-!) 

whereDベz)is a Bergman disk組 dμisaσ-finite positive Borel measure. We obtain 
equivalent quantities of Pp仰 (f)， and investigate linear functionals on this class. 
Particularly， we estimate Taylor coefficients of these functiolls for some measures. 

S 1. Introduction 

Let D be the open unit disk in the complex plane C. H denotes the set of all harmonic 
functions and A denotes the set of all analytic functions on D. For each αE D， let仇 be
the Mobius function on D， that is， 

ゆα(←石毛 (z E D) 
and put 

1. 1十|仇(z)1s(α，z) =…log(α，z E D). 
2 --0 1 -1九(z)1

For 0 < r <∞and αED， 

Dr(α)口 {z巴D;s(α，z) < r} 

is the Bergman disk with "center"αand “radius" r. Particularly， the Euclidean center 
and radius of Dr(α) are 

C-1-52α 
一

α，r - 1 _ 821α12 
R-1-142S 一α，r -
1 
_ 
821α12 

respectively， where 8コ tanhr. For 0 ::;α< 1 and a continuous function f on D， we 
define a function O~ (.f， z) by 

if(z)…f(ω)1 O日(.f，z)= 
w~D~(z) Izー ω!日

We say that f E A satisfies a Lipschitz condition of order αif O~ (J， z) is bounded on D. 
It is well-known fact that f εA satisfies this condition if and only if (1-lzI2)1-0'Ifυ) 1 is 
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bounded on D. These classes a1'e ve1'y familia1' to classical analysis. Especially when α=#0 
lf(z) -f(切)I. 

it is also wel1句kllownfact that above these cOllditiollS a1'e equivalellt that IJ '"-I J I~: 
IZ -“ WIU 

boullded on D x D. 

We will int1'oduce new class田 ofanalytic 01' ha1'monic functions Oll the ullit disk D， 
which a1'e gene1'alizatiolls of a Lipschitz class. Letμbe aσ-fillite positive Bo1'el measure 
Oll D and 0 <γ<∞ be fixed. Fo1' 0 ::;α::; 1 alld 1三p<∞，Bh(μ，α)口Bf:(μ，α，r) 
∞nsists of functiolls f E H such that f (0)口 oand 

九日(f) 口加(ト(ん {O~ (f， z)ydμ(z))1h<∞ヲ
alld let B~(μ， α) = B~(μ， o ， r) コ Bf:(μ ， 0 ，r) n A. We a1'e inte1'ested ill sev町alproperties 
of these spaces. Let α=p口1.Fo1' each f E A， cle紅 lywe have that Ifヤ)1::; O~ (f， z) 

for all z E D. T百he町悦耐r問ぱef，…n1泊lle叫叩叩q伊脚u凶叫叫al必lit句り3
Ho伽ow附e耽出蜘ωe叶le品加dside 0山fハthe児eme附叫e句q中伊叫u
e侃xc切ep肘tfo1' special measures， that is， which is too small. Mo1'eove1'， it is clea1' that ppρ(・)
i8 a llorm on B~ (μ，α)叩 dBK(μ?α). Therefo1'e， we are also interested ill the properもiesof 
them as normed linear spaces. 

g2. Estimations of LP酬Lipschitznorms 

Let m be the normalized Lebesgue a1'ea measure， that is， dm = dxdy /π. For 1三p<∞
a Be1'gmall space L~ is defined by L~ ロ LP(D ，m) n A and the LP(m)-norm is delloted by 
11・IIp.Fo1' fixed 0 < r <∞， we define the a1'ithmetic meall Oll the Bergrnan disk Dr(α) 
of aσ-finite positive Bo1'el rneasure μby 

ん(α)=_ f;-f ¥¥ [ 
(Dr(α)) JDr(a) 

(αε D). 

If the1'e exists a nOll-llegative fUllction u such that dμ udm， then we rnay write it 
Ur instead of Pr. For a differentおhlecornplex function f on D， we de五nea differential 
operator D by D f =δf/θx = (δ/θz+θ/θz) f. If f E H thell the1'e a1'e functions 9ぅhEA
such that f = 9十h，alld thus D f = g'十h'.In this section， we give lower and upper 
estirnatiolls of the norrn Pp，Ci (f) ill BK (μ，α) or B~(μ， α) . 

Theorem 1. Let 0 < r <∞ be fixed，仰 dsupposeμzsασ-finite positive Borel rneasure 
on D. Then the followingα問 vαlid.
(1) For 0 ::;α::;1αnd 1 ::; p <∞there existsαconstαnt C = Cr仰 >0 (independent 
of刀suchthat 

C-
11o {(1 -lzI2)刊のfヤ)IYPr刷 dm

<ん {O~ (f，z)y dμ 

::; C 10 {(1 -Iz12)1一日IDfμ)IYP2r(z)dm 
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for αII f E H. 

(2) For 0 ::;α::;1αnd 1 ::; p <∞there existsαconstαnt C 口 Cr，Ci，P> 0 such that 

fv {(1 -Iz12)1叩
forαllf εH. 

We note that if we 1'eplace f E H by f εA in the inequalities then Theo1'em 1 is 
valid fo1' 0 < p < 1. Mo1'eover， if we replace D = 81θy or Dコ=¥7 instead of 81 8x， then 
Theorem 1 is also valid. 

Corollary 1. Let 0 < r <∞， 0 ::;α::; 1， and 1 ::; p <∞be fixed， then the following 
αre vαlid. 

(1) Suppose there existsγ> 0 such that fYσ(t) isα仰 n-decreαsz旬 functionon [1，∞) 
αnd v isαpositive superhαrmonic function on D， then there α問 constαntsC =コCr，α，p>0 
αndη=ηr > 1 such that 

forαII f E H， 

C-1 1 i (1 -Iz12)1一日間(z)IYv(z)σ ト~)JD l\~ n I I- J\~II) -\~r ¥1-lzI2} 

::; 1_ {O:U， z)Yv(z)σ(~一一一 j
JDl~r \J '~/J -\-/~ ¥1-lzI2) 

::; C '-i (1 -lzI 2 )1-Ci IÐf(z)1れい)σ 卜~)JD L\~ I~' / ，-J ¥-/') -\-/~ ¥1… Izl2 } 

(2) Let {引clJ beαfinite sequence of compl印刷mberswith biヂbj(iヂj)，αndlet 
{む}beαfinite sequence ofα7・bitraryreα1 numbers with 0 ::; lj， then there isαconstαnt 
C口 Cr，α，p> 0 such that 

for αII f E H. 

内 <)1; 

C-1 '-i(1-lzI2)1-CiIDf(z)IV'10gI1ーニ一一.dmJD L\~ ，~， / '-J \~/'J '~b~~J Izーちゃ

r ソlj

::; L {O:U， z)y log日一二一一一dmJD l'-'r\J'~/J wO~~Jlz ーちゃ

r 、竹 ?lj
::; C 1_ i (1 … lμ同Z12)1ト一寸白IDf六(いωZ寸)1~1' 10g1立I 一…一一句ニ一一一一一一一司司町一一一-一白勾嶋叩ω.欄-嶋-白JD L\~ ，~， / I-J\~/IJ <~OuJIドz 一ち削i戸lむ3 

(3め)Let {bj} C D beεα fini“te sequ削ence0ザ1compμle口xηm包mbeεrs切t抗hbんif=ち(がif= jρ)，αn 
lωet {仏lむωj}be αfinite sequence ofαrbitrary real numbers with -2くら forj E AC，ωhere 
A = {j; bj E 8D}. Then there is αconstαnt C = Cr，Ci，p > 0 such thαt 

C-1 fv {(1-lzI2)1-CiIDf(z)IYI1jEAlz -bjl1jdm 
::; fv {O~U， z)y I1jlz-bjlljdm 

::; C fv {(1 -Iz12)1→ IDfい)IYI1j日 Iz-bjl1jdm 
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fo1'αllfEH. 

33. Linear functionals on weighted Bergman spaces 

Let v be a finite positive Borel measure on D and suppose 0 < p <∞. A weighted 
Bergman space L~ (りisdefined by L~ (り口 LP(D，ν)n A. Let曽ν口町 bethe set of all 
functions 'It E A such that 

1'(ゆ)早川，'It )口叶lhLf(仰い)dmr;f E A，1n IflPdv ~ 1} 
is finite. Moreover， put 

s(ψ) = s(ν，p，ゆ)= inf ~ L IflPdzノ;fεA，.lu]lLf(tz)ゆ(z)dm口 1~ 
LJD ，-， 't→1… JD -， ""  J 

w袖叫h記比i泊chis t凶 he加here灯吋r問吋e

was introduced and studied its behavior near the boundary 0ぱfD. By the de:fi五1I凶1吋it討ionof 

帆 i迂fwe p凶叫ψ仇α口ペ(φ1ト一寸巾叫む叫Z斗)川吋仰一f(いα)，姐d仙仙t也出hu凶町川1お山s引 7
over， 1百fゆ仇n 口 (伊n十1)μZ♂n then '-f ゆ仇ndηm=f(伊n吋)，ヲ where the numbers f( n) are the Taylor 

JD 

coe伍cientsof f. The functions 1'(ψ) and s(ψ) are also called Riesz's functions. 
In section 2， (1) of Theorem 1 shows that the norm Pp，a(f) on B~(μ， α) is estimated by 
the LP(v)-norm of 1'， where dv = (1 -IzI2)(1ーα)pん(z)dm.Therefore， in order to st吋y
the space B~(μ， α) we will investigate the properties of the weighted Bergman space. 
Particularly， we will estimate ベ'ltn)，which is the norm of a linear functional f 1--+ f(n). 

Theorem 2. Let 0 < p <∞ be fixed，αnd suppose v isαfinite positive Bo1'el m印刷1'e
oη D. Then the followingα1'e vαlid. 

(1)刊 erezs αconstαnt C > 0 s山 hりIflPι CJ IflP dv fo1' all fεA抗
曹T C ¥守Uν川， ~ωiρJhe 1'，問eγt白8α finiteεpoωsiti印veBo1'el mη1A印αsuげT問'eon D. 

(2) /f {I仇IP/ 11 'Iþ入 II~P dv} is unifo1'mly αbsolutely continuous with 1'espect to ναn 

thε例陀 ε口xz白Sお γ > 一1s叫t包山』

(伊例3め)l'ベ(仲ゆ仇α) → ∞ (Ia川α叶i一→今 1り)α仰ηd1'(仲ψ目 ) → ∞ (いη→ ∞) • 
(4) /f 1 < p <∞αnd the1'e existsαcompact set J{ c D such that suppv n J{ is not α 
finite set， then場vn L~ is dense in L~ ， 叫e1'e l/p十l/q= 1. 

In [11]， using 1'(α)口 1'(仇)， a completeness of L~(ν) was charac同rized.We will give 
another characterization of it. A subset E of D is a uniqueness set for L~(ν) if E削 isfies

the following : H f E L~ (ν) is zero on E， then f五 oon D. 

Proposition 3. Let 1 ~ p < ∞ be fixed，αnd suppose νzsα finite positive Bo1'el 
meαsu1'e on D such that suppv n D is αuniqueness set fo1' L~(ν). Then the folloωt旬 α1'e
mutually equivalent. 

v
h
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け
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(1) L~(ν) is closed in LP(D， 1/). 

(2) Fi…ch compact set ](叫んi削州仇)dm(α)<∞  
(3) Fo1' eαch 0 < c <∞ the1'e is αconstantγc > 0 such that 1'(1/， p，ψπ)三γcexp(cn)
fo1'αIIη. 

We say that a posi説明functionυon D has the generalized subharmonic property if for 

eachO<1'<∞ there is a constant 0ロ Or>Osuchthatv(Z):::;_f::f¥¥ f 
--' m(Dr(z)) JDr(z) 

for all Z巴D.Moreover， we define the geometric mean on the circle of radius p of V by 

V(ρ)吋 xp[fo21I" log v(〆)dO/27r] (0 < p < 1) 
We note that if v is subharmonic then it has the generalized sゆharmonicproperty (see 
the proof of Proposition 4.3.8 in [15ヲp.62]).The following Theorem 4 gives more precise 
estimations for some special measures. We note that Theorem 4 is closely related with 
a estimation of出eTaylor coe缶cientsof the functions in B~ (μ，α)， which is defined in 
section 2. The relation will be described in section 4. 

Theorem 4. Let 0 < p <∞be fixed. Suppose the1'e existsγ> 0 such that fYσ(t)! 0 
(t→0)αnd d1/ =υ(ρei8)σ(1 p )dO /27rdp， then the followingα問問lid.
(1) If v(pei8)σ(1 -p) is bounded on D αnd V(ρ) is non-inc1'easing on [0， 1)， then the1'e 
exist no E N αnd constants 0 < 01， O2 <∞ such thαt 

rL判 'y
1'(ν，p，仇)壬 01exp I y'1ilog TTf. • I z 1... I ~\t) I l V • v ~-0 V (1 -1/ J石)σ(1/y'1i)2 J 
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34. Equivalent norms and Taylor coefficients 

In section 2， (1) of Theorem 1 shows that the norm ρp，C'i (f) on B~ (μ?α) is estimated 
by the LP(ν)-norm of 1'， where d1/口 (1-IzI2)(1一日)pん(z)dm. In this section， using the 
estimations and Theorem 4， we wi1l study the growth of the Taylor coe血cientsof functions 
in B~(μヲ α).
Let In be the interval in [0，1) such that In口 [1-1八月，1-1/2y'n]. We will give 
estimations of the Taylor coe自cientsof LP-Lipschitz functions. 

Theorem 5. Let 1壬p<∞， 0三α:::;1 be fixed
Jαnd s叩posethαt (1 -lzI2)(1-C'i)pdμzs 

a finite positive Bo1'el measu1'e on D. If the1'e existαcompαct set [{ C D αnd 0 < l' <∞ 
such that suppμn Dr(α)#ゆfo1'αIIαε]{CJ then the folloωi旬 α問問lid.
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(1) Foreαch 0 < c <∞， there existsαco仰向nt0 <γ'c <∞ such that 

sup{lf(n)IP ; PP州・(J):::; 1}三γcexp(cn) 

for αlln三1.
(2) Let 8 > 0 be given， then for eαch 0 < c <∞， there existsαconstant 0 <γc <∞ 
such thαt 

叫 {II(げ山f六ん削(伊例州附η吋州引)lP恥IPハPp，OI，あ仰仇，ρ《川臼叫，
pεIn L JQ J 

forαlln三1.

Corollary 2. Let 1 :::; p <∞， 0 <α:::; 1 be fixed. Suppose that (1 -IzI2)(1-0I)pdμzsα 
finite positive Borel meαsure on D αnd dμ= udm， then the followingαre vαlid. 
(1) Suppose that u isαbounded superhαm仰 cfunction on D and let 8 > 0 be given， 
then for eαch 0 < c <∞， there existsαconstant 0 <γc<∞ such that 

m叫叫p{川!げ山f六(η吋叫引)!P恥!P;ハ;内九伽恥加川'ρ《仰バ0向町川，1'バTベ(ω刀山5幻刊1り}民三釘γ叩c

for αlln三1，1ωvher，問、官eρ=1一 1/八、ゾ/百.
(2) S叩'posethat u hαs the gener，αlized subhαrmonic property・ Ifthere existαcompαct 
set f{ c D and 0 <γ<∞ such that suppμnD1'(α)#ゆforαIIα巴J{c，αndlet 8 > 0 be 
given， then for eαch 0 < c <∞， there仰・stsαconstαnt0 <γc<∞ such that 

sup{ II(n)!P ;ρp，OI，1'(J)引}釘cexp(ω山)sup exp r -y'n (1r log u(peio)dO /27fl 
pE1n L JQ J 

for αlln三1.
(3) Suppose thαt h E A αηd p is αηαnalytic polynomial. If uロ Ih+ PI， αnd let 8 > 0 
be given， then for eαch 0 < c <∞， there exisisαconstαnt 0 <γc<∞制chthai 

sup{lj(n)IP ; PPρ，r(J) :::; 1}話γcexp( cn1/HO) 

for αlln 三1.
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Lattice structure on partially ordered linear space 

S. Koshi 

Hokkaido Institute of Technology 

Abstract 

In this short note， we shall explain the notion of lattice order structure on partially 

ordered linear space E . In general， partially ordered linear space E is not lattice ordered 

i. e. it is not necessary to have least upper bound for al・bitrarytwo elements x， y εE. But 
in some pal，tially ordered linear space ， we can define least upper bounds denoted by x V y 

which is a subset and no more single element in general. The subset x V y is defined as 

totality of minimal elements z .for a set of upper bounds of x and y in the sense that 

(1) z三:1;and z三y， (2) if z三wandw主民wさy，thenwニ z.
We shall clearify properties of these subsets x V y. Also， we shall discuss greatest lower 

bounds denoted by x八yfor x，y E E. 
Sometimes we shall consider normed partially ~rdered linear space， since we can expect 
nice properties in this space. The content of this note is almost same as a note presented in 

Real Analysis Seminar held on November at Oita University. More precise and extended 

results with proofs will be found in another paper in near future. 

1 Partially ordered linear space and supremum of subsets 

Let E be a linear space of real coeffi.cients. We shall conider a convex cone with (1) 

P n -P = {O} and (2) P -P = E. 
We shall define :1;ざ yifx-yεP ( y主 xin the same meiming) ， then we have (a) 
x ::; y and y ::; x imply x = y; (b) x::; y and y ::; z imply x三z; (c) x::; y implies 

Z 十z::;y十zfor all Z E E; ( d) for x三yand a positive number αwe have αx<αy; 

( e ) for every element x巴Ewe find Xl， X2どowith x = Xl - X2・
Conversely if there is a relation三satisfying(a)， (b)， (c)， (d)， (e)， then the set Pコ
{町o::; x} is a convex cone satisfying above condition (1) and (2). A convex cone P with 
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(1) and (2) is called an order and E is called a pα吋叩lly0γdered lineαr space. 

We shall define subset U {x， y} = {z; zざxand zぎy}，then x V y is a subset of all minimal 
elements of U{x，y} . We have U{x，y}ヂo， but it may happen that x V y = o. We shall 
show such example. 

Example Let E be 2-dimensional Euclidean space R2 ， and let P = {(x， y); x > 0， 

y> O} U (0，0) be an order in E . Then x V 0 = o for x = (-1，1). More ger町 ally，
ぜxrj:. p U {-P} ， then x V 0 =日

For a subset A = {α入EA}of E ， we can define V A = V入品α入and V A is a subset of all 
minim81 elements of U(A) ， where U(A) = {z; zどα，for al1 αε A}. Sometimes ， we use 

notation .'3'UpA instead of V A. We can define also x八yand L{x，y} = {z;z ~αfor 811 
αε A}，x八yis a set of all maxima1 e1ements of L{ x， y}. We have L{ x， y}ヂ砂， it may 

happen that x八y= o. We can define also八A=八入品 forA = {α入;入 EA}. Sometimes we 
use notation inf A instead of八A

We have the following propositions : 

Proposition 1 

(1) -supA = inf( -A) 

(2)αs叩 A=supαA for α>0 

(Y. inf A = infαA for α>0 

Proposition 2 For every b E E and a suset A of E. we have 

(1) s叩 A+b=s叩 {A十b}

(2) infA十b= inf{A十b}

Proposition 3 Ifαεs叩Aand b ε8upB ， then α+b E 81例A十B}.

Proposition 4αVbヂofor every α，b εE if and on1y ifα八bヂ日 forevery α，bE E. 

Theorem 1. 五αVbヂ日 forsome α， b E E ， then we have 
αVb=α+b-(α八b).
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Proof. Since α八bニー{(…α)八(-b))， we have 

{(-α) V (-b)} +α+b ェ αVb=bVα. 

Hence， we have一(α 八b)十α+bニ α八b.

Let B be a partially ordered linear space with an order P.百αVb is al ways a single 

element i.e. supremum of two elements αand b of E exists always， then E is called a Riesz 
spαce 01' vecoγlattice. Usual function spaces are conside1'ed as a Riesz space with usual 

function order. 

2 Monotone order complete partially ordered linear space 

Let J，-，' be a partially orde1'ed linear space with an order P. We shall conside1' suitable 

condition thatαV b is always not empty fo1' all pai1' of elements αand b E E. 

For this purpose， we prep訂 esome definitions. 
A subset A of E is called lineαγ ordered ( 01' A is called a linear subset) if ev(:)1'y elements 

of A is comparable with respect to the order P. 

A subset A of E is called叩'perbounded (lower bounded) if there exists αεEwith αどZ

for all J:巴E(αε Ewith;E三αforall x E A).αis called an包pperbound of A ( a lo悦 T

bound of 11 ). 

We say that a partially ordered linea1' space E with an order P is monotone order com-

plete if every upper bounded linear ordered subset A has a least upper bound i.e. s'up A is 

a single element. It is easy to see that if E is a monotone orde1' complete pa1'tially complete 

ordered linear space， then eve1'y lower bounded linear ordered subset A has g1'eatest lower 

bounded i.e. inf A is a single element. 

If every countable 1inear ordered and upper bounded subset A of E has least uppe1' 

bound， then E is called sequentially monotone order complete. Every monotone o1'der 

complete partially ordered linear space is naturally sequentially monotone complete. 

A normed partially ordered linear space E is called a partially orde1'ed Banach space if 

the norm on E is complete i.e. every Cauchy sequence is convergent by this norm. 

Let E be a partially ordered Banach space with a closed order P. We shall consider the 

dual space Eキ ofE. We shall define an order P*部 follows: Let x* and y*εE* ， and 
f 三γifand only if x* (x)どy*( x) for all x εP. 
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By T. Ando [2]， we have the following fact under the condition that norm is ordered 

norm 

Theorem 2 P* generates E* i.e. P* is an order in E* if and only if every order interval 

[a，b]口 {x αどZどb}for every pair α，b E E with α三bis norm bounded. 

It is known : let E be a partial1y ordered Banach space with a closed order P ， if E is 
monotone order complete by the order， then every order interval of E is norm bounded. 

Related topics are discussed in [3] 

Theorem 3 Let E be a partially ordered Banach space with a closed order ， and let 
every order intervals町 enorm bounded. Then， every upper bounded linear subset of E* is 

a partially ordered Banach space with an order P*， ancl every upper bouncled linear subset 
of E* has least upper bound in E* i.e. E本 ismonotone order complete. 

Proof. Let A * be an upper bounded line紅 subsetof E* . Let us define a linear functional 

x* as follows : x*(x) = sup{y*(x); y* E A*} for x E P. For x = Xl -X2 with arbitrary 
Z 巴Band Xl，X2εP， we can define x*(x) = X*(Xl) -X*(X2) without any contradiction. 
Then， by the theorem of Banach-Steinhaus x* is in E* and it is easy to see that supA* = a;*. 

Theorem 4 Let E be a partially ordered Banach space in which every order interval 

is norm bounded. Then， for every non-empty subset A* of dual space E* which is upper 
bounded by the order P*， we find that sup Aキヲ正日

Let P be an order in a partially ordered refl.exive Banach space E. If P is closed， then 
p=p料 bythe bipolar thorem on convex sets. 

Hence we have the following theorem as follows: 

Theorem 6 Let E be a finite-dimensional partially ordered linear space with closed 

order. Then， for every non-empty upper bounded linear set A of E we have sup Aヂo.
Moreoverぅ Eis monotone order complete and every upper bounded linear set A has least 

upper bound s'up A which consists of a single element. 

If the order P in E is not closed， above theorem is not true in general. We see for 

example lexicographic order P is not closed for more th叩 2-dimensionalEuclidean space 

and by this order Theorem 6 is not true. 

More interesting topics on partially ordered linear spaces will be found in another paper. 
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On the zeros of functions in the solution sets 
of an extremal problem in H1 

J戸lnjiInoue 

Department of Mathematics， Faculty of Science 
Hokkaido University， Sapporo 060， Japan 

This note is an anouncement of the resusts obtained in the resent work ; J. 
Inoue and T. Nakazi [1]. 
For a non-zero function f in H1， the cl出 sicalHardy spaβe on the剖utcircle， 
we put 

SI = {g E H1 : argf(ei{}) = argg(ei{})α.e. B} 

The intersection of Sl and the unit sphere in H1 is just a se七ofsolutions of some 
ex七remalproblem in H1. It is known that Sl ニ S13X go， where B is a Blaschke 
product and go is a function in H1 with 伊={入・go:入>O} (E. Hay凶作J).
Also i t is known that the line町 spanof SI is of白山edimensional if and only if B is 
a fini七eBlaschke product， and when B is a白uteBlaschke product， we can d部cribe
completely the set S13 and the zeros of an arbitrary nember in S13 (T. Nakazi [3]). 

For each f in H1， sing(g) denotes the set of points ofθD on which g canilot be 
analyticallyextended. 

In七hisnote， we脇田nethat the Blaschke product B under the consideration 
has the property that sing(β) has only a五mtenumber of accumulation points， 
say {e叫 :j=l，…， N}. U nder this condition， we define and investigate the local 
convergence order of Z (f : D) at e叫ifrom the left(resp. right)おrf E S13 and 
j E {1，…， N}， and get Theorem 1 which is the main theorem of [2]. 
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Defi凶tion1 Let f be an element in H1(D) such that 

sing(f) = {e81， ...， e8N}: 0 < 81 <… <8N < 2π. 

Le七usdenote Z (f;万)ヱ {αk}，and we define the local convergence order of Z (f;万)
at ei8j (1 < j < N) from the left by (1) and from the right by (2) below. 

urd(り[ei8j;{αj}] = inf{σ >0: L le叫…αn10"<∞} (1) 
nG4t) 

Ord(r) [ei8j; {αj}] = iぱ{σ>0:乞 1ei8jー αnlσ<∞} (2) 
M ろ(r) 

where Ijl}ニ {η:αnE {ァ♂ G万 :(8j_1十内)/2< 8 <内}}， Iy) = {η:αn E 
{rei8 E D : (8j < 8 < (8j十円+1)/2}}，with七heconvension that 8n+1 = 81十知?
and 80 = 8n -2π. 

Lemma 1. Let B be an infinite Blaschke product such tha七

sing(B) = {ei81，…，dON};O501<…<8N <2π. 

For each j E {1， ...， N} and f巴S8，we put 

{αη} 口 {α}!jj)}= Z(f;万)n {rei8 E D : 8j < 8 < (内+Bj社 )/2}， (3) 
{仇}口 {ß~fjj)}= Z (f;万)n {rei8 E万:(8j_1十8j)/2< 8 < 8j}， (4) 

where we mean 8N十1二二 81 十21T， 80 = 8n -21T. 
(i) If 2ごη|αV叫 _ei8j 10"<∞ for some f E S8 and σ>  1，七henwe have 
I:n 1α宮jj)_ ei8j IP <∞ for every g εS8 and ρ>σ. 
(ii) If I:n I ß~fjj) - ei8j Iσ<∞ for sorhe f E S8 and σ>  1， then we have 
I:n 1 ß~gjj) -ei8j 1ρ<∞ for every g E S8 and ρ>σ. 
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By Lemma 2， we have at once the following theorem. 

Theorem 1. Let B be an訪日凶teBlaschke product such that 

SlI以B)= {ei81，…，et8N};0581<…< (}N < 2π， 

and suppose Ord (ε)[e均;Z(f;万)]とぴ<∞ forsome f E S8， j E {1，…，N} and 
εε{r，l}. 
(i) Ifσ> 1 ， we have Ord(e) [e的;Z(g;万)]=σfor every g E S8. 
(ii) Ifσ三l，wehave Ord(E}IG49j;Z(g;万)]三 1for every g E Sβ. 

Remark 1. In Theorem 1 (i)， we can no七replaceσ>  1 byσ ど 1部七he
following example shows. 

Example 1. Let B be an in五niteBlaschke product with the zeros 

f 1 ¥・ 1_2

{αn}手l'αη(1 - __1'-_1 = ， 1 ¥'J ) e2/ペ n=1，2， 
¥η(1og(n + 1)2) 

TheL Ord(l){1;Z(B;万)]= 1. On the 0七herhand we have 

品 (1_ ei/n2)2 
g8(Z) := I r \~、。Z538nH∞， :a (1一広f

and Ord(l) [1; Z(g8;万)]= 1/2. 

[1] E. Hayashi， The solution sets of extremal problems in H1 ，Proc. Amer. 
Math. Soc.， 93(1985)， 69仏696
[2] J. Inoue and T. Nakazi， On the zeros of solutions of an extremal problem in 

H 1 • 

[3] T. N蜘 zi，Exposed points and extremal problems in H1， J. Fun仇 Analysis，
53(1983)， 224-230 
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Multipliers And Common Zero Sets Of Invariant Subspaces In The Polydisk 

Tal偽

Hokkaido University 

Abstract. For any nonzero invaria凶 subspaceM in H2(Dn)， put M(M) = {ct E 
L∞(Tn) ;ゆM c H2(Dn)}. If η 口 1，by Beurli時 'stheorem M = qH2(Dn) for some 
inner function q and so M(M) = qH∞(Dn).日encethe mapping from M to M (M) is 
one-to-one. However for nチ1，it is not onかto-one.It is believed by many people that the 
description of arbiもrarymv剖・iantsubspace M is impossible. In this article， we describe 
M(M) for arbitrary M. If M = H2(Dn) then M(M) = H∞(Dn). We give a necessary 
and sufficient condition for M (M)口 H∞(Dn).If M is of finite codimension in H2(Dn) 
then M(M) = H∞(Dn) and the common zero制 Z(M)of M is of finite points. We 
show M(M)口 H∞(Dn)when M satisfies some condition on Z (M). When h is a nonzero 
function in H2(Dn)， Mh denotes叩 invariantsubspace generated by h. If h is an outer 
function， then M(Mh) = H∞(Dn). We give two necessary and su缶cientconditions for 
M(Mh) = H∞(Dn). Moreover a good su罰cle凶 conditionis given. 
This is a survey article on the a 凶hor's three papers [4]，[必訓i担担問5司]and [6] and c∞on 七泊凶a司m

some new r詑es陀ul抗t.

SO. Inもroduction

Dnはcnのopenunit polydisk， Tnはその distingwshedboundary of Dnかっ m
はTn上の normalizedLebegue measureを示す。 lS;pS;∞に対して、 HP(Dn)口 HP(Tn)
はそれぞれ DnとTn上の Hardyspaceを示すが、同一視されている。 LP(Tn)はTn上
のLebesguespaceを示すが、このとき HP(Tn)はLP(Tn)のclosedsubspaceとなる。
M が H2(Dn)のinvariantsubsp叫 eとは、 M がH2(Dn)の closedsubspaceか

つ ZjM M (1 S; j壬n)なるものである。ここで勺は鹿標関数である。零でない
h E H2(Dn)に対して、 Mhはhで生成される invariantsubspaceを示す。 qε HP(Dn)
が innerfunctionとは Tn上で m-α.e.絶対値 1となるものであり、 hE HP(Dn)が
outer functionとは

ふlogIhlル
となるものである。
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主翠 (Beurling， 1949) n口 lとする。 M がH2(D)の零でない invariantsub-
spaceである必要十分条件は M 口 qH2(D)となる innerfunction qが存在することであ
る。また hE H2(D)がouterfunctionである必要十分条件は Mh= H2(D)となること
である。

n:f:1のとき、上の定理は成立しなく、また invariantsubspaceを一般に描くこ
とは不可能であると多くの人に信じられている。それで‘、より描くのにやさしく思われる
その mu1tiplierの集合を研究する。
H2(D)の零でない invariantsubspace Mに対して、

M(M) = {ゆEL∞(Tn);ゆMc H2(Dn)} 

とおき、ん1(M)をM のmu1tiplierの集合と呼ぶ。 Beurlingの定理により、 η=1のと
きM とん1(M)は一対ーに対応する。 n:f:1のとき一対ーとならないことを見るのはや
さしし、

l問題IM(M) = H∞(Dn)となる M を決定せよoM(Mh) = H∞(Dπ)となる
hを決定ま;

上の問題は n= 1のときには、 Beur1ingの定理により、 M = H2(D)とhは
outer functionとして解決されている。この小論では N=2のときにのみ考える。得ら
れる多くの結果は n>2に対しでも正しい。

31. M(M) = MX 

!I.P = {f E LP(T2) ; f(.e，n) = 0 if .e < 0 or .n < O}となる。 Hf= {f E 
LP(T2) ; f(.e， n) = 0 i! .e < O}かつ H'fu= {f E LP (T2) ; f (.e， n) = 0 if n < O}とする。
J{o = {f E LP(T2) ; f(.e， n)口 Oif.e三oand n ~ O}とする。このとき HPコ HZnHZ 
かっ lzH3十切H'fu]p口 KZである。[. ]p はLP(T2)での closureを示す。 H2の零でない
invariant subspaceに対して

M
 
一Z
∞

U
叩
ハハM
 
}ω
 ∞

U
日

X
 M
 

とする。このとき MXはM とH2の関の invariantsubspaceとなる。 innerfunction 
qに対して M 口 qH2ならば MX=Mとなる。 M ロ {fE H2 ; )(0，0)口 O}ならば
MX =H2となる。また M(M)= M(MX)。もっと一般に、 innerfunction {qj }i=lに対
して、 M= nj=lqjH2ならば MX口 M となることを示すことができる。

医mllM を零でない H2(f) invari叩村山paceとする。
(1) MX = Q z H; n Q山H3。ここで QzE H;かっ Q山巴 H3は unimod吐ar

functionである。 MX H2宇=>Qz口 Q山 =1 α.e.。
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(2) M(M) 口 QzH~ n Q山Hrここで QzとQ却は (1)のunimodularfunction 
である。 M(M)= H∞ゃな?[Qz(zH;) + Qw(ωH~Jh 口 IQ。

Qz(zH;) c zH; :かっ Qw(ωH~)Ç ωHL であり、 [zHJ 十 ωH~h 口 If; となるこ
とに注意せよ。定理1より MXとM(M)は1対Iであろうか?残念ながら、そうはな
らないことが 33で示される。

32. Slice map 

(α，s)ε万すのとき、 fεH2(D2)に対して

(争αβ1)(入)口f(α入J入) (入 ED) 

と定義する。 φ臼β は slicemapと呼ばれ、 polydisk上の関数論の研究において重要で、
H2(D2)をBergman空間 L~(D) へ移すことが知られている。このとき kerφ。β は H2(D2)
のinvariantsubspaceとなる。

f εHP(D2)に対して、 logIflのleastn占armonicmajorantを u(1ogIfl)で示
すとき、 T2上の非負 singularmeasureが存在して u(logIfl)(() = P((log Ifホ|十dσf)と
書ける。ここで fはfのradiallimi tを示し、 RはPoisson積分である。 H2(D2)の
invariant subspace M に対して、

Z(M) = {(ε D2 ; f(() = 0 forfεM}， 
Zδ(M)ロ inf{-dσf;fEM，fチO}

とする。んを real2-dimensional H担lsdorffmeasureとする。 DouglaかYan[2]は、もし
h2(Z(M)) = 0かっゐ(M)= 0ならば M(M)口 H∞(D2)を示した。しかし、もし
(α，s) -1-(0，0)ならば Zθ(kerφω)=0であるがん(Z(ker争ω))> 0である。

度目 (α，s) E D2とする。
(1) M(ker争臼β)=H∞(D2)となる必要十分条件は 0:::;斗 :::;1、(α?のεγ?と

なることである。
(2) M が ker丸cMc H2(D2)となる invariantsubspaceならば M(M)= 

# 
H∞(D2)。
(3) M を Z(M)= Z(ker丸β)かっゐ(M)= 0となる lnvana凶 subspaceとす

るとき、 M(M)口 H∞(D2) となる必要十分条件は 0三斗ざし (α，s)εrT2 となるこ
とである。

33. Outer function 

mzとm叫をそれぞれT= TzとTコ T山上の normalizedLebesgue measureとす

ると、 m= mzxm切かつT2-に×九。 hがz-outerfor E c Tw eはjTXElog|h|dm
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ん(1吋Th州 )dmwを、 h がω砂ω……m叫叩叩01∞u叫1品t胎附削e町rf，叫 C Tz とlはまJEXT矧榊Z
fんμμE(♂(1吋Thdηm1叫川川~w川q世叩w l)μdmη~z を満足するときをいう。 hε HP(T2 ) f 間ハて不等式はつねに成
立する。 hがかouterfor E = T，切のときかouもer，w幽outerfor E口にのとき w-outerと
呼ぶ。

h(z，切)口ω-g(z)， 9 E H∞(乙)， IIgl1∞三 1かっ E口{(E Tz ; Jg(()J口1}のと
き、 hはz-outerかつ w-o叫erfor E C Tz 0 故高橋氏は、この場合にん1(Mh)= H∞(T2) 
となる必要十分条件は I_log(1-JgJ)dmz =ー∞であることを私に指摘しました。泉池

J T 

氏 [3]は hが outerならば M(Mh)コ H∞(T2)を示した。同様にして、もっと一般に h
が z-outerかっ切-outerならばんt(Mh)コ H∞(T

2
)となる。次の定理の (3)はz-outerな

らば必ずしも w-outerでなくてもん1(Mh)= H∞(T2)となることを示している。またこ
のとき (Mh)XヂH2(T2)なのでMXとM(MX)は1対1でない。定理の (2)と関係して
、[hKoh= 1(J ならば [h1(~h ロ If; となることを知ることは興味ある。

医m31h E H∞(T2)かつゆ0とする。
(1) λイ(Mh)口 H∞(T

2
)である必要十分条件は fJ同三 JgJ α.e. on T2かっ

9 E H2(T2)ならば JhJ三JgJon n2 Jとなること。
(2) M(Mh)口H∞(T2)となる必要十分条件は [h1(g:'hコ KJ。
(3) hがz-outerかつ ω即outerfor E with mz(E) > 0ならばM(Mh)= H∞(T2)。
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