
Title リーマン面に関連する位相幾何学 予稿集

Author(s) 河澄, 響矢

Description 1996年10月28日〜11月1日 於：北海道大学理学部数学教室

Citation Hokkaido University technical report series in mathematics, 47, 1

Issue Date 1996-01-01

DOI https://doi.org/10.14943/745

Doc URL https://hdl.handle.net/2115/783

Type departmental bulletin paper

File Information 47.pdf

Hokkaido University Collection of Scholarly and Academic Papers : HUSCAP



リーマン聞に関連する位棺幾何学

199 6年 10丹28Srvll月1日

於:北海道大学理学部数学教室

予稿集

Series #47. October， 1996 



HOKKAIDO UN1VERSITY 

TECHNICAL REPORT SERIES IN MATHEMATICS 

H 15: R. Agemi (Ed.)，第 14田偏微分方穂式論札幌シンポジウム予稿集， 55 pages. 1989. 

H 16: K. Konno， M.-H. Saito and S. Usui (Eds.)， Proceeclillgs of the Meeting allcl the WOl・kshop"Algebraic: 

Geometry 1泊ld註odgeTheory" Vol. 1， 258 pages. 1990. 

H 17: K. Konno， M.-H. Sai七0 出 clS. Usui (Ecls.)， Proceeclillgs 01' the Meetillg alld the workshop "Algebraic 

Geometry and Hodge Theory" Vol. II， 235 pages. 1990. 

H 18: A. Arai (Ed.)， 1989年度談話会アブストラクト集 ColloquiumLectures， 72 pages. 1990. 

H 19: H. Suzuki (Ecl.)，複棄多様体のトポロジー Topology01' Complex Mani1'olcls， 133 pages. 1990. 

~ 20: R. Agemi (Ed.)，第 15田嬬微分方穂式論札焼シンポジウム予稿集， 65 pages. 1991. 

~ 21: Y. Giga， Y. Watatani (Eds.)， 1990年度談話会アブストラクト集 ColloquiumLectures， 105 p明es.1991. 

~ 22: R. Agemi (Ecl.)，第 16回偏微分方程式論札幌シンポジウム予稿集， 50 pages. 1991. 

~ 23: Y. Giga， Y. Watatani (Eds.)， 1991年度談話会・特別講演アブストラク Colloquium Lectures， 89 pages. 

1992. 

~ 24: K. Kubota (Ecl.)，第17田偏微分方程式論札幌シンポジウム予稿集， 29 pages. 1992. 

H 25: K. Takasaki，“非線型可積分系の数理"1992.9.28"'10.2北海道大学での集中講義 講義錬， 52 pages. 1993. 

U 26: T. Nakazi (Ecl.)，第1回関数空間セミナー報告集， 93 pages. 1993. 

U 27: K. Kubo七a(Ecl.)，第四回偏微分方税式論札幌シンポジウム予稿集， 40 pages. 1993. 

U 28: T. Hibi (Ecl.)， 1992年度談話会・特別講演アブストラクト集 ColloquiulllLec:tures， 108 pages. 1993. 

~ 29: 1. Saw;出 hima，T. Nakazi (Ecls.)，第2田関数空間セミナー報告集， 79 pages. 1994. 

~ 30: Y. Giga， Y.-G. Chen，動く曲面を追し、かけて，講義録， 62 pages. 1994. 

U 31: K. Kubota (Ecl.)，第羽田偏微分方程式論札幌シンポジウム予稿集， .33 pages. 1994. 

~ 32: T. Ozawa (Ecl.)， 1993年度談話会・特別講演アブストラクト集ColloquiumLectm・es，113 pag田. 1994 

~ 33: Y. Okabe (Ed.)， The Firs七SapporoSymposium on Complex Systems， 24 pages. 1994. 

H 34: A. Arai， Infil1i七eDimensiol1al Al1alysis on an Exterior BUl1clle al1d Supersymmetric Quantum Fielcl Theory， 

10 pages. 1994. 

~ 35: S. Miyajima， T. Nakazi (Ecls.)，第3間関数空間セミナー報告集， 104 pages. 1995. 

U 36: N. Kawazumi (Ed.)，リーマン面に関連する位相幾何学， 63 pag田. 1995. 

~ 37: 1. Tsucla (Ecl.)， The Second & Third Sapporo Symposium on Complex Systems， 190 pages. 1995. 

~ 38: M. Sai七o(Ed.)， 1994年度談話会・特別講演アブストラクト集 ColloquiumLectures， 100 pages. 1995. 

n 39: S. Izumiya (Ed.)，接触幾何学と関連分野研究集会報告集， 186 pages. 1995. 

~ 40: 註.Komatsu， A. Kishimoto (Eds.)，作用素論・作用葉環論研究集会予稿集， 61 pages. 1995. 

~ 41: K. Okubo， T. Nakazi (Eds.)，第4回関数空間セミナ一報告集， 103 pages. 1996. 

U 42: R. Agemi (Ed.)，第20酉偏微分方程式論札幌シンポジウム予稿集， 47 pages. 1996. 

U 43: R. Agemi， Y. Giga and T. Ozawa(Ecls.)， Nonlinear Waves，Pr・oc:eeclillgsof the Fourth MS.J 11ltel1lationaJ 

R田earch1ns七i七uteVol 1， 269 pages. 1996. 

U 44: R. Agellせ， Y. Giga ancl T. Ozawa(Ecls.)， Nonlil1ear Waves，Proceeclings of the Fourth MS.J Illtel1l凶ional

Research 1ns七itu七eVol U， 270 pa忍田.1996. 

U 45: G. Ishikawa (Ed.)， 1995年度談話会・特別講演アブストラクト集 ColloquiumLectures， 98 pages. 1996. 

U 46: R. Agemi (Ecl.)，第21回偏微分方程式論札幌シンポジウム予稿集， 34 pages. 1996. 



リーマン商に関連する位相幾何学

1 996年10月28日"-'1 1月 1日

於:北海道大学理学部数学教室

予稿集



はじめに

この予稿集は、平成8年度科学研究費基盤研究Ar位相幾何学の総合的研究J(課題番号:08304006、
代表者:森田茂之先生(東大数理))の補助により 1996年10丹28日から 11丹 1日まで
北海道大学理学部数学教室で行われる研究集会「リーマン面に関連する位棺幾何学jに際し、予め

各講演者からあつめた原稿をそのまま印捕したものである。

その目的は、参加者が講演への理解を深め、より活発な研究討論を行う一助とするとともに、記録

として残すことによって後々の研究に役立てることにある。

この研究集会の開催は、森田先生はじめ多くの方々のご理解ご協力、さらに北海道大学理学部数学

教室各位のご支援の上に成り立っていることを付記させていただく。

199 6年10月

i可澄響矢(北大理)



目次

(配列は講演者の氏名の50音順による。)

市JlI尚志(佐賀大理工)
Automorphic forms on七hemoduli of Riemann surfaces. 

2 

植村毅(北大理)
3重単純ワイエルシュトラス被覆について.

8 

向井孝行

種数2曲菌群の SU(2)ω表現を具体的に求める(Guruprasad氏からの質問への解答)
17 

神山靖彦(琉球大理)
等辺多角形のトポロジ}

22 

志甫i享(東大数現)
Tange凶ialMapとlogscheme 

28 

田辺正晴(東工大理)

Holomorphic maps of Riemann surfaces 
38 

戸田正智(東大数理)

Diffeomorphism type of goodもorus五brationwi也七winsingular fibers. 
42 

中西敏浩， Marjatta N五五時nen.(静関大理)
Wei1♂etersson紅白ofthe moduli space ofもoruswith one branch point. 

44 

森下昌紀(金沢大理)

On certain non-congruence subgroups of the Teichmuller modular group of genusもwo
obtained from the Jones representation 

54 



Automorphic forms on the moduli of Riemann surfaces 

佐賀大学理工学部数学科市川尚志 (ichikawa@ms.saga-u.ac.jp)

1 996年10月29日

1. Moduli of Riemann surfaces 

種数gの Riemann酉の moduli空間は complexorbifoldとして

Teichmuller空間九/写像類群争g

と表されるが，羽umfordの結果により自然な，すなわち

ん九(S)= {S上の種数gの代数曲線の S叩向型類} (S: scheme) 

となるような Z上の (algebraics七ackとしての)model λ九を持つ.ここではん九上の
line bundleの sectionをTeichmullermodular form (略して TMF)と呼ぴ，その
性質と応、用について Riemanntheta関数から導かれる具体例をあげながら述べる.
λI/.g上の linebundleについて c.!!+ルtgをuniversalcurveとし，

入 def 八gれ (!lC/M
g
) : Hodge bundle on Mg 

とするとき次が知られている[耳，M2] 

{Mg上の linebundlesの同型類}口入Z (if 9三3)，

Kod必ra-Spencer Mumford 
八;:sg-;:snMg 空八3g-3h(OC/Mg) 宮入ω (if9三2)，

(g = 2のときは入18110rさ()M
g
(後述)) . 

2. Arithmetic Schottky uniformization 

まず TMFを調べるのに有効な Schoもtkyuniformizationの数論化について述べる.
Schottky群rc PGL2(C)によりその不連続領域ccu{∞}を割って得られる Riemann
萌を， rで Schottky一意化された代数曲線といい Xrで表す.代数曲線の Schottky
uniformizationをlocalcomplete ring上で行った[Ml]の方法を nonlocalな場合に拡張
することにより次が示される.

q
L
 



定理1.

(1) X土1，...，X土g，Y1，.・・，Ygを変数とするとき，環

A 智 ZIX土1，… ， X土g ， II~γI [[Y1' ...， Yg]] 
L i:/:j O.V~山JJ

上の安定代数曲線 Cで次を溝たすものが存寂する.

• C は A[1/(Y1・・・Yg)]上 smoo出で，CIYl=・・=Yg=Oは Z[X土1，.・.，X勾]上の射影藍
線の Xk，X-k (k =コ1，…，g)を同一視したもの.

@α向iラ=1α内j となる α土制1γ..吋?α土幻g巴C と十分小さいs1，γい.，り叶.

/αkα一k¥{10¥{αk 一k¥-1 
γk = ¥ iN -iN ) ¥ O sk ) ¥ -; -iN ) mod(CX) 

とするとき， CIX:l:k山土k，Yk=βk= X{γ1ドイg)・

(2) Cの乗法的居期積分が Aの元として表される.すなわち

Jac(Clx土k叫帥仇zβk)思 (CX)g/((Pijlx:I:k=白土k仇出品h百三g).

を満たす Aの元

民ィ=ii:;::ili二二二;;÷ (ifiヂj)
'J l Yi十・・・ (if i = j) 

(i，j = 1，…，g) 

が存在する.

(3) X-k口一九 (k= 1，…，g)と特殊化すると，Cは趨楕円曲線になる.
さらに定理lの一般化として任意の退化代数曲線の数論的変形が(例えばもoもallydegenerate 
な場合 Z[[q1，…，Q3g-3]](if 9三2)上の安定代数曲線として)構成される(cf.[Ih-N]). 

3. Teichmuller modular forms 

整数 9~ 2， hとZ-a1gebraRに対し

zb，h(R) 45 HO(JMg，入俳 0zR) TMFs/ R of degree 9 and weight h. 

Torelli mapγ(curve ~ Jacobian)による51き庚しいによって， Siege1 modular form 
から自然に TMFが得られる(ァ*は 9= 2，3のときのみ単射).また gど3のとき

九，h(Z)
ρし
w
p
i
w
 
凶

c
a
 T九九}ト，九バ(C)ド:五n凶it旬edimensiona1 G仰e侮刊句

{ ~加凶凶ω…01ωωω10m凶om叩m印O叫加ωO∞n 九
with automorphy condition of weight h for争g

-3-



TMFの僻 9次 Siegel上半空間上の正則関数

九(Z) = II 2::回p(2π日 r~(…)zt(…)+ (…ybl) 
α， bE {O， lj2}9 1同 Z9 、 L“ J ノ

4αtb: even 

the product ofもhetaconstants with even characteristic 

に対し[Ig，F心]より (02)2，Og (gど3)はSiegelmodular form/Z，従って TMF/おとな

るが，(02)六帰依3)もTMF/Cになることが知られている[T]
定理1のG/Aより導かれる群準向型 (λ;(gの既約性[D-M]より単射)

κ:恥 (R)→ A [1/ (Y1・・ .Yg)] @Z R 

は，R上の Siegelmodular form ψに対し F(ψ)E R[%:l:1 (iチj)][[q11，…， qgg]]をその
数論的 Fourier展開[F-C]とするとき

κ(7*(ψ)) = F(ψ)1判口Pij

を満たす.従って特に

V口 oon the Jacobian locus かな? F(ψ)1ωj=Pij = 0 
ψ ぺ

となる(cf.[1]).さらに κとMgの(安定代数曲線の moduliとしての)compact化[D-M]
を用いて TMFを調べることにより次が示される.

主主3..(cf. [12， 3， 5]). 
(1) 

r..r f _228 (if 9 = 3) 
lV
g l 229-1(2g-1) (if 9口 2or 9三4)

とするとき，(02/N2)六必死 (g日)は Z上の TMFとなりしかも primitive(i.e 
"1-0 mod(p) for any prime p).また g口 2，3のとき

Syffi1九 (n仇)ヨ (1， g) ー f.g 仇(n~IM)

(g口 2なら lS0・，9 口 3なら hyperellipticlocusの外で iso.)が導く morphism

入0(g+1)
Mumford 

八3g-3Symm27r * (nc / M g)→八勾-3π岬 fMg) 空 入③13

はそれぞれ土(OdN抗土州市をかけることによって得られる

-4-



( 2 ) 

T;(Z).~ EB 1い(Z)ifg>2 EB九ム(Z)
heZ h三0

は有限生成 Z-algぬm で，特に 9= 2，3のときそれぞれ (()2/N2t2，兵高と次数gの

Siegel modular form/Zによって生成される.

4. Soliton equation 

種数gのRiemann面の鹿期行列。に対し

。(ü) ぎ玄叫何日r~nntn 十 ntül) : Riemann theta function 
neZg 、 ι“ .J/

とするとき， [Kr]により Riemann面の微分形式の Laure凶展開係数から定まる g次元ベ
クトル弓，r2，rらと数 Cに対して

~2 

u(X， y， t) 8X2 log ()(叫+め十時十u)十c(臼 Cg)

はKP方程式
3δ2U δ/δu 8u 1δ3U¥ 
mω -ー-制抑制 E ω側側側叩 ーー-一、."ωωωωω ーー 欄叩鵬叩抑制欄叩 董 ・
4δy2 δX ¥ 8t --8x 4 8X3 } 

を満たすことが知られている (Riemann簡が超楕円的でr2= oならばu(X，t)はKdV方
程式 。u _ 8u 183u 

一一.一一一一 一
θt --8x 4θX3 

の解になる). Rimann面が退化したとき u(X，y， t)はg-so批on解

。21__ 11， '" J TT (Xi - Xj)(X_i - X_j) 
ぉ log11 + L ~ II l-， 0

7正
IC{l....，g}し，jeI;iくj(Xi - X_j)(X_i…Xj) 

×日切川p(-L (今一二~ ) tn ) ~ I 
ieI ¥ 1くnく3\山2 山-~ / I J I 

(ただし t1口町 t2口仏t3口t)を与える[M3].また[K削N-T-Y]等により u(X，y，t)は点付
きRiemann酉の moduli空関上の TMFと見なすことができる.
定理1のuniversalperiod (及びuniversal1-form)より得られる u(X，y， t)の普遍巾
級数表示は， KP， KdV方程式の解としての soliton解の一つの変形を与える.またその変
形 parameterにp進体の元を代入することにより次が示される.

主主立(cf.[14]). p進体上の splittingreductionをもっ代数曲線(Mumfordcurve)の
p進 theta関数は KP，KdV方程式(より一般に KP，KdV階層)の解を導く.

-5-
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TANGENTIAL 1¥在APと LOGSCHEME 

東京大学数理科学研究科宏、甫淳

1.序

本稿では?基本群のtangentialbase point，あるいは基本群関の tangentialmapと
言われるものがlogschemeという schemeを一般化したものを用いてformulateでき
ることを述べる.

本文の構成は以下の通りである.まず， Section 2では tangentialbase point及び
ta碍 entialmapについて復習し，次に Section3でlogstructureについての基本事項
を述べる.そしてSection4でlogschemeを用いたtangentialmap の定義を述べたし、
と思う.

最後に?本稿を書く機会を与えて下さった松本民先生及び河澄響矢先生，そして温
かく指導して下さった斎藤毅先生に深く感謝の意を捧げたいと思います.なお，筆
者は日本学術振興会の特別研究員 (DC)として，援助を受けています.

2. TANGENTIAL BASE POINTと TANGENTIALMAP 

このSectionでは基本群のtangentialbase point及びtangentialm却について大体
の感じを述べる.

Xを複素多様体，DCXを単純正規交叉露子とする.即ち，DヱロI:iξIDi (ここでI
は有限な添字集合)で，各DiはXの余次元1の複素多様体で，i=l=jなる i，jE 1に対し，
DiとDjはtransversalに交わっているとする.U:=X-Dとおく.基点xEUを決め
ると Uの基本群町(U，x)が定義されるわけであるが，tangentialbase pointとは，Dの
ある点に「限りなく近い所」に基点をとるという話である.異体的には次の様に考え
る.JCIをある部分集合とし， DJ:口 njEJDj， D'.J:= Ui~J(DinDJ) ， D~:= DJ D'.J 
とおく.そして NJをDJのX内での normalbundleとする.各jE Jに対して DJ
のDj内での normalbundleは自然に NJの関子になっているが，それらの jE Jに
関する和集合を EJとおく.自然な射影p:NJ…→ DJに対し N:':= EJ U p-l(D'.J)， 
NJ:= NJ N:'とおく.するとpの制限Po:N3-→ D~は D~上の (CX)目 (I-J)ゐundle
となっている以上の準備のもとに、 tE NJをひとつとる.この時，tを基点にとれる
というのである.つまり，tを決めるということはd:= pO(t)を始点とする無限小の矢
印を決めることであり，この矢印の方向にある dに F充分近い点JxEUを基点とす
る基本群を考えた場合?それは Zのとり方を変えても canonicalに向型がある.従って
tを基点とする基本群町(U，t)を町(U，t) :=町(U，x)(x は上の様な点)と定義すると，
これはwell-de五nedである.このような基点tのことをtangentialbase pointという.
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次に tange凶ialmapについて述べる.X，Dを上の通りとする.JcIに対して，
D~ ， NJを上の様に定義する.そして S :D3→ N3をpOのsectionとする.すると，s 
は D~CXを U内へと f無限小にずらすずらし方」を定めている. Mapfs: DJー→ U
を「このずらし方に充分近い様なmapJとする.基点dε D~を決めると，基本群の写
像fs:町 (D~ ，d)一→町(U，fs( d)) を得る • fsが isの定めるずらし方に充分近いjと
き，これはんのとり方によらず well-de:fined な基本群の写像作l(D~ ，d)…吋町(U，s(d)) 
を定める.(但し，s(d)はtangentialbase point.)これをtangentialmapという.尚?
簡単のため基点dをdED~ととったが?吏に適当な状況のもとで， D~の方の基点も
tangential base pointをとることができる.
通常の基本群に関してはこれでいいのだが，XやDがある体kc <C，上のsmoothな
代数多様体で基本群として代数的基本群ザgを考える場合は，上の方法では問題があ
る.つまり，代数多様体に対して問題を考えた場合， i充分近い点Jに基点をとって
基本群を考えることはできないし?また isの定めるずらし方に充分近い様なmapJ
も定義できない.つまり， mapfs : D~ → Uという map も，代数的な射として存在
しないことが多いのである.
しかしながら， tangential base pointあるいはtangentialmapは，代数的基本群に
対しでも定義する事が出来るのである.以下， scheme Sに対して，S上五niteetaleな
schemeの成す圏をFet(S)と書く.Grothendieckの考えによれば，basepointという
のは長berfunctor 

(2.1) Fet(S)→ (Finite Sets) 

のことであり，また，ニつのschemeS，S'に対してfunctorの可換図式

(2.2) 

、tsJCυ Hi
i
i
ψ
 

e
 

Pι 

(Finite Sets)口口口 (FiniteSets) 

(ここで縦の矢印は五berfunctor)があれば?基本群の射ザg(S，*)ーザg(Sい)(ここ
で*は適当なbasepoint.)が出来るので、あった.従って，tE NJに対して(2.1)のような
functorを与える方法を定義してやればtangentialbase pointが定義され，またsection
s:D3-→NJと適当な基点dに対して (2.2)のような functorの図式を与える方法
を定義してやれば上のんのような射が存在しなくても tangentialmap7rtg(D~ ， d)→ 
π戸(U，s(d))が定義されるのである.
このような考えに基づいて， P. Deligneによりもangentialbase pointが定義された.
彼の論文[D1]においてはdimX= 1の時のみ詳しく述べられているが，実際彼の方法
は上の状況のもとでも同様にできる.彼はこれを用いて，多重logtorsorというものが?
基本群から自然に定まるあるfundamentaltorsorのsubquotientとして表されるとい
うことを示した.また，伊原先生は， Puiseux sectionsというものを用いてもangential
mapを定義し，これを用いて?さまざまな(moduliとして現れる〉代数多様体の代
数的基本群へのガ口ア群の作用を記述された.(例えば[I-M].)
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さて?本稿では logschemeという schemeを一般化したものを用いて tangential
base point及びt組 gentialmapを定義する方法について述べる.アイデアとしては
Deligneによるものとほぼ同じであるが， (DeligneあるL、は Puiseuxsectionsと比較
したときの〉この方法の利点としてはヲ次が挙げられると思う.

(1) Deligneの考えによると，基本群の理論はmotivicなものであり，従ってdeRham
基本群，ある~，はクリスタル基本群というものに対しでも tangentialbase point 
あるいは tangentialmapが定義されて欲しいわけであるが， log schemeによ
る方法だと?これら全ての基本群に対して同様の方法でそれらが定義される.
却ち，ぬngentialbase point， tangential mapというもの自体がmotivicであろ
うということがわかる.また，各基本群関の compatibilityの証明も容易であ
る. くなお，クリスタル基本群に対する， log schemeを用いたtangentialbase 
pointの定義は[8]に書いている.)
(2)実際に射j8:DJ →Uが構成されるというわけではないが?それに近い状況
にあることがわかる.つまり，基本群聞のtangentialmapは?ある「射Jから
induceされるものであるということがわかる.

3. LOG 8TRUCTURES 

この 8ectionでは，本稿で用いられる logstrucもureに関する基本事項を述べる.な
お，紙面の関係もあり?ここで充分に述べることは到成不可能なので，くわしく知りた
い方は[K札[Kk]，[Kk2]， [Kk3]， [F-Kk]， [Kk-N]等を参照して欲しい.
まずlogstructureを定義しよう.なお?以下monoidとは?単位元をもった可換半
群のことを指すものとする.

De長nition3.1 ([Kk]). Xをscheme又はanalyticspaceとする.X上のlogstructure 
とは， X上の monoid の膳 Mと monoid の射α :M-→ Oxの組 (M， α) で， α-l(O~J
がαを通じて O~ と同型になるもののこと但し， Oxは Xの構造層で，乗法により
monoidとみる.また， scheme (resp. analytic space) Xとその上のlogstructure( M，α) 
の組 (X，M，α)のことをlogscheme (resp. log analytic space)という.通常はαを省
略してう単に (X，M)でlogschemeあるいはlog出品lyticspaceを表すことが多い.ま
た，Xをscheme又は analyticspaceとする時，(X， O~ ， O~ <-→ Ox)により X自身を
log scheme又はloganalytic spaceと見なす.従って， log scheme或いはloganalytic 
spaceは通常のscheme或いはanalyticspaceの一般化になっている.

次にラ logstructureの引き民しを定義する.

Definition 3.2 ([Kk]). j: Y -→Xをscheme聞の射，(M，α}をX上のlogstructure 
とする.sを合成

1 ~ A" f-1 (臼) r-l j-J.M J_→ j-J.Ox一→ Oy

とおく.この時，Yへの (M，α)の引き戻し (f*M，f*α)を

f*M:= j-
1
M EDβ-1{05)CF， 
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j*α:= s ffiβI r.l-l({山 idlo~戸、-y'

で定義する.但し， ffiは monoid の麗の圏における push-out とする • (J*M，j*α)はY
上のlogstructureを定める.Analytic spaceに対しでも同様にlogstructureの引き戻
しを定義する.

いくつか例を挙げよう.

Example 3.3. kを体とし，xをk上の smoo出な代数多様体又は複素多様体とする.
更にDCXをX内の単純正規交文密予とする.この時，DにassociateしたXのlog
structure( M D，αD)を

αD:MD:ロ ム(Od)n Ox '-+ Ox 
で定義する.但し，ここでU:ロ X Dで，またj:U 円 Xとした.
今，ti (1 ::; i ::; n)をXの局所座標系で，Dの定義方程式がt1t2・・・tm= 0である
とする (m::;n).すると，局所的には， MD=すす・・・1203二NEDmX o.iとなって
いる.

Example 3.4.よの例において，D = LiE1Diとおく.また，Jc 1とし，DJを前の
Sectionと同様に定義する.t: DJ '-+ Xとおくと，DJ上の logstructure( t* MD， t*α) 
が定義される.
局所的に (t*MD，t*α)がどのように表されるかを見てみよう.ti (1 ~ i < n)をX
の局所座標系で， Dの定義方程式がたち・ •.tm = 0であるとする (m::;n).吏にDJ
の定義方程式をt1= t2 =・・・ =tr = 0とする (r::; m) .すると，上の例と引き戻し
の定義から， flldD二NED1・XODJで，またfα:t*MD →ODJはこの時型を使って

t*a((ei' 1)) = 0 (1::; i::; m) 
fα((ei， 1))口元 (m<i::;r)
fα((0， x)) =x 

と表される.但し，ここで ei:= (0，0，…，1， 0， 0，…)巴 NEDrで，また乙はむの ODJにお

ける像である.
特に 1=Jの時を考えてみると r mなので，

t*α((x，y)) = y if xロ O
= 0 otherwise 

となる.

Remark 3.5.以下logschemeあるいはloganalytic spaceに対して，しばしばおいfine
and saturated)というある条件を課することがある.Fineあるいはsaturatedの定義
は省略するが(例えば[Kf]， [Kk均等を参照)，上の併に現れるものはおになっている.

さて，次に loganalytic spaceに対して，その associatedtopological spaceという
ものを定義する.

T
B
4
 

内ペ

υ
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Definition 3.6 ([Kk-N]). Log analytic space (T， MT，α)を， T:口 SpecC(=一点)，
r(T，MT) :口Ja.>ox Sl，そして

α:民主oX Sl→ C; (川)同町

で定義する.(但し，ここでSl: = {z E C 11 z 1 = 1}である.)さて， fs log analytic 
space(X，M)に対して，その associatedtopological space (X， M)logを，集合

Hom((T，MT)， (X，M)) 

にXおよびSlから定まる適当な位相を入れたものとして定義する.また， log structure 
を忘れることにより得られる射

(X， M)log =宜om((T，MT)， (X， M))→ Hom(T，X) = X 

をγ(X，M)と書く.

この (X，M)logの上に構造層。!?，M)を定義することもできるが，それは省略する

Log analyもlCspaceに対して，その associatedtopological spaceを対JZさせる対応は
functorialである.

Example 3.7.上の例の (X，MD)(但し Xは捜索多様体とする〉 に対して，その
associated topological space( X， M D )logはXにDを中心とする realblow-upを施して
得られる topologicalspaceになる.また，(DJ， {，* MD)log =叫ん)(DJ)となる.特
にI口 Jの時に考えてみると，

ア'(D[，t*MD): (DI， {，* MD)log→ Dr 

の各ファイバーは(Sl)Urと同相になっており，DrのX内での無限小の管状近傍を表
していると考えられる.

Log analytic spaceは，直感的にはこの associatedtopological spaceを表している
と考えてよい.つまり，上の併で (X，MD)はXのDを中心とした realblowぺlpを
表しているのであり，また，例えば(Dr，(，* MD)はDrのX内での無限小の管状近傍
を表していると考えられる.重要なのは一般にはfslog analyもlCspaceのassociated
topological spaceはそれ自体は analyticspaceとは限らないということである.(例
えば上の併において Drが一点になる場合，(Dr， (，* MD)logは Slのいくつかの直積に
なる.)にも関わらず， fs log analytic spaceに対しては(適当な条件の下で〉通常の
analytic spaceと同様の理論が展開できるので，このような空間を，あたかも通常の
analytic spaceのように扱うことが出来るのである.

また， log schemeに対してはassociatedtopological spaceは定義できないが，直感
的には， log analytic spaceの場合の類似を考えればよい.特に，上の記号でいうと，
I D[のX内での無限小の管状近傍J(Dr， (，*MD)が代数的に考えられるということに
なる.
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次に， log analytic spaceまたはlogscheme(X， M)に対して基本群を定義しよう.
ここで、は簡単のため，基点は

(X，M)triv := {x E X I Mx二ユ Oi，x}

の点であるとする.

Definition 3.8. (1) (X， M)をloganalytic spaceとする.また xE (X， M)trivと
する.この時，(X，M)のmを基点とする基本群町((X，M)，x)を

町((X，M)，x):= 7r1((X，M)log，でJ，M)(z))

で定義する.( T{l，M) ( x )が一点であることに注意.)なお，LS(X，M)を(X，M)均

上の集合の局所系のなす圏とし， ωzをT(1，M)(X)への制限により得られる func-
tor LS(X，M)一→ (Sets)とすると，

町 ((X，M)，x)二Aut(ωx)

となる.
(2) (X，M)をlogschemeとする.また Zを(X，M)位ivのgeometricpointとする.
Fet(X，M)を(X，M)上finite，log-etale， of K旧工unertypeなscheme(定義は省
略する〉のなす圏とし， ωzをZへの制限により得られるfunctorFet(X， M)一→
(Sets)とする時，(X， M) の Z を基点とする代数的基本群7r~g((X，M)， x)を

ザg((X，M)， x) :口 Aut(ωx)

で定義する.

なお，次のことが知られている.

Proposition 3.9 ([Kk3]). (X， MD)をExample3.3の通りのloganalytic spaceとす
る.この時 Z 巴(X，MD)trivに対して

町((X，MD)，x)三川(X-D，x) 

が成立つ.また，XヲD，(X，MD)をExample3.3の通りのlogscheme， xを(X，MD)triv 
のgeometricpointとするとき，

ザg((X，MD)，x)二πfg，t(X-D，x) 

が成立つ.但し，右辺のtはDに沿ってtameな代数的基本群を表す.
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4. TANGENTIAL MAPとLOGSCHEME 

この Sectionでは logschemeを用いた tangentialbase point及びもangentialmap 
の定義を述べる.なお?この Sectionでは，kは標数Oの体とする.
通常の基本群の場合と代数的基本群の場合を同時に述べたいのでヲ次のようにNoω
tationを定める.

Notation 4.1. (1)九opをfslog anaJytic spaceのなす圏，νalgをk上のfslog scheme 
のなす鴎とする.
(2) (X， M) εν'top~こ対して， Ctop(X， M) :口 LS(X，M)，また (XヲM)巴νalgに対し
て，Calg(X， M) :口 Fet(X，M)とおく.
(3) *topをSpec<C， *algをgeometricpoi凶とする.
(4) (Sets)topを集合の層， (Sets )algを有限集合のなす臨とする.

さて，以下@をtop，algのいずれかとする.

Definition 4.2. (X， M)， (Y， N) E V.に対して，E((X， M)， (Y， N))を

{f E耳om((X，M)， (Y， N)) 11*: C.(Y， N)一→ C.(X，M)が圏同値}

とおく.そしてW。を，V。をE((X，M)，(Y， N))に属する射((X，M)， (Y， N) E V.)で局
所化しでできる圏とする.

定義より，(X，M)巴凡に対して，w.における射九一→ (X，M)があれば， functor 
C，.(X，M)一→ C，.(*.)二 (Sets).が自然に定まるので，これを基点であると思え，また
(X，M)ヲ(Y，N)εν@に対して，w.における射 (X，M)一→ (Y，N)があれば， funCtor 
C，.(Y，N)ー→ C.(X，M)が自然に定まるので，適当な基点本があるときに基本群の射

汗((X，M)， *)→汗((Y，N)バ)

が定まる事に注意しよう.

いよいよ tangentialbase pointおよびtangentialmapを定義する.Xを複素多様体
(. = topの時)またはk上のsmoothな代数多様体(e= algの時)としヲD:口 LiEIC X 
を単純正規交叉因子とする • U:口 X-Dとおく.J c 1に対してDJ，NJ， D'"， N:" D~， 
NJ，p: NJ一→ DJ，pO:NJ -→ D~を Section 2と向様に定める.この時，次の図式を
考える.

NJムDJら X.

ここで、pはzerosectionによる埋め込みである.すると，上の国式は次の loganalytic 
spaceまたはlogschemeの図式を導くことが容易に checkできる.

(NJ， MN~) ム (DJ， l*MD ) A (X，MD). 

ここで， log structureM?はExample3.3における記号である.この時?次が成り立つ.
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Proposition 4.3. p~ま圏田健

p* : C..(NJ， MNi)→ Ce(DJ， t* MD) 

を導く.即ち，pεE((DJ，t* MD)， (NJ， MNi))である.

この命題は， e エコ topの時は容易.e = algの時はう本質的には Abhyankerの補題に
他ならない.この命題により， Weにおける射

t 0 p-l : (NJ， MNi)ー→ (X，MD)

ができる.これを用いて，次のようにtangentialbase point及びtangentialmapを定
義する.

Definition 4.4. (1) t :九一→ (NJ，MNi)triv 叫 (NJ，MNi)とする.するとW..'こ
おける射

*0 →(NJ，MNi)也二1(X，MD)

ができる.この射により t を基点とする基本群7r~((X，MD)， t)三河(U，t)が定
義される.この基点をtangentialbase pointという.
(2) pを自然な射影がinduceする loganalytic space又はlogschemeの射

(NJ，MNi)→ (DJ，MD，.) 

とする.さて，pのsections: (DJ ， MD~) 一→ (NJ，MN:，)を与えると， W..に
おける射

(DJ， MD~) ニ→ (NJ ， MNí) 笠ゴ (X， MD )

ができる.(DJ ， MD~) の基点九一→ (DJ ， MD~) をきめたときに上の射が定め
る基本群聞のm叩

仔(D~ ， 九)=π;((DJ ， MD~) ， 九)一→イ((X， MD) ， 九)=汗(U， 九)

をtangentialmap と~，う.

この定義をみてもわかるとおり， tangential base poinもあるいはもangentialmapは，
log schemeの立場から見ると，ある代数的な射から induceされている，と見ること
ができるのである.

Remark 4.5.なおうよの例よりも一般のお logschemeに対しでも， tangential base 
pointや tange凶ialmapがformulateできるが，それは省略する.
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Summary. We give a bound on the number of nonconstant holomorphic maps仕oma 
compact Riemann surface of genus > 1. 

1. Introduction 
Let X be a compact Riemann surface of genus 9 (> 1). Related to finiteness of the 
number of holomorphic maps， de Franchis [F]側 ed

Theorem of de Franchis.ρ) Forαfixed compαct Riemαnn surface X of genus > 1， 
the number of nonconstαnt holomorphic mα:ps X→X is finite. 
(2) Thereα陀 onlyfinitely mαny compαct Riemαnn surfiαces Xi of genus > 1 which 
αdmitαnonconstαnt holomorphic mα~p from X. 

Let hi X → X i be a nonconstant holomorphic map (i口 1，2). We say th抗 h1
and h2 are isomorphic if and only if there is a conformal map f : X 1 -→ X2 such that 
f 0 h1 = h2・LetIg (X) be the set of all isomorphic classes of nonconstant holomorphic 
maps into compact Riem叩 nsurfaces of genus 9 > 1，組dlet I(X) = U9>9>1 Ig(X). By 
the theorem of de Franchis， we see that ~I(X) is fi凶te.It is known that there is a bound 
on ~I(X) depending only on g. Kani [K] showed that 

~I(.X) < (g -1)229
2
-
2(229
2
-
1 - 1)・

Here， we will show 

Theorem. 
~I(.X) < (2g)69 xク(2g-l)(g -2). 

2. Preliminaries 
Let X， X be compact Riemann surfaces of genera ιg(> 1). We denote by H1 (X) the 
first homology group with Z-coefficients of X. Any basis for H1(X) (say {χ1，.・・，χ2g})， 
with intersection matrix (that is a matrix whose (k， j)-entry is given by七heintersection 
number χk • χj) ， 

J=(LZ) 
Typeset by AMS幽τEX
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will be called a canonical homology basis， where E is the 9 x 9 identity matrix. 
We denote by H the space of harmonic differentials on X. For a canonical homology ba-
sis {χ1，・・.，χ2ムthereis a unique dual basis {a1，・・・3α2g}(んαk= djk (j， k = 1，. .・み))
of H， where each αk is real. Similarly for X. 
Let h: X → X be a nonconstant holomorphic map. Then h induces a homomorphism 
ん:H1(X)→ H1(X). Let M = (mkj) E M(2g， 2fjj Z)， where h*(定3・)= L:之1m旬以・(
We denote by M (m， nj K) the set of m xηmatrices with K聞coefficie凶s.)We will call M 
the matrix representation of h wi七hrespect to {定1，.・・，支持}and {χ1ぃ・・，χ2g}.We may 
have another interpretation of M. Considering a equality f定jαkoh口ん(定j)αk，we may 
write the pull-back of αk拙

N

仏
J

勾
ヤ
μ
何

αkoh 

Thus， we may consider M as the representation of the pull畑backof harmonic differentials. 
We denote by *吐leconjugation operator， th叫 is，for a 1-form切口 fdx+gdy(z口 Z十iy
is a local coordinate) 

*ω= -gdx十fdy.

We represent * by a 2g x 2g (resp. 2fj x 2fj) real matrix 9 (resp. g) with respect七othe 
basis {α1， . . . ，α2g} (resp. {a1，・・・，a2g})of H (resp. H)， 

(j， k口 1，...，2g)，

(resp. 9 = (fjjk) 

(mp*&K127219川 j).It is easy to see that g2 = -E. Let 

(j， k = 1，・..，2fj))，

9 = (gjk) 

七h抗 is*αk口 2721gjkαj
a 2g x 2g real matrix 

川=(んαj川) (j， k = 1，. . . ，2g). 

Jg (see e.g. [F-K， chapter 

r 

It is well-known that r is symmetric， positive definite， and r 
3]). Similarly for X. 
For an arbitrary 1-form W on X， we have 

*切 oh = *(切 oh). 

For {a1，...， a2g} and {α1ぃ・・?α2g}，considering the matrix representation of the above 
equality， we obtain 

Mt9 =tgM. (1) 

( tg denotes the transposi七ionof g.) Indeed， 

*(αjoh)=*(玄mjkak)口Lmjk*ak= L:::mjk(乞fjlkal)口三;zmj仇 al
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and 
本αj0 h = (玄gkjαk)0 h = Lgkj(玄叫向)口乞玄gkjmk仇

k k k 

Since the equality * (αj 0 h)口 *αj0 h holds， we have (1). 
It is easy to see that the set of all M 巴M(2g，2g; Z) satisむring(1) is a Z-modu1e. We 
denote it by M(Q， Q). 

Lemma 1. Let D E M(Q，Q). Then，ωe have 

(2) DrtDr-1口 DPDJ-1，

In pα付iculαr，when M is the mαtrix 問~presentαtion ofαnonconstαnt holomorphic mαp 

h:X → X of degree d， 

(3) MrtMr斗

Proof. lndeed， 

DrtDr-、干干トいド-一一一→巴町叩白-崎叩白勾嶋.嶋e

S岳IIロ即l犯C閃er口 JQ ご口公tQtリJ.When M is the matrIX representation of a nonconstant holomorphic 
map of degree d， equality M Jt M J-1 = dE holds (see e.g. [Mr2]，何).Thus， we have 
(3). 口

Remαrk. If X and X are conformally equivalent， there exist a matrIX M E M(2g， 2g; Z) 
which satisfies forn叫 a(3) (Torelli's theorem. See e.g. [Mr1].). 

Lemma 2. Let 
D' = JtDJ-1 D， 

where D Eλイ(Q，Q). Then we hαve 

(4) D't9 = tgDヘ
αnd 

(5) D'rtD千-1= D'JtD'J-1. 

Inpαrticulαr， when M'口 JtM J-1 M where M is the matrix representαtion of αnoncon-
stαnt holomorphic mαph:X →X of degree d，ωehαve 

(6) M'rtM'r-1 = dM'. 

Proof. lndeed， 

D'tg = JtDJ-1Dt9口 JtDJ-1tgD 

= JtDgJD = J9tDJD = tgJtDJ-1D口 tgD'.

By the same consideration as in the case that the的 tion(1) holds， we have (5). When 
M'口 JtM J-1 M where M is the matrIX representation of a nonconstant holomorphic 
map of degree d， M Jt M J-1 ~ dE holds and we see (6) holds by easy calcu1ation. 口
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W翻 L-P罫TERSSONAREA OF THE MODULI SPACE OF TORUS 
WITH ONE BRANCH POINT 

MARJATTA NAATANEN AND TOSHIHIRO NAKANISI自

ABSTRACT. We employ L-Iength coordinates to study the Teichmuller space of 
tor出 wi色hone branch point of order ν. Applying 出ere.倒su叫11色旬自for the corresponding 
mo吋du凶i五1S叩pa蹴cew附efind 出&叫t色出heWe必i誌i剛♂Pet勾凶己町E悶s鴎so叩>Da町re帥a.of the moduli s叩pa配ceof も加伽o町r凶

w山

O. Introduc色討iOI羽1. The Teichmuller space T(1， v) ( ν is an integer と2勾)of 古知加o町ru
w叫it也hon問ebra組nchpoint古of order v admits several global c∞o∞o町rd必iznla叫，tE令何ト河s可ys叫tems. For 
example，部臨 Teichmullerspace of pointedもorus，T(1， v) is identified with the 
upper half plane 翻ぉ {z= x + iy : y > O} wi出 preseIitationof出emapping 
class group J¥tfC1，1 in PSL(2， Z). A Fuchsian group r c PSL(2，R) wiもh
signature (1， v) is generated by two hyperbolic transformations A and B wiぬ
ABA-IB悶 1 ellip主ic. Then the traces x = trA， y = trB and z = trAB c組 be
employed as coordin叫es for T(1，バ川"ν吟I
xyz+4仇s討in2(作Wげ/2νけ)sa叫色“出i詰sf命}シyi加ngx叫，y仏，z> 2. 
The objective of也ispaper is to computeぬeWeil-Petersson町eaof出emoduli 
space M(1，ν) = T(1，v)/MC1，1・We缶詰investigateL-leng也coordin叫fトsystems
associated with triangulations of the poi凶ed古orus.L-leng也 coordinatesare USEト
fulin 也iscontext， since an L 一leng也 coordin叫e-sys 七em expresses the Teichm・色Uer
space硝 areal-algebraic surface. Moreover，もhereis' an explicit description of a 
fundamental domain for也eac色ionof the mapping class group MC1，1. Since叩
L-leng出 isa hyperbolic geometric qu組出y，theもransformationformula between 
an L-leng也 cootdinatEトsystemand a. Fenchel-Nielsen coorwnate-system is e叫ab-
lished. We use an expression of the Weil嚇Petersson町eaform in Fenchel-Nielsen 
coordinates derived by Wolpert [11， p. 252] to finally obtain that也e位 eaof M(l，v) 
is (11"2/6)(1 -v-2). 

1. Elementary Formulae. 

1.1. L-lengths. Let組出 {z= x + iy : y > O} be the hyperbolic plane 
equipped with the me訂icds2 = (dx2十dy2)/y2. For a geodesic segment c C翻
wi主hendpoints p and q，附 definethe L-leng抗 L(c)> 0 of c by 

(1.2) L(C)2 + 1 = cosh d(p， q) = nr Rて?12r、+1，
where d(p， q) deno古esthe弘.yp町bolicdistance between p姐 dq. 
Let T be a geodesic triangle. Suppo叩 th叫 Thas vertices labelled α‘b and 
c: the edges opposite these vertices have L-lengths La， Lb and Lc， respectively 
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andぬeinterior angles at the vertices are α，s and γ.T註組曲eangle sum of T 
satisfies 

L3LILi-(Li+Lt+L41-4(Li+Li+L:)-8 
(1. 3) ∞中+FH)z(L3+仰31仰~ + 2) 
S問 [5，(1.5)]. We need the following lemma laterωdescribe出eFenchel樹Nielsen
deformation of a hyperbolic surface. 

1.4. Lemma. Let s E R and 0くαく 1 庁 z= x + iy E阻 issuch that 
x>Oαnd z lies on the ci問leC = {x2-2(∞t a)x+y2出 1}，then u = cωh.d(z， i) 
αnd UIJ = cosh d( eB z， i) satisfy 

(1.5) Us = ucoshs +必て1cosαsinhs. 

Proof. Since x2 + y2 = 2( cotα)x + 1， we have 
Iz -il2 ， 1 __ X∞凶十1

=c邸hd(z，i)=一一一+1=
2Im(z) 

Solving for y and substituting in x2 -2(∞もα)x+ y2= 1 gives by our assumption 
x > 0 that 

Consequently， 

z-daα(cosα(u2-1)+uvu2-1) 

sin2α(U2 -1) + 1 

u+ vu2 -lcosα 
(1.6) yロ

(u2 - 1)血2α十1

Now (1.5) is -obtained from (1.6) and 

(elJx)2 + (eBy -1)2 
uszcoshd(hJ)Z 2内 +1=山一 y ・

2. TeichmuUer space of torus with one branch point. 

2.1. De自nition.Let Fl，l denote an oriented torus wi也onedistinguished point 
p. In出ispaper we shall be concerned with Fuchsian groups with signature (1，ν). 
A Fuchsian group r has signature (1，ν) if the factor surface阻斤 is a色orusand 
出目白lonicalprojection 叶:邸→田jris branched over a single point wi出 order
ν.Am町並ingf. of r is defined部出.eisotopy class of組 orient品ion-preserving
homeomorphism 1: F1，1→阻jrsuch that f(p) is the branch point. The pair 
(r，ム)is called a marked Fuchsian group wi也 signature(1， v). Two marked 
Fuchsian groups (r1! fh) 組 d(r2ヲん)with signature (1， v) 紅eequi叩 lentif 
there is a conformal mapping h:臨/れ→ft1J/九 s叫isfying(hfd. = 12.' The 
Teichmuller space T(l， v) is出eset of equivalence classes [r，刈 ofmarked Fuchsian 
groups wi也 signature(1， v). 
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2.2. L-Iength coordinates for the TeichmuIler space T(1， v)・Let.o. = 
(c}， C2，匂) be a triangulaもionof F1•1 by simple loops Cl，匂 and 匂加問d叫
p. Given a point R. = [r，ム]of T(l， v)， we can choose a homeomorphism f 
representing the isotopy classムrelativeto {p} so th叫 f(cI)，f(C2) 叩 df(匂)
are geodesic loops叩阻/r. Let L17L2 凶 dL3 denote the L-lengths of the 
correspondi;ng geodesic loops. Thus， if the hyperboliC lengths of f(cd，f(C2) and 
f(匂)are ll' l2 and l3， then L~ + 1 =∞ぬli， i = 1，2，3. The mapping 

ぬ:T(l， v)→Rt，ぬ(R.)= (L17 L2， L3) 
is injective and hence these L-length coordinates give a global pa，rametriz抗ion
of the おichmullerspace T(l， v)， see [5， Proposition 2.1]. The geodesic loops 
f(cd， f(匂)and f(C3) decompose lf町rinto two congruent geodesic triangles. 
The sum of interior angles of each tri叩 gleis 7r /v.百ence，by using (1.3) we can 
specify the image of 'l'(1グ)under c.p !:l. In order to偲 pressthis image concisely， 
we introduce another c.Jordin叫e-sys純血:

ψ!:l : T(1， v) → R~，ね(R.) = (x， y， z)， 
where 

(σ2ね3め) x = ゾ(L勾?+件2仰， y 冒イゾ(L母~+刊2仰叩d z=ゾ(碍+刊叫2勾)
Ge叩ome剖t訂凶ricall担1匂ythis mea紐z忍郡1隠s色ぬh叫

(2.4) x = cosh(h/2)， y = cosh(l2/2) and z認 C田h(13/2).
There exists a unique totally geodesic Bimple loop 11 on. IHl/r freely h叩 lotopic
to f ( Cl)' (N ote that this fact is proper知山ecase of signature (1， v).) Let l(11) 
denoteぬel叩酔hofγ1 組 dset t1田 2coぬ(l(11)/2).Similarly we define t2 叩 d
t3 • Then， by [2， Theorem 7.17.1. (ii)]岡山o伊， Le.四 la4.4].)

問 sa53tzu寸 γ=五tz
We haveぬereforethat x， y， z > oi;苔・ Substitu世ng(2.3) in (1.3) gives t弘前 the
imag沼山(T(1，v)) in R~ 間 {(x， y， z):x，y，z > O} is expressed by 

π 
(2.6) 2sin(ー )xyz-x

2 _ y2 
_ 
z2十1需 O.

2ν 

Each ray in Rt emanating from theぽ iginmeets也.elocus of (2.6) twice and the 
locus of (2.6) h儲蜘ocomponen加inRt. The equation 2 si吋π/(2ν))e-3c2+1= 0 
h部 twopositive roo也ゐく1/sin(狩/(2ν))組 d6 > 11sin(7r/(2ν)) and hence主he
ray x出 y=z meets the locus of (2.6) in thepoints (ι6，ct) and (coふふ).
Since the latter point fails 印刷isfy(2.5)， we know th抗 thecomponent which is 
entirely contained in{(ZJJ):z >dzg，u>dpz>21dzg}representsもh
加 chmiillerspace T(1，ν). 

2.7. A cell decomposi訴onof T(l，v). In what follows， when we say that h: 
Fl.l • F1•1 is a homeomorphism， we always assume that h fixes the distinguished 
point， h(p) = p‘ Originally the mapping class group MC1•1 is出egroup of 
isotopy classes of orientation preserving self-homeomorphisms of F1 •1 ・ However，
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its action on the Teichmuller space T(l， v) is not effective， because the subgroup 
N generated by the hyperelliptic involution fixes every point of T(l，ν). In this 
paper we call MC1，dNぬemapping class group and denoもeit again by MC1，l' 
In this paragraph we consider a cell decomposition of T(l，ν) which is left 
invariant under the action of the mapping class group MC1，1・Weomit the details 
and refer to [5， Chapter 4] and also [7]， [8] and [9] ftom which出ebasic ideas come. 
We con七inueto use也enotation in 2.2. We say that a triple of positive numbers 
( L1 ， L2' L3) satisfies the fiαce condition ifthe following也reeinequalities hold: 

LjくLJ+L%，{九jヲk}={1，2，3}.

(Note that these inequalities are the face condition described in [9] and [5] for the 
case of signature (1，ν).) For a tri創19u1叫lonム， we define 

C(A) = {R取 εT(l，ν): 'PA(R.) satis五esthe face condition.} 
We shall see in 2.9 that for any triangulation， C(A) is a two dimensional cell and 
its closure C(ム)in T(l，り ishomeomorphic to the closed disc deleted也ree
boundary points. 
Let Cl， C2 and C3 deno同loopsrepresenting (1，0)γ(0，1) and (1，1) of 7rl(Fl.l'P) = 
Z ED Z， respectively. Then A = (Cll C2， C3) is a triangulation of F1，1. It is easy to 
see that iri our p町古icularcase F1，1 any triangulation is the image ofム underan 
orientatio恐喝preservingself-homeomorphism of F1，1・Then， by [5， Proposition 4.2判
明 obtain拙 MC1，1-invarian主celldecom予osition:

(2.8) T(l， 11)詰 UhsEM01，lh.(茂萄).
Here，出e.MCl，l-invaria附 isa cons叫uence山 heeq叫 i旬以C(ム))= C(h(ム))，
where h is a homeomorphism representing the isotopy cl制 S ん巴MC1，1.

2.9. R町 there叫 d也ispaper we identify T(l，lI) wi也ね(T(l，ν))c R!， 
where the triangulationムisdefined' above. The face condition introduced in 2.7 
is expressed as follows: L~ + L~ > L~ is古hesameω x2十y2> Z2 + 1. When (2.6) 
is viewed as a quadratic equation in 民主he1加古inequalityoblig'es its rootぬ be

7r， 1.?，7r 
(2.10) z需由(一)片xy一¥1sin2(一)片x2y2一x2一Uが2+七叫、....12zν1'-;;3 V ---'2zν / 

and hence we mus七have
ぬ勿・

(2.11) 血 2(ー )xγ_x2 _ y2 + 1どO.
2ν 

N ext Li + L~ > L~ isもhesame凶 x2+ Z2 >計十1.This and (2.10) yield 

山(2~JXJXてT
(2.12) y < J 

，/山2(:JX2-1 

(2.13) 

L~ + L~ > Li or y2十Z2> 3;2十1

zく sin(会)yy'y亡 T

vsin2(;，Jy2一1
tha色Similarly we obtain from 

円

i4
 



and the set 

C(ム)= {( X， y， z) E: R~ : (x， y， z) satis五回 (2.10)蜘 (2.13)}

projects injectively to a domain n in the x， y-plane. This region n is depicted 
in Figure 2.1. From this figure， we see that C(s) is homeomorphic to the closed 
disc wi主hthree boundary points deleted. 

U 

話存汚可

高符持苛

Uーヤ(π/2ν).xゾFτy-
/sin2(π/2，，).x2 -1 

sIn2(π/2ν).x2y2 _ .x2_ y2 + 1 = 0 

z 

Figure 2.1 

2.14. Presentation of色hemapping dass group MC1，1' In what follows we 
use出eisomorphism 1I"1(F1，1'P)望 ZED Z. An element ω'"， of MC1，1 induces組
isomorphism of町(F1，17P)onto itselfand， ifぬ (1，0)=(α，c)andω'.(0，1) = (b，d)， 

/α b ¥ 
we obtain the matrix時間制ation土t;'dJ of ω.. This 側 respondence
gives the classical isomorphism MC1，1 S':! PSL(2， Z). We consider the following 
orientatiou幽preservingself-homeomorphisms of Fl，1:ω1 isぬeDehn twi剖 map
([1， pp. 92-93]) formed by spli悦ingF1，1 along a simple loop in F1，1¥{p} freely 
homoもopicぬもhe(1， O)-loop and regluing af旬ra rotation of 271"， and ω2 is the Dehn 
twist map formed similarly along a simple loop freely homotopic to the (0，1)酬loop.
The ro胞もionsare given in such a way th叫 them抗rixrepresen左前ionsof ω1* and 
ω2* become: 

土(~ i)叩 d土(i~) 
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Then ω1.. andω2.. generate MC1，l' Onぬeoぬerhand ωh andω2・acton 
T(1，ν) in the following manner: 

(2.15)ωh(X，y，Z)ぉ (X，z， y) ω2.(X，y，Z) = (z，y，i}， 
wherex and y are defined by x+x思 2日in(狩/(2ν))yz組 dy+y = 2sin(π/(2ν))xz， 
S偲 (2.6).We define α.2LAJ2Jtω2. and s* =ω52ω1・・ Then也eyacton T(1， v) 
in the following manner: 

α指(X，y，z)= (y，x，z) s.(x，y，z)ぉ (y，z，x)，
where z + z = 2sin(1I'j(2ν))xy. An elliptic element in PSL(2， Z) has order 2 or 
3. This means that each point of T(1， v) has the isotropic group of order at m州
3 for the action of MC1，l' We use出isfact in the proof of出.efollowing lemma. 

2.16. Lemma. Let G = {h.. E MC1，l :ん(C(ム))= C(6.)} be the stabilizer of 
C(ム)in MC1，1' Then G is品ecyclic group 01 order・3generated by s*. 

Proof. First we show出品 G is a長nitegroup. Let Pl = (6， Cl'と1)ε C(ム)，
where 6 is tl;te largest root of the equation 2 sin(π/(2ν))c3_3c2+1 = 0， and let R 
be its underlying hyperbolic surface.. Suppose也前 G is an infinite group. Then 
G(pt) = {h.(pd : h. E G} is回 infiniteset， because each point of G(Pl) is fixed 
byat mos色threeelements of G. Due toぬedisCOI時inuousaction of MC1，1! G(Pl) 
h舗 noaccumul抗ionpoints in O(ム}.(0(6.) is色heclosure of 0(6.) in T(1，ν).) 
We choose an infiniもesequence Pn = h榊 (pd，hn.. E G， (n昌弘3，..ふ Byreplacing 
Pn by s"，(Pn) 町 by ß~ (Pn)， if .necess位y，we assume伽，txn三Yn，xnぎznfor 
Pn = (x町 yn，zn). Then xn →1/ sin(π/(2ν))回 n→∞， s田 Fi酔児2.1.We may 
部 sumethat Xn >九十1and hence hn(cI)組 dhn+l ( Cl) are not freely homotopic. 
Let "Yn deno旬もhe初主allygeodesic討mpleloop on R 合問lyhomotopic to hn(Cl}' 
Then， by (2.5) its length converges to zero as n →∞. Then for n su伍ciently
large， "Yn and "Y'!l判官edisjoi叫 d回初出e∞Uarlemma [3]. However it is impo凶ble
to長nda pair of disjoint simple clo叩 dgeodesic loops 011 R. This contradiction 
concludes that G is an fi討もegroup. By出eNielsen rea1izationぬeorem[41， there 
exists a poi凶 ofT(1， v) fixed by all elements of G. Hence也eorder of G is at 
most three. Since G contaiils ム，weconclude that G = {l ， ß. ， ß~}. 

3. The Weil-Pete:rsson町 eaform of the moduli space. 

3.1. The Fenchel幽Nielsendeformation. For two points P， Q E臨， we shall 
deno柁 byPQぬ.ehyperbolic関gmentconnecting P and Q. Let !7 beぬeclosed 
geodesic quadrilateral加盟 Wl也 verticesin 0 = i， A詰 e向，B= e'/2(cosh 4 cos 0+ 
t、(1-(cosh( 1 /2) cos 0)2} and 0 = ei.O， where 1 > 0 and 0 < 0くπ/2with 
(3.2) tanO∞s(会)= sinh(収)
S即日gu問 3.1.By出iscondition the interior angle of !7 at B equals狩/(2v)阻 d
all other 加古町iorangles are πj2.We define the following hyperbolic isometries: 
V2(z)ロームVa(z)= -l/z and ¥t4(z) = 1/z. For a real number s， let 1>s 
h 吐legeodesic quadrilateral which has vertices defined by Bl，s 
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もhereare conformal isometriesαIJ and sIJ of 1Hf such thatα8 sendsもheedge 
B3，/1B4.，8 to the edge B2，8Bζ，and ss sends宮高日。百二死.We remark that 
Do詰!fUV2(~ U 1も(めUV4(~ and也前向組dso generate a Fuchsian group 
fo with signature (1， v) by Poincare'sぬeorem[2， Section 9.8]. The group f8 
generated byα8 and s8 is a.lso a Fuchsian group of出esame signature and called 
the Fenchel-Nielsen deformation of ro along the geodesic loop 7l'I'o(AVa(A)) on 
日/ro. Since E，ι8={いα
d白efine倒sa point of 古出伽heTI百Tお'ei油chmu叫叫l正泊必雌f邑世剖il品n財e町!rs叩pa悦ceT(ρ1，伊川νり)， se白~ [μlロ2，D恥efi長:fin剖i凶主Uωiぬo叩n3乱.'2矧5司]. The 
FencheI-Nielsen coordinates of the class [r8， {α8' ss}] are (1， s). The Fenchel・
Nielsen coordinate-system gives a global parametrization of也，eTeichmuller space 
T(l，ν). A detailed description of the Fenchel・Nielsendeformation can be found in 
[1， Section (3.2)]. 
We wan主主oestablish the紅白lsform叫ionrule between the Fenchel畑Nielsenccト
ordinates and the L-leng出 coordin杭es. We identify F1，1 with lHfjr 0 and 
the distinguished point p wiぬ昨。(B1，0). We proceed wi也 thetriang叫叫ion
C1 = 7l'I'o{耳，oB4，0)，C2 = 7l'I'o{五戸高二)，匂沼町(耳，OB3，0)'
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FigulI."e 3.1 

Let (x(l， 8)， y(l， 8)， z(l， s)) be出epoint of T(l， v) corresponding to the Fenchel田
Nielsen coordinates (l，8). Then' x(1，8) = x(l，O). Let x = x(l，s). By (2.4) and 
(3.2) 

lB-Cp ∞sh~cωo 
z出∞shd(B，C)= ~ 十l詰，

け m(C) ， 4 - J1 -(cosh i∞80)2 
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Let Yo = y(l， 0) and y口 y(l，s). Then by (2.4) and (3.2) 

|A-BI2 
駒 =cosh d(A， B) = 1"l ~~;2 T~/n\ + 1沼，

2e
l
/
2Im(B) ，- ，/1 -(cosh i cos 8)2 

Hence 
x2_1 

(3.4) y~ = :::2‘ 4 

Since B1 •8 ロポ/2B1•0 , by句plying(1.5)withα=π/2， we obtain y =∞sh(sI2)yo・
Hence 8/2 = log(y/yo +市ゾ(y/鈎)2-1) and then from (3.4) 

(__. s /sin2(去)X2y2_ x2ーが+1)
(3.5) 由=log ( y + ，~dr-- \:t~~=2; 11' ¥_2 / . -J -log抑・

¥ IJ -， Isl V sin2{去)x2-1 J 

3.6. The Weil暢Peterssonarea of moduli spaces. The Weil-Petersson町ea
form is expressed as dwwp = dl八dsin the Fenchel柵Nielsencoordinates. From 
(3.3) and (3.5) we obtain 

4sin( :U )dxdy 
(3.7) 仇)Wp=-/a ← 

Jsin2(恭)X2y2_ x2ーが+1

前 apoint where x and y supply local coordinates. We can verify directly by 
computation using (2.15)出品ぬisaxea form is invaria品 underthe action of MC1•1• 

We use the MC1.1-invariant cell decomposition (2.8) in ord，町主ofind the Weil噂
Petersson町eaVνd也，emoduli space M(1，v) = T(l，v)/MC:ψBy  Lemma 
2.16， the stabilizer {h噂 EMC1•1 : ん(C(1.1)) 出 C(1.1)} is generated by s..ぱωd町
3. Hence， fromぬeMCl，l-invaxumce of主heaxea form， 

りν=~ ( dwWP. 
。.Ic(a)

Let n be the domain depicted in Figure 2.1. Since bo也 nand the area form 
(3.7)町 esymmetric with respect to x and y， 

2 r 4sin(ま)dxdy
Vl./I = -;; 8 -， 
" Jnn{世>a}Jsin2(ま)X2y2_ x2ーが+1

In what follows， we write 8 in place of π/(2ν) for the sake of simplicity. Then 

8s~8 r./1+COSD'BinD ( (inDa何/伊南町 内 ') dx 
Vl./I = I I I 

る h/sinD \Jø=ï/~雨乞T 、I(sin8)2x2y2 -x2 -y2 + 1 } 
+ 8s~日 f∞(rin…/州南町 均 しI I I ax. 
3 J.，fi.将司/山D¥ム 、l(sin8)2x2y2-x2一計十i)日

and hence 

咽
E
ム
R
U
 



~1J' .. = {川町og(x+#寸Ldx
-;:;-Vl，v = I i? 唱Jl -/X2 - 1 

+ {∞ 1: . log ( J叶伊寸)ゾx2-1 + (∞s川 J

ん部制 VX2-1 --いVX2-1十、l(x2-1)2 -(c倒的"2) -
In order to evaluate the above integral， we view the sum of the integrals in the 
right-hand討岳部 afunction F{O) of a continuous parameter 0 (0く 8くり2).
Then 

r∞ z cosOsino 
F'(O) = -'___11.， .¥. _?II¥ I'_? 1¥? _?lI

dx 
J~右前((:z;2 -1) + cos2 0)、f(:z;2- 1)2 -∞@。
1 (1 SinOdt 

思-"210(1 + t cos 0)ゾ亡予
sinO r'i dlψ8  

- 剛軸側剛

一 2 ん 1+ cos 6 cos lP 2 

Since F(6)→O出。→π/2，
_2 a2 

F(O) = :'t;! -A' 16 4 
Therefore we conclude that 

読む(L}=th-心
3 -'2v' 6 ¥ν'J.) 

TheWeil・民主erssonarea of出emoduli space of once-punctured torus is ob凶 ned部
主helimit 

時 2

lim Vl.v =ず.
U四 .00 。

8ee [11] and [10]. 
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。羽 certainnon回congruencesubgroupsofthe 
Teichmuller modular group of genus two 
obtained frorh the Jones representation 

Masanori Morishita1 

We give a family of“non-congruence" normal subgroups of the Teichmuller 
modular group of genus two with五niteunitary groups as弓uotients，by con幽
五rminga conjecture， posed by Takayuki Oda， on the image of the reduction 
of the specia五zedJones representation at a root of unity. In the following， 1 
give just an indication of the proof. For the details， we refer to [M]. 

Introduction 

One of出efundamental objects in the classical theory of automorphic 

functions is the moduli space of elliptic curves， that is the quotient of the 
complex upper half plane by the elliptic modular group SL2(Z). A higher 
dimensional gen位 alizationof this space is the moduli space of principally 
polarized abelian varieties， that is the quotienもofthe Siegel upper half space 
by the Siegel modular group SPg(Z). On the other ha吋ラ ifwe go in the 
direction of curves of higher genus， the moduli space is the Teichmuller mod-
ular space， that is the quotient of the Teichmuller spa閃 bythe Teichmuller 
modular group or mapping class group. So， we see that the Teichmuller 
modular group f 9 of genus 9 plays an anoulogous role to the Siegel modul町
group or more general arithmetic groups. We note， howev，位，that our knowl-“ 
edge about group theoretic or arithmetic properties of fg， 9 ~ 2， is much 
less than those of arithmetic subgroups. A well-known property the group 
Spg(Z) (gど2)enjoys is the congruence subgroup property. Namely， any 
subgroup of finite index of SPg(Z) contains a principal congruence subgroup. 
Owing to the Nielsen isomorphism， we can also define "principal congruence 

lp町もlysupporもedby Granふm.句-Aidfor EncouragemenもofYoung Scientisもs，Minisもryof 
Education， Scienc邑andCulもure，Japan 
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subgroups" of rg， 9 2: 2. Then， our main result of this paper tells us that r2 
has a fa口lilyof non-congruence normal subgroups with finite unitary groups 

as quotients. We show it by con五rrninga conjecture， posed by Takayuki Oda， 
on the image ofもhereduction of the specialized Jones representation r2 at a 
root of unity. 
To this end， let us mention some rel叫edworks. Oda-Terasoma [0-T] 
studied the sirnilar problem for七heBurau representations of braid groups. 

Our method of result and proof are suggested by those of them. Using the 

results of [0闇T]， Berger [B] introduced certain non-congruence subgroups of 
PSL2(Z) and studied some geometric properties of the associated mod叫ar
curves as Galois coverings over the projective line. Sirnilarly， in our case， it 
would be interesting七ostudy the associated tower of与foldsover the moduli 
space of curves of genus 2， using their large Galois groups. Finally， as inもhe
“classical" theory of automorphic functions， we hope that our resu1t would 
have an application to the七heoryof七heTeichmuller modul町 formsto be 
bui1t in the fu七ure(cf. [1]， [K] etc). 

Acknowledgement. 1 would likeもo七hankTakayuki Oda for explaining his conjec-

ture and problems relatedもothe moduli space of curv巴sand useful discussions. My七hanks

also goもoEiichi Bannai for supplying some ideas inもheproof of the main theorem 4.1. 

Notatio仏 Foran associa七ivering R with identity ， Mn(R) denotes the 
total matrix algebra over R of degree n， and GLn(R) denotes the group of 
invertible elements of Mn(R). We write RX for GL1(R). For AεMn(R)， 
t A， tr( A)， and det( A) stand for the transpose， trace， and determinant of A， 
respectively. 

1. The Jones representation of the Teichmuller modular group 
of genus 2 and its unitarity 

In [J]， Jones attached七oeach Young diagram with η もilesa Hecke algebra 
represent叫ionof the braid group Bn on n strings. As was shown in [ibid， 
Section 10]， the representation of B6 corresponding to the rectangular Young 
diagram囲 faωrsthrough the Tei伽 nullermodular group r 2 of genus 2， 
n紹 lely，the mapping class g主oupof a closed orientable surface of genus 2. It 
is known that r2 admits the following presentation ([Bi2]， Theorem 4.8， p 
183-4). 
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generators: 01， O2ラ03ラ04，05・
de五ningrelations: 

OiOi+10i = Oi十10iOi+1(1:S; i:S; 4)， 
040j口列島 (Ii-jlど2，1:S; i， j :S; 5)， 
(0ん030405)6= 1， 
(010203040g0403020d2 = 1， 
fh02()3()4()g04()3()2(h commutes with Oi (1:S; i :S; 5). 

The Jones representation of r2 menもionedabove is given explicitly on 
generators as follows ([J]， p362). 

Z =t1/5; 党:r2→ GL5(引い勺)，
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We wrIte A* for tA(x・e・e・-1)and 

We see that detπ(Od = -1， 1ざi三5.

Mn(Z[x， X-1])， X = t1/5. 
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call A x-hermitian if A口 A*and Aヂ05・Fora x司hermitianmatrix A， we 
de五nethe unitary group with respect to A by 

Un(A) := {g E GLn(Z[x， x-1])lg* Ag = A}. 

Then， we can show the following lemma by a straightforward calculation. 

LEMMA 1. The imαge 0] the representαtionπis contαined in U5(h) ]or 
the ]ollowing x-hermitiαnmαtrix h = ht. 

(1 + t)(l十t-1) 
一(1十t-1)
2 

一(1+ r1) 
一(1十r1)

Mor陀eωoverη3ザα x-嶋剛刷仇

mηwl加t“t中p〆le0ザ1h. 

一(1十t) 2 

1 +t 十t-1 一(1十r1)
一(1十t) (1 + t)(l十r1)
l 一(1十r1)
1 一(1+ r1) 

一(1十t) 一(1十t)
l 1 

一(1十t) 一(1十t)
1十t+ t-1 1 
1 1 -トt十r1

2. The reduction of the specialized J ones representation at a 

root of unity and the conjecture of Oda 

Let n be a natural number. We assume that n is bigger than 6 and prime 
to 15. Let η 口 exp(27r~/n) and (口 η5.Set J{ = Q(()，OK = Z[(]，F口
Q(( + (-1) and OF = Z[(十ぐ-:-1]. 
By specializing t →(， x = t1/5→り inthe representation 7['， we get a 
representation 

九:r2→ GL5(OId. 

Take a non-zero ideal 1 of OF which is prime to n， and set h< = IOK. The 
reduction of 7r， modulo h< defines the representation 

九 1:日→ GL5(OK/h<).

Then， 7r n，I certainly inherits the unit町ityfrom 7r so thatもheimage of 
7rn，I1S conもainedin 

U5( OK / h<i hn，I) := {gεGL5(OK/hd I g*hn，Ig = hn，J}， 
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where hn，I := h( mod 11< and g* ココtg¥γ is the involution induced from the 
generator of Gal( K / F). 

To for立1Ulatethe conjecture， we twist 7rn，I a little bit. Let χ: f2→C長
be the character defined byχ( Bi)口一1，and set XI :口 χmod11<. We then 
consider ρn，Iロ 7rn，I0χ1.Since det(7r((Bi))口 -1，by Lemma 1， we have the 
inclusion 

ρn，I(f2) C 5Us( 01< / !r<; hn，I) :ロ {g巴Us(01</!r<; hn，I) I det(g) = 1}. 

Then， the conjecture posed by Oda is formulated as follows. 

CONJECTURE 2. There isαnon-zero ideal C of OF C07山 ining(n) so 
that the imαge ofρn.I coincides ωith 5Us( 01< /11<; hn，I)ザ1is prime to C. 

3. The principal congruence subgroups of the Teichmuller moι 

ular group 

We first recall the Nielsen isomorphism. Let 7rl (5， *) be the fundamental 
group of a compact Riemann surface of genus g， g さ1，with a base poin七*，
剖ldlet Difん(5)be the group of orient抗lonpre附 vingdiffeomorphisms of 5 
equipped with the compact-open topology. Recall that the Teichmuller mod-
ular group or mapping class group f 9 is defined to be the group of connectd 
components of Diff+(5). An automorphismα 巴Aut(町(5，*)) induces 組
問 tomorphisma of the homology group H1(5， Z) andαis called orientation 
preserving if a preserves the明 plecticintersection form on H1(5， Z). Let 
Aぱ十(7rl(5，*))(resp. 0ω十(1
&剖訓.utωomo町rphisms(r陀es叩p.outerau 七omorphisms) of 7rl(5， *). Then， we get the 
Nielsen isomorphism 

fg IV  Out十(町(5，*)) 

which is induced by the natural map Difん(5)→Aut+(町(5，*)).
From this and identifying 5pg(Z) withもhegroup of automorphisms of 
H1(5， Z) preserving the sy刃物

。:九→ 5pg(Z).

The Torelli subgroup of f 9 is de五nedto be the kernel of B. 

。。
「「
U



Denoti時 bySPg(Z; N) the principal congn悶 lcesubgroup of SPg(Z) moι 
ulo a natural number N， we give the following 

DEFINITION 3. We cαII rg(N) := e-1(Spg(Z; N)) the principal co旬ru-
ence subgroup of the Teichmuller modul仰、炉、oupr 9 of gen us g modulo N. 

4. Results 

For Conjecture 2， we have the following 

THEOREM 4.1. Assume that n is prime to 15， bigger thαη 6. Let 1 be α 
product of prime ideals ti of OF' Assume that eαch ~0i is inert in J{ / Fαnd 
prime to 6(1十()((+ (-1 )(1 + (十(-1)αndN約三 10.Then， the imαge of 
Pn，I coincides ωith SUs( Ol{ / h<， hn，I)' 

We de:fine the normal subgroup じ(n，1) to be the kernel of Pn，I' The 
following theorem a閥抗sthat r2(n，1)'s give a family of non-congruence 
subgroups. 

THEOREM 4.2. Under the sαmeαssumptions in Theorem 4.1， the group 
r 2 (n， 1) does not contain the Torelli s叫g1'OUp，hence， any r2(N). 

The geometrical interpretation of the above results is as follows. 

Let 72 be the Teichmuller space of genus 2 and M 2 T /r be the moduli 
space of compact Riemann surfaces of genus 2. Let S2 be the Siegel upper 
half space of degree 4 and A2ロ S2/Sp2(Z)be the moduli space of principally 
polarized abelian surfaces. The period map 72→S2 is compatible with the 
acti∞s of r 2， Sp2(Z)叩 de，刷出swe obtain the Tore1li map M2→ A2・
The Galois covering A2，N := S2/Sp2(Z; N) over A2 with the Galois group 
Sp2(Z/ NZ) is the moduli space of principally polarized abelian surfaces with 
level N -strucもure.Then， Theorem 4.2 tells us that the spaces 72/r 2( n， 1) give 
a family of Galois coverings over M 2 with the Galois groups SUs(OI</h<)， 
which can not be obtained by the pul1-back of any A2.N via the Tore1li map. 

n
H
d
 

r円
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5. Sketch of the proof 

The proof of Theorem 4.1 consists of 3 steps. Assume that n and 1 satisfy 
the same conditions in Theorem 4.1. 
Step 1. We show that the representation ρn，p is irreducible for an inert 
prime p. For this， we notice a fact that each 7rn ， í~( Di) is a quasi-reflection， 
namely， there are subspaces Xi and yi of the representation space V so that 

V=Xi ⑦Yi， 
πp(Di)lxiローη-Zidxi，

dimXi = 3， dimYi = 2， 
7r p( Di) IYi =η3idyi， 

whereηdenotes a primitive n-th root of 1 in OJ( / PJ( by abuse of notation. 

Step 2. We show Conjecture 2 for a:n inert prime p. By Step 1， the im-
age of Pn，p mod. center is an irreducible subgroup of P SLs( OJ( / PK) which is 
conもainedin the unitary group. Then， we investigate the list of all irreducible 
subgroups of PSLs(OJ<!'ftJJ<) due to MartinoベiVagoner[M-W]. For this， we 
:first notice a fact that the image of Pn，p can not be realized over a smaller 
sub恥ldof OJ( jPK， which excludes many groups in the list. Then， we use 
properties which follows directly from the de五ningrelation of the generators 
of rz and some facts about五回teclassical group to exclude remaining groups 
other than SUs( OJ<! Ird in their list. 

Step 3. We show Conjecture 2 for 1 in general. It is done applying a cri句-
rion of Weisfeiler [W] on the approximation of a Zariski-dense subgroup in a 
semisimple group scheme over a五niteArtin ring， which we recall below in our 
setting. Let 1 be a product of different prime ideals紡 ofOF; 1 =日;口1di，
where each Pi is inert in K / F and prime to 6(1十O(ぐ+(-1)(1十C十(-1).Set 
A = OF/I， Ai = OF/pii組 dki = OF/&0i，の=N&0i' So， we have decompo“ 
sitions Aコ EBi=lAi and the radical of A is R = I1i=l約 modulo1. Let G be 
the special unitary group schemes over A with respectもothe hermitian forms 

hn，I-Choose am&ximalA胴torusT of G contained in a Borel Aωsubgroup. We 
saythat T(ん)(= prime to防-partof T(Ai)， Piコ char.ん)distinguishesもhe
roots of T on G if for two rooもSi1， iZ of T on G， itlT(ki)口 izlT(ん)implies 
i1 = iZ' For each i， 1 ~ i ~， i， let Ni be the natural number such that if 
のロ N仰 >Ni then T(ん)distinguishes the roots of T. Finally， let L be the 
Lie algebra of G and Ad : G(A)一→ GL(L(A))be the adjoint representation. 
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LEMMA 5.1 ([WJ， Theorem (7.2)). Notation being ωαbove，αssume that 
ρ) qi三mαx(10，Ni)，1 S i S r， 
(2) The image o]f2 in G(ki) under the reduction modulo糾/f):/J/(jYJJ j戸OF/p?
is the '11品ole G(kん刈i)
f伊3)Z[ドtrAd(f2)mod.R2可]= A/R2. 
Then，ωe have the equality ρn，I(f2) = G(A)ロ SU5(O]{ /I]{; hn，I). 

Actually， we check the assumptions in Lemma 5 by transforrning the her-
mitian form hn，I into a convenient form using the existence of unitary basis 
over A so that a maximal Aωtorus consists of di時onalmatrices， and the Lie 
algebra and roots can beexplicitly computぬle.

Theorem 4.2 follows from the following Lemma on the s七ructureof the 

Torelli subgroup of genus 2， which is due to Birman. 

LEMMA 5.2 ([Bi1]， Theorem 2). The Torelli group 0] genus 2 is geneト
αted by the normα1 closure 0] (fhD2D1)4. 
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