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トーリックミラー対称性

Brian Forbes， Masao Jinzenji 

1 ミラー多様体

1.1 力ラビ圃ヤウ多様体の定義

まず最初に、カラビーヤウ多様体の一般的な定義をします:

定義 1 Xをケーラー多様体としてC1(X)= 0と置きましょう。このよう
なXをカラピーヤウ多様体といいます。

面白い例を探すために、もっと特別な多様体に限定しましょう。そこで、こ

れからトーリック多様体だけを使います。トーリック多様体の特性はトーラ

ス作用があることです。このような多様体を使うと、色々な計算が簡単にな

ります。

1.2 ノン・コンパクトな例

まずは、局所カラビーヤウ多様体の例を説明します。局所カラビ凹ヤウ多様

体はこの話の中心なのですが、これらは全てノン・コンパクトな多様体です。

例1.1X =局所射影平面。つまり、射影平面上の標準束です。この多様体
の定義方程式は:

X1 = {(ω1， • • • ，ω4)ε(;4 _ Z: -31ω112 + 1ω212 + 1ω312 + 1ω412 = r}/Sl， rεR+， 
Sl (W1，...， W4)→ (e-3iOω1，ん2，ん

Jp>2の射影座標は[ω2，ω3川 4]で、 Z={ω2=ω3=ω4= O}です。この多様
体の大事な情報はただこのベクターから決まります:

1 = (-3 1 1 1) (1.1) 
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図 1:これは0(-3)一→ JID2のトーリックグラフです。 パラメータ Tを変え
ると太線の三角形の大きさを変えることができます。

後で、この多様体の絵を書きます。まず、局所射影平面の双対頂点を考えて

ください:
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この双対頂点でさっきのベクターを計算できます:2:i liVi = 0より 1= 
(-3，1，1，1)です。
後、局所 JID2のグラフを書けます。 Vi= (Vi， 1)とします。 Viを平面に書い
て、三角形分割して、双対グラフを書いて、それから局所射影平面のグラフ

が現れます rを変えると、三角形のサイズを変えることができます。

1.3 コンパクトな場合

つついては、コンパクトな例です。この例も、トーリック幾何の計算法を

使えます。

例1.2この頂点を見てください:

-1¥ /4¥ /-1¥ /-1¥ /-1 

-1 I I -1 I I 4 I I -1 I I -1 
Vl = I ~ I ' V2 = I ~ I ， V3 = I -. I ， V4 = I ，-I ，V5 = I ~ I (1.3) 
-1 l' - I -1 l' - I -1 l' ~ I 4 l' - 1-1 

-11 ¥-11 ¥-11 ¥-1 1 ¥ 4 
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ムを頂点のポリトープとして、むを複素数、 miを整数として、 tm を以下で

定義します。

___2 ___3 ___4 

t川 =tt t'2' t3' t;t . (1め

これより、方程式 f(α，t) =乞4向tmi= 0からFの定義方程式F(α，ω0，...，ω4) = 

ω0・・・ω4f(α，t1=ω1/ω0， t2 =ω2/ω0， t3 = W3/ω0， t4 =ω4/ω0， (1.5) 

を得ます。これより F=Oは一般の五次多項式になります。この多様体はミ

ラー対称性の一番有名な例で、この多様体内の正則有理曲線の数を、ミラー

対称性を用いて計算できます。これは コンパクトな三次元カラビーヤウ多様

体です。

1.4 ミラー多様体

次に、前の例のカラピ"ヤウ多様体のミラー多様体を求める方法を説明しま

す。後でミラー多様体の特徴についてもっと詳しい話をします。今の場合は

トーリック幾何を使っているので、簡単にミラー多様体を求めることができ

ます。

例1.3局所射影平面のベクターだけですぐにミラー多様体は書けます:

日={F1 =山 +αOY1+・・・+α3Y4= 0， Y13Y2Y3Y4 = 1} /tC*. (1.6) 

上式に (u，V， Y1，...， Y4)εtC2 X (tC*)4です。この計算法はHoriベlafaによる
ものです。関数日を少し書き直すと、日 ={uv+乞LIU;九??==0}，さっ
きの双対頂点が現れます:mi = vi，i = 1...4 
後、この超曲面の複素構造モジュライ空間を少し説明します。まず、超曲面

の複素構造座標向は冗長です。 ここで座標変換抗 =α71utをしてやると、

-3αi  
{ω +U1十 U2+ U3 + U4 = 0， U1uU2U3U4一一ー=1} /tC* (1.7) 

α2α3α4 

になります。これより本物の複素構造康標をみられます:

A
官

-α
一
9
0
-
n
o
'
i
 

α
一α

qa
一
α
一一一Z 

(1.8) 

例1.4五次超曲面のミラー多様体です。この計算法はBatyrevによるもので

す。前のポリトープムの頂点にたいして双対ポリトープムを考えます:

ム={vεJR4 : m . v ~ -1 ¥1mεム}. (1.9) 
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今の例の場合、ムの双対頂点は次のようになります:

-1 

-1 

。
。

日 l=U'V， = l~) 勺~r V4 = l ~ r V5 = (1.10) 

前と同じ方法で、双対頂点からミラー多様体の方程式を作ることができます:

九 =α。バ+α1吋+α2d+α3wg+ α4W~ +α5ωoω1均的ω4= 0 (1.11) 

この多様体を五次超曲面のミラー多様体と呼びます。なお、双対頂点の関係

式を表すベクターがあります。計算すると、以下の結果になります:

l = (-5，1，1，1，1，1) (1.12) 

このベクターだけで全てのミラー対称性における計算を実行できます。

この超曲面の複素構造モジュライ空間は前の例と大体同じです。 座標変換

すると、 ω?=α-1複素構造座標は Z5-α1・・・α5/α5です。 さらに、この方

程式にはω 項がありませんから、ゼロでない定数で掛けられます:九→cF20

この不変性のおかげで周期積分は少し変わります。

後、コンパクトな例とノンコンパクトな例の関係を少し考えましょう。双

対頂点の関係式ベクターでミラー対称性計算をほとんどできますが、このベ

クターだけを見るとコンパクトとノン・コンパクトは同じに見えます。例え

ば五次超曲面のベクター(-5，1，1，1，1，1)しか見ないと、五次超曲面と四次元
射影空間上の標準束。(-5)一→Fは向じトーリック・ベクターを持ってい
ますから困りますね。なのでトーリック・ベクターと周期積分の形式を合わ

せて使わなければ変な結果になります。しかしコンパクトとノンコンパクト

な周期積分はあまり違いませんが、このポイントを周期積分について議論す

る章で考えます。

1.5 ミラー予想

予想 lXをカラビ.ヤウ三次元多様体と置きまして、 YをXのミラー多様

体と置きましょう。この時、 Yの複素構造のモジュライ空間とXのケーラー

モジュライ空間の聞に同型対応があります。

この講演では、 Bモデルを複素構造のモジュライ空間として、 Aモデルをケー

ラーモジュライ空間と置きましょう。

トーリック多様体の複素構造モジュライ空間は簡単なので、ミラー対称性

を用いるとYのトーリック・ベクターだけで前の例のXの正則有理曲線を数

えることができます。コンパクトの場合は、 Yの複素構造のモジュライ空間

はYの周期積分から分かりますので、この周期積分を求めるのは重要です。

まず、コンパクトな例を考えましょう。

-4-



2 五次超曲面のミラー多様体

2.1 コンパクトな周期積分

五次超曲面のミラー多様体の定義方程式は以下で与えられます:

ら = {F2 = αod+α1吋 +α2d+α34+α4W~+α5ωo則的的問=OX2.13) 

。。を四次元射影空間の標準的な体積形式と置きます。後{γ1(α)，...，'/'n(α)}
はYの3次元ホモロジーの基底でT(γ'i(α))はこれらのホモロジーサイクル
を囲むチューブです。これらを用いて周期積分は以下のようにかけます:

r no 
ITi(α) = I 円/、， i = 1， . . . ，n (2.14) 

JT(γi (α)) 1' 2~a， ω0 ，... ，ω4 

特に、 αはYの複素構造のモジュライ空間の局所座標です。次に、周期積分

の計算法を考えましょう。

2.2 GKZシステム

Yの周期積分を直接求めるのは難しいので、直接に計算しないでとりあえ

ず周期積分の満たす微分方程式を探します。つまり、前の周期積分を微分方

程式の解として求めます。微分方程式を表す微分オペレーターを探すことは

GKZシステムに任せることができます。この多様体のベクター:

l = (-5 1 1 1 1) 

で、一気にオペレーターを書けます:

(2.15) 

θaoθα1θ'a28a3θα4ー θ:5・ (2.16) 

なんと、この微分オペレーターを前の周期積分に作用させると、ゼ口になり

ます:

( 。。θ'ao8a18a28， θ ー δ5)=0(217)
日5JF2(α，ω0，... ，ωピ

なので、その微分方程式の解はYの周期積分と対応します。一方、 Yの複素

構造モジュライ空間は一次元ですから、今の座標αtは多すぎます。運よく、

GKZシステムはこの問題を解決することができます。具体的に言うと、座標
向から一次元の局所座標を取り出せます。 結果として、同じトーリックベ

クターを用いて複素構造のモジュライの座標は:

必品

τ
-α
一

9
d

一
α
一
ぅ“

z
b
v
o

α
一α
α
一
hu-α
一一一z
 

(2.18) 

で与えられます。この後、問題がまだ、ひとつ残っています。 Yの定義方程式

にCを掛けると、多様体は不変で、微分形式は変わらなければいけません。
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ここで C はゼロでない複素数とします。なのでGKZオペレーターも変形し
ます:

乙2α51. (2.19) 

そしてこのオペレターを座標変換すると、次のようになります:

V~ = ()5 -z(50 +酬+刷+制+4)(50+5)，o=zt仰)
実はこのオペレターに対応する微分方程式の解空間は大きすぎて、余分な解

を含んでいるので、これはまだ探してるオペレーターではありません。そこ

で次のように分解します:

V~ = ()(()4 -5z(5() + 1)(5() + 2)(5() + 3)(5() + 4))， (2.21) 

ここで、余分なOを左から取り除くと求めるオペレーターが得られます。

V2 = ()4 -5z(5() + 1)(5() + 2)(5() + 3)(5() + 4). (2.22) 

このオペレーターをピカール・フックスオペレーターと呼びます。解はYの

周期積分です。

2.3 GKZシステムの解

一番最後に、この微分方程式の解を計算しましょう。多様体Yのトーリッ

ク・ベクターを用いると、解の母関数を書くことができます:

ふ r(1+ 5n + 5ρ) 叫(z，p) = 、、 ~I (_z)n+ p • 
お f(1+ n +ρ) 

そして方程式の解は

見h

二τwo(z，p)1ρ=0， k = 0.. .4， ap阿 P

(2.23) 

(2.24) 

で与えられます。後で、この解で五次超曲面の正則有理曲線の数を計算します。

3 局所射影平面のミラー多様体の屑期積分

3.1 ノン・コンパクトな周期積分

コンパクトの場合ならば周期積分だけを使って複素構造モジュライ空間を

知ることができますが、局所カラビ"ヤウ多様体においてはそのような厳密な

周期積分の定義はありません。しかし、もし同じように自然な周期積分を形

式的に考えると、同様の計算ができます。それで、今の場合の多様体の方程式

日={F1(α，U，V，Y1，Y2) = uv十α0+α1約十α2Y4+α3y:;lYi1 = O}， (3.25) 

6 



を用いて、形式的なノン・コンパクトな場合の周期積分を次のように置きます。

r d:udvd鈎dY4/(Y3Y4)IIr(α) = I ~~~-~~;>~~"I \~;>~"I -1 -1 (3.26) 
Jr(a) uv +α0+αlY3 +α2Y4 +α3Y3J.Y4 

上式においてrE H4(C2 X (C*)2一日，Z)です。この方程式の場合は定数倍の
不変性の問題はありませんから，そのままのGKZオペレーターを使います:

さらに複素構造座標は:

ム=8a18a28a3 -8:0 

α1α2α3 
z=一一一τーー
α5 

これよりピカール・フックスオペレーターは次のようになります:

83 -z(-38)(-38 -1)(-38 -2). 

前の例と同じ様に、解の母関数はトーリックベクターで書けます。

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

ωo(z， p) =ヤ 1zn+P(330)ぉr(1+ n + p)3r(1-3nー3ρ)

そして解空間は勾ωolp=o，k= 0，1，2で張られます。

4 正則有理曲線

最後に、正則有理曲線の数の計算法を説明します。

4.1 五次超曲面の正則有理曲線のミラー予想からの計算.

この例はミラー対称性の一番有名な例ですが、この講演は概観ですからそ

んなに詳しくは述べません。まずprepotentialという母関数を以下で定義し

ます:

:F(t) =ぞ+玄ぬedt
d>O 

(4.31) 

この関数はグロモフ・ウイツテン不変量の母関数で、 Ndはグロモフ・ウイツ

テン不変量です.この不変量は五次超曲面の正員IJ有理曲線の数にあたります。

tは複素数です。それから、五次超曲面のミラー多様体のピカール・フックス

方程式の解を書き直すと:

II(z) = (Yo'...'Y3) (4.32) 
1_ . d:F d:F 、
= Yo l1， t， dt ，t dt -2:F)， (4お)

-7-



となるというのがミラー予想です。ただし、ここで用いる変数変換の関係式

t(z) = Y1(Z)jyO(Z)をミラー写像と呼びます。つまり、五次超曲面のグロモ

フ・ウィッテン不変量の母関数がミラー多様体の周期積分を用いて計算でき

るので、五次超曲面の正則有理曲線の数を数えることができます! この予想

から、 prepotentialは次のように書けます。

:F=土(Y1Y2-Y3)・
2yo 

( 4.34) 

まとめると、ミラー写像t(z)=仇(z)jyo(z)で五次超曲面のミラー多様体の
複素構造の情報を五次超曲面の正則有理曲線の情報に変えることができます。

これより、これが得られます:

5 0 4876875 引
:F = 6"t.1 + 2875eL + -_. 8 -. -e;{，L +・ (4.35) 

4.2 局所射影平面の正郎有理曲線のミラー予想からの計算

今の場合、このミラー多様体の周期積分を書き直すと以下のようになります。

II(z) = (θ〉o|p=oJ;ωolp=oJ7ωolp=o)= (l，t(z)， W(z)) (4.36) 

ここで、この場合のミラー写像はピカール・フックスシステムの対数解であ

ることに注意してください。この性質は、全ての局所ミラー対称性において

共通の性質となります。この方程式と正則有理曲線の関係は以下のようにな

ります;

/_ ./' _d:F¥ 
II(z) = (1 ， t(z) ， -3~;. ) 
¥ dt} 

ただし、 Fはグロモフ・ウィッテン不変量の母関数です:

t3 _ ~ 45 削 244 O~ :F=一一 +3eL _ -_-e;{，L + -~ -eo1L _ 
18 . -- 8 . 9 

上式の -3は]p>1と]p>2の交点数です。

5 拡張されたピカール・フックスシステム

これから秦泉寺先生との最近の共同研究の話をしましょう。

5.1 問題の初め

(4.37) 

(4.38) 

局所ミラー対称性の計算法は完壁そうに見えますが、もっと詳しく調べる

と、普通の局所ミラー対称性から prepotentialを求められない例も多くあり

ます。
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このような例の中で一番簡単なものはX= 0(-1) E9 0(-1)一→]p>1とい
う局所カラビーヤウ多様体です。 Xの定義方程式は

X = {(ωh・・・，ω4)ε C4-Z:1ω112 + 1ω212ー |ω312-1ω412 = r}/81， r E lR+ 

81 (W1，.・・川)→(んJω2，e→oωμ→川)， () E 81 (5.39) 

です。上式においてz= {ω1=ω2 = O}です。 Xには正則有理曲線はちょ
うど一つだけですから、この空間のミラー対称性による計算法は簡単にでき

るはずです。なのでこの計算を始めましょう。 Xのミラー多様体は:

]7 = {(U，V'Y3'Y4)εc2 X (C*)2 : uv + 1 + Y3 + Y4 + ZY3Y4 = O} (5.40) 

zはYの局所複素構造座標です。前の例と同じ様に、周期積分は次で与えら

れます:

r d'udvd抑dY4/(鈎Y4)IIrCα) I -----;:J~-;:J ..f \;:J~;:J"I 0 (5.41) 
Jr uv+α1+α2Y3 +α3Y4 +α4Y3Y4 

r E H4(C2 X (C*)2 -]7，Z)です。これより以下の GKZオペレーターを得
ます:

乙IIrCα)= (θla18a4 - δ品28as)IIrCα)=0 (5.42) 

Xのトーリックベクターは (1，-1， -1， 1)、そして z=α1α4/(α2向)は複素構
造座標です。 GKZオペレーターを座標変換すると、ピカール・フックスオ

ペレーターになります:

..， d 
D = (1-z)():.¥ () = z -:.. (5必)

dz 

このオペレーターは問題ですね。 Dの解空間は二次元で、 {1，log(z)}は解
の基底です。 ところが、普通に正則有理曲線の数を数えるために三個以上の

解が必要です。 さらに、欲しい解の形式はこれです:

og(z)2 ， '"' zn 
W(z) =ーす一+L~2. 

n>1 

(5.44) 

この関数をよく考えると今の問題を解決できます。 DはW を当てると、

DW=1になります。 なので次の拡張したオペレータを見てください:

。(1-Z)()2， (5.45) 

このオペレーターの解空間は {1，log(z)， W(z)}です。 これは求めてた解空間
を与え、 prepotentialの情報を含んでいます。

実は、まだこの後できることが残っています。もう少し拡張したオベレー

ターを考えましょう:

()2(1_ Z)()2， (5必)
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すると、局所カラビ・ヤウ多様体にもかかわらず、コンパクトカラビ・ヤウ

多様体のミラー予想と同じ情報を持つ解空間が現れます:

(1， log(z)， z !:F， log(物会)-2:F) 
これより、次がわかります。

(5.47) 

d _ d:F 
W(z)=z-F =-. 

dz- dt 

この周期積分はコンパクトな場合と同じ形式です!

以上で、このような不完全なミラー対称性しか持たない空間の一番最初の

例を解決しました。 さて、この問題はどこから来たのかでしょうか?実は

O( -1) EB O(ー1)一→:r1は四次元のサイクルを持たない事実のせいです。 こ

のような場合は、通常のピカール・フックス・システムは対数関数の2次式を

含んだ解がありません。ミラー予想、においては、対数関数の2次式を含んだ

解で正則有理曲線を数えますので、確かにこのような例 (dimH4(X， Z) = 0) 
では全て同じ問題に直面します。

なのに、このような簡単なやり方でこの問題を解決出来るのはびっくりし

ます。ですが一般には、もっと創造的な技を使う必要があります。それで二

(5.48) 

番目の例を見ましょう。

5.2 0 EB O( -2)→JP'1 

次に局所カラビーヤウ多様体0E90(ー2)一→:r1を考えましょう。定義方程

式は

Sl 

X = {(ω1， • • • ，ω4)ε(:4 -z:ー21ω112+ 1ω212 + 1ω312 = r}/Sl， r E m.+ 
(ω1， . • • ，ω4)→(e-2iOω1，ん〆。ω3川 4)，B E Sl (5.49) 

です。 またz={ω2=ω3= O}です。 この多様体の正則有理曲線は自由
に動ける方向があるので、 いつもの局所ミラー対称性の計算法でグロモフ・

ウィッテン不変量の情報を調べることはできません。この多様体のトーリッ

ク・ベクターは (-2，1，1，0)です。これよりピカール・フックス微分方程式の
解の母関数は

ωo(叩)=乞下/し一二什円一円JW (5刷
n>O 

となります。但し、今の場合の通常のピカール・フックスオペレータは

。2-z(ー2B)(-2B -1). (5.51) 

です。そしてその母関数の二階微分U2=ojωO(z，p)lp=o，を形式的に計算してみ
ましょう。この関数をミラー予想のあたえる座標変換を用いて書き直すと、グロ

ハU
1
E
A
 



モフ・ウィッテン不変量は0になってしまいます。一方、 0(-1)EDO(-1)一→lP'1

の場合はこの二階のフロベニウス微分から得られる関数は本当のグロモフ・

ウイツテン不変量を与えます。なので今の例では()((j2-z( -2()) ( -2() -1))の
微分オペレーターを考えることは意味がありません。

ここで少しずるいことをやります。もう一度(4.32)を見てください。 湯川

結合Ytttという関数を次で定義します:

d3:F 
Ittt = .L ttt一五3' (5.52) 

ミラー予想をよく見てやりますと、これより五次超曲面のピカール・フック

ス・オペレータは次のように書けることがわかります。

ポ一川町
1
一弘

2
-
q
'
 

d
一占一

一
A
F
U
 c
 
n
 
u
 

n
u
z
 
D
 

(5.53) 

さらに、前に作った、。(-1)ED O(ー1)ー→lP'1の拡張されたピカールフック

スオペレーターは、同じ形式をしています。つまり、 Y = 1/(1-z)とおい
てやればはっきり見えます。 そこで、ミラー写像t= t(z)と湯川結合を知る
ことができればOEDO(ー2)一→lP'1の拡張されたオペレーターを作ることが

できます。

ミラー写像はtは(5.51)の対数の解で与えられますから、Ytttを選ぶとオ

ペレーターを作れます。とりあえずおuを

11+e 
u ー
.Lttt - 21士吉 (5.54) 

としましょう。後でこの関数の選び、方をもっとちゃんと説明します。 (5.53)で

与えられた微分オペレーターをミラー写像で座標変換すると、次の拡張され

たピカール・フックス・オペレーターになります:

V = ()4 -z(2() + 2)(2() + 1)2() +♂(2() + 4)(2() + 3)(2() + 1)2() (5.55) 

これより微分方程式Vf=Oの解空間は 0E90(ー2)一→lP'1の prepotential 

Fを用いて
d:F .d:F 

(1， t， dt ，t dt -2:F)， (5.56) 

に一致します。

次に、他の四次元サイクルを持たない局所カラビ.ヤウ多様体を考えましょう。

5.3 フロップについて

この様な計算する前に、もう一つのポイントを説明します。ポイントはフ

ロップという多様体変形です。フロップはトーリック多様体に対応するポリ

トープに、違う頂点をもっ三角形分割を行う変形です。多様体をフロップす



ると、ホモロジーは変えませんが、トポロジーは変えます。一番普通の例は

法束。(-1)EB 0(-1)をもっ局所 JID1です。この多様体の定義方程式はこれ

です:

{Iω112 + 1ω212 -1ω312ー|ω412= r}jS1. (5.57) 

この多様体のフロップは上の式において T→-rという変換で表されます。
違う言い方は、 l=(l，l，-l，ー1)とすると、 l→-lと変換するやり方です。
つまり、双対頂点の関係式の基底を変形することです。

三角形分割の言葉では、上のフロップは次のように表せます。今の例では

双対頂点を考えます。双対頂点はこれですね:
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双対頂点の第三の座標を忘れて、平面上でボリトーフを書いてやると、得ら

れるグラフには三角形分割の方法がふたつあります。つまり、この空間の場

合はフロップできます。

しかし、 oEB 0(-2)一→ JID1の例を考えると、この空間はフロップ出来ま
せん。なぜならこの空間の双対頂点は次のようになりますが
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この頂点のグラフを書くと、フロップできないことがはっきりわかります。違

う言い方をすると、この空間のトーリック・ベクター(ー2，1，1，0)にー1を掛
けると、射影曲面ではなくなります。

これから扱う例において、このフロップの情報をよく使います。

5.4 四次元サイクルを持たない局所カラビ圃ヤウ多様体のミラー

対称性

続いて前の例の拡張されたオペレーターの計算法の一般化を始めます。 ま

ずはもう一度前の例を見てください。拡張されたオペレーターは湯川結合と

ミラー写像だけから求められます。ミラー写像はいつも普通のピカール・フッ

クス微分方程式の対数解で、これはいつの場合も求まります。しかも、ミラー

予想以外の考察を用いた物理論文から湯川結合の正則有理曲線から来るグロ

モフ・ウィッテン不変量を知ることができます。なので湯川結合の定数部分

を調べましょう。

またO(-1) EB O(ー1)一→ JID1を考えてください。この場合の拡張されたオ
ペレータ-02(1 -Z)02はこの湯川結合から計算しました:

乙山)=1+JL
1-ea 

(5.60) 

つ/】
1
E
A
 



1は(1-Z)(J2による自然な選び方です。この定数部分を任意に取ると:

丸山)=K+古 (5.61) 

となるのですが、ここで S→-8の座標変換しましょう。すると次のように
なります:

Ysss(8) +乙ss(-8)= 2K -1. (5.62) 

なので K = 1/2とするとこの変換のもとで(符号を除いて)不変になりま

す。この湯川結合を使うと、

2 {2(1 -Zh El2 
D = (J:.l (一一一::":')(J:.l. (5.63) 
¥1  +z J 

実は、今の場合は定数項を勝手に選べるのですが、 K= 1/2という選び方が

一般化の際に一番自然であることを後で説明します。

次に、 o EB O(ー2)ー→JlD1の湯川結合の定数を説明します。前の選び方は
次のようなものでした:

1 + et 1 et 
Yttt(t) =一一一一一=一一一一一一一J

2(1 -et) 2 2(1 -et) ， 
(5.64) 

この例のミラー写像は以下で与えられます:

ゃ (2n-1)! _，n 
t(z) = log(z) +、 一一一)-1"zn. (5.65) お (n!)2

ここでミラー写像で，Yttt (t)を座標変換してやります。 Yttt(t)が三階テンソ
ルであることを忘れないでください:

I dt¥3 l+e 1 
z ( z) = -( z :~， )一一一一 ')/1_ ，1"，，¥2・ (5.66) 

¥-dzJ 2(1-et) 2(1-4z) 

このように、結果はzの有理関数となります。上の定数項の -1/2を変える

と，乙zzは有理関数ではなくなります。そこでこの選び方をしました。

拡張されたピカール・フックス・オペレーターの計算法を一般化する前に、

上の定数項の選び方を一般化します。分かりやすいように、例で説明します。

下のトーリック・ベクターで定義したX(5.67)を考えてください。トーリツ

ク・グラフは 2です。

(11)=(-21100 
l2 J ¥ 1 -1 0 1 -1 

(5.67) 

トーリック・グラフを見ると、正則有理曲線が現れます:[C8] ， [Ct]εH2(X，Z) 

で、法束は入rcs/x~ 0(-1) EB 0(-1)， Nct/x空oEB 0(-2)です。他の正
則有理曲線は[Cs+t]、そして法束はO(-1) EB O( -1)です。トーリック・ベク

ターだけでこの曲線の法束が見えます:

+ l2 = (-1 0 1 1 -1 ) (5.68) 
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図 2:Xのトーリックグラフです。

Xの湯川結合を定義します。 その後で湯川結合で拡張されたピカール・フッ

クスシステムの計算法を説明します。ミラー予想以外の考察をした物理論文

から湯川結合のグロモフ・ウィッテン不変量に関する部分は

nS oS十t ot os+t 

=ー」一一+~一一一. y:~~一一二一一+一二一一一‘
ss 1 -es ' 1 -es十t'-ttt 1 _ et ' 1 -es+ド

。s+t

弘 =Ys~t =亡戸 (5.69)

となることがわかります。この関数をよく見ると、それぞれの項は上の例と

似ています。例えばes+t/(1-es+t)はO(ー1)ED (ー 1)一→lJ:Dlと同じ湯川結
合です。これより定数項を求めるには、各曲線Gs，Gt， Gs+tに対して対応す
る法束を考え、前の例で求めた定数項 !. _!.を足してやればよいのです。

2' 2 

そうすると、今の例の場合は次のようになります:

es 1 es+t es es+t 
Ysss =ー+一一一+ー+一一一一二 1+一一一+-=--=-τtO (5.70) 2 ' 1 -es ' 2 ' 1 -es+t -， 1 -es ' 1 -e 

両様に以下を得ます:

。 os+t 1 "'s十t

巴t=-tE+t戸 ，Ysst =乙tt=Ut戸 (5問

この定数部分の選び方はもっと理論的な証拠があります。 Xのトーリック・

ベクターをフロップします:

(叫=(:::;17) (5.72) 

すると、 Xから、別の3次元ノン・コンパクトカラビmヤウ多様体 Xf10pが得

られます。グラフは 3で書いています。先ほどと同じ方法でう Xf10pの湯川結

合の定数項を書けます。一方、 Xの湯川結合にフロップに対応する座標変換

してやりますと、 Xの湯川結合の定数項は Xflopの湯川結合の定数項に変わ

ります。なのでこの定数項の選び方はフロップの観点から自然な選び方であ

ることがわかります。
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図3:フロップされたXのグラフです。

この時点で、 Xの拡張されたピカール・フックス・システムを作るための

材料が全部揃いました。まず、 Xの通常のピカール・フックス・システムは

以下で与えられます:

D1 = lh(lh -(2) -z1(-291 + (2)(ー291+ 92 - 1)， 
D2 = (291 - (2)92 -z2(91 - (2)92， 

D3 9192 - Z1Z2 (291 - (2)92・ (5.73)

次に、上の湯川結合からAモデルの拡張されているピカール・フックス微

分方程式を作る方法を説明します。それからミラー写像でAモデル微分方程

式から Bモデルに座標変換します。座標変換の目的は複素構造モジュライ空

間だけでミラー対称性を理解することです。

ψをs，tの関数とします。.後θ'1=θ't，82 =仇として、 YU2 =乙stとし
ます。ここで、以下の微分方程式のシステムを考えましょう:

8aゆ =ψP)， (5.74) 

8a1/l~2) = 乞九bcd4)， (5.75) 
c 

Oad)=6abψ(6)， (5.76) 

。aψ(6) = o. (5.77) 

この微分方程式を ψj4)について解きましょう。 ここでηcを湯川結合九bc
の逆マトリックスを

九bcETd=6f

と置くと，次の方程式になります:

げ)= 2ン?CAaψ.

(5.78) 

(5.79) 

ψi4)の解は一通りに決まるはずですから、上の方程式の右辺の方はαにより

ません。これより次の可積分条件を得ます:

Ly1bcθ1仇ψ=乞E7cゐ仇ψ. (5.80) 

「

D



同じ様に、もう 1つの可積分条件が(5.76)から得られます:

ゐ芝〉7，131仇=θlLY;匂 δb= O. (5.81) 

b b 

最後に、ミラー写像でBモデルに座標変換すると、 Xの拡張されたピカー

ル・フックス・システムが得られます:

。1 (1 + Z2 + zlz~)Ðl + D2 + Z2D3， 

D2 ()2Dl・ (5.82) 

直接計算すると、このシステム {1¥，152}の解空間は次のようになります:

( 1，8，θ:F 8:F θFθF  18 t--s-H--u)  
'θ8θt 'θsθt 

(5.83) 

但し、上式において

83 82t 8t2 マ"""'ens + en(s+t) _ ent 
:F=-=::-+ー十一一+)• 6 . 12 . 12 ム4

n>O 

(5.84) 

としました。この解空間はちょうどいいですね。

このようにして拡張されたシステムを作ったわけですが、残っている疑問

はあります。 Aモデルのグロモフ・ウィッテン不変量の情報で拡張されたピ

カール・フックスシステムを求めましたから新しい正則有理曲線の情報は入

れてません。このポイントを説明します。拡張されたシステムの計算法の目

的は正則有理曲線を数える問題をミラー予想の範囲内で処理することです。

この目的のためには、通常の局所ミラー対称性のピカール・フックス・シス

テムでは不充分です。そこで面倒な例の場合にピカール・フックスシステム

を計算しました。 ここで扱った面倒な例は四次元サイクルを持たない局所

カラビーヤウ多様体です。局所ミラー対称性の最終的な形式はこのような拡張

されたピカール・フックスシステムを含むべきだ、と患います。でもまだ上の

計算法はミラー予想以外の方法によっていますから、もっと一般的な方法を

望んでいます。

なお、湯川結合の定数項の予想は面白い発見と思います。なぜなら前の物

理学者の計算に (Gopakumar-Vafa)違う双対性で同様な定数項が現れまして、

上の湯川結合の定数項はその例の一般化にあたります。

5.5 他の拡張されたシステム

次に、同様な拡張されたシステムの計算法で標準束Ksの例を調べます。 S

はトーリック二次元複素多様体です。簡単に説明する為に、 Kp2の例だけ使

います。この局所多様体の定義トーリック・ベクターは

。=(7;J2::) (5.85) 
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Ksの場合に、拡張されたピカール・フックス・システムの作り方は簡素化し

ます。なぜなら、四次元サイクルを持たない例，特にoEB O( -2)一→ JID1は，
普通のピカール・フックス微分方程式で動ける正則有理曲線を数えられませ

ん。なので正則有理曲線を数えるために普通のピカール・フックス・オペレー

ターに自明でないみの関数を掛ける必要がありました。

一方、 Ksの標準束は正則切断がないので、 f:C →SはSから動けませ
ん。なので、通常のピカール・フックス・微分方程式から正則有理曲線の数

を知ることができるはずです。そこで自然なピカール・フックス・オペレー

ターの左からただ(}iの線形和を掛けてやるだけで拡張されたシステムになる

ことが期待できます。つまり、自明でないゐの関数を使わなくていいという

事です。そこで、実際にいくつか例を調べてやりますとこの考え方は正しい

ことがわかります。

KF2の通常のピカール・フックス・システムは以下で与えられます:

1フ1= fh ((}1 -2(}2) -Zl (2(}1) (2(}1 + 1) 

1)2 = ()~ -Z2((}1 -2(}2)((}1 -2(}2 -1). 

(5.86) 

(5.87) 

Fをこの例の prepotentialとして、 ωを1)1，1)2の表す微分方程式の解の母

関数としましょう:

ω(叩)=乞伽，ρ)Z~山14出2
n>O 

(5.88) 

上式において、

c(η，ρ)-1 = f(l -2n1 -2p1)f(1 + n1 + pd (5.89) 

xf(1+n1+ρ1 -2n2 -2p2)f(1 + n1 +ρ1)2. (5.90) 

です。またITij=θ;1弘ωIp=oと定義します。ミラー写像t1，t2は上の微分方
程式の対数解です。これより上の微分方程式の解空間は

(1， t1， t2， -2~;') 1， t1， t2，-2ー
θt， 

となります。一方、 IT20，ITn とprepotentialの関係は:

(5.91) 

(:::)=(2JfZ/θt，) (5.92) 

となります。これより、計算は自然に進みます。 IT20，ITU というこつの関数

は次の拡張されたピカール・フックスシステムの解です:

{ (}11)1 ， 1)2}. 

それからこの拡張されたシステムを使うと、拡張されたシステムの解だけで

KF2のprepotentialを計算できます。さらに、 拡張されたシステムから出

門

i
-
E
A
 



発して、湯川結合を計算できます。このような計算は後で詳しい話をします。

計算の結果は:

2Z1-A 
Ylll=~ 、.... ，..? ， Yl12 ，. ，.... :.<:一'(1 -4z1)2 -64z~ ， 
'tT z2(8z1 -1) vz2(24z1Z2 + 2z1 -2z2ーを)
L122ニ九 a 、~ -~ ?、“ a 、 L222ニ (1-4Zt)2 -64z~)(1 -4Z2)2・

となります。

6 コンパクト化と局所四次元力ラビーヤウ多様体

6.1 何で四次元カラビーヤウ多様体?

上の計算で，局所ミラー対称性の計算の問題は少し分かるようになりまし

た。四次元サイクルを持たない局所カラビ.ヤウ多様体の微分方程式はいつも

不充分です。なぜなら微分方程式の二重対数解でグロモフ・ウィッテン不変

量を数えますが、このような多様体のミラー多様体のピカール・フックス微

分方程式は二重対数解がありません。もっと一般に、 b2(X)i= b4(X)のよう
なXならば、 Xのprepotentialを完全に計算できません。

例えば、 KdP2の例を考えましょう。ここで、 d乃とは、 2次元複素射影平

面の異なる2点をブローアップして得られる多様体です。この多様体の定義

ベクターは

(6.93) 

です。ベッチ数はb2(d.乃)= 3， b4(d九)= 1です。 FをKdP2のグロモフ・
ウイツテン不変量の母関数とします。それから KdP2のミラー多様体の周期ベ

クターは

(OFθF  M)  1， tl， t2， t3一一+一一+一一l
J.' v"" V"" at1 θt2 I at3} 

(6.94) 

です。物理学者の考え方はむはKdP2の二次元サイクルの体積と解釈し、二重

対数解は四次元サイクルの体積と解釈します。今の場合、四次元サイクルの

数が1個なので二重対数解も 1個となり、 prepote凶 alの微分25を個別に得
ることができません。そこでprepotentialの微分を積分するために、 b2= b4 
が必要条件となります。この様な第二の簡単な例は次のような定義ベクター

から得られるノン・コンパクトカラビーヤウ多様体です:

(-31110) 
1 -2 0 0 1 J 

(6.95) 

口

δ



この多様体のミラー多様体の周期積分は

(θ:F a:Fθ:F _ a:F 
1， 8I， 82ー3ー+一一一2-)
'，' """.1， ......~， θ81θS2'θ81 -a82 

(6.96) 

です。それで、この周期積分だけを使うとグロモフ・ウィッテン不変量の母

関数を計算できます。

この様に考えると、次のやり方が現れます。もし四次元サイクルが足りない

多様体に新しい四次元サイクルを入れて、得られた多様体を調べると新しい

グロモフ・ウィッテン不変量の情報があるはずです。それから極限をとって、

元の多様体の情報を求められます。更なる証拠として、物理の論文にノンコ

ンパクトな四次元サイクルをうまく有限体積に制限するとグロモフ・ウィッ

テン不変量の情報がわかると書いています。ここで行う計算は、ノンコンパ

クトな四次元サイクルをコンパクト化することによって有限体積に制限する

という発想に基づいています。

そこで、これから色々な例を取り扱って行きましょう。

6.2 もう一度、局所]p>1

局所 JP1に四次元サイクルを入れるやり方は射影コンパクト化をして、そ

れから射影コンパクト化の標準束を取ります。ここで取り上げる例は、 JP1上

の二次元複素ベクトル束。(-1)aO(-1)とOaO(-2)です。上のコンパク
ト化で作った四次元カラビ.ヤウ多様体から自然に局所JP1のグロモフ・ウイツ

テン不変量が読み取れます。

例 6.5まず、なぜこの様な四次元カラビ.ヤウ多様体からもともとのノン・コ

ンパグトカラピ，ヤウ多様体のグロモフ・ウィッテン不変量が得られるかにつ

いてもっと詳しい話しをします。 X=O(ー1)a O(ー1)ー→JP1のトーリック・
ベクターは(1，1，-1， -1)です。 ここでXにノンコンパクトな四次元多様体

Kxを割り当てます:

(6.97) 

この複素四次元多様体のグラフは (4)です。グラフをよく見ると、この複素

四次元多様体の計算の長所が見えます。 KxでXのノンコンパクトな実四次

元サイクルは有限体積になりました。 O(-1) a O( -1)ー→ JP1については、
このコンパクトなサイクルの体積から局所JP1のグロモフ・ウィッテン情報を

得られます。なので Kxのミラー多様体の周期積分を調べて、それから周期

積分の極限をとって、。(-1)aO(ー1)一→JP1のグロモフ・ウイツテン母関数
を求められます。

日
吋

υ



海ー

X Kv X 

図4:射影コンパクト化法.Krの図の外側の線は、標準束の方向を表します。

後、もう一つ注意があります。 Kxのミラー多様体の周期積分はピカール・

フックス微分方程式の解ではありません。その微分方程式の解を対数微分す

ると、周期積分になります。

それでは今の例の四次元多様体の周期積分を計算しましょう。

YをKxのミラー多様体とします。 これより Yはカラビーヤウ四次元多様

体です。 Yの定義方程式は

y=  {ω+ 1 + Y2 + Zly;ly4yS + Y4 + Ys + z2Yi1YS1 = O} (6.98) 

上式でu，VE C、そして抗 EC*です。 Yのピカール・フックス・システムは

D1 = 8f -zIC -81 + (2)( -81 + (2) (6.99) 

D2 = 82(82 -(1)2 -Z2( -3(2)( -382 - 1)(-382 -2). 

Yのポアンカレ多項式は

(1 -t2)(1 -t3) ...3 ， n...2 = t;j + 2t;!， + 2t + 1 (6.100) 
(1 -t)2 

そして、これでちょうどいい偶数次元サイクル数があります。 (4) ですか

ら、 Kxの二次元(四次元)サイクルを表すピカール・フックス微分方程式

の対数解h，t2 (二重対数解1112，1122)が得られます。二重対数解の対数項
を無視すると、次の極限を取れます:

件一
n，
V
芝川

H
 
m十

(6.101) 

これで局所J.P1のグロモフ・ウィッテン不変量を見られます。しかし、この

方法は的確ではありません。まずは、実は対数項はこの極限で発散します。

-20 



つぎに、ゼロでない定数をこの解に掛ける可能性もあります。つまり、二重

対数解を使うと詳しい情報は見えません。運よく、もっとしっかりした計算

法があります。この方法は次の話の中心で、大切なものは四点関数です。

ここで、拡張された微分システム {D1，B2D2}を考えてください。 このシ
ステムのポアンカレ多項式を見てやると、このシステムの解はコンパクトな

四次元多様体の周期積分を表すことがわかります。なので、 M をカラビmヤ

ウ四次元多様体として、 M の周期積分は拡張されているシステムの解と同じ

と解釈します。これより次の定義をします。

昭子=んQ〈VZYZAm+n=ME{4J}ヲ (6.102) 

Y/!:，n 0， k ~ 3 (k) 一

上式で QはM の正則形式として、マを M の複素構造モジュライ空間の連

結とします。後、上式で第二の方程式はグリフィス横断性という性質にあた

ります。それからこの拡張されているシステムから Yt~n の関係式を導き出せ
(4) 

ます。例えば、ピカール・フックス微分方程式より、次の方程式が成り立ち

ますから、

。1B1D10 。
B2B2D10 。
。1B2D10 。
。21フ20 。 (6.103) 

以下の関係式が得られます:

( -Y(~~ + 2Y(~) -堵)Zl+只智 = 0 
(-塙+2Y(~) -Y(~))Zl +只習 = 0 

(-只~)+ 2一時?-只な)Zl十只習 = 0 
27Y(~)Z2 + 昭一 2Y(~) + 只~) = O. (6.104) 

このシステムの全部の関係式を使うと Y{Zn は全て Y(~)(=: S)を用いて書け
ます。それからまた拡張されたシステムを使います。今度はもう一つBFを掛
けてやると、 S の微分方程式を導けます。この微分方程式を解くと、 y;~n は

(4) 

決まります。

具体的にいうと、Y(~r の上の定義から導き出せる次の関係式を使うのです:

mn=j(m吋引+n吋 ，nー1). (6.105) 

ここでムf= 1 -54z2 -54z1Z2 + 729z~ -1458z1Z~ + 729zrz~ とします。
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上の計算法を使うと、以下の結果になります:

04 1 ~T13 1-27z1 + 27z1z2 v22 2可ZlZ m 二本f 明- 2ムf 九)=可~ ，(6.106) 
31 _ Zl (-1 + 27 Z2 + 81Z1Z2) v40 _ zr ( -1 + 54z2 + 54z1Z2) ~.l. ¥ .....-.-.l. '-~I ~ー

(4) - 2(Zl -1)ムf ，.L (4)一 (Zl-1)2ムf

この形式では、四点関数の意味はよく分かりませんが、ミラー写像で座標変

換した後(また、四階テンソルのことを忘れないで下さい)、三次元の極限を

取ってやりますと、以下の簡単な関数になります:

点∞CH)=;zent1
n>l 

(6.107) 

C(1)はAモデルの四点関数で、 h，t2ピカール・ブックス・システムの対
数解です。今の場合求めた結果は、定数1/2が掛かっています。この計算法

は二重対数関数を調べるのに比べると、自然な計算であると言えます。特に、

この関数には定数項はありません。

例 6.6次にX'= 0 EB O( -2)ー-+JP'1の例で同様な計算法をします。上の例
と少ししか違いませんから詳しい説明はしません。

それでは、計算を始めましょう。用いる四次元カラピ胆ヤウ多様体Kx'の

定義トーリック・ベクターは

(一21100)
1 0 0 1 1 

です。そしてK支Jのミラー多様体は

(6.108) 

y=  {ω+ 1 + z2yr;lY61 + ZlZ~Y41yr;2Y62 + Y4 + Y5 + Y6 = O} (6.109) 

で、 Yのピカール・フックスシステムはこれです:

D1 oi -Zl (ー201+(2)(ー201+ O2 -1)， (6.110) 

D2 = (02 -2(1)O~ -Z2(ー3(2)(-302ー 1)(-302 -2). 

このシステムの表す微分方程式の解空間は六次元です。

前と同じ様に、拡張されたシステム{Dt，02D2}で、四点関数を求めること

ができます。 Aモデルの四点関数の結果は次のようになります:

li竺∞ca=-jzent1
n>l 

また、前と同様に、定数1/2が湯川結合に掛かっています。
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6.3 曲面上の標準束

続いて、四次元多様体の計算法の力をもっと使って、局所JP1X JP1の全て

の湯川結合を求めます。 5章の拡張されたピカール・フックス微分方程式で

湯川結合を求められますが、そうすると、例により定数項の選び方が違いま

す。つまり、 5章の拡張されたシステムはどこでも使える理論としては少々

不満が残ります。一方、四次元多様体の方法はより一般性があります。さら

に、曲面上の標準束の例の場合はいつもこの計算法が有効です。

例 6.7局所Fo= JP1 X JP1上の標準束を考えましょう。 X=KFoの定義トー
リック・ベクターは

。
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(6.112) 

です。これより支をXの射影コンパクト化として、 K)(の定義トーリック・

ベクターは
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(6.113) 

YをKxのミラーカラビ・ヤウ多様体とします。 Yの定義方程式はこれです:

{ω+ 1 + Z2yr;1Y61 + Z1Z~Y41yr;2Y62 + Y4 + Ys + Y6 = O}. (6.114) 

上式で(U，V，Y4，YS，Y6)E <<:::2 x (<<:::*)3で、 Yは局所四次元カラビ.ヤウ多様体
です。いつもと同じ様に、 Yの周期積分の微分システムは:

D1 = 6~ -Z1 (-261 -262 + (3)( -261 -262 + 63ー 1)，

D2 = 6~ -Z2(ー261-262 + (3)(ー261ー262+ 63 -1)， 

D3 =.63(63ー261-2(2) -Z3( -2(3)( -263 -1). (6.115) 

h， t2， t3をこのシステムの表す微分方程式の対数解としましょう。前の例と同
じ様に、拡張されたピカール・フックス・システム {D1，D2，63D3}を考えま
しょう。割り当てる四次元多様体はいつも同じ拡張されたシステムを使いま

す;つまり、ファイパーのコホモロジ一類の関係式に対応するオペレータ-

DFを次のオペレータに変えます:6FDF。また、 M を拡張されたシステム

の解と同じ周期積分のコンパクトな四次元多様体としましょう。四点関数の

方程式は

vmnp 
・.L(k) 

vmnp 
.. (k) 

= I n八V6;，V6'，..， vtGn， m + n + p = k， k E {4，5}， 
JM 晶

0， k三3. (6.116) 
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です。前の例と同じ様にYの全ての Bモデルの四点関数を求めて、微分方

程式の対数解でAモデルの四点関数に座標変換します。また、ここで四点関

数の四階テンソル特性を使ってます。一番最後にAモデル四点関数の極限を

取ります。そうすると、この結果になります(他の四点関数は対称性で計算

できます): 

点∞C恕 =i(-2q1-4帥ー 2qi-吋 2-叫 -2qr -...)， 

点∞C2)1=j(-4帥ー叫2 ー 12qlq~-...)， (6.117) 

上式でqi= etiとしました。 この方程式の表すグロモフ・ウィッテン情報

は正しく求まっています。つまり、 FをKFoのグロモフ・ウイツテン不変量

の母関数とすると、次のようになります :δ3;:/δtf= limぃ一∞C30しか
し上の掛かっている定数;は気になります。とりあえずこの定数の意味はよ

く分かりません。

7 標準束でない例

上の様な計算で、 Xの射影コンパクト化上の標準束Kxで簡単にXのグロモ

フ・ウィッテン不変量が計算できます。しかし、もしXをb4= O，dimH4(X，Z) > 
1とする、この計算法は効かないようです。なぜなら Xのノンコンパクトな

divisorが多すぎるので、射影コンパクト化のグロモフ・ウィッテン不変量を

探すのは面倒になるからです。とくに、 b4= O，dimH4(X，Z) > 1のノンコ
ンパクトなdivisorは3個以上ですから違う方法を探す必要があります。

この様な問題を考えながら、新しい技を求めましょう。なんと、簡単なや

りかたで色々な標準束でない例を解決できます。実は、このような例に実四

次元サイクルを前章とは違うやり方で加えると、標準束でない例を標準束の

例に変えることができます。それから標準束の場合の計算をして、答えを元

の例に変数変換してやると、うまく行きます。

一番最初に、簡単な例を計算しましょう。この例でこの様な計算法の様子

がわかります。

7.1 A first example 

例 7.8また、 X1 = 0(-1) EB O( -1)一→jp>1を考えましょう。違う計算法
でこの例の湯川結合を求められますが、今のやり方はもっと複雑な例の練習

です。

まずは、この例のピカール・フックス・システムの問題を思い出してくだ

さい。この多様体は四次元サイクルがありませんから、普通の局所ミラー対
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X1 X1 

図 5:4次元サイクルを 0(-1)ED 0(-1)一→JP>1に加える場合のトーリック

グラフです。

称性の計算は不充分です。なのでグロモフ・ウィッテン不変量を数えること

ができません。

しかし次の様に考えると、問題の解が得られます。この多様体に一番簡単

に加えられる四次元サイクルは何でしょうか?この多様体をx1と呼びます。
5でトーリック・グラフを書いています。 X1の定義トーリック・ベクターは

(::) = (ム;770 (7.118) 

です。 X1はちょうど一つ新しい四次元サイクルを含んでいます。

次に、標準束の例に変換します。今の場合はすぐにできます。次のように

x1をKF1にフロップしてやります:
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(7.119) 

つまり、 JfftoP宝 KFl。
これより、前の標準束の計算法を実行します。 K支FlをKF1に対する四次

元カラビーヤウ多様体とします。 Kー の定義トーリック・ベクターは
KFl 

(o-141101  
o -2 1 0 0 1 0 I。

-2 1 0 0 0 0 11 

(7.120) 

KFoの例と同じ様に、 Kj(Flの拡張されたピカール・フックス・オペレーター

でBモデル四点関数 RZnp(zhh，勾)を求められます。 上で (Zl，Z2， Z3)は

Kj(Flの複素構造のモジュライ空間の局所座標です。
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次に、 Bモデル匹l点関数にフロップに対応する麗標変換をしてやりましょ

う。 この座標変換は以下で定義されます:

Zl =ω1I，JZ2=ω1W2， Z3 = W3・ (7.121) 

もちろん、また市叩(Zl，Z2， Z3)は四階テンソルです。これよりmnp(ω1刈 2川)、

つまり X1に対応する四次元多様体の四点関数が得られます。 h(ω)，t2(ω)， t3 (ω) 
をX1のミラー多様体のミラー写像としましょう。
後、上のミラー写像の逆写像ω(t)で市叩(ω1刈2刈 3)をAモデルの四

点関数に座標変換します。結果をCUpと呼びます。そしてついに、 X1の
湯川結合CX1をt2，t3→-∞の極限を取ることで得ます。 この極限はまず
JP>2ι→X1の体積を無限大にとり、それから (KFl )flopのJP>1ファイパーの体
積を無限大にする極限をとる操作に対応します。 結果は以下のようになり

ます:

1 "tl 
CX1九，件∞caI=一;tzZ7 (7.122) 

t1はJP>1Y X1の体積です。もちろん、これはX1の正しいグロモフ・ウイツ
テン不変量の母関数(定数倍を除いて)です。

n
h
u
 

q
ム







Toric Mirror Symmetry 

Abstract 

This is a review focused on mirror symmetry for noncompact toric varieties. We first 
describe the connection between mirror symmetry and period integralsうusingthe quintic and 
the canonical bundle over p2 to illustrate the general theory. We then move on to two recent 
topics in local mirror symmetry: extended Picard-Fuchs systems， and compactifications in 
local mirror symmetry. 

1 Calabi回Yaumanifolds. 

1.1 Two Basic Examples. 

Since the basic objects involved in mirror symmetry are Calabi-Yau manifoldsうwebegin with a 
discussion of these. First， the definition. 

Definition 1 Let X beαKahler mαηザ'oldof complex dimension 3. Then X is calledαCalabi-Yau 
manifold if the first Cherηclass of X is t門vzαl.

In principle， we only need to add the hypothesis that X satisfies H2，1(X) i= 0 in order make a 
statement of mirror symmetry for X. However， it is useful to use a restricted class of Calabi白Yau
manifolds to simplify our search for interesting examples. 
First， the noncompact case. We will say that X is a local toric Calαbi-yiαu threefold if X is a 
Calabi-Yau threefold containing the algebraic torus (Cつ3as an open dense subsetヲandthe action 
of (Cアextendsto X. Since these notes are driven primarily by examples， we turn to our first 
such space. 

Example 1.1 Let X1 = 0(-3)→JP'2. X can be described as a symplectic quotient 

X1 

Sl 
{(ω1，... ，ω4)εC4 -Z: -31ω112十|切212+ 1ω312 + 1ω412 = r}/S¥ rεR¥ 
(ω1ド・・?叫)→ (e-3iOω1， eiOω2うん3うん4) ， OES1 •

(1.1 ) 

(1.2) 

Here the disallowed locus is Z = {ω2ニ ω3=ω4= O}. The reason for this is clear; in the above， 
[W2， W3， W41 are homogeneous coordinates on the JP'2うandthus we cannot have all three coordinates 

門
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The overall scaling of the boldface triangle is 一一-7JP'2 

り4

Figure 1: The toric graph of 0(-3) 
controlled by the real parameter r. 

vanish simultaneously. Notice that in the aboveぅallthe information regarding the above geometry 
is captured in the single vector 

l = (-3 1 1 1) (1.3) 

Since we are primarily concerned with toric geometry.ぅ wenote that this vector l can be realized 
as the single basis vector of relations among the vertices 

(1.4) 
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That is， if Z = (Zlぅ12，J3?14)satidesztli白=0， then l = (-3，1，1，1) up to an overall multiplicative 
constant. We can use these vertices to produce a nice toric picture of 0(-3)→JP'2. Write 
Vi = (Vi， 1)ぅandplot the points Vi in 71}. Then connect the vertices and draw the dual toric graph 
r. r is then a toric realization of X. This is illustrated in Figure 1. 

Nextヲweturn to compact Calabi-Yaus. While these are not the main focus of these notes， his-
torically they were studied first， and much of the intuition regarding the geometry of noncompact 
Calabi-Yaus is better illustrated through compact examples. Rather than work out the theory of 

compact toric CY manifolds in general， we will simply present the best known example below. 

a zero section of Example 1.2 We will present the toric construction of the quintic X2ぅ l.e.
0(5)→JP'4. Take the following vertices in Z4 

(1.5) 
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and letムbethe co町 exhull of {九・・・，V5}.Let t = (t1， . • .， t4)ε<c4 . be a formal variable， and 
form=(m1，...，m4)εZ4， defi.ne the symbol 

一一1_2 _3 _4 
t川=ti' t2' t'3' t'4' . (1.6) 

Let {m1，...， ms} =ムnz4， and set f(α，t) = 2::i向tmifor arbitrary αi E <C. Then if we take 

F(α，ω0，. . .，ω4) =ωo. ..ω4f(α，t1 =ωdω0， t2 =ω2/ω0， t3 =ω3/ω0， t4 =ω4/ω仏(1.7)

we see that F is an arbitrary polynomial of degree 5 inω0，... ，W4・ Forexample， considering 
the line connecting (-1， -1，-1ヲー1)to (4， -1， -1， -1)， we have that (3， -1， -1，ー1)lies on this 
line， hence lies inムnZ4. The homogenezation of this term leads toω付。;in this way we may 
build every possible degree 5 polynomial fromム.If we consider [wo，...，ω4] as homogeneous 
coordinates on jp4， then F = 0 defi.nes a zero section of 0(5)→ IP4， as 由sired.It is known that 
any such section is a compact CY manifold of dimension 3. 

1.2 1¥征irrorManifolds. 

In this subsection， we will exhibit the so聞called'mirror manifolds' to the above七woexamples. 
At this stage， we will simply present出eway of computing mirror manifolds， and postpone the 
detailed discussion of their properties until the next sec七ion.We merely remark that the mirror 
manifolds given below capture many interesting features of our two examples. 

Example 1.3 The mirror Y1 of O( -3)→IP2 can be immediately w出 endown using the defi.ning 
vector l = (-3，1，1，1)， as follows: 

日={( u， V， Y1， . . • ， Y4)ε<c2 x (<c*)4 :ω+α1Y1 +・・・+α4Y4= 0， Y13Y2Y3Y4 = 1} /<C本(1.8)

This is called the Hori-Vafa cons七ructionfor local mirror symmetry. After some algebra， we can 
rewrite七hisas 

日={F1(z， U， V， Y1， Y2) = uv +α1+α3Y3 +α4Y4 +α2U51uf=0}. (1.9) 

Notice that ifwe write 日={uv十Zj=1UFiu??=0}，andm=(mLm?)，then m=643t=1...4. 
We also want to take a brief tour into七hemoduli space of this equation. Firs七noticethat七he
above parameterization of complex structure moduli variables is redundant; if one were to rescale 
the variables as Yi =α:;1Ui' we would get 

{uv + U1 + U2 + U3 + U4 = 0， u13u仰 Jァ=収*
U2U3U4 

(1.10) 

from which we could identify immediately出ecorrect complex struc七uremoduli variable: 

α2α3α4 
z=一一一士一一
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And now， for the mirror of the quintic. 

Example 1.4 This is a special case of the so-called Batyrev construction of mirror symmetry. 
Consider the original polytopeムgivenfor the quintic. For any polytope with vertices in Z大we
have the definition of its polαr polytope 

ム={v E JR4 : m . v三一1Vm Eム}. (1.12) 

For the example we're working withうitturns out that the polar polytopeムhasvertices 
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(1.13) 

Now， according to Batyrev， if we use the canonical procedure of associating a family of Calabi-Yau 
hypersurfaces to these vertices， then the resulting family is mirror to the quintic. By carrying out 
the same procedure of homogenization， we五ndonly 6 terms， and thus arrive at 

九二αowg+ α1ωf+α2d+α3W~ +α4吋+α5切0則的問問 =0 (1.14) 

as the family mirror to the quintic. 

Now， we also want to briefiy mention the moduli space discussion here. As aboveヲthroughthe 
rescalingsωfニ α;1，we would arrive at a complex structure moduli coordinate Z5 =α1・・・α5/α5.
Also， since there is no uv factor in the polynomial for F2ぅwecan also multiplythe equation by a 
nonzero constant F2→cF2. This contributes nontrivially to the period integrals we will calculate. 

We would also like to comment on the common features of the two examples above， e.g. on 
the relationship between mirror symmetry constructions on compact and noncompact manifolds. 
In terms of what we are computingうthereis in fact only one feature which will capture all the 

information we need. On 0(-3)→JP'2， recall that the vertices of the duα1 p吻tope{V1ぃ・.，V4} 
of equation (1.4) had the single relation (-3，1，1，1) between them. Similarly， the vertices of the 
dual polytope to the quintic from equation (1.11) have a single relation (-5，1，1，1ヲ1う1).In terms 
of the moduli space data we will be computing shortly， these two vectors already capture most 
of the information we need. There is in fact only a small difference between the computations 
for the compact and noncompact models. We now turn to thisうandto the general predictions of 
mirror symmetry. 

2 Period Integrals and Complex Structure Moduli Spaces 

2.1 General statement of mirror symmetry. 

Now that we have looked at two of the most well known examples of CY manifoldsヲ weare 
interested in understanding what mirror symmetry has to say aりoutCYs. We will自rstgive the 
statementヲanddefer a discussion of defining its various ingredients until afterwards. 
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Conjecture 1 (Mirror Symmetry Conjectu陀 ) Let X beαCY threefold with complexified Kahler 
moduli spαce X. Then there existsαCY threefold Y with complex structure moduli spαce Y such 
thαt there isαlocal isomorphism of moduli spαcesX~Y. 

In order to appreciate this， we need some understanding of what the complexified Kahler and 
complex structure moduli spaces of various CY manifolds are. In fact， this is an extremely di伍cult
question to answer in general. Yet， for the type of spaces we are consideringぅwehave an explicit 
way of describing them， as we will see now. 
We will first give an exposition of the meaning of the complex moduli space， as it applies to 
the examples we are working with. 

Example 2.5 To begin with， let's consider the mirror to the quintic， defined by the hypersurface 
equation F2 = 0 in JP'4. Since this is a compact CY threefoldヲthetheorem of Bogolomov-Tian-
Todorov states that the complex structure is determined by the period integrals of Y2. We note 
that Y2 depends on the single complex parameter z， and thus the period integrals of Y2 will move 
in a 1-parameter family. This family is in fact the complex structure moduli space Y of 1'2ヲ at
least as far as local deformations are concerned. 
N ow take a basis {γl(Z)， .・・ぅrn(Z)}of H3(Y2， Z)， and let Do be the standard (4，0) form on JP'4. 
Then we can define the period integrals of九 by

IIi(z)ニ r T.1 f~. ~no 
Jnyi(z))九(Z，ω0，. . .刈4)， 

(2.15) 

where T(ri(Z)) is a tube over 怖い). 
In principle， then， we only need to know the IIi(z) in order to determine the complex structure 
moduli space of the quintic. 

Example 2.6 We can also do the same thing for the local mirror geometry Y1 of 0(-3) -→ 
JP'2. Unfortunately， for noncompact cases we are no longer guaranteed that the period integrals 
determine the complex structure; nonetheless， we may formally carry out computations similar 
to the compact case. In fact， inall examples studied to date， it is known that this formalism 
produces the correct results， in a sense to be made more precise later in this article. 
From recent work of Hosono， we may de五nethe noncompact period integrals for 目前
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(2.16) 

for all r εH4(C2 X (C*)2一九Z).

Thus， at least formally， we have achieved our goal of understanding the (local) complex structure 
moduli space. By studying the behavior of the period integrals under infinitesimal deformations 
of the complex structure parameter z， we expect to be able to recover local information of the 
complex structure moduli space of li and 1'2. Next， we will develop techniques for evaluating the 
period integrals presented in this subsection. 
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2.2 Generalized Hypergeometric Series and Period Integrals. 

The period integrals of the previous subsection may be quite di血culもtocompute directly. Thank-
fully， there is a simple way to recover this information on toric varieties，出roughthe so-called 
GKZ differential system. As usual， rather than describe the general theory， we will carefully go 
through the details on each of our. two examples. 

Example 2.7 These computations were traditionally performed in出ecompact setting， so we 
will first go through the process on the quintic mirror. Rather than use the period integrals from 
eqn. (2.14)， it is in fact simpler to use the ones with 'too many' complex structure variables. Let 

F2(α，ω0，... ，ω4) =α。バ +α1吋 +α24+α3W~+α4d+α5ω。ωi均的ω4. (2.17) 

Then we want to work out 

I1v = r 00 ・-
7ームF2(α，ω0，.. .，ω4)" (2.18) 

In fact， we can arrive at the answer easily， once we realize that the cycles γshould be locally 
constant. It is obvious that 

(九九九九da4ーが) 。。吋 F?(α，ω0，...，ω4、
(2.19) 

Hence， we convert the question of computing the period integrals of F2(α) into that of findi時七he
solutions ofんf= 0， where .c2 =θlaodal d，α2 ða3 ða4 ー θ1~5. We remark七hatthe differential operator 
.c2 is comple七elyspecified by the vector (1，1，1，1，1， -5)， which was the vector of relations among 
the vertices of the polytopeムdualto the polytope if the quintic. 
Now， we are.poj; quite done， because the solutions of our operator 乙2are not really the period 
integrals， since they have too many moduli variables. Thus we need to reduce .c2 to an ordinary 
differential opera七or;this is also automatically taken care of through the GKZ formailism， as 
follows. First， the vector (1，1，1，1，1， -5) determines a single complex structure variable 

α。α1α2α3α4
z= 5 α5 

(2.20) 

We want to rewrite .c2 in terms of this single variable. To be more preciseぅ乙2also requires a 
slight modification before we can sensibly pass to the quotient. This is because， in the de五nitino
of period integrals in eqn. (2.17)， we are actually free to multiply the denomenator by an arbitrary 
C εC*， F2-→cF2・Inorder to fix this invariance， we divideα5 out of the denomenator. The end 
result is that the real operator we want to convert to an ordinary differential operator is 

乙2α51. (2.21) 

It is then a matter of simple calculation to finally rewrite this as the relevant operator 

Ð~ = ()5 -z(5() +酬+刷+3)(桝 4)(糾 5)，。=zt (2.22) 
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For this specific example， it is in fact the case that there is one more solution to Ð~f = 0 than we 
are interested in. Hence we factor the operator， which yields the familiar Picard-Fuchs operator 
for the mirror to the quintic 

D2 = 04 - 5z(50 + 1)(5e + 2)(50 + 3)(50 + 4). (2.23) 

Now that we at long last have our differential operator in hand， we need to know its solutions 
in order to give the period integrals for the mirror to the quintic. The GKZ formalism is also 
equipped for this， and we can once again simply write down the solutions simply by using the 
vector (1，1，1，1，1， -5). We can immediately write down the generating function 

ふ F(1+ 5n + 5ρ) { _¥n+ 。(z，p)=〉:5(-z)n+.ぉf(l+ n +ρ) (2.24) 

Then the general theory of GKZ systems tells us that the solutions of Dd = 0 are given by 

:::lk 

ニτωo(z，ρ)1ρ==0，k = O. . .4. 0ρ同 Y
(2.25) 

We will explore the meaning of these solutions， and their relation to mirror symmetry， in the next 
section. 

Example 2.8 We also want to carry out the same procedure on Yl. Since this computation is 
nearly identical to the above， we will merely point out the differences. Firstly， the period integrals 
we use here 

r dudvdY3dY4/ (Y3Y4) 
Jr uv十α。+αlY3+α2Y4 +α3Y3Y4 (2.26) 

no longer have invariance under multiplication by elements of C*， since u and v are C variables. 
Thus， the GKZ operator 

ム=θα18a2θα3一死。 (2.27) 

coming from the vector of relations (1，1，1， -3) descends to the quotient unmodified. This results 
in a Picard-Fuchs differential operator 

。3_ z(-30)( -30 -1)(ー30-2). (2.28) 

We have a modified generating function of solutions in the noncompact case 

ωo(叩)=ヤ 1 .zn+p 
信 f(l+n十ρ)3f(1-3n -3ρ) (2.29) 

and the solutions are given as the 0，1う2derivatives of this series with respect toρ， as in the compact 
case. The main difference between the noncompact and compact cases in terms of solutions of the 
PF differential operators is that in the compact case， there is always a constant solution. This 
simplifies many calculations， as we will see in the sequel. 
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3 Enumerative Predictions via Period Integrals. 

Wちnowturn to the topic which ultimately fueled the interest of many mathematicians in mirror 
symmetry. Namely， physics conjectures that we should be able use computations of出etype 
pe伽 medabove to enumerate rational curves on the quintic and 0(-3)→ JP2. We will first 
demonstrate七hison the classical example of the quintic. 

3.1 Rational Curves on the Quintic. 

Letωo be the generating.function (2.24) for periods of the quintic， and set抗=θPiω01ρ=0・Withthe 
tools developed so far， we can now formulate one of the most impressive consequences of mirror 
symmetry. First， we need to de宣nea notion of the number of rational curves on the quintic. 
Following Kontsevish， let刃(d，JP4) be the moduli space of degree d stable maps with no marked 
points into JP4. We note briefly that the bundle 0(5)一→JP4induces and obstruction bundle巧
on刃(d，JP4)， such that the fiber over (1， C)ε刃(d，JP4) is HO(C， 1*0(5)). Kontsevich and Manin 
have then defined the numbers 

Nd = I c叫 1(Ud) 
J刃(d，lP4)

(3.30) 

which we take to be the number of rational curves on the quintic. In fact， i七isknown that this 
interpretation is not always the right one; the above is actually counting a physical instanton 

number， whose de宣nitionwe will not elaborate upon. 
Then inspired by physics， we can then define a generating function of these numbers 

:F(t) =学+玄Ndedt
d>O 

where t is a formal complex parameter. 

(3.31) 

Then the mirror symmetry theorems， proved by Givental and Lian-Liu・Yau，state the following. 
Consider the periods Yo， • • .， Y3 for the mirror to the quintic. Then if we arrange these in a period 
vector 

II = (Yo，. . .， Y3)， 
吐lenwe can factor this period vector， with the resu1t 

II = 'Iln (1. t笠 t笠 -2:Fl 
- IJU ¥ L， u， dt ，U dt “/  (3.32) 

Here t and :F areexact1y the same functions as inもheKontsevich-Manin formulation of rational 
curves on the quintic. That is to say，七heperiod integrals on the mirror to七hequintic have all the 
information about the number of rational curves on the quintic. The function t above is called the 
mirror map， which tells us how to change information on the mirror of the quintic in七oinformation 
on the quintic. 
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Of course， we can then recover the function :F directly from the period integrals on the mirror 
to the quintic as 

:F=土(YIY2-Y3)・
2yo 

And this is precisely the basic consequence of mirror symmetry. 

3.2 The noncompact setting. 

(3.33) 

Using the above compact calculations as a template， we would now like to carry out the same sort 
of computations for 0(-3)→JP'2. In factぅthecomputations on this space and its mirror are 
simpler than the quintic， but the meaning of the resulting numbers is more subtle. 
Recall that the generating function 凶 from(2.29) satisfiesωolp=o = const， and moreover that 
there are a total of 3 solutions， since the relevant Picard-Fuchs operator for this case is order 3. 
As in the compact case， we arrange these solutions in a period vector 

II(z) = (1， t(z)， W(z)) (3.34) 

where t(z) is the mirror map and W(z) is a function which we want to interpret as a generating 
function of Gromov-Witten invariants. There is in fact a simple way to do thisうaswe now explain. 
Let :F denote the generating function of Gromov-Witten invariants for this case， and recall that 
the single relation vector for X = 0(-3)→JP'2 is (-3， 1， 1ヲ1).Notice that there is exactly one 
compact divisor， D S:: JP'2うandthat this satisfies JP'1 n JP'2 = -3. ' From the predictions of mirror 
symmetry， we then have that the above period vector is equal to 

日(z)= (川)ぅ-3お
so that we need only use -W /3 in order to find the Gromo肝V
And indeed， this produces the expected invariants. 

4 Extended Picard皿Fuchssystems. 

(3.35) 

We now move on to discuss our recent workうwhichwas done at Hokkaido University in collabora-
tion with Professor M. Jinzenji. We begin by motivating the study with a basic caseうandproceed 
afterward towards the general method of solution. 

4.1 Origin of the Problem. 

The story of mirror symmetry presented in the previous sections presents a compelling and neatly 
told story. And in fact， on the surface it may seem as though most of the mathematical structures 
of local mirror symmetry have been well understood. However， there is a class of examples 
for which the constructs of local mirror symmetry break down， and new techniques must be 
introduced. 
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To understand the simplest example of this phenomenonうconsiderthe classical example X = 
0(-1) EB 0(-1)→ JP1) which is called the conifold in the physics literatu此 Thisspace admits 
a symplectic quotient description 

X = {(ω1)・・・ぅω4)ε<c4 -Z: 1ω112十 |ω212ー |ω312-1ω412二 r} / S¥ r E lR.+ 
S1 (ω1) . .・刈4)→(ん1)ん2，e-~3，e-40ω4))() E S1 (4.36) 

and Z = {ω1ω2 = O}. This is perhaps the simplest model of local mirror symmetry) in the 
sense that we know clearly that X contains exactly one holomorphic curve. Thus) we expect a 
formulation of local mirror symmetry to be exceedingly simple in this case. 
80) we go forward and set the usual machinery of local mirror symmetry into motion. The 
mirror manifold Y to X can be realized as the hypersurface 

Y = {(u) V)Y3) Y4)ε<c2 x (<Cつ2:uv + 1 +約十Y4+ ZY3Y4 = O} (4.37) 

where z is the single complex structure moduli variable. As in the previous sections， we write 
down a period integral involving an enlarged moduli space: 

[ dudvdY3dY4/ (Y3Y4) 
IIr(α) = I 
Jr uv +α1+α2Y3 +α3Y4 +α4Y3Y4 

(4.38) 

for rε H4(<c2 X (<c*)2 -Y) Z). Then it)s clear that we have 

乙IIr(α)ニ (θα1aa4 - aa2θα3)IIr(α) = 0 (4.39) 

from which we derive the vector of relations (1) -1)-1ぅ1)and the complex structure variable 

z=α1向/(α2α3)'Reducing as before to the single variable z， we arrive at 

ドド夙 0=zt ( 4.40) 

This is clearly a problematic situation. The operator D has a two dimensional solution spaceう

spanned by {1ぅlog(z)}.As we have seen in previous sections， it is generally the case that the 
third solution is the one relevant for enumeration of rational curves. 8ince there is one rational 

curve in Xうonewould expect that the curve司countingfunction we'd encounter would be 

g(Z)2 て"""'Zn 

W(z)=7吉宗 (4.41) 

Now we come to the point which suggests a method of resolving this problem. Notice that if 

we apply the order 2 operator D to Mヘweget DW  = 1. This means that if we were to work with 
a higher order operator 

。(1-Z)()2う ( 4.42) 

then the solution space for ()(1 -Z)()2 fニ owould be {1ぅlog(z)ぅW(z)}.Moreover， W(z) is the 
right function to enumerate the single rational curve in the geometry. 
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In fact， there is more we can do. If we work with an operator of just one higher orderヲ

。2(1-z)fPヲ ( 4.43) 

then we find a remarkable solution space: 

( 1， log(z (4.44) 

where we have set 

川)=十 ( 4.45) 

Note that this is the sαme form as the compact period vector (3.32)! 
Thus， we have demonstrated a method of fixing local mirror symmetry for this simplest possible 
case. The basic reason that the natural Picard-Fuchs operator failed to contain the relevant 
enumerative data is that the space 0(-1)刊(-1)→]p>1 contains no 4 cycle. In such a 
situationヲitis expected that the Picard司Fuchssystem will have no double logarithmic solutions; 
since we use double logarithmic solutions to count curves， we see that any space X satisfying 
dimH4(XヲZ)= 0 must have the same problem. 
Nonetheless， it is still surprising that we were able to remedy the situation by such a trivial 
modificationヲi.e.by simply multiplying the original Picard-Fuchs operator on the left by another 
factor of O. We will see that in the next simplest case， this is indeed not su鼠cient.It will turn 
out that we can complete enumerative data by this trivial modi五cationof Picard-Fuchs operators 
exactly when the missing curves are rigid， as the single curve was in this case. 

4.2 A nonrigid IfDl. 

N ow consider the local Calabi-Yau 0 EB 0 ( -2)→]p>1うgivenas the quotient 

X = {(ω1， . . . ，切4)E C4 -Z:ー21ω112+ 1ω212 + 1ω312 = r}/S¥γε jR+ 
Sl (ω1，...， W4)→( e-2iOω1， eiOω2， eiOω3刈 4)，0 E Sl ( 4.46) 

with Z = {ω2=ω3 = O}. Note that this is a local K3 surface times a trivial C factor. It is known 
that there are no instanton corrections on this space; this means that we expect to be unable to 
recover any information on Gromov-Witten invariants via standard techniques. To exhibit this 
phenomenon， note that the vector defini時 thisgeometry is (-2，1，1，0)う whichgives rise to a 
generating function of Picard-Fuchs solutions 

。(z，p) =、、 1 ，zn十ρ.
おr(l+η+ρ)守(1-2n -2ρ) (4.47) 

We note that the Picard-Fuchs operator here is 

。2_ z( -20)( -20 -1). ( 4.48) 
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Then if we formally consider the second derivative of the above， Y2 =θpωo(z，ρ) Ip=o， we find that Y2 
has no instanton part. This is to be contrasted with the case of O( -1) E9 O( -1)→]P>1， in which 
the second Frobenius derivative reproduces the correc七instantonexpansion. What this means 
in the present example is that we cannot possibly recover our missing instanton information by 
considering e.g. O(fj2 -z(-20)(-20 -1)) and its solution space. 
However， we can cheat a bit here， and simply use the form of the known answer to produce 
the operator we are looking for. Recal1 the period vector of solutions (3.32) for the compact case. 
If we define a function Y by 

Y=主主-
dt3 ' 

(4.49) 

the so-called Yukawa co叩 li時， then (3.32) implies吐凶 thedi宜erentialopera七orfor the mirror to 
the quintic (writ七enin the variable t) must be 

d2 1 d2 
1) quintic ( t) =τ 一一ταt2 Y dt2 (4.50) 

Recall， furthermore， that our extended Picard-Fuchs operator on 0(-1) E9 O( -1)→]p>1 is also 
of exactly this form， if we make the identification Y = 1/{1 -z). Thus， it's clear that there are 
only two things we need to construct our operator on 0 E9 O( -2)→]p>1: (1) a choice for Y and 
(2) the mirror map t = t(z). 
(2) is trivial; the logarithmic solution of the Picard-Fuchs operator (4.48) is the same as t. 
Thus we only need Y. For reasons to be discussed more thoroughly in the next section， we will 
take 

Y = _! 1 +乙一
21-et 

(4.51) 

Then putting these together and transforming into B model variables， we find the differential 
operator 

D = 04 - z(20 + 2)(20 + 1)20 + z2(20 + 4)(20 + 3)(20 + 1)20 (4.52) 

which gives the solution space出 wewould expect for the mirror of 0 E9 O( -2)→]p>1 
We turn next to methods of generalizing this procedure for alllocal Calabi-Yaus X such that 
dimH4(X) = O. 

4.3 Mirror symmetry without four cycles. 

We next turn to the question of performing this same computation for the general case. Firs七，
we must make one more observation regarding七heabove two cases. Note that in both， in order 
to give the Picard-Fuchs operator we are interested in， all that is needed is a choice of Yukawa 
coupling and the mirror map. The mirror map is always given as solutions to the regular Picard-
Fuchs system， and we can get the instanton part of the Yukawa coupling just based on the curve 
information， which is nearly trivial in al1 cases with no 4 cycles. Hence， the only thing that we 
really need is a choice of constant term for吐leYukawa coupling. 
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Let's consideronce again 0(-1) ED O( -1)→]p>1. The extended PF operator we used above， 
(]2(1 -Z)02， is constructed， basically， from the A model Yukawa coupling 

Y(s) = 1 +三五 (4.53) 

The constant term of 1 in the front was chosen because it corresponded most naturally to the 
GKZ derived PF operator (1 -Z)02. Let us now set this parameter to be arbitrary， 

-
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(4.54) 

We wantもoconsider the behavior of this function under analytic continuation s →-s. We find 
the following formula: 

Y(s) + Y(-s) = 2K-1. (4.55) 

This means that in the context of this transformation， in order to preserve the instanton sum we 
should take K = 1/2. This choice results in a PF operator 

D=が(宅;))02 ( 4.56) 

Note that， since the constant term has an interpretation as a triple intersection number for the 
]p>1， and there is no such intersection number unless we consider a compactified model， there are 
many possible choices. The above choice of 1/2 will be shown to be natural from the point of view 
of generalization. 
We also briefly mention the derivation of the constant七ermon 0 ED O( -2)→]p>1. The choice 
we made before was 

l+e 1 e 
Y(t) =一一一一一=一一一一一一一・

2(1 -et) 2 2(1 -et) ， 
(4.57) 

七hatis， we picked a triple intersection number of -1/2. The motivation for this is儲 follows.The 
mirror map for七hiscase is 

ゃ (2η-1)! __n 
t(z) = log(z) +、‘一一一---zおい!)2 ( 4.58) 

Using this， we can transform Y(t) into the B model Yukawa coupling， keeping in mind Y(t) is a 
rank 3 tensor: 

防)=ぽ)干も=2(lJ4z)2 (4.59) 

It turns out that with any other choice of constant term， the B model coupling is not a nice 
rational function， as we have above. This is the basis of our choice of -1/2 for this geometry. 

-39-



Cs 

Figure 2: Toric diagram for X. 

Now， we only need to make one more observation in order to generalize to the case of an 
arbitrary number of 2 cycles. That is， we need to see how we can take the intersection theory 
of the two spaces above and derive intersection theory for the general case. For definitenessぅwe
will illustrate the procedure through an example. Consider the local threefold X defined by the 
vectors in eq. (4.60). The toric skeleton is depicted in Figure 2. 
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( 4.60) 

It is evident from the defini時 vectorsthat there are two curves [Csl ， [Ctl E H2(XヲZ)satisfying 
Ncs/x主 0(-1)EB 0(-1)， Nct/xさ oEB 0(-2). We can also exhibit a third curve [Cs+tl with 
normal bundle 0(-1) EB 0(-1). To see that this is in fact the normal bundle， note that 

[1十 [2= (-1 0 1 1 -1 ) ( 4.61) 

Now， we would like to define A model Yukawa couplings for this geometry. As we will show 
shortly， this is all we need to work out a complete Picard-Fuchs system. The nonconstant parts 
ofthe Yukawa couplings are known to be 

~s ~s+t ~t ~s+t ~s+t 

Y_c._ = -ニ一一+-:-=-一一一 y，~ 一一一二一一十一一 yc_>= y~> = -:-=-一一一 ( 4.62) 1 -es I 1 _ es+tう ttt - 1 -et I 1 _ es+tう sst - .L stt - 1ーが十t・ \-:t: .v~) 

Note that each individual term of the couplings is exactly the same as was found on our two one 
parameter cases above. This leads one to co吋ecturethat in order to work out the constant terms 
of the above couplings， we should just add the results from the one parameter cases based on the 
number of ( -1， -1) and (-2， 0) curves in the geometry. Thus， for example， 

~s ~s+t~s ~s十t

五日=ニ+一二一一+二十一二一一一二 1+一二一一十一二一一-2 . 1 -es . 2 . 1 -es+t -. 1 -es . 1 -es+t ( 4.63) 

and similarly 

~t ~s+t ~s+t 

h=-tE+亡戸う乙st二乙tt= ~ + 1 _ es+t ( 4.64) 

40 



Figure 3: The fl.opped X. 

To add further evidence in favor of this choice of intersection theory， note that this geometry 
admi七sa fl.op to a distinct toric diagram 4.65 

(山)-(-1011-1
-l2 一一110-11) 附

The toric diagram is given in Figure 3. Then， similarly to the ab ove ， we can write down the 
would-be intersection numbers on the fl.opped X. What we find isもhatif we follow the Yukawa 
couplings on X出roughthe fl.op，七heyexactly equal the couplings on the fl.opped X， including the 
constant term. Thus， we have a unique choice. Moreover， we have also demonstrated that七his
holds on more general examples. 
For the present purposes， we now have all we need to exhibit an extended Picard-Fuchs system 
for X. We first note七heusual Picard-Fuchs system on X: 

1)1 = 01 ((h -(2) - Zl (-201 + (2)( -201 + O2 -1)， 
1)2 (201ーら)02- Z2(Ol - (2)02， 
1)3 0102 - ZlZ2 (201 - (2)02・ (4.66) 

Now， we want to explain the general procedure for going from the above Yukawa couplings to 
a system of partial differential equations on the A model. We will then use the mirror map to take 
these to the B model， in order to get an understanding of what kinds of di宜erentialoperators will 
be featured in a more complete version of local mirror symmetry. 
Let ψbe a function of s， t. Also， set 81 =θt，θ12 = 8s， and e.g. Y1l2 =れst・Weconsider a 
system of partial differential equations， as follows: 

θαψ=ψP)， 

aψj2)=乞九bcψj4)，
c 

8a7ti4) =ιω(6)， 
θ也ψ(6)= o. 

(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 

Now， suppose that we want to solve for ψa4) in the above system. If we take y;c as the inverse of 
九bc，we get an equation 

げ)=玄E7C机 ψ (4.71) 
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In order for the solution ψ子)to be well defined， the right hand side of the above equation should 
be independent of α. This leads to an integrability condition 

仏
W
I円。ぬ

いh
hzb 

一一
山山ア

円

oa
 

咋ヤム
b

(4.72) 

Similarly， from the third line we find 

ゐ2二η，la1ab=θlLy;b匂 ab= 0 (4.73) 
b b 

After五nallyperforming the coordinate change to the B modelうwearrive at the following set of 
operators， the extended Picard-Fuchs operators for X: 

。(1+ Z2 + zlz~)Ðl + D2 + Z2D3ぅ
D2 021フ1・ (4.74) 

By explicit computation， we can check that the solution space of {Dl' D2} is given by 

(一 θ':Fa:F θFθF)  1. 8. t一一一:-.8一一+t一一 -2:Fl
'δ8θt 'θsθt ~~ } 

(4.75) 

where 

c;:....c:す"，+2 __ pns --l-pn(叶 t)_ pnt 
:F=一+ιー+ニふー+ち一 色 ー

6 12 12ιd 
n>O 

(4.76) 

which is exactly the form of the solution space we would find in the compact case. 
A few remarks are in order here. One question that arises is， what exactly is gained by this 
construction? After all， we took for granted the instanton expansion of the A model， and one 
of the main demonstrations of the power of mirror symmetry is the counting of rational curves 
via the B model. In this sense， we have not introduced anything new. We see the advantages of 
the above to be twofold. First， it is certainly a fact that the GKZ di首位entialsystem，which is 
the only tool available from the perspective of toric B model mirror symmetry， does not give us 
curve information in this case. This is precisely because there are no 4 cycles on the A model side. 
Thus， we have五rstof all gained some hint as to what sort of systems of differential equations will 
be involved in a general construction of local mirror symmetry. Secondlyヲwehave the conjecture 
regarding triple intersection theory. We remark that the early work of Gopakumar and Vafa 
also discovered the same triple intersection number on the conifoldうthroughthe consideration of 
geometric transitions. We view our conjecture as a prediction of the numbers one might五ndif 
similar geometric transition calculations were carried out on the more general geometries we work 

with here. 

4.4 More general geometries. 

In this section， we briefly go over what kind of information is available by extending the above 
techniques to casese of type Ks， ，where S is a toric complex surface. For simplicity of exposition， 
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we concentrate on only one case， which is KF2・Thisis defined by the charge vectors 

G~) = (マ;ム::) (4.77) 

In Ks cases， the construction of the extended Picard-Fuchs system simplifies dramatically. The 
reason for this is as follows. As削 edin the b4 = 0 cases， and in particular 0 ED O( -2)→ PI， 
the information on non-rigid curves is not available from the Picard-Fuchs system. What this 
amounts to is that we must multiply the usual PF operators by nontrivial functions in Zi in order 
to 'fill in' missing curve information. 
In contrast， on Ks， all maps f : C →S canno七moveoff the surface， since the canonical bundle 
has no sections. Hence， we expect that the PF system already has all enumerative inform叫ion
regarding curves mapped to S. What this means is that we should be able to derive the full 
se七ofprepotential derivatives for these cases by multiplying the ordinary PF operators by linear 
combinations of ()i only， i.e. there are no functions of Zi that we need to worry about. An in fact， 
in all cases we have checked this turns out to be the case. 
On KF2' the PF system is 

'D1 = ()1 (()i -2()2) -ZI (2()1)(2()1 + 1) 
'D2 = ()~ -勾(()1-2()2)(()1 -2()2 -1). 

(4.78) 

(4.79) 

Let :F be the prepotential for this model， and ωthe generating fuction of solutions of 'D1， 'D2・
Then 

where 

ω(Z， p) =玄の，p)z~向

c(n， p)-1 = f(1 -2nl -2pl)f(1 + nl +ρ1) 
xf'(1 +nl +ρ1 -2n2 -2p2)f(1 + nl +ρ1)2. 

(4.80) 

(4.81) 

(4.82) 

Let IIij = δ;lθ;2LAJ|ρ= O. Also， take t1， t2 to be the logarithmic solutions of this system. Then the 
solutions of the ordinary Picard-Fuchs system are 

(山 -2Z) (4.83) 

By direct computation， we can show that 

(173=(2U/;前払/θtJ (4.84) 

From these relations， it is natural to proceed as follows. We note that the functions II2o， IIll 
are solutions of the higher order set of differe凶 aloperators {()1'D1， 'D2}. And taking this as an 
extended PF system， we indeed find that we are able七ofully reconstruct the prepotential on 
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KP2 from solutions of this system alone. Moreover， we can actually use the relations of these 
differential operators to calculate Yukawa couplings for this model. From techniques that willbe 
more carefully addressed in the sequel， we find the following result: 

2Z1-i 
Yiu = I，~-， 、 " r> A '" Yi12 1. a 、..，引

一勾(8z1- 1) 'v" -z2(24z1Z2 + 2z1 - 2勾-~) 
122 = 1， 、l) 1"1'" 1)、 1， 、，九22 1-1 ¥1}.nA1引hah.(4.85)

5 Compactifications and Calabi幽YauFourfolds. 

This is the first of two parts of the most recent collaborative work of the author and Professor 
Masao Jinzenji. The focus is the use of compactifications in local mirror symmetry. 

5.1 Motivation for Compactifications. 

In the preceding sections， thβre has emerged a single guiding principle regarding the problems we 
encounter with local mirror symmetry. Namely， local mirror symmetry fails precisely when we 
have a breakdown of Poincare duality between two and four cycles， i.e. for any space X such that 
b2(X) =1-b4(X). 
As a simple demonstration of this， consider the canonical bundle over the del Pezzo surface 
KdP2・Thisis defined by七hevectors 

(5.86) 

It is well known that b2 (d九)= 3， b4(d九)= 1. Let:F be the generating function of Gromov-
Witten invariants on d九.Then the solutions of the Picard-Fuchs equations for d乃canbe written 

as 

( 1， tr， t2， θ:F 8:F 8:F 1， t1， t2， t~ ー+一+-)l' ....:::;， ""'0)'θtrθt2 θt3 
(5.87) 

Physicists would argue that each ti measures the volume of a 2 cycle， while the double log solution 
measures the 4 cycle volume. Thus， in order to have enough double log solutions to be able to 
integrate them to a single prepotential， we need b2 = b4・Thesecond simplest example of this 
latter case is provided by the local Calabi-Yau threefold defined by the vectors 

(7J2;;:) 
As expected， the solution space here is found to be 

(，，， MM  OF AM  
1，82， -3一一+一一一一一2一一

θ81θ82'θ81θ82 
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担・・

X K)( 

Figure 4: The projective closure procedure. The externallines on the K)( picture represent the 
<':anonical bundle direction. 

Thus， all information regarding the prepotential is contained in the period vectors alone. 
With these examples in mind; one mi培gh批1泊七 hope t出ha剖，tb匂'yadding extra 4-c 
we may have some hope of recovering missing Gromov干-，町杭i抗tt臼endata. This idea is given further 
credence if one considers the claim of Hori and Vafa that the instanton expansions are provided 
by the regulated volume of the noncompact 4-cycles which are dual to the 2-cycles. Let's see how 
these ideas work in one particularly simple example. 

5.2 Application to localpl (two examples). 

We will here apply the canonical bundle over the projective comple七iontechnique to a local jp>1 
with normal bundle either O(-1)aO(-1) or OaO(-2). In both cases， we五吋thatthe resulting 
noncompact fourfold contains the instanton data in a natural way. 

Example 5.9 First， we note in greater detail why i七isthat one might see missing instanton 
information i泊nも出蜘henon白∞nco
is determined by the vector (1，1， -1， -1). We associate to X the noncompact fourfold K)(， 
described by the vectors 

(5.90) 

There is a nice graphical representation of this procedure， as illustrated in Figure 4. By looking 
at this picture， we can gain an understanding about what the projective closure does for us 
computationally. Recall [?] that on the geometry 0(-1) ED O(ー1)→jp>1，we are supposed to be 
able to recover出einstanton data by computing the 'volume of出enoncompact 4-cycle dual to 
the jp>1'. This is made into a sensible calculation in that pape町rby introducing a cutoff parameter 
on t由hi包s4-幽-c幽

the nonc∞ompact 4-c句y杷rcleis given a五n凶it臼evolume; and moreover， we can recover that volume simply 
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by analyzing the period integrals on the mirror of K)(. We can then recover the data originally 
coming from 0(，-1) ED O(ー1)→JP'1by taking the large fiber limit on the relevant integrals. 
Let us now carry this out for the present example. We will find that the threefold limit of the 
fourfold periods indeed reproduces what we expect. More importantly， we are able to apply the 
machinery of extended Picard皿Fuchssystems to recover the correct Yukawa coupling. 
Denote the mirror of K)( by Y. Then Y is a CY fourfold which can be described by the 
equation 

Y = {uv + 1 +Y2十Zly;lY4Y5+ Y4 + Y5 + Z2Y41Y51 = O} (5.91) 

where叫 vE <C and Yi E <C*. The Pica町rdι-F日u児chsd品i宜er問en凶1訪.ti泊aloperators for period i泊nt胞egralson Y are 

1フ1 = oi -Zl(-Ol + O2)(-01 +ぬ)
'D2 = O2(02 -01? -z2(-302)(ー302-1)(ー302-2). 

(5.92) 

The Poincare polynomial is 

(1-t2)(1 -t3) .1.3 ， n.1.2 
= ti) + 2t'" + 2t + 1 

(1 -t)2 (5.93) 

which gives exactly the right number of 0，2，4 and 6 cycles， as is clear from Figure 4. Corresponding 
to the two two cycles in the A model geometry，もhereare two logarithmic solutions t1， t2 of the 
system (5.92)， and two double logarithmic ones for the four cycles， 1112 and 11佐 Whatwe宣ndis 
that 

円一

qv
玄
ω

日m

一
(5.94) 

While this reconstructs instanton data on the threefold from taking the limi七ofappropriate 
periods of the fourfold， it is di伍cu1tto determine from the Picard-Fuchs solutions alone exactly 
which solution should correspond to the volume of which four cycle， thus obscuring the overal1 
mu1tiplicative constant for the instanton expansion. More importantly，七echnical1ywe cannnot 
even take the above 1imit，because， because we have disregarded the logarithmic terms of 1122， and 
these actual1y turn out七obe divergent. There is， happily， another approach we can take in the 
analysis of this system. The following is in fact the main computational technique we work with 
in this paper. 
Consider the extended systerri of differe凶 aloperators {'D1' 02'D2}. The Poincare polynomial 
of this system indicates that we should expect its solutions to behave as a compact Calabi-Yau 
fourfold. With this as motivation， assume there existsa compact fourfold M whose period integrals 
coincide with the solutions of {'D1' 02'D2}. We make the definition 

只Zn=lQ八VZIVLO，m十n= k， kE {4，5}， 
JM  

y/;:.，n = 0， k:::; 3 (k) ー

(5.95) 
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where n is the (4，0) form on M and ¥7 is the connection on the complex structure moduli space 
of M. The condition in the second line above is Gri伍thstransversality. We can then use the 
extended Picard-Fuchs equations to derive relations among the l('4r. To illustrate this in the 
present case， note that the two equations 

。1D2Dd
D2Dzf 

O 

O (5.96) 

imply the following relations for four point functions: 

( -Y(!5 + 2-只習-只な)Zl+明
27y;~t + y;~~ -2Y;~~ + Y;~t (4) -， .L(4) - "-.L(4) -， .L(4) 

ハu
n
u (5.97) 

The full set of such relations (there are 5 i泊nt出hi包sexample) completely de凶te白r印:r官I町凶I

the overall multiplicative function S = l(~~. We can then use the PF system again (this time with 
one higher power of derivatives) to derive a system of partial differential equations for S. To see 
how this works， note that the assumption of the existence of M made above implies a relationship 
between four point and five point functions: 

mn-1(mO1ym-M+η仇ym，n-1)
(5) -:2 ¥flW}.L (4) -， IW'2.L (4) ) (5.98) 

Setムf= 1-54z2 - 54z1 Z2 十 729z~-1458z1 z~ + 729z; z~. Then the four point functions derived 
using the above method read 

1:704 1 1:713 1 -27z1 + 27Z1Z2 1:722 27Z1Z2 
ー

ペ4)-z' ぺ4)- 2ムf ヲペ4)-17'

y;~~ = z1( -1十27z2十81z1z2)Y40-4(-1+ 54z2十 54z1勾)
(4) - 2(Zl -1)ムf ，.L (4)一 (Zl-1)2ムf

(5.99) 

These are not terribly enlightening in this form， but if we perform a coordinate change to the A 
model using the inverse mirror map (and treat the above functions as rank 4 tensors)， we find a 
surprisingly simple result: 

ACお=jzent1
n>l 

(5.100) 

Here C~) represents the A model four point function， and t1， t2 are the logarithmic solutions of 
the PF system. The above of course the right expansion (up to the factor of 1/2) and moreover 
behaves in the way we expect， in terms of recovering threefold data as a limit of fourfold four 
point functions [?J. We note that there is no constant term in the above expansion. 

Example 5.10 We now p四sentthe d伽 ilsof carrying out. this same idea on 0 EB O( -2)→JP'1. 
Since this is nearly the same as the above， we give only the briefest overview. We mention， however， 
that the process of taking the projective completion adds more information than in example 1. 
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This is because in example 1， there was already a rigid curve which could in principle be counted 
出roughother means. Here， we have additionally compactified the curve family， which amounts 
to a nontrivial addition of Gromov-Witten information. 
Recall that the defining vectors are 

(-21100) 
1 0 0 1 11 (5.101) 

The mirror geometry is 

Y={山 +1+Z2U51U51+Z14uJV52U52+U4+U5+U6=0}

and the PF operators are 

D1 (J~ -Zl( -2(Jl + (J2)( -2(Jl + (J2 -1)， 
D2 = ((J2 -2(Jl) (J~ -Z2( -3(J2)(ー3(J2-1)(ー3(J2-2). 

(5.102) 

(5.103) 

The double logarithmic solutions are exactly the same as in Example 1， reflecting that both cases 
have the same instanton expansion. 

By using， once again， the extended PF system {Dl' (J2D2}， we are able to find four point 
functions， and translating these to the A model as in example 1， we arrive at 

t比例=-jpnt1 (5.104) 

5.3 Ks cases. 

We now demonstrate more fully the power of this approach by using the Calabi幽Yaufourfold 
calculation to find the full set of Yukawa couplings on KFo・Ina previous work ， the authors 
used a classical cohomology argument to produce extended Picard-Fuchs differential operators on 
Ks. These operators were then shown to reproduce the expected Yukawa couplings via the same 
techniques we used above on local JPl. The disadvantage of the extended PF system is that there 
is not a simple closed form for the extended system on Ks・Wewill now show that through the 
fourfold formalism， all Yukawa couplings are produced automatically. We believe that this method 
should remain valid on every canonical bundle case. 

Example 5.11 We work with the second most trivial example in this class， namely the canonical 
bundle over Fo = JPl X JPl. The charge vectors for X = KFo are 

(九 1-21 1 0 0 
Z2 ) -¥ -2 0 0 1 1 (5.105) 

The canonical bundle over the projective closure X has the toric description 
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Let Y be the mirror to Kx. Then Y is the family of hypersurfaces 

{(u， V， Y4ぅY5，Y6)εc2 X (C*)3 :ω+1十Z2UFV51+Z14uJV52ν52十Y4+ Y5十Y6= 0}.(5.107) 

As usua1， there is a Picard-Fuchs system of differentia1 operators whose solutions are the period 
integra1s of Y: 

D

D

D

 

。i-Zl( -201 -202 + 03)( -201 -202 + 03 -1)， 
o~ -Z2( -201 -202 + 03)( -201 -202 + 03 -1)ヲ
03(03一201-202) -Z3( -203)( -203 -1). (5.108) 

We 1et h， t2， t3 denote the 10garithmic solutions. Simi1arly to the 1oca1 JP'1 cases we worked out 
above， consider the extended Picaぽrd-F
procedure of associated and extended Picar吋d-Fuchssy戸st胞em;simp1y raise the power of the d也i百e白r-
entia叫1operator from the c∞ompa配ct“ifi恥1ca瓜tionfi白ibe目rby 1. We suppose t出ha抗tthere is a compact fourfo1d 
M whose period integra1s coincide with the solutions of {D1' D2' 03D3}， and define 

r = Lかn̂川叫叫マη叱z丸1マη巾Lげ2マ可π:t乞いz勺3
y.~ 目叩.p 0 う k < 3. (k) 一

(5.109) 

Using the procedure detai1ed above， we can fully determine all 14 of the B mode1 Yukawa cou-
p1ings l(~叩 on M. As in the 1oca1JP'1伽 e，we have to convert these coup1ings to the A mode1 
(remembering that these functions transform as rank 4 tensors) and then take the limit t3→-∞ 
mo伽 torecover恥問問Y山 wacouplingsLetczfde附 ethe A mode1 c叫 1iゅ obtained
this way. We obtain， in particu1arう

lim C301 
t3→一∞ (4) ;(-2q1-4M2-2d-48qh2-M-2qi-)， 

;(-4帥一叫 (5.110) lim C211 
h→一∞ (4)

where we have set qi二日.These have exact1y the instanton expansion expected. That is， if :F 
is the prepotentia1 for KFo' then e.g.θ3:F/δtiニ 1imt3→一∞cr2)1.Of course， there are two other 
COUpl耶 Cお1and Cお1ぅandthese a1so have the correct instanton expansions 
There is also， as above， the overall multiplicative factor of 1/8ぅwhichappears as an artifact of 
the fourfold construction. 

6 Fourfold constructions for threefolds with b4 = o. 
From the above， we have seen that while we can recover much additiona1 information by using 
the projective closure p1us canonica1 bundle technique， this seems to be unsuitab1e of there are 
too many noncompact divisors in the uncompactified geometry. This is because the dimension of 
the compactification fiber gets too 1arge， resu1ting in a comp1icated PF system on the fourfo1d. In 
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r1 事担匝

r1 

X1 X1 

Figure 5: To白 diagramfor the addition of a 4 cycle to 0(-1) ED 0(-1)→JP'1 

particular， for any local Calabi-Yau with dimH2(X，Z) > 1 and dimH4(XヲZ)= 0， there are at 
least three noncompact divisors， making our computations unwieldy. 
With these difficulties in mind， we will develop tools tailor made to address such cases. In fact， 
we are able to show that for a large class of examples， by performing a partial compactification 
followed by a flop， we can reduce the problem to a Ks type case. Then we have only to refer back 
to the methods introduced in the preceding sections on Ks， flop the resulting Yukawas back and 
take the appropriate limits to recover the Yukawa couplings on the geometry of interest. We will 
work through one example to get a feel for the computational techniques. 

6.1 A first example. 

Example 6.12 We begin with the conifold， X1 = 0(-1) ED 0(-1) -→JP'1. While the Yukawa 
coupling for the conifold can be recovered through possibly simpler means， we present this example 
as a template for the types of methods we'll be using. 
First， we need to realize that the basic reason that local mirror symmetry (that is， local mirror 
symmetry via Picard同Fuchssystems) breaks down for the co凶foldis that there is no 4 cycle on 
this space. Hence， the PF system on the mirror cannot have a double log solution， and therefore 
we cannot recover the instanton expansion as we would like. 
With this as motivation， we consider the most basic operation we can perform on the conifold in 
order to add a 4 cycle without destroying the original geometry. The candidate 'compactification'， 
which we call X1， is depicted in Figure 5， and is defined by the toric charge vectors 

(;;)=(J3;771) 、11ノ
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Nowぅwewant to connect this to our previous constructions， i.e. the canonical bundle over a 
surface c回 e.But this is easy， because X1 admits a flop to Kp1: 

(z1-11z2 ) コ(111;;!) (6.112) 
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That is，Jff切さKH・Nowwe use the machinery of previous sections. Let K-玄Flbe the noncom-
pact fourfold associated to KFjうdefinedbycharge vectors 

(6.113) 

This procedure is summarized by the following sequence of operations: 

X1 ー→X1 -→ Jffl叩 ~ KFj一→KKFj

Then exactly as in the K Fo ca民 wecan compute B model fourpoint functions 1(~np(Zl ， Z2， Z3) 
using the Picard-Fuchs system from the mirror manifold to K-玄F1.Here(zh Z2，Z3)are the local 
variables on the complex strIleum moduli space of the mirror of kEF1. 

The next step is to carry the B model fourpoint functions across the fiop on the B model， 
defined by the change of variables 

Zlニ ωJ1Z2=ω1切2ぅ Z3=ω3・ (6.114) 

He民 wehave to remember that the 1(~叩 (Zl ， Z2， Z3) transform as rank 4 tensors. Then， we have 

fourpoint functions 1(~np ( W1， W2パ1)3)on the mirror of the fourfold associated to X 1. Let t1， t2， t3 
be the logarithmic solutions of the Picard-Fuchs system on the mirror to the fourfold over X1・
Nextぅusethe inverse mirror map W(t) to convert the 1(~np(1九 W2 ， W3) into A model fourpoint 

functions C~)p on the fourfold over X1， again taking the tensor prope町 intoaccount. And 
then finally， we can recover the expected Yukawa threepoint function CX1 on X1 in the limit as 
t2， t3 →一∞• These two limits are to be understood as first taking the size of the ]p>2斗 X1to 
infinityぅandthen taking the limit of the large compactification fiber (that is， the limit in which 
the no配 ompactfourfold becomes a 削

Cv 二 lim PI--lJL 
Xj t2ゐ→∞ (4) --Sl-ef) (6.115) 

Here t1 is the volume of ]p>1 ι→X1・Thisis， of courseう exactlythe expected instanton expansion 
for X1・Asin all previous cases， we find an overall multiplicative constant in the instanton sum. 
This is an artifact of the fourfold compactification that we are using. 
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