
Title 不可分財の純粋交換経済

Author(s) 田中, 嘉浩

Citation 經濟學研究, 70(1), 5-10

Issue Date 2020-06-24

Doc URL https://hdl.handle.net/2115/79306

Type departmental bulletin paper

File Information 20_ES_70(1)_005_0831.pdf

Hokkaido University Collection of Scholarly and Academic Papers : HUSCAP



不可分財の純粋交換経済

田　中　嘉　浩

1．はじめに

交換経済は，19世紀末にWalrasによって一
般均衡分析の 2財で生産のない例として最初に
考えられた。Edgeworth ［2］や Paretoによっ
て 2人 2財の場合に，エッジワース・ボックス
内のオファー曲線や無差別曲線の接点を用いて
均衡の状況が明快に説明されている。
本稿では生産のない純粋交換経済に限定し
て，可分財と不可分財それぞれの場合の
Walras均衡について考察する。可分財の純粋
交換経済ではWalras均衡がコアに含まれるこ
とや幾つかの仮定の下での存在証明，存在を保
証する効用関数のクラスについて考察する。不
可分財の純粋交換経済では室田［5］，［6］の結
果に基づき，不可分財の場合は均衡がない例が
生じることや均衡が存在する為の必要十分条件
を示し，連続化した体系に解が存在する時にそ
の条件を満たす効用関数のクラスを述べる。

Hurwicz ［4］はWalras均衡で個人の効用関
数を虚偽表明する時の耐戦略性に関する考察を
している。本稿では不可分財の場合に関する考
察を加えた。

2．可分財の純粋交換経済

可分財は連続変数で表現できるので通常の解
析が可能になる。この節の結果はよく知られて
いるが，後の節の便宜の為に纏めておく。

2人 2財の可分財の純粋交換経済を考える。
初期保有量 は個人（消費者） （ここ
では ）の第 1財，第 2財の初期配分を使っ

て
 

と書けるので，個人 の任意の配分
は ， なので，エッ
ジワース・ボックス内の からの点

,それと一致する からの
点 として表すことができる。
選好が一定の条件を満たしていて効用関数が
存在するとする。
Walras均衡は契約曲線上の点で接する個人

の効用関数の等量曲線の接線が初期配分
を通る点として定義され

る。即ち，各個人 の効用関数を
とすると，

 

という制約付き最大化問題の解として定式化さ
れる。
価格 に対して上の問題は，

 

と書けることに注意する。
一般に個人が 人（ ），可分財が
種類の場合を考える。各個人 の初期配分

を用いて予算集合を
 

価格 に対して，（Marshallの）需要関
数 ： を
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但し， ： は の効用関数と定義でき
る。これを用いて，一般のWalras均衡を，

 

を満たす ， ， として
定義する。

Walras均衡は個人合理性と Pareto効率性を
満たすので，単なる厚生経済学の第一定理では
なく，次の結果が成立する。

定理 １　Walras均衡を実現する配分はコアに含
まれる。 □

Walras均衡の存在を保証するためには，効
用関数に更なる仮定を課す。
Hauenschild and Stahlecker ［3］は次の仮定の
下にWalras均衡の存在を証明している。

仮定
1． ，i.e.， ， 。
2． 個人 の選好は連続な効用関数 ：

， で表せる。
3． どの ，どの に対しても，
正確に 1つの効用最大解

 

 が存在する。
4．全ての個人の選好は狭義単調，即ち，
 　 　
 for　 ， 。

定理 2［3, Proposition 1］　仮定 1～4の下で価
格 が存在して ， を
満たす。 □

各個人 の を用いて超過需要
関数 で定義すると，Walras 

法則 から ならば，Walras均
衡の条件は となることに注意する。

定義 1．関数 ： ， が

 

を満たすならば，狭義の準凹関数（strictly 

quasiconcave function）［1］という。

が（上半）連続ならば凸集合上で
 単峰性（unimodal）　 　狭義の準凹関数
となることに注意する［1］。

定理 3　可分財の純粋交換経済において，各個
人の効用関数 ， を単調非減少かつ
連続な狭義の準凹関数とする。その時，任意の

に対してWalras均衡解 ，
が存在する。

［証　明］　題意から仮定 1，2は満たす。

 

なので， が狭義の準凹関数ならば
も狭義の準凹関数になる。よって狭義の

準凹関数の性質から仮定 3を満たす。
， に対して と

すると，狭義の準凹関数の定義から
となり，単調性

に矛盾するので仮定 4を満たす。
よって定理 2が適用でき，価格 が存在
して となる。 であるから，
Walras法則より を満たす。 □

3．不可分財の純粋交換経済

不可分財は変数の量を実数ではなく整数で考
える必要の有る財であり，整数点では 2人 2財
の場合に無差別曲線が接する保証さえない。
ここでは室田［6］に基いて離散変数の純粋交
換経済（注：［6］では生産の有る場合を扱って
いる）での需要集合の定義と生ずる問題点を紹
介する。
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個人が 人（ ），不可分財が 種類
の場合を考える。
各個人 の初期配分 を用いて予算集
合は
 

となり， に対する需要関数（対応） ：
を純粋

 

と定義できる。これを用いて，整数変数の
Walras均衡を，

 

を満たす ， ， として
定義する。
変数が離散の場合には，次の例の様に均衡が

存在しない場合が生じる。

例 1． 

　　　
　　　
　　　

例 1の ， を図 1に示す。これを
用いて と のMinkowski和

は図 2の様に表せる。
図 2から，例えば や の場合に
はそれを配分する均衡が存在しないことが分
る。連続変数ならば も も凹関数 

（よって準凹関数）であるが，離散変数が定義
域の場合にはWalras均衡が存在しなくなりえ
ることに注意されたい。

全員の効用を集約した関数 ：
を

図 1　例 1の需要対応

図 2　例 1の需要対応
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更に
 

と定義する。

定義 2．関数 ： と  

　 に対して

 

を の点 における劣微分といい，
を劣勾配という。

が に凸拡張可能ならば
 

但し は の凸拡張（連続）関数，となるこ
とに注意する。
初期総保有量 に対してWalras均衡が存在
する条件は［6，命題 9.11］から次の様になる。

定理 4　不可分財の純粋交換経済で初期総保有
量 に対してWalras均衡が存在するための必
要十分条件は， かつ

となる。また均衡 に
対して
 

が成立する。

［証　明］　定義から

 

と書き直せるので，
 

従って

 

が成立する。均衡 が成立するなら
ば， ， かつ

が成立するので
 

となり，しかも だから，

である。
逆に， の時，

であり，上の論理を逆に辿って
は均衡になる。 □

更なる議論のために，室田［5］，［6］が提案
する離散凸解析の重要な概念を幾つか紹介す
る。
整数格子点上で定義された実数値関数 ：

に対して実効定義域
を仮定する。 に対して

 

と定義し，第 単位ベクトルを と記
す。 とする。
次の離散凹関数を定義する。

定義 3．関数 ： は， と
に 対 し て

が存在して
 

を満たす時， 凹関数という。

凹関数は凹拡張可能であり，劣モジュラで
ある。例 1の は
 

となるから 凹関数ではない。

定義 4．集合 は， と
に対して が存在

して
 　かつ　
を満たす時， 凸集合という。
凸集合は次の性質を持つ。

性質
1． 凸集合は穴なし集合（ ）であ
る。

2． 凹関数 ： の最大化集合
は 凸集合である。
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定義 5．関数 ： が離散中点凹性

 

を満たす時， 凹関数という。
凹関数は凹拡張可能であり，優モジュラであ
る。

定義 6．集合 は

 

を満たす時， 凸集合という。

凸集合は次の性質を持つ。

性質
1． 凸集合は穴なし集合（ ）である。
2． 凹関数 ： の最大化集合
は 凸集合である。

［6，定理 9.15，9.17］から次の結果を得る。

定理 5　不可分財の純粋交換経済で各個人の効
用関数 を 凹関数とする。初
期総保有量 に対して，連続化した経済
体系に均衡が存在するならば，不可分財の均衡

， ， が存在する。特
に均衡価格の全体 は 凸多面体をなす。
 □

の時には次の結果も成立する。

命題 6［6，9.19（1）］　不可分財の純粋交換経
済で個人が 2人，効用関数 ， が単調非減
少な 凹関数ならば，任意の初期総保有量
に対して均衡が存在する。 □

4．耐戦略性に関する考察

Hurwicz ［4］はWalras配分で個人の選好

（よって効用関数）を虚偽申告することによっ
て戦略的操作が起こることを示した。この節で
は定義域が整数（よって不可分財）の場合にも
戦略的操作が起こることを示す。

例 1　 

　　　
　　　
　　　
個人 1が次の虚偽選好
 

を申告すると，
 

となり，虚偽申告することで戦略的操作が起き
る。

前節で述べた様に，不可分財の場合には，効
用関数によっては，或る初期総保有量 に対
してWalras均衡が存在しないことがあること
に注意する必要がある。しかしながら，上の例
の様に離散（不可分財）の場合にも真の選好で
も虚偽選好でもWalras均衡を持ち，戦略的操
作が起きることがある。

5．おわりに

本稿では，生産を含まない純粋交換経済にお
いて，可分財に関してはWalras均衡が存在す
るための条件とそれを満たす関数のクラス，不
可分財に関してはWalras均衡が存在するため
の必要十分条件と緩い仮定の下でそれを満たす
関数のクラスについて紹介した。
どちらの場合も仮定の置き方や必要十分性の議
論に関して更なる発展が望まれる。
不可分財の純粋交換に関する耐戦略性に関して
もWalras均衡が存在するように仮定や関数ク
ラスを限定した上での議論もなされるべきであ
ろう。
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