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はじめに
大学院生および若手研究者により組織・運営されている数学総合若手研究集会も 2020年度で第 17回を
迎えることとなりました。当研究集会は数学に関わる物理・化学・経済・工学・医学などの様々な分野の
若手研究者の講演の場となることで、研究の発展および人的ネットワークの構築を目的として行われてき
ました。近年、多くの分野で数学的手法が取り入れられているなか、当研究集会のように数学を中心とし
た分野間交流を行うことは大変意義があるものであると信じております。2020年度は新型コロナウイル
ス感染症の影響により、当研究集会では初のオンライン開催となりましたが、幅広い分野の若手研究者の
方々 74名にご講演して頂くこととなりました。オンラインで当研究集会を開催するにあたり、事前準備
などで参加者の皆様にご負担をかけましたこと、この場を借りて深くお詫びいたします。重ねて、参加者
の皆様のご協力により研究集会が無事開催できたこと、心より感謝申し上げます。
当研究集会の講演は口頭発表であるシングルセッション (60分)とパラレルセッション (30分)、そして
ポスターセッションからなります。シングルセッションはあらゆる分野の参加者を対象とした講演であり、
問題の背景・動機などの入門的な内容を含んだ講演となっております。パラレルセッションでは分野ごと
に分かれ、より専門的な内容の講演が行われます。ポスターセッションは講演者と聴講者との自由な議論
の場となっております。
このテクニカルレポート集は講演者の皆様から事前に提供して頂いた原稿をまとめたものです。テクニ
カルレポートはシングルセッション、パラレルセッション、そしてポスターセッションの順に並んで掲載
されております。サブタイトルに「数学の交叉点」とありますように、数学が様々な分野の“交叉点”と
なることを目的とし、数学以外の分野の方々にもわかりやすく入門的な事項を含んだものとなっておりま
す。参加者の皆様が講演をより深く理解し、またご自身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜び
です。

開催にあたり

• 講演者の皆様、参加者の皆様

• 北海道大学理学部数学教室の先生方、および事務員の方々

• 過去の数学総合若手研究集会世話人の方々

から多大なるご支援を頂きました。この場を借りて心より感謝申し上げます。

なお、この研究集会は北海道大学大学院理学研究院数学部門の財政的援助を受けて開催されています。
深く感謝いたしております。

2021年 3月
MCYR17 世話人
三栖邦康 (代表) 足利涼介 沖田誠悟 小山元希 桑田健 石井宙志

工藤勇 祐川翼 関元樹 長谷川蒼 波多野幸平
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BZ反応を用いた結合振動子系への大域フィードバック
北海道大学 電子科学研究所 附属社会数理研究センター 人間数理分野

大野航太 (Kota OHNO)

概要
Belousov-Zhabotinsky(BZ)反応は振動する化学反応やパターン形成の代表的な実験モデルで
ある．本研究では光感受性を持った BZ反応を用いた結合振動子系に大域的な光フィードバック
刺激の効果を導入した系について，理論と実験の両側面から調査を行った．我々が構築した系で
は同相同期と逆相同期が観察されたが，フィードバック刺激の強度と結合力に依存して出現す
るパターンが変化した．さらに我々は数理モデルの分岐解析を行った．この解析によりフィード
バックと結合力の競合で分岐構造が大きく変化する事が確認され，逆相同期が出現する分岐起源
を突き止めた．分岐構造を明らかにした事で，理論と実験において同相同期や逆相同期の出現を
制御する指標を得る事が出来た．

1 導入
生物や無生物，化学反応系における自己組織化に伴うパターン形成は Turingの理論を発端として

解明されてきた [1]．Turingの理論は反応拡散系における「大域フィードバック」というシステムと
しても理解されており，これにより非一様な空間パターン出現の分岐構造を調べる事が出来る．さら
に系に内在する所望のパターンを「大域フィードバック」によって引き出すことを数値計算上で実現
するといった報告も成されている [2, 3]．この様にフィードバックや制御によりパターンダイナミク
スを解きほぐすという試みが近年なされている．
一方，実験における空間パターンへのフィードバックの研究は Belousov-Zhabotinsky (BZ) 反応

を用いたものが知られている．振動する化学反応としてよく知られる BZ 反応は様々なパターンダ
イナミクスのモデル実験として扱われるが，制御系としては Ru(bpy) 2+

3 触媒を用いた光感受性の
系がよく用いられている．この光感受性 BZ反応では，光刺激により振動を抑制することが出来る．
Vanag らは光感受性 BZ 反応に対して，振動空間パターンから得た情報を元に制御された光刺激を
空間パターンに与えるという，大域的なフィードバック制御を導入している [4]．彼らはこの実験よ
り進行波や螺旋パターンが複雑に絡み合う様な空間パターンから Standing wave振動への変化を観
察している．しかしこの様なパターンの変化について，理論的な理解は未だ十分に成されていない．
そこで我々は BZ反応の数理モデルである Oregonatorモデルを，Vanagらが行った様な大域的な光
フィードバック刺激が振動を抑制する因子 (抑制因子)に作用する様に改変した．この数理モデルに
おいても，Vanagらが報告する様なパターンへの変化を再現した (図 1)．しかし我々のモデルでは抑
制因子にフィードバックが作用しているのに対し，既存の大域フィードバック理論では振動を活性化
する因子 (活性因子)にフィードバックが作用する系となっている．よって我々が構築した数理モデ
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ルには既存の理論と同様の分岐構造は見られず，解析の新たな方向性が求められた．
そこで我々は空間パターンを単純化した一例として，BZ反応を用いた 2つの振動子を拡散結合し

た場合について，理論と実験と繋ぐ学際的な研究を試みた．理論的な面では，光フィードバック刺
激を導入した Oregonatorモデルを結合振動子系として用いたところ，拡散結合による同相同期と，
フィードバックの効果による逆相同期の二種類の同期パターンを観察した．さらに分岐解析を行った
ところ，拡散とフィードバックの競合により分岐構造に特徴的な変化が起こることで，解の安定性が
変わることを捉えた．また我々は数理モデルと同様の実験システムを構築し，実験を行ったところ，
数値計算や分岐構造の変化を再現する結果が得られた．

図 1. Oregonatorモデルで観察される空間パターン．(A) フィードバック効果なし．複雑な螺旋パ
ターンや進行波パターンが見られる．(B) 光フィードバック効果を導入した数値実験．(i) と
(ii)を周期的に繰り返し，standing waveが観察される．

2 BZ反応
2.1 BZ反応について
BZ反応は B. P. Belousovによって発見され，A. M. Zhabotinskyによってその詳細が解明され

た化学反応であり，両者の名前から Belousov-Zhabotinsky反応 (BZ反応)と呼ばれている．大きな
特徴としては酸化状態と還元状態を周期的に繰り返す事である．数種類の化学薬品を混ぜて攪拌する
と酸化還元反応を繰り返し，その様子は反応に用いる金属触媒の色の変化で観察する事ができる (図
2(A))．また攪拌せずにシャーレに薄く拡げたり，溶液を浸したろ紙を観察したりすると化学進行波
が周期的に発生する様子を観察出来る (図 2(B))．この様に周期的な振動や反応と拡散に伴う非一様
な空間パターンの出現，そして後述する再現性の高い数理モデルが構築されていることから，結合振
動子系や反応拡散系の実験モデルとしてよく用いられている．

2.2 Oregonator model

BZ反応には数多くの化学反応が絡んでいる．R. J. Field，E. Körös，R. M. Noyesらはその中か
ら下記にある 10個の特筆すべき化学反応を抽出し，モデルを構築した [5]．

4



図 2. BZ反応の実験結果．(A) ビーカー内に BZ反応溶液を入れて攪拌した際の実験結果．還元状
態 (橙色)から酸化状態 (緑色)へと変化し，またすぐに還元状態に戻る．この色の変化が周期
的に観察される．(B) ろ紙に BZ反応溶液を吸着させて上から観察した結果．BZ反応による
化学進行波が発生し，場所によっては螺旋パターンも見られる．

HOBr + Br� +H+ ��*)�� Br2 +H2O; (R1)

HBrO2 +Br� +H+ ��! 2HOBr; (R2)

BrO �
3 +Br� + 3H+ ��! HBrO2 +HOBr; (R3)

2HBrO2 ��! BrO �
3 +HOBr + H+; (R4)

BrO �
3 +HBrO2 +H+ ��*)�� 2BrO2 +H2O; (R5)

BrO2 +Ce3+ +H+ ��*)�� HBrO2 +Ce4+; (R6)

BrO2 +Ce4+ +H2O ��! BrO �
3 +Ce3+ + 2H+; (R7)

Br2 +CH2(COOH)2

��! BrCH(COOH)2 +Br� +H+;
(R8)

6Ce4+ +CH2(COOH)2 + 2H2O

��! 6Ce3+ +HCOOH+ 2CO2 + 6H+;
(R9)

4Ce4+ +BrCH(COOH)2 + 2H2O

��! Br� + 4Ce3+ +HCOOH+ 2CO2 + 5H+:
(R10)

これらの化学反応は次の 3段階に分けられる．

Step 1 (R2)+(R3)+3(R1)+3(R8)によって Br{ が消費される．

2Br� +BrO �
3 + 3H+ + 3CH2(COOH)2

��! 3BrCH(COOH)2 + 3H2O:
(A)
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Step 2 Br{ が十分に消費されると反応 (R2)の速度が遅くなる．その一方で反応 (R5)+2(R6)の自
己触媒反応により HBrO2 の濃度が増加する．同時に触媒は酸化される．

BrO �
3 +HBrO2 + 2Ce3+ + 3H+ ��! 2HBrO2 + 2Ce4+ +H2O: (B)

一方で HBrOは (R4)により消費される．
Step 3 酸化された触媒の濃度は反応 (R9)と (R10)により減少する．同時に Br{ が反応 (R10)に

よって増加し，Step 1に戻る．

この分類を元に，Fieldらは次の様な動的システムを構築した [6]．

A+Y
k1��! X+ P; (M1)

X + Y
k2��! 2P; (M2)

X + A
k3��! 2X + 2Z; (M3)

2X
k4��! A+ P; (M4)

B + Z
k5��! fY: (M5)

ここで X � [HBrO2], Y � [Br{ ], Z � [Ce4+], A � [BrO {
3 ], B � [BrCH(COOH)2], P � [HOBr]

とする．f は化学量論パラメータである．このシステムから X, Y, Zを変数とすることで，次の様な
3変数の微分方程式を構築できる．

d[X]

dt
= k1[A][Y ] � k2[X][Y ] + k3[A][X] � 2k4[X]2;

d[Y ]

dt
= �k1[A][Y ] � k2[X][Y ] + fk5[B][Z];

d[Z]

dt
= 2k3[X][A] � k5[B][Z]:

(1)

さらに無次元化を行う事で次のモデルを得る [7]．

"
du

d�
= qv � uv + u(1 � u);

�
dv

d�
= �qv � uv + fw;

dw

d�
= u� w:

(2)
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この数理モデルは Oregonatorモデルと呼ばれている．ただし，

u =
[X]

X0
; v =

[Y ]

Y0
; w =

[Z]

Z0
; � =

t

t0
;

X0 =
k3[A]

2k4
; Y0 =

k3[A]

k2
; Z0 =

(k3[A])
2

k4k5[B]
; t0 =

1

k5[B]
;

" =
k5[B]

k3[A]
; � =

2k4k5[B]

k2k3[A]
; q =

2k1k4

k2k3
:

である．

2.3 光感受性 BZ反応
BZ反応に用いる金属触媒を，Ru(bpy) 2+

3 にする事で BZ反応は光感受性を持つ．強い光が照射
されると振動反応が止まり，空間パターンでは化学進行波が消える様子が観察される [8, 9]．光照射
による反応は還元状態への反応を促進する Br{ を増やす事が報告されている．この実験報告を元に
式 (2)を次の様に改変する事で，光感受性反応を数理モデルでも再現できる [10]．

"
du

d�
= qv � uv + u(1 � u);

�
dv

d�
= �qv � uv + fw + �;

dw

d�
= u� w:

(3)

Br{ を表す v の方程式に，v を増やす様に �という項が追加されている．

3 結合振動子系への大域フィードバック
3.1 mathematical model

光感受性効果を加えた Oregonatorモデル (3)を元に，BZ反応の結合振動子系への光刺激による
フィードバック系のモデルを下記の様に構築した．

dui

dt
=
1

"
(qvi � uivi + ui(1 � ui)) +D(uj � ui);

dvi

dt
=
1

�
(�qvi � uivi + fwi + s�) +D(vj � vi);

dwi

dt
=ui � wi +D(wj � wi);

� =
w1 + w2

2
:

(i; j = 1; 2; i 6= j)

(4)

添字は振動子の番号を表し，6本の微分方程式によって構成されている．�は光刺激によるフィード
バック変数を表し，変数 wi の平均値をとる．これは，BZ反応の色の変化や酸化還元電位の変化は，
金属触媒の濃度に相関があることから設計している．v の方程式には光フィードバック刺激の効果
s�が追加されており，パラメータ sはフィードバック刺激の強度を表す．
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3.2 数値計算結果
式 (4)の数値計算結果を述べる．まず s = 0としフィードバックの効果がない場合においては，2

つの振動子は拡散結合の効果のみで繋がっている為，同相同期する (図 3(A)-(I))．一方，s = 1:0と
フィードバックの効果を加えると，2つの振動子は逆相同期する (図 3(A)-(II))．また 2つの振動子
の拡散結合を無くし，フィードバックの効果のみで振動子を結合すると，逆相同期の振動が現れる
(図 3(A)-(III), (IV))．さらにこれらの逆相同期は振動周期が変わるなどの特徴が見られる．
逆相同期の出現起源や同相同期との関係について調べるために，AUTO*1による数値分岐解析を

行った．2つの振動子が拡散結合している状況でフィードバックパラメータ sを分岐パラメータとし
て同相同期の解を追跡すると，同相同期はある閾値を超えたところで不安定化し，その閾値では周期
倍分岐が起こる (図 3(B)-(a, b))．その分岐点から解を追跡すると，不安定な逆相同期が出現し，サ
ドルノード分岐により安定な逆相同期の解となる．この安定な逆相同期は図 3(A)-(II) に該当する．
一方，2つの振動子間の拡散結合が十分小さい場合，同相同期上の周期倍分岐点からは常に不安定な
逆相同期の解が出現している (図 3(B)-(III, IV))．この時，図 3(A)-(III, IV)の様な逆相同期は sの
広い範囲で安定に出現し，この逆相同期は同相同期とは孤立して存在している．

3.3 実験
図 4 の様な BZ 反応の結合振動子系に光フィードバック刺激を与えるシステムを構築した．ビー

カーに BZ反応溶液を入れ，攪拌する事で振動子を作る．その 2つの BZ反応溶液はポンプにより溶
液をお互いに交換し合う事で結合している．このポンプの流速を変える事で振動子間の結合力を変
える事ができる．また溶液の酸化還元電位を計測する．この計測結果は 2 つの振動子の振動状態を
判定すると共に，フィードバック情報として利用される．2 つの酸化還元電位は Arduinoに入力さ
れ，また平均値を算出し輝度情報として LEDライトに送信される．輝度情報へと規格化した電位を
 i(t) (i = 1; 2)とすると，Arduinoが送信する値は

I(t) = �
 1(t) +  2(t)

2
(5)

とした．� はフィードバック強度を調節するパラメータである．この値を元に LEDライトは輝度を
変える．

3.4 実験結果
振動子間の結合力であるポンプの流速とフィードバックパラメータ � の 2種類を変えた際の同期

パターンを観察した．尚，観察の際に 10分以上同じ振動パターンが観察された場合に，その振動パ
ターンが安定に出現したと判定した．
結合力が強い場合 (ポンプの流速 350 ml/h)，� = 0:1 ! 0:3 ! 0:4と変化させた場合では同相同
期が観察されたが，その後に � = 0:5とすると逆相同期を観察した (図 5(a-2))．また � = 0:5から

*1 AUTO-07p. http://indy.cs.concordia.ca/auto/.
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図 3. 数理モデル (4)の (A) 数値実験結果と (B) 分岐解析結果．(A) フィードバック刺激の強度 sと
拡散結合 D を変えた際の (i) 変数 wi の時系列プロット，(ii) w1 と w2 の相図．(I) (s; D) =

(0:0; 0:3), (II) (s; D) = (1:0; 0:3), (III) (s; D) = (0:3; 0:0), (IV) (s; D) = (1:0; 0:0).

(B) フィードバック刺激の強度 sに対する分岐図．拡散結合パラメータDは (a) D = 0:3, (b)

D = 0:1, (c) D = 0:05, (d) D = 0:0 としている．縦軸はそれぞれ (i) w1 の最大値，(ii) 振
動周期としている．線の色はそれぞれ黒 : 同相同期，赤と緑 : 逆相同期，を表している．ま
た実線 : 安定な周期解，破線 : 不安定な周期解を意味する．「PD」は周期倍分岐点を表す．
(I)�(IV)は (A)の数値実験が分岐図上でどの枝の解であるかを示している．([11]より引用．)

� = 0:3に下げても逆相同期のままであったが，� = 0:2に下げると同相同期を観察した (図 5(a-1))．
一方ポンプの流速を 150 ml/h として結合力を弱めた場合では，� = 0:6 で逆相同期を観察した後，
� = 0:6 ! 0:4 ! 0:3 ! 0:2と変化させても逆相同期のままであった (図 5(b))．改めて � = 0:2で
同相同期を観察した後，� = 0:2 ! 0:3 ! 0:4と変化させると，� = 0:4では逆相同期を観察した．

3.5 Discussion

数理モデルと実験の結果を比較 �検証する．尚，実験における酸化還元電位は金属触媒の濃度 wi

と正の相関をを持っているため，数理モデル (4)は実験システムと定性的に一致する．フィードバッ
クパラメータ sと � を変えた際の数理モデルと実験結果を比較する．
実験において，結合力が強い場合には �が比較的小さい場合には同相同期のみが観察され，比較的

強い場合には逆相同期のみが観察された (図 5(a))．またその中間では同相同期と逆相同期の双安定
な領域が観察された．これは数理モデルにおいても拡散が比較的強い D = 0:1; 0:3においても同様
の分岐構造を持っている (図 3(B)-(a, b))．
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図 4. 実験システムの模式図．

図 5. 実験より得られたフィードバック刺激強度 � に対する分岐図．青い丸は同相同期振動，赤い四
角は逆相同期振動が観察された事を表す．赤い矢印は � を変えた順序を表す．ポンプの流速
はそれぞれ (a) 350 ml/h, (b) 150 ml/h である．(1), (2)は電位測定結果の時系列プロット，
(i), (ii)は 2つの BZ反応溶液の電位測定データの相図．([11]より引用．)

一方，結合力が弱い場合の実験では � の広い範囲で逆相同期が観察され，また同相同期は � の値
が比較的小さい領域に限っていた (図 5(b))．数理モデルの拡散が比較的弱い D = 0:0; 0:05におい
ても，s の広い範囲で逆相同期が安定であり，同相同期は s の比較的小さい範囲で安定である (図
3(B)-(c, d))．以上の様に数理モデルと実験の分岐構造が定性的に一致する事が確認された．
拡散を変える事で分岐構造が大きく変化するが，これは図 6の様な分岐枝の繋ぎ変えが起こってい
る事が予測される．拡散が小さい場合には同相同期の枝にある周期倍分岐点からは不安定な解が出現
し，安定な逆相同期は同相同期とは孤立して存在している．拡散結合を強くする事で安定な逆相同期
の解は周期倍分岐点から伸びる不安定な解と繋ぎ変えを起こす事でサドルノード分岐を起こし，周期
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図 6. 分岐図における繋ぎ変えの模式図．([11]より引用．)

倍分岐点から派生する解となる．この時，元々あった不安定な解は孤立して存在する様になる．この
様な数理モデルにおけるフィードバックと拡散結合の競合による分岐構造の変化により，実験におけ
る安定パターンの変化の構造も理解する事が出来る．

4 結論と今後の課題
我々は光感受性 BZ反応における大域的なフィードバックシステムについて，理論と実験の両側面

から調査を行った．数理モデルの解析では特徴的な分岐構造を捉え，さらに数理モデルの結果は実験
と矛盾のない事が確かめられた．
本研究は BZ 反応に注目したものであるが，同様の大域フィードバックの効果を FitzHugh-

Nagumo 方程式に導入した際にも同様の分岐構造が現れる．よって本研究で見られた分岐構造の
変化は反応拡散系への大域フィードバックというシステムにおいて普遍的なものである事が予測さ
れる．
また本研究は，拡散結合と大域フィードバックの競合の中で現れるパターンについて，どの様な道

筋を辿れば所望のパターンへと辿り着けるかを明らかにしたと言える．この様な解析を 3振動子系や
1次元，2次元空間のパターンに応用する事で，内在するパターンの分類や所望のパターンを実現で
きる事が期待される．
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Morse 関数折り目写像を介した高次元多様体のより幾何学的構

成的な理解

(More geometric and constructive understandings of higher

dimensional manifolds via Morse functions and fold maps)

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所 (Institute of Mathematics for Industry)

北澤 直樹 (Naoki Kitazawa) �

1 導入{多様体を低次元空間への良い射影写像を通じて知ろう{。

数学をある程度専門的に学ばれていたり研究されている方々や機械学習やデータ解析などの応用領域や周辺

科学技術で数学をそれなりに利用している方々には釈迦に説法であろうが、多様体とは、1 次元の直線や曲線、

2 次元の平面や曲面、我々の生きる 3 次元の空間や 4 次元の時空のように決まった成分数 (次元)の座標が入

るような空間を自然に一般化したクラスの空間である。k � 0 次元のユークリッド空間 Rk やその中の原点を

中心とした単位球面 Sk�1 (単位球体 Dk) つまり半径 1 の球面 (球体) のような空間 (ちなみにそれぞれ次元

k � 1 と k)がその例である。幾何学や数学では基本的で重要な空間で、最近流行りの機械学習やデータ解析で

も時折登場したり最近の数学の応用の流行を考えればまだまだ可能性のある対象である。また、相対性理論を

はじめとした様々な物理学でも様々な物理学を展開する場として欠かせない対象で周辺科学でもしばしば登場

する。幾何学数学の基本的で重要な問題の一つが、多様体の形つまり位相やより深い幾何的な性質をみるとい

うものである。今回、複雑で幾何的構成的にとらえにくい、高次元の多様体とそういった情報や性質を低次元

の空間への具体的な可微分写像つまり微分の施せる写像を構成することによって捉えていこうという、現時点

では漸く始まり出したといえる状態である講演者の新たな試みを結果も交え紹介する。

本稿は著者の HP　 (https://naokikitazawa.github.io/NaokiKitazawa.html) から飛べる

HP (https://naokikitazawa.github.io/KenkyuNaokiKitazawaJapanese.html) にある

https://naokikitazawa.github.io/General20190926.pdf 等をいくらか基にしている。なお、著者の至らなさ

からの誤りや記述をよくできる部分は多くあるかもしれず、その場合には教えて頂ければ幸いである。

多様体について基礎の部分から始め詳しいことは [17] や [28] 等を参考にして頂ければ幸いである。多様体

の定義は勿論、(局所)座標 (系)、多様体 X の次元 dimX、多様体の境界、Cr 級構造、Cr 級多様体、Cr 級

写像 (関数)、多様体 X の点 p 2 X における 接ベクトル空間 TpX、Cr 級写像の微分、多様体の向き等と

いった基本的な概念は既知として話を進める。具体的な (連結閉) 多様体として円周の直積であるトーラスや

実射影空間や複素射影空間等も用語だけだが登場する。r が 1 以上の整数か 1 であるとき ”Cr 級” を可微分

ということにする。

� n-kitazawa@imi.kyushu-u.ac.jp
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2 可微分写像と特異点と折り目写像。

多様体やその間の写像は特に指示のない限り滑らか、つまり C1 級つまり任意の点でいくらでも微分でき

るものとする。多様体間の滑らかな写像 f : M ! N について各点 p で微分 dfp : TpM ! Tf(p)N の階数が

minfdimM; dimNg より低いような点を特異点とよぶ。特異点全体の集合を特異点集合と呼び S(f) と表記

する。特異点集合の像を特異値集合、値域におけるその補空間を正則値集合と呼ぶ。特異値集合、正則値集合

上の点をそれそれ特異値、正則値と呼ぶ。

f : M ! N について値域の次元が定義域のそれより低くないとする。この写像が特異点を持たな

いときはめ込みであるといいさらに単射な時埋め込みであるという。さらにこの写像が微分同相写像であ

るとき二つの多様体 M と N は微分同相であるという (多様体に向きが入っていてそれが保たれるとき

向きを込めて微分同相であるという)。さらに埋め込みの像が自然に多様体になり M とその多様体が微分同相

であるときそれを N の部分多様体と呼ぶ (例えば空でない開部分集合はもとの多様体の部分多様体である)。

部分多様体が N の閉集合であるとき閉部分多様体であるという (閉多様体とは区別する: 境界がない時は境界

のない閉部分多様体などと呼ぶことにする)。

今後 m � n � 1 を整数とし M を連結な m 次元コンパクト多様体、f : M ! Rn を値域の可微分構造を自

然なものとし滑らかな写像とする。

以下は基本的であると同時に重要である。

Proposition 1. f で正則値集合は n 次元の境界のない Rn の部分多様体である。正則値の逆像は m � n 次

元の閉部分多様体であり、M が閉多様体ならば境界のない閉部分多様体となる。またその中の n 次元単位球

体の内部と同相な部分集合 U の逆像に f を制限すると U と U の中の正則値の逆像の直積として表される可

微分多様体から U への射影とみなせる。

Definition 1. 前の写像 f で n = 1 とする。特異点が境界上になく各特異点 p で、適切な座標とある整数

0 � i(p) � m があり (x1; � � � xn) 7! Σ
m�i(p)
j=n xj

2 � Σm
j=m�i(p)+1xj

2 + f(p) という形で表せるとき、 f は

Morse 関数であるという。

Definition 2. 前の写像 f で、多様体M は閉多様体で各特異点 pで、適切な座標とある整数 0 � i(p) � m�n+1
2

があり (x1; � � � xn) 7! (x1; � � � ; xn�1;Σ
m�i(p)
j=n xj

2 � Σm
j=m�i(p)+1xj

2) という形で表せるとき、 f は折り目写

像であるという。

折り目写像で n = 1 の場合が他ならぬ閉多様体上の Morse 関数の場合である。

Proposition 2. Definition 1 で各特異点において特異値のまわりでもとの値域の実数全体の空間における大

小で定まる順序を保つように座標がとれ、さらにそれで考えた場合 i(p) は一意。さらに特異点は離散的に現

れる。そして、Definition 2 で i(p) は一意で、決まった指数の特異点全体の集合は n � 1 次元の境界のない

閉部分多様体でそこへ制限するとはめ込みになる。

これら一意に定まる i(p) を p の指数とよぶ。図 1 で簡単な Morse 関数の例、図 2 で折り目写像の例を挙

げた (後者はいずれも後ほど定義される special generic 写像である)。Morse 関数について今後も随時説明す

るが詳細は例えば [19]、[20]、[28] 等を参照のこと。折り目写像については、 いわゆる一般的な可微分写像の

特異点の理論に関する有名な教科書である [7] や、後で述べる具体的な折り目写像の多様体の位相や可微分構

造の関係に関する研究が推進されだしたといえる 1990 年代の、初期の論文 [23] 等を参照のこと。
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図 1 単位球面の高さを考えて得られる

Morse 関数と円周 2 個の直積 (2 次元トー

ラス) の高さを考えて得られる Morse 関

数 (黒い点は特異点を示す)。

図 2 左は単位球面の自然な射影 (赤道が

特異点集合で 2 次元の球面の平面への射影

を示しているが定義域値域の次元対を一般

化することもできる)。右は平面への後の

Example 2 の折り目写像の像。

3 可微分多様体の位相や可微分構造。

(可微分)多様体が同相であるか微分同相であるかどうかを法とし分類するという問題が自然に生まれる。こ

れについて知られている事実を簡単に述べる。C0 多様体をしばしば位相多様体とも呼ぶ。

Fact 1. 1. 3 次元以下の C0 級の多様体は局所座標系をうまく制限して一意的に滑らかな多様体にでき

る。また、一般的な事実として Cr (r � 1) 級の多様体は同様に一意に C1 級にできる。

2. 1 次元の多様体は連結なものは直線か円周か半閉区間か閉区間に微分同相となる。

3. 2 次元の連結な閉多様体は、いわゆる向きが入るものは種数という穴の数を表す非負の整数できまる。

向きが入らないものも同様である。

4. 3 次元以上の場合は一般に連結な閉多様体に制限しても難しい。S3 を基本群という群が自明になるよ

うなつまり単連結な閉多様体として特徴づけられるかという 3 次元の Poincaré 予想の解決に時間がか

かったことなどは有名な話であろう。

5. 5 次元以上の場合単連結な閉 (可微分) 多様体の分類は、次元の高さからくる自由さがあり代数的な道

具を介してある程度はできている。また Milnor により 7 次元の球面の可微分構造で単位球面のそれ

とは異なるものが発見されたことにはじまり可微分構造が一意になるとは限らないことが分かっている

([18] やさらに進み [4] 等): ただし 5 次元以上のコンパクト多様体の場合異なる可微分構造は有限個と

なる。また後の 4 次元を含め可微分構造の入らない位相多様体もある。なお連結閉位相多様体の可微分

構造の個数について等もある意味で分かっている。ちなみに 5、6 次元では連結閉位相多様体の可微分

構造は (せいぜい)一意であることにも触れておく ([1] や [30] 等を参照のこと)。

6. 4 次元の場合は、球面の可微分構造で単位球面と異なるものがあるかがまだわかっていないとか、一つ

の位相多様体でどれだけ可微分構造があるかわかっているコンパクト多様体がまだ知られていないとい

う状況である等、難しい。

7. Rn について、 n = 4 の時は非可算無限種類の可微分構造の存在は分かっているが、他は一意である。

多様体の位相や可微分構造について、完璧に理解するのは難しい。そこで同相であったり微分同相ならば

変わらないような量である不変量が重要となる。今回、初歩的なものとして、j を非負整数として穴を可換群

で代数的に表現する位相空間 X の j 次のホモロジー群 Hj(X;A) やその双対としてでてくるコホモロジー群

Hj(X;A) 等はよく使う (A は可換環で基本的には整数環 Z または k > 0 を整数として k 次巡回群 Z=kZ や
有理数体 Q である)。詳しくは紙面などの都合で省略するが、ホモロジー群は例えば A := Z で j = 0 のと

きは X の連結成分数と等しい階数の自由可換群となる。基本群とは 1 次のホモロジー群より深く非可換な情
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報をもつ群で適切に割って可換化すると 1 次のホモロジー群 H1(X;Z) となる。先程 Fact 1 で少し説明した

単連結な空間とはこれが消えている (連結な) 空間のことである。コホモロジー群は、ホモロジー群の双対で

あり例えばホモロジー群が自由ならコホモロジー群はホモロジー群と同型である (A が前のような可換環やよ

り一般に零元とは異なる単位元を有する単項イデアル整域の場合)。次数の異なるものも集めて自然に次数付

き加群としさらに次数付き代数 (コホモロジー環) H�(X;A) とすることができる。閉多様体 X のオイラー数

は、Σdim X
j=0 (�1)jrankHj(X;Z) で定義される。これはオイラーの多面体定理 (頂点数)-(辺数)+(面数)=2 の 2

を自然に一般化したものである。

Example 1. X が Sk (k � 1) と同相な時、 Hj(X;Z) は j = 0; k で Z と同型で他の場合は自明。X が円周

の直積つまりトーラスと同相な場合、 Hj(X;Z) は j = 0; 2 で Z と同型で、 j = 1 で Z2 と同型で他の場合

は自明。 後者の場合 H1(X;Z) の基底として、適当な Z2 との同一視のもと f(1; 0); (0; 1)g がとれて、 (1; 0)

と (0; 1) 同士の積は H2(X;Z) の零元となり、 (1; 0) と (0; 1) の積は H2(X;Z) の生成元となる。

A := Z のときホモロジー群 (コホモロジー環)を整係数ホモロジー群 (整係数コホモロジー環)と呼ぶ。一例

として、 3 次元より先に解決した 4 次元以上の Poincaré 予想は、単連結で整係数ホモロジー群が球面のそれ

と同型な閉位相多様体が球面と同相になることを示す予想である。

4 Morse 関数折り目写像と多様体の位相。

Fact 2. 各特異点で値の異なる Morse 関数は、可微分多様体に可微分関数の空間に (適切な位相が入ってい

るという状況のもと)稠密に存在する。

Fact 3 (Reeb の定理 ([22])。). 4 次元でない閉多様体が特異点を丁度 2 個有する Morse 関数を許容するの

はそれが球面に同相であるときかつその時に限る。4 次元の時は" 球面に同相" が" 単位球面に微分同相" と

なる。

Fact 4. 多様体の j 次の整係数ホモロジー群の階数は、 Morse 関数の値域の順序も考慮した場合の指数 j の

特異点の個数で上から評価できる。 また単連結で整係数ホモロジー群が自由なものなどある程度単純なもの

はこれら特異点の個数が整係数ホモロジー群の階数と一致するようにできる。

例えば球面とトーラスの Morse 関数の例を見直してみるとよい (円周やトーラスは単連結ではないが後半の

良い性質は成立する)。

以下値域が一般次元のユークリッド空間の場合の折り目写像の存在について少しだけ触れる。閉多様体が平

面への折り目写像を許容するための必要十分条件は、オイラー数が偶数であることである ([29] や [33] 等)。一

般的な研究としては [5]、 [6] 等が有名であるがここでは省略する。

5 Special generic 写像と同心円形折り目写像。

5.1 Special generic 写像と多様体の位相や可微分構造。

Definition 3. 特異点の指数が 0 であるような折り目写像を special generic 写像と呼ぶ。

Reeb の定理の Morse 関数や単位球面の射影を自然に含むクラスとなる。

Fact 5 ([2]、 [24]、[25]、[34]。). 次元が 2 以上の球面と同相な可微分多様体で 4 次元でないものまたは 4

次元の単位球面は、平面への special generic 写像を有する。さらに特異点集合に制限すると円周の埋め込み

となり像が 2 次元の球体となるようなものとできる。次元が 4 以上の単位球面と同相だが微分同相でない多

16



様体は自身より k = 1; 2; 3 次元低いユークリッド空間への special generic 写像を許容しない。また 7 次元の

向きの入った球面と同相な可微分多様体は向きを保つ微分同相写像の存在を法として 28 種類あるが、そのう

ち 14 種類のものは R3 への special generic 写像を許容しない。

以下数行は多様体の幾何学の基本的概念に慣れている方は飛ばしてよいが、一応(境界)連結和と束について

触れる。二つの次元 k > 0 の連結閉可微分多様体の連結和とは、二つの多様体から埋め込みの像となっている

k 次元の単位球体の内部を取り除いて現れる単位球面と微分同相な境界の間の自然な微分同相写像で貼り合わ

せて新たに連結閉可微分多様体を得る操作である。二つの次元 k > 0 の連結コンパクト可微分多様体につい

て、境界連結和とは、内部への埋め込みの像となっている k 次元単位球体を自然な微分同相写像で同一視して

新たに連結コンパクト可微分多様体を得る操作である。一般の正の整数個の場合にも帰納的に定義できる。ま

た可微分多様体 X 上の (コンパクト)可微分多様体 F をファイバーとする束とは、直積 X � F とその X へ

の射影の組の一般化とみなせるもので (直積の場合自明な束であるといい)、今回は例えば正則値の逆像が F

と微分同相であるような X への全射で特異点を持たない可微分写像の定義域の可微分多様体 (例えば全空間等

と呼ぶがそれ)とその写像の組とでも考えるのが良いだろう。早速次の例を挙げておく。

Example 2. 整数 m > n � 2、l > 0、l 個の整数 1 � kj � n � 1 (1 � j � l )が与えられているとする。単

位球面と微分同相な球面の直積 j 個 Skj � Sm�kj の連結和で得られる多様体は、単位球面 Skj と単位球体

Dn�kj の直積 j 個の境界連結和で得られる多様体と微分同相な多様体を像とする、特異点集合に制限すると

埋め込みでその像が境界であるような Rn への special generic 写像を許容する。

Fact 6. 1. ([23]。) 円周上の、special generic 関数を許容するような多様体をファイバーとする束の全空

間の連結和として得られる多様体は、平面への special generic 写像を許容する多様体として特徴づけ

られる。

2. ([26]、[27]。) 4 次元の同相な連結閉多様体の組で次を満たすものがある。

（a）二つの多様体は R3 への折り目写像を許容する。

（b）二つの多様体の丁度一個が R3 への special generic 写像を許容する。

Fact 5 と 6 は、値域の次元が一般の場合 special generic 写像が多様体の位相や可微分構造に強い制限を与

えることを具体的に示す。講演者は多様体のコホモロジー環に着目し、以下のような概念や結果に辿り着いた。

Theorem 1 ([15]。). 整数 m > n � 1 とし、M を m 次元連結閉多様体で Rn への special generic 写像を

許容するものとする。このとき m � n 次以下の M のコホモロジー環の元有限個の積は、次数が n 以上にな

れば 0 となる。

Corollary 1 ([15]。). 一般次元のトーラスや実射影空間は、自身より次元の低いユークリッド空間への

special generic 写像を許容しない。

Definition 4 ([15]。). A を可換環とし整数 m > k � 0 とする。位相空間 X について長さ l > 0 の

0 � kj � m � k を満たす整数の列 fkjgl
j=1 と元 aj 2 Hkj (X;A) からなる長さ l の列で積をとると次数が k

以上であり、かつ 0 にならないようなものがあるとき、X はCohA;m:k を満たすという。

Definition 5 ([15]。). 整数 m > n0 � 1 とする。m 次元連結閉多様体が各整数 n0 � n < m について、 Rn

への special generic 写像を許容するとき、 M は Sp�n0
を満たすという。

Theorem 2 ([15]。). 整数 m > n � 1 とする。A を零元と異なる単位元を有する単項イデアル整域とする。

1. m 次元連結閉多様体 M1、 M2 が CohA;m;n�1 と Sp�n を満たせばそれらの連結和で得られる多様体
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図 3 大域的に自明なモノドロミーを持つ

折り目写像の像や構造。

図 4 特異値集合の連結成分ごとに自明な

モノドロミーを持つ折り目写像の像や構造

(C は任意の特異値集合の連結成分で赤の

点線で作られた二つの円で囲まれた領域が

fx 2 Rn j j � 1
2

� jjxjj � j + 1
2
g である)。

も同様。

2. m 次元連結閉多様体 M が CohA;m;n�1 と Sp�n を満たし、次を満たす連結閉多様体 F そして F �Dn

から Rn+dim F へのはめ込みが存在すると仮定する。

（a）Hj(F ;A) は A 上自由。

（b）長さ l > 0 の 0 � kj � m � n + 1 を満たす整数の列 fkjgl
j=1 と元 aj 2 Hkj (X;A) からなる長

さ l の列で、積をとると dimF 次で 0 でないようなものが取れる。

このとき M � F は CohA;m+dim F;n+dim F �1 と Sp�n+dim F を満たす。

この Theorem、Example 2 を参考に、単位球面からはじめて連結和や直積を繰り返してよい例が作れるこ

とを確かめてみるとよい。

5.2 同心円形折り目写像。

ユークリッド空間 Rk 上の点 p について jjpjj で原点からの距離を表す (標準的な距離を考える)。

Definition 6 ([9]、[10]。). 折り目写像 f : M ! Rn が次のいずれかを満たすとき、同心円形であるという。

1. n = 1 で f jS(f) は埋め込みで f の正則値 a と微分同相写像の組 (Φ : f�1((�1; a]) !
f�1([a;+1)); � : (�1; a] ! [a;+1)) で f jf�1([a;+1)) � Φ = � � f jf�1((�1;a]) を満たすものが存在

する。

2. n � 2 で f jS(f) は埋め込みで正の整数 l と微分同相写像 � : Rn ! Rn があり (� � f)(S(f)) = fx 2
Rn j jjxjj 2 N; 1 � jjxjj � lg とできる。

Definition 7. 同心円形折り目写像 f : M ! Rn を考える。

1. n = 1 であるか、n � 2 で Definition 6 において fx 2 Rn j jjxjj � 1
2 g の � � f による逆像

への制限と x 7! 1
jjxjj x で与えられる写像の合成で定まる写像が自明な束を与えるとき、 f は

大域的に自明なモノドロミーを持つという。

2. n = 1 であるか、 n � 2 で Definition 6 において fx 2 Rn j j � 1
2 � jjxjj � j + 1

2 g の � � f による逆

像への制限と x 7! 1
jjxjj x で与えられる写像の合成で定まる写像が各整数 1 � j � l で自明な束を与え

るとき、 f は特異値集合の連結成分ごとに自明なモノドロミーを持つという。

図 3 と 4 で Definition 7 の写像の像や構造を説明した (実は関数と球面上の恒等写像の直積になるという部

分はより強い条件である : 深入りすると大変難しい部分であり本稿では "関数と球面上の恒等写像の直積に

なる" という表現で自明性を扱って問題ない)。同心円形折り目写像の具体的な構成に挑み例えば以下を得た。
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図 5 Theorem 3の写像の像と逆像や構造

(閉半直線の逆像への制限は � � [�1; 1] 上

の特異点を丁度 2 個有する Morse 関数)。

図 6 Corollary 2 の写像と定義域の球面

(円周で特異値集合の連結成分に出る S3

に微分同相な球面を表す: 正則値の逆像は

S3 の非交和に微分同相で値域で中心部へ

行くほど連結成分数が増える)。

Theorem 3 ([8]、[9]、[11]。). m > n とし、 Σ を m � n 次元の特異点を丁度 2 個有する Morse 関数を許

容する球面とする。 m 次元連結閉多様体 M について次は同値。

1. M は Sn 上の Σ をファイバーとする束の全空間。

2. M は n = 1 で特異点が丁度 4 個有するか n � 2 で特異点集合の連結成分が 2 個であるような大域的

に自明なモノドロミーを持つ同心円形折り目写像 f : M ! Rn で、Definition 6 における � � f によ

る正則値 a (n = 1 の場合) か 0 (n � 2 の場合) の逆像が Σ t Σ と微分同相であるようなものを許容

する。

Theorem 4 ([8]、[9]。). m > n とし、 m 次元連結閉多様体 M を Sm�n をファイバーとする Sn 上の束

の全空間の連結和として得られる多様体とする。M は特異値集合の連結成分ごとに自明なモノドロミーを持

つ同心円形折り目写像 f : M ! Rn で次を満たすものを許容する。

1. n = 1 で特異点を丁度 2(l + 1) 個有するか n � 2 で特異点集合の連結成分が l + 1 個。また特異点の

指数は 0 か 1。

2. 正則値の逆像が単位球面と微分同相な多様体の非交和で、Definition 6 における � � f による正則値 a

(n = 1 の場合) か 0 (n � 2 の場合)の逆像の連結成分数が l + 1 個。

Corollary 2 ([8]。). 7 次元の球面と微分同相な多様体は R4 への、Theorem 4 の条件を満たすような写像

を許容する。特に特異点集合の連結成分数を 1 個のものを許容するのは、単位球面と微分同相なもののみで、

2 個のものを許容するのは (向きを保つ微分同相写像を法として考えた場合)単位球面を含む 16 種類のものの

みである。そして全ての 7 次元の球面と微分同相な多様体は、 R4 への特異点集合の連結成分数が l � 3 個の

ものを許容する。

一般に具体的な多様体に具体的な可微分写像を構成するのは存在を知ることと違った難しさがあり、また簡

単な多様体上の構成でも難しい中、今回いくらか構成に成功したわけである。また最後の Corollary は special

generic 写像の Fact 5 や 6 にあたるようなものを新たな折り目写像のクラスで発見したことを意味する。

6 高次元単連結閉多様体の上の折り目写像。

一般の高次元特に次元が 7 以上の単連結閉多様体を得られるかという問題について考えたい。その前に一つ

補足する。[1] によれば 5 次元の単連結閉位相多様体は完全に可微分構造まで込めて分類されている。[21]が

これらに対しユークリッド空間への special generic 写像の存在非存在を完全に決定している。6 次元の場合

も重要で分類に関してはやや複雑だが [30] 等ある程度知られた結果はある。そして頑張れば [21] の続きとい
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うべき感じの結果は出せそうであるが、ある種の難しさがある他、さらに可微分構造が単位球面のそれとは異

なるような可微分多様体としての球面が発見された最低次元であることや、後にあるように 7 次元単連結閉多

様体を具体的な代数的位相幾何学を用いて理解しようという流れが最近でもいくらかあること等を考慮し、 7

次元以上に取り組んでいるという状況である。話を戻すと、高次元の単連結閉多様体は、ホモトピー論、[31]

で解説されている手術理論など高度な代数的抽象的な道具を介しある意味完全な分類がなされている。また 7

次元に関しては、最近でもいわゆる多様体が次元が 1 大きい多様体の境界になっているかを代数的に調べよう

とするコボルディズム理論等を具体的に駆使して [3] や [16] や [32] 等で進められている。一方これらをより

幾何的構成的に理解することは大変難しい。このような状況で、講演者は具体的に折り目写像を構成し、多様

体の無限族も得た。

Theorem 5 ([12]、[13]。). A := Za, B := Zb, C := Zc とし fai;jga
j=1 を b 個の整数列とする (1 � i � b:

整数)。fhi;jg を (i; j) 成分が整数 hi;j で対角成分が 0 である b 次正方行列とする。このとき 7 次元単連結

閉多様体 M と折り目写像 f : M ! R4 があり次を満たす。

1. コホモロジー群は最後の群と適切に同一視して H2(M ;Z) �= H2(M ;Z) �= A � B, H4(M ;Z) �=
H4(M ;Z) �= B � C という同型があり以下が成立。

（a）A � f0g � H2(M ;Z) の元同士の積は 0。適切な A � f0g � H2(M ;Z) の基底 f(aj
�; 0)ga

j=1 と

f0g � B � H2(M ;Z) の基底 f(0; bj
�)gb

j=1 があり、 (aj1
�; 0) と (0; bj2

�) の積は (aj2;j1
bj2

�; 0) 2
B � f0g � H4(M ;Z) で (0; bj1

�) と (0; bj2

�) の積は (hj1;j2
bj2

� + hj2;j1
bj1

�; 0) 2 B � f0g と
なる。

2. f の特異点の指数は 0 か 1 で、正則値の逆像は空集合か S3 3 個以下の非交和。特に h が零行列の時

f の特異点集合への制限は埋め込みで、正則値の逆像は空集合か S3 2 個以下の非交和になるようにで

きる。さらに h が零行列ではない時にはこの零行列の場合には得られない 7 次元の多様体が得られる。

定義域値域の次元対やコホモロジー群の次元が一般の場合も、適切な状況で同様の定理ができる。

Theorem 6 ([14]。). X を 4 次元の連結な向き付け可能閉多様体で j = 0; 2; 4 で Hj(X;Z) �= Z で
j 6= 0; 2; 4 で Hj(X;Z) が自明であるようなものとする。

1. 整係数コホモロジー環が X � S3 のそれと同型。

2. R4 への大域的に自明なモノドロミーを持つような同心円形折り目写像を許容する。

という性質を満たすような 7 次元単連結閉多様体の可算無限族 fMjg で、 j1 6= j2 であれば Mj1
と Mj2

は

同相でないようなものがある。さらに Theorem 3–5 ではこれらの多様体は定義域になり得ない。

前定理の X は例えばいわゆる複素射影曲面(いわゆる複素次元 2 の複素射影空間)と考えられる。Mj は X

上の S3 をファイバーとする滑らかな束の全空間として得られている ([32] の内容)。

7 今後のための問題。

具体的な折り目写像を介して高次元多様体のいくつかをみてきた。しかしこれでも高次元多様体を幾何的構

成的にみる試みは始まったばかりである。今後の問題を挙げておく。

Problem 1. より広いクラスの (高次元単連結閉)多様体を、具体的に低次元空間への折り目写像より一般の

良い可微分写像を構成して得られるか？

Problem 2. 前の問題に関連して、一般的に、強力な、折り目写像やより広いクラス可微分写像そして多様体
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の構成方法を見つけ出せるか？

最後に、講演では、本稿にはないような進んだ内容も時間の許す範囲で述べる。例えば定理などを本稿とは

異なる形で説明することもあるかもしれないことを添えておく。
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クラスター多様体上のq-パンルヴェ系

東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系
水野勇磨 (Yuma Mizuno)

1 はじめに
クラスター理論は、箙という組合せ的な対象をインプットとして、箙の組合せ的な構造を反映した代数的な
対象をアウトプットとして与える理論である。

箙 \クラスター関手"���������! 代数的な対象
(組合せ的な対象) �クラスター代数 (可換環) [6]

�クラスター多様体 (スキーム) [5, 8]
�クラスターモジュラー群 (群) [5]
などなど

インプットである箙を色々と変えることにより、アウトプットとして様々な重要な数学的対象が現れること
が、多くの研究者の仕事によって明らかになっていった。現れる数学的対象は多岐にわたりそれらすべてをリ
ストアップすることは到底かなわないが、筆者の独断と偏見でいくつかをリストアップすると、

� Lie理論に現れる座標環 (二重Bruhat胞体 [1]、冪単部分群 [7])

� Teichm�uller空間および写像類群 [4]

� log Calabi-Yau多様体のトーリックモデル [8]

� モノイダル圏のGrothendieck環(量子アフィン代数の加群圏 [9]、箙Hecke代数の加群圏 [10]、アフィン・
グラスマン多様体上の偏屈連接層の圏 [3])

といった感じである。Lie理論、低次元トポロジー、代数幾何学、表現論といった幅広い分野の重要な対象が
現れていることが見て取れるだろう。
この記事で紹介するのは、q-Painlev�e系と呼ばれる離散力学系も上記のリストに入れることができるという

比較的最近発見された結果である。このことはBershteinとGavrylenkoとMarshakov [2]によって、ダイマー
模型との関係を用いて発見された。この記事では彼らの結果について、ダイマー模型の代わりにトーリック曲
面のブローアップを用いた筆者による定式化 [12]に基づいて紹介する。

2 クラスター多様体
この記事では、スキームは常に複素数体C上で考えることとする。

2.1 箙とクラスター変換

反対称整数行列のことを箙という。行列を有向グラフの隣接行列と思うことによって、箙とは多重辺は許す
がループと2サイクルは許さない有向グラフだといっても同じことである。
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整数aについて [a]+ := max(0; a)とする。

De�nition 2.1. 組 (k;Q;Q0)は、Q = (�ij)とQ0 = (�0ij)が同じ大きさnの箙で、kが1 � k � nなる整数で、
さらに

�0ij =

(
��ij if i = k or j = k;

�ij + [�ik]+[�kj ]+ � [��ik]+[��kj ]+ otherwise:
(2.1)

を満たすとき、箙の変異であるという。箙の変異 (k;Q;Q0)を�k : Q ! Q0と表す。

De�nition 2.2. " = 1 or �1とする。組 (�;Q;Q0)は、Q = (�ij)とQ0 = (�0ij)が同じ大きさnの箙で、�が集
合f1; : : : ; ngの置換で、さらに

�0�(i)�(j) = "�ij (2.2)

を満たすとき、箙の"-同型であるという。箙の (+1)-同型を単に箙の同型といい、箙の (�1)-同型を箙の反同
型ということにする。箙の同型 (resp. 反同型) (�;Q;Q0)を� : Q ! Q0 (resp. �� : Q ! Q0)と表す。

箙の変異 (resp. "-同型)において、k (resp. �)とQが与えられればQ0は (2.1) (resp. (2.2))によって一意に
定まる。

Example 2.3.

Q =

2664
0 3 �1 �2

�3 0 2 1
1 �2 0 1
2 �1 �1 0

3775 =

1

2 3

4

; Q0 =

2664
0 1 1 �2

�1 0 �2 3
�1 2 0 �1
2 �3 1 0

3775 =

2

41

3

はどちらも箙であり、�3 : Q ! Q0は箙の変異である。また、置換� = (1; 2; 4; 3), �0 = (1; 2)(3; 4)に対して、
� : Q ! Q0は箙の同型で、��0 : Q ! Qは箙の反同型である。

箙たちが変異 (と同型と反同型)によって繋がり合っている様子が、クラスター理論で重要になる組合せ的な
構造である。この構造を亜群という代数的な構造で表しておくと便利である。亜群とは、射がすべて同型射で
あるような (小)圏のことをいう。群とは対象が一つの亜群に他ならないという意味で、亜群は群の一般化に
なっている。集合から自由群を構成するのと同じような方法で、有向グラフから自由亜群を定めることができ
る。いま、頂点集合がすべての箙からなる集合であり、辺集合がすべての箙の変異および箙の同型および箙の
反同型からなる集合であるような有向グラフを考え、その有向グラフから定まる自由亜群をQと書く。すな
わち、Qの対象は箙で、射は箙の変異と同型と反同型の形式的な合成である。Qの射はクラスター変換と呼
ばれる。ふたつの箙QとQ0が変異同値であるとは、Q = dom(c)かつQ0 = cod(c)を満たすクラスター変換
c : Q ! Q0が存在するときをいう。

2.2 クラスター関手

有理関数体C(X1; : : : ; Xn)の部分集合

Qsf(X1; : : : ; Xn) :=

�
f(X1; : : : ; Xn)

g(X1; : : : ; Xn)
j fとgは係数がすべて非負整数の非零多項式

�
は半体の構造を持つ。ここで、半体とは、乗法的なアーベル群に可換かつ結合的な演算であって乗法に関して
分配的なものが備わったものをいう。平たく言えば、半体とは引き算を許さない体のようなものである。
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ある自然数nについてSpecC[X�1
1 ; : : : ; X�1

n ]と同型であるようなスキームを代数的トーラスという。代数
的トーラスの間の支配的な有理写像

f : SpecC[X�1
1 ; : : : ; X�1

m ] 99K SpecC[X�1
1 ; : : : ; X�1

n ]

は、誘導される有理関数体の間の射

f� : C(X1; : : : ; Xn) ! C(X1; : : : ; Xm)

が半体の間の射
Qsf(X1; : : : ; Xn) ! Qsf(X1; : : : ; Xm)

に制限するとき、正有理写像であるという。圏Posを、対象が代数的トーラスで、射が正有理写像であるよう
な圏として定める。Posの同型射は正双有理写像と呼ばれる。
クラスター理論は、組合せ的な世界と代数的な世界を結びつける関手Q ! Posによって記述される。クラ
スター理論においてはそのような関手として、A関手およびX関手と呼ばれる二つの関手が存在する。これら
二つの関手はどちらも重要であり、また密接に関係しているのだが*1、この記事ではq-Painlev�e系とより直接
関係するX関手についてのみ定義を行う。

De�nition 2.4. 関手X : Q ! Posを以下で定める。まず、箙Qに対しては

X (Q) := SpecC[X�1
1 ; : : : ; X�1

n ]

とする。ここで、nはQの大きさである。次に、クラスター変換c : Q ! Q0の行き先の正双有理写像
X (c) : X (Q) 99K X (Q0)を定義する。そのためには生成元、すなわち箙の変異と同型と反同型の行き先
を決めればよい。以下では、X (c)から誘導される有理関数体上の同型X (c)�を単にc�と書くことにする。こ
の記法のもと、箙の変異�k : Q ! Q0については、Q = (�ij)として、

��
k(Xi) :=

(
X�1

k if i = k;

Xi(1 +X
� sgn(�ik)
k )��ik if i 6= k;

と定め、箙の (�1)-同型�� : Q ! Q0については

���(X�(i)) := X�1
i

と定める。

2.3 クラスター多様体

箙Qに対して、Qに付随するクラスター多様体XQとは、代数的トーラスのコピーをQをドメインとするク
ラスター変換たちによって張り合わせて得られるスキームである。以下、より詳しい定義について説明する。
まず、張り合わせでスキームを得る方法について復習する。以下を満たす四つ組 (I; fUig; fUijg; ffijg)を

スキームの張り合わせデータという。
� Iは集合である。

*1 これら二つの関手が導入された論文 [5]では、この関係性を尊重して組 (A; X )のことをcluster ensembleと呼んでいる。
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� fUigi2Iはスキームの族である。
� fUijgi;j2IはUij � Xiなる開部分スキームの族で、Uii = Uiを満たす。
� ffijgi;j2Iはfij : Uij ! Ujiなる同型の族であって、f�1

ij (Uji \ Ujk) = Uij \ Uikを満たし、Uij \ Uik

上でfik = fjk � fijを満たす。
次の命題は、スキームの張り合わせデータが与えられると、fUigをfUijgをのりしろにしてffijgによって張
り合わせて得られるスキームが構成できるということを述べている。

Proposition 2.5. 以下を満たすスキームXおよび射の族f�i : Ui ! Xgが存在する。
� �iはUiからXの開部分スキームへの同型を与える。
� �j � fij = �ijUij .

� X =
S

i �i(Ui).

� �i(Ui) \ �j(Ui) = �i(Uij) = �j(Uji).

さらに、このようなXとf�igの組は一意な同型の違いを除いて一意に定まる。

命題2.5を用いてクラスター多様体を定義しよう。集合Iを、Qをドメインとするクラスター変換全体の集
合とする。スキームの族fUcgc2IをUc = X (cod(c))で定める。開部分スキームUc;d � Ucを、fc;d : Uc;d !
fc;d(Uc;d)が同型となる最大の開集合Uc;d � Ucとする。ここで、fc;d = X (d � c�1)である。これらはスキー
ムの張り合わせデータを与える*2。

De�nition 2.6. この張り合わせデータから定まるスキームを箙Qに付随するクラスター多様体といい、XQ

と書く。

クラスター多様体XQはHQという代数的トーラスの点でパラメタライズされるスキームの族と思えるとい
うことを説明する。大きさnの箙Q = (�ij)に対して、

KQ :=

�
(a1; : : : ; an) 2 Zn j

nX
i=1

ai�ij = 0 for all j = 1; : : : ; n

�
: (2.3)

をQの零空間として、HQ := SpecC[KQ]とする。ここで、C[KQ]は群環を表す。積を乗法的に書くために、
不定元zを用いて� 2 KQに対応するC[KQ]の元をz�と書くことにする。X (Q) = SpecC[Zn]なので、包含
KQ � Znは射X (Q) ! HQを誘導する。このとき、任意のクラスター変換c : Q ! Q0について、canonicalな
同型HQ ! HQ0が存在し、

X (Q)

X (Q0)

HQ

HQ0

X (c) �=

が可換になる。この可換図式より、自然な射�Q : XQ ! HQが存在することがわかる。この射により、クラ
スター多様体は代数的トーラスHQを底空間とするスキームの族と思える。このことを強調したい場合に、射
�Qのことをクラスター多様体ということもある。

*2 証明は [8, Proposition 2.4]を見よ。
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2.4 クラスターモジュラー群/亜群

c : Q ! Q0をクラスター変換とすると、cはQをドメインとするクラスター変換の集合とQ0をドメインと
するクラスター変換の集合との間の全単射を誘導する。これはクラスター多様体XQとXQ0の張り合わせデー
タのラベルの入れ替えになっていて、したがってスキームの同型XQ ! XQ0を誘導する。よって、変異同値
な箙は同型なクラスター多様体を与える。しかし、変異同値な箙QとQ0に対して、異なる二つのクラスター
変換c1; c2 : Q ! Q0が、XQからXQ0への異なる二つの同型を与える場合がある。この曖昧性は、次の亜群お
よび群によって記述される。

De�nition 2.7. 亜群G := Q= kerXをクラスターモジュラー亜群といい、箙Qに対して群ΓQ := AutG(Q)を
Qに付随するクラスターモジュラー群という。

すなわち、Gの対象は箙であり、射はクラスター変換をXで送って同じになるものを同一視して得られる同
値類である。定義より、関手Xは忠実な関手G ! Posを誘導する。クラスターモジュラー亜群およびクラス
ターモジュラー群はクラスター理論における対称性を記述しており重要である。
クラスターモジュラー群がクラスター多様体に忠実に作用することを説明する。クラスター変換c : Q ! Q0

はクラスター多様体の間の同型XQ ! XQ0を誘導するのだったが、特にQ = Q0の場合は、XQ上の自己同型
を誘導する。したがって、クラスターモジュラー群の定義より、単射な群準同型ΓQ ! Aut(XQ)を得る。同
様に、ΓQ ! Aut(HQ)も得られる。これらふたつの作用は、�Q : XQ ! HQと可換である。

3 トーリック多様体
扇という組合せ論的なデータから、トーリック多様体と呼ばれる代数多様体が構成できる。トーリック多様
体の最大の特徴は、トーリック多様体の様々な幾何的な性質を扇の組み合わせ的な言葉を用いて記述できると
いう点である。トーリック多様体について手短に紹介する。
nを自然数として、

M = Zn; N = HomZ(M;Z);
MR =M 
Z R; NR = N 
Z R

とする。� � MRが有理強凸多面錐とは、� =
P

v2S R�0vとなる有限集合S � Nが存在して、�がNRの0以
外のいかなる線形部分空間を含まないときをいう。このとき、Sは�を生成するという。有理強凸多面錐�に
対して、双対錐�_ � NRを

�_ := fn 2 NR j hn;mi � 0 8m 2 �g

で定める。有理強凸多面錐からなる空でない有限集合Σは
(1) � 2 Σかつ� � �のとき、� 2 Σである。
(2) �1; �2 2 Σのとき、�1 \ �2は�1および�2の面である。

を満たすとき扇と呼ばれる。扇Σに対して、命題2.5をスキームの張り合わせデータ
� 集合Σ,

� U� = SpecC[�_ \N ]で与えられるスキームの族fU�g,

� U�1;�2 = X�1\�2 � X�1で与えられる開部分スキームの族fU�1;�2g,
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� f�1;�2 = id�1\�2 : X�1\�2 ! X�2\�1で与えられる同型の族ff�1;�2g,

に対して適用して得られるスキームをΣに付随するトーリック多様体といい、TV(Σ)と書く。これはC上
の代数多様体になる。トーリック曲面とは、Mが二次元のときのトーリック多様体のことをいう。扇Σは、S
Σ = MRのとき完備であるといい、任意の� 2 Σについて�がfe1; : : : ; epgで生成されるようなMの基底

e1; : : : ; enおよび整数1 � p � nが存在するとき非特異であるという。これらはそれぞれTV(Σ)がC上固有で
あることおよび非特異であることと同値である。
トーリック多様体TV(Σ)には代数的トーラスSpecC[N ]が作用していて、その作用の軌道と扇Σに属する

錐の間には一対一の対応がある。錐�に対応する軌道をD�と書くことにする。1次元の面に対応する軌道は
TV(Σ)上のWeil因子である。完備で非特異なトーリック曲面TV(Σ)上の交差理論は、以下のように扇Σに
よって組合せ的に記述される。

Proposition 3.1. Σを2次元の完備で非特異な扇とする。i = 1; 2について、�iを原始ベクトルuとuiで生成
される2次元の錐とする。�を� = �1 \ �2 = R�0uで与えられる1次元の面とする。このとき、ある整数bが
存在してu1 + u2 = buを満たす。さらに、

D� �D�0 =

8><>:
�b if � = �0;

1 if �0 = R�0ui, i = 1; 2;

0 otherwise

が成り立つ。

4 q-Painlev�e系
坂井 [14]は代数曲面の理論を用いて離散Painlev�e系と呼ばれる離散力学系を系統的に構成した。坂井理論
では、離散Painlev�e系は、ある種の有理曲面の族へのCremona等長群の忠実な作用として定義される。坂井は
幾何的な考察により、離散Painlev�e系は全部で22種類あることを示した。これらはさらに大きく三つに分け
られ、楕円型 (1種類)、乗法型 (10種類)、加法型 (11種類)と類別される。このうち乗法型の離散Painlev�e系は
別名q-Painlev�e系とも呼ばれ、この場合の有理曲面はトーリック曲面のブローアップで与えることができる。
以下では、q-Painlev�e系はクラスターモジュラー群のクラスター多様体への作用として実現できるということ
を説明する。
N̄ = Z2として、同型

V2
N̄ �= Zを (1; 0) ^ (0; 1) = 1で固定する。成分の最大公約数が1である整数ベクト

ルを原始ベクトルと呼ぶ。

De�nition 4.1. N̄の原始ベクトルの組 (w1; : : : ; wn)は、以下の条件を満たすとき (トーリック曲面の)ブロー
アップ・データであるという。

(1)
Pn

i=1 Qwi = N̄ 
Z Qである。
(2) N� = Znおよびe1; : : : ; enをN�を標準基底としたとき、ei 
 c 7! wi 
 c (c 2 Q)によって定まる線形
写像N ! N̄ 
Z Qの像が N̄であるような格子N � N� 
Z Qが存在する。

(w1; : : : ; wn)をブローアップ・データとして、定義中の格子Nを固定する。このとき、N�はNの有限指数
の部分群である。定義より全射 : N ! N̄を得る。M = HomZ(N;Z)として、TN = SpecC[M ]とする。線
形写像’ : N̄ ! Mを n̄ 7! (n 7!  (n) ^ n̄)で定める。’は単射であり、原始ベクトルを原始ベクトルに送る。
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ブローアップ・データに対して、箙Q = (�ij)を �ij = wi ^ wjによって定義する。定義より rankQ = 2

に注意する。2節より、クラスター多様体�Q : XQ ! HQを得る。ただし、N� ( Nのときは、定義2.4

でX (Q) := SpecC[Zn](= Spec[N�])としていたのをX (Q) := SpecC[N ]に取り換えて、(2.3)の直後に
HQ := Spec[KQ]としていたのをHQ := Spec[K�

Q] (ここで、K�
Q := KQ \N�)に取り換えておく。

GrossとHackingとKeel [8]は、変異による代数的トーラスの張り合わせがトーリック多様体のブローアップ
によって余次元2を除いて実現できるということを発見し、そのことを用いてクラスター多様体�Q : XQ ! HQ

の一般のファイバーは本質的には次のようにして得られるトーリック曲面のブローアップY およびその上の
反標準因子Dを用いてY nDとして与えられることを示した。
ブローアップ・データに属する任意のベクトルwiが Σ̄の1次元の面を生成しているような完備で非特異な

N̄の扇 Σ̄をひとつ固定して、Ȳ = TV(Σ̄)とする。このような扇はいつでも取ることができる。Σ := ’(Σ̄)

はMの扇であり、射影M ! HomZ(KQ;Z) �= M=(KQ)?は射 �̄ : TV(Σ) ! HQを誘導する。�̄の各ファイ
バーはトーリック曲面 Ȳ と同型である。原始ベクトル’(wi)に対応するTV(Σ)の因子をDiと書くことにす
る。V̄ (1 + zei)を零点集合V (1 + zei) � SpecC[N ]のTV(Σ)における閉包として、Zi = Di \ V̄ (1 + zei)と
する。� 2 HQとする。このとき、Zi \ �̄�1(�)は1点からなる [8, Lemma 5.1]。この点をpiとする。Σ̄の1

次元の面はw0
1; : : : ; w

0
sであるとする。j = 1; : : : ; s (resp. i = 1; : : : ; n)について、w0

j (resp. wi)に対応する
因子を D̄0

j (resp. D̄i)と書くことにする。そして、� : Y ! Ȳ を点の列p1; : : : ; pnに沿ったブローアップの
合成とする。j = 1; : : : ; s (resp. i = 1; : : : ; n)について、D̄0

j (resp. D̄i)の強変換をD0
j (resp. Di)と書き、

D = D0
1 + � � � +D0

sとする。以上がY とDの与え方である。
ブローアップ・データから得られる箙に付随するクラスター多様体はこのようにトーリック曲面のブロー

アップで記述される。この記述の下で、格子K�
Qは以下のような幾何的な意味を持つ。

Theorem 4.2 ([8, Theorem 5.5 and 5.6]). D? � Pic(Y )を、すべてのD0
1; : : : ; D

0
sと直交する因子類からな

るPicard群の部分空間とする。このとき、

K�
Q ! D?;

X
i

aiei 7! ��C �
X

i

aiEi;

として定まる同型が存在する。ここで、Cは

C � D̄0
j =

X
i:Di=D0

j

ai for j = 1; : : : ; s

を満たす唯一の因子類である。さらに、この同型はクラスター変換と整合的である。

定理4.2より、D? � Pic(Y )の交差形式から誘導される自然な対称双線形形式K�
Q �K�

Q ! Zが存在する。
この形式による�; � 2 KQの行き先を� � �と書くことにする。
ブローアップ・データは、双線形形式K�

Q � K�
Q ! Zが半正定値だが正定値でないとき、q-Painlev�e型で

あるということにする。このときの箙Qもq-Painlev�e型であるということにする。定理4.2の同型のクラス
ター変換との整合性より、q-Painlev�e型という性質は変異同値と整合的である。q-Painlev�e型の箙に対して、
� � � = 0を満たし成分が正である原始的なベクトル� 2 K�

Qが一意に定まる。�は零ルートと呼ばれる。零
ルートに対応するHQ上の関数z� 2 C[K�

Q]はqと書かれる。射XQ ! HQより、qはクラスター多様体XQ上
で大域的に定義される関数とも思える。この関数qは「q-Painlev�e系」の名前にあるqの正体に他ならない。

Theorem 4.3. q-Painlev�e型の箙の変異同値類は10個あり、それらの代表元は図1のブローアップ・データで
与えられる。
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8 w7
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w11
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E
(1)
7 w5

w6; w7

w8
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w1; : : : ; w4

E
(1)
6

w1; w2; w3

w4

w5; w6; w7

w8
w9

E
(1)
5

w1; w2

w3
w4

w5; w6

w7
w8

E
(1)
4

w1w2

w3

w4; w5

w6
w7

E
(1)
3

w1w2

w3

w4
w5

w6 E
(1)
2

w1

w2

w3
w4

w5 E
(1)
1

w1

w2 w3

w4

E
(1)0

1

w1

w2

w3

w4 E
(1)
0

w1

w2 w3

図1 q-Painlevé型のブローアップ・データの変異同値類による分類。

定理4.3は、q-Painlev�e型のブローアップ・データに多角形を対応させ、KasprzykとNillとPrince [11]によ
る多角形に関する分類に帰着させることで証明される。
以下で見るように、10個のq-Painlev�e型の箙の変異同値類はそれぞれ10種類のq-Painlev�e系に対応する。図

1でブローアップ・データの左にある記号は、対応するq-Painlev�e系の対称型と坂井理論において呼ばれるも
のである*3。坂井理論ではq-Painlev�e系の対称型はアフィンルート系やアフィンWeyl群の型と密接に関係し
ている。このことは例4.5において触れる。

BershteinとGavrylenkoとMarshakov [2]は、ダイマー模型に関連して現れる8個の箙について、それらに付
随するクラスターモジュラー群のクラスター多様体への作用が、それぞれ8種類のq-Painlev�e系を与えること
をケースバイケースの明示的な計算により示した*4。また、残りの2種類のq-Painlev�eについても、それを実現
するような2個の箙を類推によって与えた*5。彼らの与えた10個の箙は、図1のブローアップ・データによっ
て与えられる10個の箙とそれぞれ変異同値になっていることが簡単に確かめられる。したがって、彼らの明
示的な計算と定理4.3を合わせることで、以下を得る。

Theorem 4.4. クラスターモジュラー群ΓQのクラスター多様体�Q : XQ ! HQへの作用は、坂井理論 [14]の
意味でのq-Painlev�e系を与える。

この記事ではこの定理のより正確な主張について述べる代わりに、E(1)
7 型のブローアップ・データの場合に

限定して定理の内容について詳しく見ることにする。

Example 4.5. N = N� = Z10として、w1 = � � � = w4 = (0; 1), w5 = (�1; 0), w6 = w7 = (0;�1),

w8 = w9 = w10 = (1; 0)で与えられるブローアップ・データを考える。これは図1でE(1)
7 型とされているもの

*3 ただし、この記事では [14]における対称型の記号より簡略化したものを用いている。
*4 q-Painlev�e系とクラスター理論との関係自体は特別な場合には大久保 [13]によって以前から発見されていた。
*5 この2個の箙とダイマー模型との関連はいまのところ不明だと [2]では述べられている。
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である。このブローアップ・データから得られる箙Qは以下のようになる。

Q =

1 2 3 4

5

6 7

8

9

10

まず、これが実際にq-Painlev�e型であることを確認する。KQの基底として

�0 = e4 � e3; �1 = e3 � e2; �2 = e2 � e1; �3 = e1 + e6;

�4 = e5 + e8; �5 = e9 � e8; �6 = e10 � e9; �7 = e7 � e6

というものが取れる。定理4.2およびトーリック曲面のブローアップの交差形式の計算 (命題3.1および例外曲
線の自己交差数が�1であるという事実を用いる)から、�i = �2がすべての iで成り立ち、�i � �jは、グラフ

�0 �1 �2 �3 �4 �5 �6

�7

で�iと�jが繋がっている (resp.いない)ときに1 (resp. 0)であることがわかる。このグラフはE
(1)
7 型の

Dynkin図形に他ならない。よって、KQ上の双線形対称形式は半正定値だが正定値でなく、Qはq-Painlev�e型
である。零ルートは

� = �0 + 2�1 + 3�2 + 4�3 + 3�4 + 2�5 + �6 + 2�7

= e1 + e2 + e3 + e4 + 3e5 + 2e6 + 2e7 + e8 + e9 + e10

で与えられる。
E

(1)
7 型の (拡大) Weyl群Wを、生成元s0; : : : ; s7; �および関係式

s2
i = e; sisj = sjsi (if �i � �j = 0); sisjsi = sjsisj (if �i � �j = 1);

�2 = e; �sf0;1;2;3;4;5;6;7g = sf6;5;4;3;2;1;0;7g�

によって定義する。群Wは格子KQに

si(�j) = �j + (�i � �j)�i; �(�f0;1;2;3;4;5;6;7g) = �f6;5;4;3;2;1;0;7g (4.1)

によって忠実に作用する。W op = fw� j w 2 WgをWの反対群とする。群準同型f :W op ! ΓQが

s�
0 7! (3; 4); s�

1 7! (2; 3); s�
2 7! (1; 2); s�

3 7! �1 � (1; 6) � �1;

s�
4 7! �5 � (5; 8) � �5; s�

5 7! (8; 9); s�
6 7! (9; 10); s�

7 7! (6; 7);

�� 7! �5 � �(1; 5)(2; 8)(3; 9)(4; 10) � �5

によって定まる。したがって、W opはクラスター多様体XQ ! HQに作用する。W opのHQへの作用は

f(si)(z
�j ) = zsi(�j); f(�)(z�i) = z��(�i)

で与えられ、これはWのKQへの作用 (4.1)から誘導されるものと符号の違いを除いて一致する。より詳
しく述べると、f(w)(z�) = zsgn(w)w(�)が任意のw 2 Wと� 2 KQで成り立つ。ここで、符号 sgn(w)は
f(w)(q) = qsgn(w)によって定まる。このことから特にfが単射であることが従う。したがって、群W opはク
ラスター多様体に忠実に作用する。この作用はE

(1)
7 型のq-Painlev�e系と呼ばれる。
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結晶粒界運動数理モデルに対する

温度制約条件付きの最適制御問題

千葉大学大学院 融合理工学府 数学情報科学専攻 数学・情報数理学コース
久保田翔大 (Shodai KUBOTA)

�“ �A

本講演では, 結晶粒界運動を記述する数学モデルに対する温度制約条件付きの最適制御問
題を考える. このモデルは 2つの放物型偏微分方程式で構成されている初期値境界値問題の一
種である. 片方の方程式は特異拡散と呼ばれる項を含んでおり, その部分を緩和した問題も併
せて扱う. 本講演では, 元の問題と緩和問題それぞれにおける最適制御の存在，並びに最適制
御問題の連続依存性. 加えて, 緩和問題に対する最適制御の必要条件について考察する. なお
本講演は, 白川 健氏 (千葉大学), 山崎 教昭氏 (神奈川大学), Antil Harbir氏 (George Mason
University) との共同研究に基づく.

1 �‹�Ö

まず初めに, 本講演において必要な定義, 性質の確認を行う. この章を通して X を実 Banach空
間, X � を X の共役空間, つまり, 定義域が X である有界線形汎関数からなる集合とする.

�G�ø 1. j � jX , j � jX� はそれぞれ X のノルム, X � のノルムとし, h�; �iX は X と X � との双対写像を
表す. 特に, X が実Hilbert空間ならば, こちらは内積 (�; �)X を表す.

�G�ø 2. A : X ! 2X�
に対して, D (A)を定義域, R(A) :=

S
u2 D(A) Au を値域とする.

���[ 1. ’ : X ! (�1 ; 1 ]が適正凸関数であるとは, 9x0 2 X s.t. ’ (x0) < 1 ,

’ (�x+ (1 � �)y) � �’ (x) + (1 � �)’ (y); (x; y 2 X; � 2 [0; 1]):

���[ 2. ’ : X ! (�1 ; 1 ]が下半連続であるとは,

lim inf
xn! x

’ (xn) � ’ (x) (x 2 X ):

’ が弱下半連続であるとは,

lim inf
xn*x

’ (xn) � ’ (x) (x 2 X ):

���[ 3. ’ を適正下半連続凸関数とする. 以下で定めた多価作用素@’ : X ! 2X�
を ’ の劣微分と

いう:

@’(x) := f x � 2 X � ; hx � ; y � x i X � ’ (y) � ’ (x); 8y 2 X g (x 2 X ):
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劣微分は通常の微分の拡張であり, 端的に述べると, グラフの傾きを下から支えるものを集めた集
合である.

�« . ’ : R ! Rを, ’ (x) := jx j (x 2 R) と定めると, 原点を除いては微分でき, 劣微分は以下のよ
うになる:

@’(x) =

8
>><

>>:

�1 (x < 0);

[�1; 1] (x = 0);

1 (x > 0):

なお参考までに ’ と劣微分@’グラフを載せておく:

図 1: ’ と原点を下から支える接線 図 2: ’ の劣微分@’のグラフ

’ は x < 0においては, 傾きは常に �1であり, 劣微分も �1となる. 同様にして, x > 0において
は, 傾きは常に 1であり, 劣微分も 1となる. 原点においては, 図 1より, �1から 1までの傾きで
下から支えられている. 原点における劣微分は [�1; 1]という多価になっている.

���[ 4. f : X ! Rとする. f 0 : X � X ! Rを,

f 0(x; y) := lim
�#0

f (x + �y) � f (x)

�
(x; y 2 X )

と定める. 点 [x; y ] 2 X � X において, 右辺の極限が存在するとき, これを点 x 2 X における y方
向の方向微分という.

���[ 5. f : X ! Rとする. x 2 X に対して,

f 0(x; y) = hOf (x); yi X (y 2 X )

を満たす Of (x) 2 X � が存在するとき, f は点 x 2 X でGâteaux微分可能であるという.

2 �ð�J
ƒ��

本講演を通して, N 2 f 2; 3; 4g, 0 < T < 1 を定数とする. Ω � RN は十分滑らかな境界Γ := @Ω

を持つ有界領域とし, Γ上の外向き単位法線ベクトルを n�と表す. また, Q := (0; T) � Ωを時間
区間 (0; T)と空間領域 Ωとの直積集合とし, 同様に Σ := (0; T) � Γと定める. こちらを踏まえて
以下の連立偏微分方程式の初期値境界値問題 (S)を考える.

(S) :8
<

:
@t�� ∆�+ g(�) + �0(�)jr �j = u(t; x ); (t; x ) 2 Q;

r ��n� = 0 on Σ; �(0; x) = �0(x); x 2 Ω;
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