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概 要

　

電子の電荷だけでなくスピンの自由度も利用するスピントロニクスが情報処理の省エネ

ルギー化を実現する方法として注目され、数多くの研究がなされている。半導体などの非磁

性体においてスピン自由度に情報を書き込むにはスピン偏極を生成することが必要で、その

情報を輸送するにはスピン偏極を維持することが要求される。非磁性体におけるスピン偏極

はスピン軌道相互作用に起因するスピンホール効果や Edelstein効果によって生成すること

ができるが、このスピン軌道相互作用はスピン偏極を壊すスピン緩和の原因にもなる。本学

位論文では、スピン軌道相互作用に起因する有効磁場によって生じるDyakonov-Perelスピ

ン緩和に関する研究を半導体量子井戸構造を対象にして行った。

スピン緩和を制御することは、スピン自由度を活用する情報処理において必須である。情

報の輸送においてはスピン緩和を抑制する必要があるが、スピン緩和率を大きく変化させる

ことが要求されることもある。例えば、スピン緩和 FETではスピン緩和率を大きく変化さ

せることで電流をスイッチングするので、スピン緩和率の on/off比を極めて大きくすること

が要求される。

半導体量子井戸においてはゲート電圧を変えることによってスピン緩和率を変えるとい

う制御方法が実験的に確立している。ゲート電圧を調節して量子井戸に加わる電場をゼロに

することでスピン緩和は消失し、電場を大きくすることでスピン緩和を強めることができる

ので、スピン緩和率の on/off比は原理的には極めて大きくできる。しかし実際の FETにお

いて電場をゼロに近づけたり極めて大きくすることは困難である。

そこで本研究では、スピン緩和を抑制した量子井戸とスピン緩和を強化した量子井戸との

間で電子を移動させることによってスピン緩和率をスイッチングするという制御方法を提案

した。十分低温では、基底サブバンドにおける有効磁場によりスピン緩和率が決まるため、

有効磁場を抑制した量子井戸と有効磁場を強化した量子井戸との間の電子移動を用いること

によって従来の方法より数桁大きいスピン緩和率 on/off比が得られた。一方室温において

は、有効磁場が大きい励起サブバンドがスピン緩和率の offでの値を引き上げるためスピン

緩和率 on/off比は何桁も減少した。そこで、室温でのスピン緩和率 on/off比を改善するた

めに、励起サブバンドの影響を低減できる量子井戸構造を、半導体の種類や各層の厚さを変

えて、探索した。その結果、室温においても絶対零度と同程度のスピン緩和率 on/off比を達

成することに成功した。

本論文を構成する各章の概要は次の通りである。

第 1章では、スピントロニクスにおいてスピン緩和を制御する必要性、従来のスピン緩

和制御方法とその問題点、本論文で提案するスピン緩和制御方法と本論文の目的を述べる。

第 2章から第 5章において半導体量子井戸構造におけるスピン緩和の基礎理論を概説す

る。第 2章では、密度行列と量子 Liouville方程式による輸送現象の記述について解説し、ボ

ルツマン方程式の衝突項を不純物散乱に対して導出する。第 3章では、閃亜鉛鉱構造をもつ

半導体のバルクにおける伝導帯の電子状態を良く記述できるKaneモデルについて解説する。
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第 4章では、閃亜鉛鉱構造をもつ半導体のバルクおよび量子井戸構造における伝導帯の電子

に働くDresselhausスピン軌道相互作用とRashba型スピン軌道相互作用について解説する。

第 5章では、電子スピンの歳差運動とDyakonov-Perelスピン緩和機構について解説する。

第 6章と第 7章において本論文の理論モデルと計算方法および計算結果について述べる。

第 6章では面方位が (110)である３重量子井戸構造におけるRashbaスピン軌道相互作用

による Dyakonov-Perelスピン緩和の研究を説明する。6.1節において研究背景と研究目的

を、6.2節において３重量子井戸構造のモデルとハミルトニアンについて述べた後、6.3節に

おいて基底サブバンドのみを考慮した従来のスピン緩和率の表式を励起サブバンドも考慮し

た表式に拡張し、6.4節においてその拡張した表式を用いて求めたスピン緩和率の計算結果

を示す。本研究ではまず、スピン緩和を抑制した量子井戸を中央に置きスピン緩和を強化し

た量子井戸をその左右に置いた３重量子井戸構造について、励起サブバンドと基底サブバン

ドの間のエネルギー差を大きくして励起サブバンドの影響を低減するための方針として、ス

ピン緩和を抑制した量子井戸の井戸幅を広くしスピン緩和を強化した量子井戸の井戸幅を狭

くするというガイドラインを立てた。外側の障壁層の半導体として InAlAsを用いガイドラ

インに基づき設計した (110)３重量子井戸構造において、絶対零度でのスピン緩和率 on/off

比は従来の単一量子井戸を用いた制御方法に比べて数桁向上したが、室温では励起サブバン

ドを占める電子がスピン緩和率の offでの値を引き上げるため、スピン緩和率の on/off比は

絶対零度での on/off比より数桁減少した。そこで、スピン緩和 offのときの励起サブバンド

の影響を低減するために、外側の障壁層の半導体として伝導帯のバンドオフセット（バンド

端のエネルギー差）が大きいAlAsSbを用いて障壁を高くすることによって左右の井戸をさ

らに狭くできるようにし、ガイドラインに基づき３重量子井戸構造を設計した。その結果ス

ピン緩和 offの電場領域において励起サブバンドの影響を低減することができ、室温でも絶

対零度と同程度のスピン緩和率の on/off比を達成することに成功した。6.5節においてこの

研究の結論を述べる。

第 7章では面方位が (111)である２重量子井戸構造におけるRashbaスピン軌道相互作用

および Dresselhausスピン軌道相互作用による Dyakonov-Perelスピン緩和の研究を説明す

る。面方位が (111)である量子井戸では Rashba有効磁場と Dresselhaus有効磁場が打ち消

し合うように調整することによりあらゆる方向のスピン偏極に対してスピン緩和を抑制する

ことが可能である。本研究では障壁層の半導体AlGaAsSbのAlの割合が左右で異なる非対

称量子井戸を導入し、Rashba有効磁場とDresselhaus有効磁場が相殺するようにAlの割合

を調節した。このように調節した量子井戸をスピン緩和を強化した量子井戸と組み合わせた

２重量子井戸構造をガイドラインに基づき設計することにより、あらゆる方向のスピン偏極

に対して、室温でのスピン緩和率の on/off比を絶対零度と同程度にすることに成功した。こ

の章では、7.1節において研究背景と研究目的を、7.2節において２重量子井戸構造のモデル

とハミルトニアンについて述べた後、7.3節において計算結果、7.4節においてこの研究の結

論を述べる。

最後に第 8章においてこの学位論文の研究を総括する。
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1 序論

電子は電荷の自由度（軌道の自由度）とスピンの自由度を持つ。電子の電荷の自由度を利用する情報

処理技術は、20世紀にエレクトロニクスによって創られた。その後、1980年代後半の磁性多層膜におけ

る巨大磁気抵抗効果の発見を契機として、電子の電荷とスピン両方の自由度による情報処理を目指すス

ピントロニクスという分野が新たに生まれた。このスピントロニクスに非磁性体を利用するにはまずス

ピン偏極を生成しなければならない。スピン偏極を生成する方法として、スピン軌道相互作用に起因す

るスピンホール効果や Edelstein効果が用いられている。一方、このスピン軌道相互作用はスピン偏極

を壊すスピン緩和の原因にもなる。

( )k
k

不純物 
'k "k

図 1: Dyakonov-Perelスピン緩和機構 [1, 2]。散乱による波数ベクトルの変化に伴い有効磁場が変化し、

スピン緩和が生じる。

印加電場 

z

V

so ( )x y y xH k k   

( ) (2 / ) ( , ,0)y xk k k  

図 2: Rashbaスピン軌道相互作用Hso。半導体量子井戸に電場を印加しポテンシャル V (z)の空間反転

対称性を破ることにより有効磁場Ω(k)が現れる。

スピン軌道相互作用に起因するスピン緩和の機構には、Dyakonov-Perel機構とElliott-Yafet機構があ

る。前者のDyakonov-Perel機構 [1, 2]では、電子の波数ベクトル kに依存する（スピン軌道相互作用か

ら生じる）有効磁場Ω(k)の回りを電子のスピンが歳差運動し、散乱により波数ベクトル kが変化する

たびに有効磁場Ωも変化すること（図 1）によってスピン偏極が減少する。本研究の舞台である半導体

量子井戸では、図 2に示すように、量子井戸に電場を印加してポテンシャルの空間反転対称性を破るこ
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とで Rashbaスピン軌道相互作用 [3, 4, 5, 6]による有効磁場が生じる。後者の Elliott-Yafet機構 [7, 8]

では、不純物ポテンシャル由来のスピン軌道相互作用により散乱と同時にスピンが反転しスピン偏極が

緩和する。半導体量子井戸におけるスピン緩和では Dyakonov-Perel機構が支配的であるので、この論

文ではDyakonov-Perel機構によるスピン緩和を議論する。

スピン緩和は、スピントロニクスにおいて重要な研究課題であり、数多くの研究がなされている。例

えば、アップスピン状態とダウンスピン状態を用いて表現したデジタル情報の伝送のためには、スピン

緩和を抑制することが必要である。一方、スピン緩和率を大きく変化させることで電流をスイッチング

するスピン FETがあり、スピン緩和 FET [9, 10, 11, 12]と呼ばれている。このスピン緩和 FETの性能

を上げるには、スピン緩和率の on/off比を大きくすることが必要である。

ゲート電極 

ソース電極 ドレイン電極 ２次元電子系    

Beff

   

E

   

k

図 3: Datta-Dasのスピン FET [13] （文献 [14]より転載）。

ソース電極 ドレイン電極 ２次元電子系 

障壁１ 障壁２ 

スピン緩和 

図 4: スピン緩和 FET [9, 10, 11, 12] （文献 [14]より転載）。

スピン FETの中で最も良く知られているのは、Datta-Dasが提案したスピン FET [13]である。この

FETでは、図 3に示すように、量子井戸によって形成される２次元チャネルにゲート電圧を印加して
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Rashbaスピン軌道相互作用による有効磁場を変調する。この有効磁場の回りを歳差するスピンの回転

角度をゲート電圧により変えることで電流をスイッチングする。一方、前述のスピン緩和 FETは１方

向のスピン偏極のみを用いて電流をスイッチングするスピン FETで歳差運動は用いない。図 4に示す

ように量子井戸に形成される２次元チャネルの左右にアップスピン電子のみを通す障壁１とダウンスピ

ン電子のみを通す障壁２を設置する。スピン緩和が offのときはアップスピン電子は障壁２の手前で滞

留し電流は流れない。スピン緩和を onにすると滞留していた電子のスピンが反転し障壁２も通って電

流が流れる。スピン緩和の on/offはゲート電圧により切り替える。

スピン緩和率がゲート電圧によって変化することは実験と理論の両方で確認されている。Dyakonov-

Perel機構のスピン緩和率 1/τsは 1/τs = Ω2
F τF （τF はフェルミエネルギーでの運動量緩和時間）[1, 2]

のように有効磁場Ωの大きさΩで表され、Rashbaスピン軌道相互作用の場合Ω = (2/ℏ)αkにより有効

磁場が Rashba係数 αに比例するので、スピン緩和率をスイッチングするには Rashba係数 αをスイッ

チングすることになる。このRashba係数 αはゲート電圧により制御できることが実験的に実証されて

いる [15, 16, 17]。

理論的には、対称量子井戸のRashba係数 αは印加電場Ez に比例する、即ち α = asoEz（asoは比例

係数）であることが示されている（図 5）。したがってRashba係数 αの on/offは印加電場Ez の切り替

えにより実現できる。しかし、この対称量子井戸における αのスイッチングには２つの課題がある。１

つ目の課題は offでの αの値についてで、α = asoEz の傾き asoのため印加電場 Ez が Ez = 0からずれ

ると αの値を十分に小さくできないことである。実際の量子井戸ではドナー密度等が設計値からどうし

てもずれてしまうため、Ez を正確にゼロすることはできない。２つ目の課題は、onでの αの値を大き

くするには大きな電場が必要になるということである。

on 

on 

off 

6 1 (10 V m )zE 

0


図 5: 対称量子井戸 In0.52Al0.48As/In0.53Ga0.47As/In0.52Al0.48As の基底サブバンドの Rashba係数 α̃0

（0は基底サブバンドを表す）の（量子井戸に垂直な）電場 Ez 依存性。対称量子井戸の Rashba係数は

井戸幅や電子密度に依存しない。α̃0 = α0a
∗
B/(η Ry∗)。α̃0が onと offの領域も示した。

上記１つ目の課題は、図 6に示すように、量子井戸の井戸層、障壁層に用いる半導体の組成を調節し

asoを消去する方法 [18]を用いて解決できる。傾き asoが小さい場合、印加電場Ezがゼロから少々ずれ
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ても α0の値を十分に小さくできる。上記２つ目の課題は、図 7に示すように、量子井戸の左右の障壁層

に異なる半導体を用いて、界面でのバンドオフセット（バンド端のエネルギー差）を左右で非対称にす

ること [19]で解決できる。この非対称量子井戸では印加電場がゼロでも対称性が破れているのでRashba

係数 αは有限になり、その値は井戸幅を小さくすることで増大する [19]。このように、２つの課題は個

別に解決できる。しかし、小さい Rashba係数から大きい Rashba係数への切り替えを１つの素子の中

でどのようにして実現するかという課題が残されている。

6 1 (10 V m )zE 

0.53 0.47In Ga As

0.3 0.7 1Al Ga As Sby y 0.3 0.7 1Al Ga As Sby y

0


図 6: 対称量子井戸の基底サブバンドのRashba係数 α̃0の電場Ez依存性。Alの割合を調節して α̃0(Ez)

の傾き asoを抑制した [18]。

6 1 (10 V m )zE 

0.53 0.47In Ga As

0.3 0.7 1Al Ga As Sby y1AlAs Sby y

0


図 7: 非対称量子井戸の基底サブバンドの Rashba係数 α̃0 の電場 Ez 依存性。左右の障壁層の Alの割

合を大きく変え井戸幅を狭くして電場ゼロでの α̃0の値を大きくした。井戸幅は 1.5nm。電子面密度は

ゼロ。
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この課題を解決するために、図 8(a)のように |α|の大きい量子井戸と小さい量子井戸を並べて、電子

に井戸間を移動させることを考えた。電子の井戸間移動にはゲート電圧を利用する。電場がゼロの近傍

では電子は中央の井戸に局在し、αが offとなる。電場を印加して電子を左右の井戸に移動することで、

αが onになる。図 8(a)に示す３重量子井戸構造において、図 8(b)のように基底サブバンドの Rashba

係数 α0が印加電場により、極めて高い on/off比で、切り替わる。絶対零度においては、on領域と off領

域で基底サブバンドのみを電子が占有するようにできるので α0のスイッチングによりスピン緩和率の

スイッチングができる。

z

c

boV

6 1 (10 V m )zE 

on 

on 

off 0


(a)

|α|小 

|α|大 |α|大 

(b)

A AW W WB B

図 8: (a) ３重量子井戸構造と伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z) [20]。(b) ３重量子

井戸構造の基底サブバンドのRashba係数 α̃0の電場Ez 依存性。電子面密度はゼロ。中央の井戸の幅は

4.5nm、左右の井戸の幅は1.5nm、障壁の幅は 20nm。A=AlAsySb1−y, B=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3),

W=In0.53Ga0.47As。α̃0 = α0a
∗
B/(η Ry∗)。
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図 9: 電場Ez = 0での基底サブバンドと第１励起サブバンドの波動関数。

一方、有限温度でのスピン緩和率は励起サブバンドの影響を受ける。特にスピン緩和率の offでの値は

9



励起サブバンドによるスピン緩和の影響を大きく受ける。図 8(a)に示す３重量子井戸構造では、図 9に

示すように、スピン緩和 offの電場領域において第１励起サブバンドの電子は左あるいは右の井戸内に

大きな存在確率を持つため |α|が極めて大きく、スピン緩和率の offでの値を格段に引き上げてしまう。

そのため、スピン緩和率の on/off比を高めるためには励起サブバンドの影響を低減することが必須であ

る。そこで、第１の研究として次の３項目を行った。

(1) ３重量子井戸構造において励起サブバンドの影響を低減するためのガイドラインを作成した。

(2) 励起サブバンドがスピン緩和率に及ぼす影響を評価するために、基底サブバンドのみを考慮した

Dyakonov-Perel機構のスピン緩和率の表式 [1, 2] を、励起サブバンドも考慮した表式に拡張した。

(3) ガイドラインに基づき設計した３重量子井戸構造の有限温度でのスピン緩和率を、拡張したスピン

緩和率の表式を用いて計算した。

次に、Rashbaスピン軌道相互作用とともに Dresselhausスピン軌道相互作用を考慮した計算を第２

の研究として行った。Dresselhausスピン軌道相互作用は、図 10に示す閃亜鉛鉱構造において最近接原

子間を結ぶ線分の中点について空間反転対称性が破れているために生じる。量子井戸中の Dresselhaus

[001] 

[111] 

[110] 

図 10: 閃亜鉛鉱構造と結晶軸の方向。

スピン軌道相互作用は、量子井戸の面直方向の束縛状態に関する（バルクの）Dresselhausスピン軌道

相互作用の期待値であり、面方位により有効磁場の方向や波数依存性が異なる。面方位が (110)である

量子井戸においてDresselhausスピン軌道相互作用により生じる有効磁場は、図 11に示すように、波数

によらず面直方向を向いている。そのため、スピン偏極が (110)量子井戸の面直方向を向いている場合

Dresselhausスピン軌道相互作用ではスピン緩和が生じない。したがって面直方向のスピン偏極に対し

ては、第１の研究で考慮する Rashbaスピン軌道相互作用によるスピン緩和を抑制するだけでスピン緩

和率の offでの値を低減できる。

一方面方位が (111)である量子井戸では、Dresselhausスピン軌道相互作用のうち面内波数について１

次の項（１次のDresselhausスピン軌道相互作用）はHso
D = β(σxky − σykx)と表され、誘起される有効

磁場は Rashbaスピン軌道相互作用の場合と方向および波数依存性が等しい。量子井戸の構造が対称で

ある場合 Rashba係数 αは α = asoEz のように印加電場 Ez に比例し、一方 βは電場依存性が小さいた
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(110)

110    110

 001

図 11: (110)量子井戸においてDresselhausスピン軌道相互作用により生じるフェルミ円上の有効磁場。

zE

0 0 

0 0 0  

図 12: (111)量子井戸の基底サブバンドの Rashba係数 α0と１次のDresselhausスピン軌道相互作用の

係数 β0の和 の電場Ez 依存性。

め、α + βの印加電場 Ez 依存性は図 12のようになり、基底サブバンドにおいて α0 + β0 = 0となる印

加電場 Ez の値が存在する。印加電場 Ez をこの値に設定して、スピン偏極が３方向いずれの方向でも

Dyakonov-Perel機構のスピン緩和を抑制するという理論的提案があり [21, 22, 23]、実験的に実証され

ている [24, 25, 26, 27, 28]。このようにあらゆる方向でスピン緩和を抑制できれば、スピン緩和率の off

での値を低減するために前述のようにスピン偏極の向きを [110]方向に揃える必要がなくなる。ただし

(111)面方位で α0 + β0 = 0とすることによりスピン緩和を抑制する場合にも、(110)面方位で α0 = 0と

する場合と同様に、α0 + β0の印加電場 Ez に対する傾きが有限であるため（図 12）、印加電場 Ez を正

確に α0 + β0 = 0となるように調整しない限りスピン緩和率の offでの値を十分に低減できない。

この課題は、図 13のように量子井戸を非対称にして印加電場Ez = 0でのα0の値をノンゼロにするこ

とで β0を打ち消すとともに、α0の電場依存性を消去することにより解決できる。量子井戸の非対称性

は図 13に示すように障壁層に用いる半導体AlxGa1−xAsySb1−yのAlの割合を左右の障壁層で異なる値
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zW1B 2B
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boV

1 1 1 11 1Al Ga As Sbx x y y  2 2 2 21 1Al Ga As Sbx x y y 

図 13: 障壁層の半導体AlxGa1−xAsySb1−y のAlの割合 xが左右の障壁層で異なる非対称量子井戸。

x1 ̸= x2 に設定することにより導入する。x1と x2を調節することで、α0 + β0の印加電場Ez について

０次の項と１次の項の係数を消去することが可能である。この研究ではさらに、このようにして α0+β0

を抑制した非対称量子井戸と |α0 + β0|が大きい非対称量子井戸を並べて（図 14 ２重量子井戸構造）第

１の研究と同様の電子の井戸間移動によるスピン緩和スイッチングの on/off比を評価する。そこで、第

z

c

boV

|α＋β|大 

|α＋β|小 

図 14: ２重量子井戸構造と伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z) [29]（図の転載は IOP

Publishingにより許可されている）。

２の研究では次の２項目を行った。

(1) 単一量子井戸において左右の障壁層のAlの割合 x1と x2を、基底サブバンドの α+ βを抑制するよ

うに決定した。

(2) (1)において決定した量子井戸と |α0 + β0|の大きい量子井戸を並べた２重量子井戸構造について、

Dyakonov-Perel機構のスピン緩和率を有限温度で評価した。

本論文の構成は次の通りである。第２章から第５章において半導体量子井戸構造におけるスピン緩和

の基礎理論を概説する。第２章では、密度行列と量子論的 Liouville方程式による輸送現象の記述につい
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て解説し、ボルツマン方程式の衝突項を不純物散乱に対して導出する。第３章では、閃亜鉛鉱構造をも

つ半導体のバルクにおける伝導帯の電子状態を良く記述できるKaneモデルについて解説する。第４章

では、閃亜鉛鉱構造をもつ半導体のバルクおよび量子井戸における伝導帯の電子に働くDresselhausス

ピン軌道相互作用と、Rashba型スピン軌道相互作用について解説する。第５章では、電子のスピンの歳

差運動とDyakonov-Perelスピン緩和機構について解説する。以上の基礎理論に基づき、第６章では第１

の研究について記述する。6.3節では、基底サブバンドのみを考慮したスピン緩和のDyakonov-Perel理

論を拡張して励起サブバンドも考慮できるスピン緩和率の表式を導出する。6.4節では計算結果について

述べる。まず、３重量子井戸構造において励起サブバンドの影響を低減するためのガイドラインを 6.4.1

節で設定し、6.4.2節と 6.4.3節において、そのガイドラインに基づき設計した２つの３重量子井戸構造

に対して、絶対零度から室温までのスピン緩和率を評価した結果を示す。第７章では第２の研究につい

て記述する。7.3.1節では、単一量子井戸における Rashba型スピン軌道相互作用と１次の Dresselhaus

スピン軌道相互作用による有効磁場の和を抑制した結果を示す。7.3.2節においては、２重量子井戸構造

について絶対零度から室温までのスピン緩和率を評価した結果を示す。最後に第８章でこの博士論文の

研究を総括する。
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2 密度行列と量子Liouville方程式による輸送現象の記述

本研究で用いる密度行列と量子 Liouville方程式について説明し、ボルツマン方程式に現れる電子の不

純物による散乱を記述する衝突項を導出する。

2.1 密度行列と量子Liouville方程式

本節では、密度行列と量子 Liouville方程式について記す。まず１電子系について記す。

次のように、時間に依存しないハミルトニアンH0の固有ケット、固有値が分かっているとする。

H0|ν⟩ = εν |ν⟩. (1)

その固有ケット |ν⟩を基底ケットに選ぶ。すなわち

|ψ⟩ =
∑
ν

cν(t)|ν⟩. (2)

とする。このとき物理量A の期待値は次式により与えられる。

Ā = ⟨ψ |A|ψ⟩ =
∑
ν,ν′

c∗ν′(t)cν(t)
⟨
ν ′ |A| ν

⟩
=
∑
ν,ν′

c∗ν′(t)cν(t)Aν′ν , (3)

ここで、Aν′ν = ⟨ν ′|A|ν⟩である。したがって、物理量A の期待値の統計平均は、

⟨⟨ψ |A|ψ⟩⟩ =
∑
νν′

Aν′ν ⟨c∗ν′(t)cν(t)⟩ . (4)

となる。密度行列を ρoneνν′ =
⟨
cν(t)c

∗
ν′(t)

⟩
により定義すると、

　　　 ⟨⟨ψ |A|ψ⟩⟩ =
∑
ν,ν′

ρoneνν′Aν′ν = tr(ρoneA), (5)

と書ける。ここで、ρoneは密度演算子であり、記号 tr(· · · )は
∑

ν ⟨ν |· · · | ν⟩の意味である。

また、状態ケットに対するシュレーディンガー方程式より、密度演算子 ρone がみたす方程式は、

iℏ
dρone

dt
= [H, ρone]. (6)

であることが言える（導出はAppendix Bに記す。）。上式を量子 Liouville方程式と呼ぶ。さらに、規格

化条件
∑

ν |cν(t)|2 = 1 より

tr(ρone) =
∑
ν

⟨ν |ρone| ν⟩ =
∑
ν

ρoneνν = 1. (7)

である。

次に多電子系について記す。多電子系の基底ケットについて説明する。１電子だけの状態 |ν⟩ を占有

数で表すと、

|0 · · · 0 1 0 · · · 0⟩, (8)
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のように表せる。ここで、上式の ν 番目が１で、その他が０である。この表記方法でN 電子系の基底

ケットを次のように表す。

|n⟩ = | · · ·nν · · · ⟩, (9)

ここで、nν は０または１であり、
∑

ν nν = N である。このとき、N 電子系の状態ケットは次のように

表せる。

|Ψ⟩ =
∑
n

cn(t)|n⟩, (10)

ここで、和は
∑

ν nν = N をみたす n についてとる。

次に、N 電子系の密度行列について述べる。物理量A の期待値の統計平均は、次のように書ける。⟨⟨
Ψ
∣∣∣Ã∣∣∣Ψ⟩⟩ =

∑
nn′

Ãn′n ⟨c∗n′(t)cn(t)⟩ , (11)

Ãn′n =
⟨
n′|Ã|n

⟩
. (12)

多電子系の密度行列を ρ̃nn′ =
⟨
cn(t)c

∗
n′(t)

⟩
により定義すると、⟨⟨

Ψ
∣∣∣Ã∣∣∣Ψ⟩⟩ = Tr(ρ̃Ã), (13)

と書ける。ここで、ρ̃はN 電子系の密度演算子であり、Tr(· · · ) =
∑

n ⟨n |· · · |n⟩ である。また、ρ̃ がみ

たす方程式は、１電子系の場合と同じ形式の

iℏ
dρ̃

dt
= [H̃, ρ̃]. (14)

であり（導出も１電子系の場合と同様である。）、規格化条件
∑

n |cn(t)|2 = 1 より

Tr(ρ̃) = 1. (15)

である。

2.2 Kohn - Luttingerの密度行列

本節では、電子間に相互作用がないとして多電子系を取り扱うためにKohn と Luttinger により導入

された、Kohn - Luttingerの密度行列について記す。相互作用がない場合は波動関数の反対称化を課す

だけである。それにより１電子系に近い密度行列を作ることができる。消滅演算子 aν 、生成演算子 a†ν′

を用いると、このときのN 電子系のハミルトニアン H̃ は、第二量子化の形式で次のように書ける。

H̃ =
∑
ν,ν′

Hν′νa
†
ν′aν , (16)

Hν′ν = ⟨ν ′|H|ν⟩, (17)

ここで、Hは１電子系のハミルトニアンであり、|ν⟩、|ν ′⟩は１電子系の基底ケットである。N 電子系の

基底ケットも

|n⟩ =

 ∏
ν (nν=1)

a†ν

 |0⟩, (18)
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により表せる。ここで、|0⟩ は |0 · · · 0⟩ の略で真空状態と呼ぶ。このとき、Kohn - Luttingerの密度行列

[30] を次式により定義する。

ρνν′ = Tr(ρ̃a†ν′aν). (19)

物理量A の期待値の統計平均は、⟨⟨
Ψ
∣∣∣Ã∣∣∣Ψ⟩⟩ = Tr(ρ̃Ã) = tr(ρA). (20)

となる。ここで、ρはKohn - Luttingerの密度演算子であり、tr(· · · ) =
∑

ν ⟨ν |· · · | ν⟩である（上式と

式 (21)、(22)の導出はAppendix Cに記す。）。また、ρ が満たす方程式は、

iℏ
dρ

dt
= [H, ρ]. (21)

となる。式 (20)、(21)は、１電子系（式 (5)、(6)）や多電子系（式 (13)、(14)）と同じ形式である。規

格化条件は

tr(ρ) =
∑
ν

ρνν = Tr(ρ̃
∑
ν

a†νaν) = N. (22)

となり、１電子系や多電子系と異なっている。ここで上式より、

ρνν = Tr(ρ̃a†νaν) = |ν⟩における平均電子数. (23)

となり、ρkkを（空間的には一様な）分布関数 f(k, t)として用いることができる。

2.3 衝突項の導出

まず前節の式 (21)を相互作用表示を用いて表す。１電子系のハミルトニアンはH = H0 + V (t)（V (t)

は不純物ポテンシャル）であるとし、積分収束のための条件として t → −∞のとき V (t) → 0となり、

他の tでは V (t)は一定であるとする。相互作用表示を用い、相互作用表示の ρと V (t)を次のように定

義する。

ρI(t) = U †(t)ρ(t)U(t), (24)

VI(t) = U †(t)V (t)U(t), (25)

U(t) = exp

(
H0t

iℏ

)
. (26)

式 (24)の両辺を tで微分し、式 (21)を用いると次式が得られる。

iℏ
dρI(t)

dt
= [VI(t), ρI(t)]. (27)

上式を−∞から tまで積分し、次式が得られる。

ρI(t) = ρI(−∞) +

∫ t

−∞
dt′

1

iℏ
[VI(t

′), ρI(t
′)]. (28)

次に上式を式 (27)に代入すると、次式が得られる。

dρI(t)

dt
=

1

iℏ
[VI(t), ρI(−∞)]− 1

ℏ2

∫ t

−∞
dt′[VI(t), [VI(t

′), ρI(−∞)]] +O(V 3
I ). (29)
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H0、V (t)を具体的に次のようにする。不純物ポテンシャル V (t)は、各不純物による短距離力のポテ

ンシャルの和で表せるとする。V (t)中の δは最後に δ → +0とする。

H0 =
p̂2

2m
, (30)

V (t) =

Nimp∑
i=1

u(r − ri)e
δt. (31)

衝突項の導出をするために、次の設定と仮定を適用する。まず設定は次式の通りである。

⟨k|V (t)|k⟩ = (1/Ω)

∫
dre−ik·rV (t)eik·r = (1/Ω)

∫
drV (t) = 0, (32)

ここで、|k⟩は自由電子モデルの固有ケット、Ωは系の体積である。この設定は、ポテンシャルエネル

ギーの原点を定数シフトすることにより満たされる。また、衝突項は不純物配置に依存しないと仮定し、

不純物位置について平均をとる。

衝突項の導出過程は次の通りである。導出の詳細はAppendix Dに記す。式 (29)の両辺について、自

由電子モデルの固有ケット |k⟩の期待値をとると、次式のようになる。

⟨k|dρI(t)
dt

|k⟩ = J1 + J2, (33)

J1 =
1

iℏ
∑

k′( ̸=k)

(
⟨k|VI |k′⟩⟨k′|ρI |k⟩ − ⟨k|ρI |k′⟩⟨k′|VI |k⟩

)
, (34)

J2 = − 1

ℏ2

∫ t

−∞
dt′
⟨
k|VI(t)VI(t′)ρI − VI(t)ρIVI(t

′)− VI(t
′)ρIVI(t) + ρIVI(t

′)VI(t)|k
⟩
, (35)

ここで、ρI ≡ ρI(−∞)である。上式の J1中の VI の行列要素（式 (32)より k′ ̸= kとなる。）は、不純

物位置について平均をとるとゼロになり、J1 = 0となる。次に、J2中のA ≡ ⟨k|VI(t)VI(t′)ρI |k⟩につい

て考える。

　A = ⟨k|VI(t)VI(t′)ρI |k⟩ =
∑
k′,k′′

⟨k|VI(t)|k′⟩⟨k′|VI(t′)|k′′⟩⟨k′′|ρI |k⟩ (36)

である。U †(t)、U(t)をそれぞれブラ、ケットに作用させた結果かかる tや t′の指数関数については、今

は考えない。

⟨k|V (t)|k′⟩⟨k′|V (t′)|k′′⟩ =
∑
i,j

exp[i(−k + k′) · ri + i(−k′ + k′′) · rj ]uk−k′uk′−k′′
eδ(t+t′)

Ω2
(37)

となり、右辺の i ̸= j の項の exp[i(−k + k′) · ri]は、k ̸= k′により ri について平均をとるとゼロにな

り、i = jの項の exp[i(−k + k′′) · ri] は ri について平均をとると k′′ = kのときのみゼロでない値にな

る。このように計算を進めると、

A =
∑
k′

|⟨k′|V (t = 0)|k⟩|2 exp
[
εk′ − εk
iℏ

(t− t′)

]
f(k, t) (38)

が得られる。ここで、式 (28)より V (t)の 0次において成り立つ式 ρI(t) = ρI(−∞)を用いた。他の項に

ついても同様に計算すると、

J2 =
∑
k′

[
−Wk′,kf(k, t) +Wk,k′f(k′, t)

]
. (39)

Wk′,k =
2π

ℏ
|
⟨
k′ |V (t = 0)|k

⟩
|2δ(εk′ − εk). (40)
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が得られる。一方

⟨k|dρI
dt

|k⟩ = ⟨k|dρ
dt

|k⟩ (41)

であり、⟨k|ρ|k⟩ = ρkk = f(k, t)を用いて式 (33)の左辺を (∂f/∂t)cとすると、衝突項は次式のように

なる。 (
∂f

∂t

)
c

=
∑
k′

[
−Wk′,kf(k, t) +Wk,k′f(k′, t)

]
, (42)

ここで、A.2節の式 (246)に記したようなフォノン散乱の場合の、パウリの排他律を表す 1− f は存在

しない。これは、相互作用がない電子系では一般に、dρI/dtの VI についての展開式は ρI の１次式であ

るためである [30]。

また、式 (40)中の | ⟨k′ |V (t = 0)|k⟩ |2は式 (37)より次式のように書けるので、単位時間当たりの遷

移確率Wk′,kは１不純物による単位時間当たりの遷移確率に比例する。

|
⟨
k′ |V (t = 0)|k

⟩
|2 =

∑
i

|uk−k′ |2

Ω2
= Nimp|

⟨
k′ |u|k

⟩
|2. (43)
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3 Kaneモデル

閃亜鉛鉱構造の半導体の伝導帯の電子状態を良く記述できるKaneモデルについて記す。

3.1 k · p理論

k · p理論は、ブリルアンゾーンのある点 k0近傍の特定のエネルギーバンドの波動関数とエネルギー

固有値を摂動論により求める方法である。以下では、簡単のため k0 = 0とする。結晶中の電子のシュ

レーディンガー方程式は次式のように書ける。

H0Ψnk(r) = εnkΨnk(r).

H0 =
p̂2

2m
+ Ulattice.

(44)

ここで、nはバンド指標、kは波数ベクトル、mは自由電子の質量、Ulatticeは結晶の周期ポテンシャル

である。

まず、縮退がない場合（エネルギーバンド nのエネルギー固有値に近い値に他のバンド n′が存在しな

い場合）について述べる。上式に次式のブロッホ関数の表式を代入すると、

Ψnk(r) = exp(ik · r)unk(r). (45)

次式が得られる。 [
p̂2

2m
+

ℏk · p̂
m

+
ℏ2k2

2m
+ Ulattice

]
unk(r) = εnkunk(r). (46)

上式において、次の項を摂動と考えて kにおける波動関数とエネルギー固有値を摂動論により求める。

H ′ =
ℏk · p̂
m

. (47)

式 (46)において k = 0とした無摂動のシュレーディンガー方程式は次式のようになる。[
p̂2

2m
+ Ulattice

]
un0(r) = εn0un0(r). (48)

k = 0で ∂εnk/∂k = 0とし、上式の解の波動関数 un0(r)、エネルギー固有値 εn0を用いて、kでの波動

関数、エネルギー固有値をそれぞれ 1次、2次まで求めると、次式のようになる。

unk(r) = un0(r) +
ℏ
m

∑
n′ ̸=n

⟨un′0|k · p̂|un0⟩
εn0 − εn′0

un′0(r). (49)

εnk = εn0 +
ℏ2k2

2m
+

(
ℏ
m

)2 ∑
n′ ̸=n

|⟨un0|k · p̂|un′0⟩|2

εn0 − εn′0
. (50)

GaAsなど III-V族化合物半導体では、nが伝導帯の s軌道のとき、n′として価電子帯の p軌道をとる。

つまり、伝導帯の波動関数に価電子帯の波動関数が混じる。またこのとき、ℏk·p̂/m
εg

≪ 1（εg はエネル

ギーギャップ、あるいはバンドギャップ）が、k · p近似が成立する必要条件である。ここで、必要条件
ℏk·p̂/m

εg
≪ 1は次のように書き直せる。p̂の s軌道と p軌道のバンド間行列要素は、２つの軌道の変動は
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原子スケールなので ℏ/a（aは格子定数）程度であり、また εgは同様に軌道の原子スケールの変動から、

原子軌道一次結合法より εg ≈ −2H12 ≈ ℏ2/ma2（H12はハミルトニアンの隣り合う混成軌道間の行列要

素）程度であり、ka≪ 1となる。

また、

εnk = εn0 +
ℏ2k2

2m∗ ,

1

m∗ =
1

m
+

2

m2k2

∑
n′ ̸=n

|⟨un0|k · p̂|un′0⟩|2

εn0 − εn′0
. (51)

と書け、m∗を電子の有効質量と呼ぶ。上式より、上記のように nが s軌道のとき、n′として価電子帯の

p軌道をとると、εp < εsなので、価電子帯が混じることにより有効質量は自由電子の質量より小さくな

ることが分かる。

次に、縮退がある場合について述べる。閃亜鉛鉱構造をとる物質に多く見られる、伝導帯の底が s軌

道、価電子帯の頂上が p軌道からできていて、伝導帯の底も価電子帯の頂上も k = 0にある場合を例に

説明する。3.2節で説明するスピン軌道相互作用を無視すると、価電子帯の頂上は３つの p軌道の波動

関数 ux = xf(r)、uy = yf(r)、uz = zf(r)（f(r)は距離 rのみによる関数）が３重に縮退している。こ

の３つの波動関数に加えて伝導帯の底の s軌道の波動関数 us(r)も基底関数にとる。このとき次式が成

り立つ。 [
p̂2

2m
+ Ulattice

]
us(r) = εcus(r), (52)[

p̂2

2m
+ Ulattice

]
ui(r) = εvui(r) (i = x, y, z), (53)

ここで、εcは伝導帯の底、εvは価電子帯の頂上のエネルギーである。k ̸= 0での unk(r) (n = s, x, y, z)

を次のように展開する。

unk(r) =
∑

ℓ=s,x,y,z

anℓ(k)uℓ(r). (54)

つまり、上記の４つの基底関数についてハミルトニアン

H =
p̂2

2m
+ Ulattice +H ′ +

ℏ2k2

2m
. (55)

のハミルトニアン行列を求め、そのハミルトニアン行列の対角化を行えば、伝導帯と価電子帯の４つの

バンドのエネルギーバンド構造が求まる。

3.2 スピン軌道相互作用

電磁場がある場合のディラック方程式にパウリ近似を施すことにより、シュレーディンガー方程式に

対する相対論的補正としてスピン軌道相互作用が加わり、次のハミルトニアンが得られる。ただし、ス

ピンによらない項を無視し、磁場B = 0、ベクトルポテンシャルもA = 0としている。

H =
p̂2

2m
+ U(r) +Hso, (56)

Hso =
ℏ

4m2c2
σ · [(∇U)× p̂] . (57)
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ここで、Hsoがスピン軌道相互作用項であり、U は静電ポテンシャルに電子の電荷をかけたもの、cは

光速、σはスピン演算子で σ = (σx, σy, σz)である。Hso は、スピン σ と軌道 p̂ が相互作用しているの

で、スピン軌道相互作用（SOI）という。U(r)の勾配がゼロでないとき、つまり∇U ̸= 0のとき、スピ

ン軌道相互作用が働く。

次に原子におけるスピン軌道相互作用について２つのことを記す。その１つ目として、原子における

スピン軌道相互作用の古典論的モデルを説明する。図 15のように、電子が電荷+Zeの原子核から距離

rの円周上を速度 vで回っているとする。そのとき、電子が静止した座標系では、原子核が電子から距

離 rの円周上を速度−vで回っているように見える。このとき、原子核の運動による円形電流は電子の

位置に磁場を作る。電子のスピンの持つ磁気モーメントはその磁場と相互作用し、電子はゼーマンエネ

ルギーを持つ。これが原子におけるスピン軌道相互作用の古典論的理解である。

Ze

e

r

v

図 15: 原子におけるスピン軌道相互作用の古典論的モデル。

２つ目として、スピン軌道相互作用による原子の p軌道のエネルギーの分裂について説明する。今、

軌道角運動量演算子 L̂とスピン角運動量演算子 Ŝの和 Ĵ = L̂+ Ŝも角運動量演算子の性質を満たすた

め、Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz)とすると、Ĵ2 の固有値は j(j + 1)ℏ2(|ℓ − s| ≤ j ≤ ℓ + s)であり、Ĵz の固有値は

jℏ, (j − 1)ℏ, · · ·,−jℏの 2j +1個をとり得る。したがって、原子の p軌道では ℓ = 1で s = 1/2であるか

ら jは 1/2と 3/2をとり得る。ここで、ポテンシャルが中心力ポテンシャル U(r) = U(r) の場合、スピ

ン軌道相互作用項は∇U = r
r
dU
dr と L̂ = r × p̂ を用いて書き直すと

Hso =
ℏ

4m2c2r

dU

dr

2

ℏ
Ŝ · L̂ =

1

4m2c2r

dU

dr
(Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2). (58)

となる。上式より、スピン軌道相互作用を考慮すると、6重縮退していた p軌道が j = 3/2と j = 1/2の

それぞれ 4重と 2重に分裂することが言える。このときのエネルギー差を∆soとする。ここで、中心力

ポテンシャルの場合、s軌道 (ℓ = 0)の電子にはスピン軌道相互作用は働かない。
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3.3 スピン軌道相互作用を考慮した k · p理論（Kaneモデル）

スピン軌道相互作用を考慮したハミルトニアンは、次式のように書ける

H =
p̂2

2m
+ U(r) +

ℏ
4m2c2

σ · [(∇U)× p̂] , (59)

ここで、U は Ulatticeの添え字を省略している。上式に次式のブロッホ関数の表式を代入すると、

Ψnk(r) = exp(ik · r)unk(r). (60)

次式が得られる。

[H̃ +W (k)]unk(r) = εnkunk(r), (61)

H̃ =
p̂2

2m
+ U(r) +

ℏ
4m2c2

σ · [(∇U)× p̂] ,

W (k) =
ℏ
m
k ·
(
p̂+

ℏ
4mc2

σ ×∇U

)
+

ℏ2k2

2m
.

ここからは 3.1節と同様に、閃亜鉛鉱構造をとる物質に多く見られる、伝導帯の底が s軌道、価電子帯の

頂上が p軌道からできていて、伝導帯の底も価電子帯の頂上も k = 0にある場合を例に説明する。k · p

理論では、次式の k = 0でのシュレーディンガー方程式

H̃uℓ0(r) = εℓ0uℓ0(r). (62)

の固有関数 uℓ0(r)（ℓは、スピンも考慮して s軌道の２つと p軌道の j = 3/2の４つと j = 1/2の２つ

の１から８までの値をとる）を基底関数にして、k ̸= 0での unk(r) (n = 1, 2, · · · , 8)を次のように展開

する。

unk(r) =

8∑
ℓ=1

anℓ(k)uℓ0(r). (63)

このように k · p理論では、伝導帯の波動関数に価電子帯の波動関数が混じる。そのために伝導帯の電子

にもスピン軌道相互作用が働く。上記の８つの基底関数についてハミルトニアン H̃ +W (k) の行列を求

め、そのハミルトニアン行列の対角化を行えば、スピン軌道相互作用も考慮した、伝導帯と価電子帯の

８つのバンドのエネルギーバンド構造が求まる。

3.4 Kaneモデルでの伝導帯と価電子帯の基底ケット

この節では、3.3節で述べた８つの基底関数（基底ケット）を具体的に求める。r−表示したものが 3.1

節で述べた us(r)、ux(r)、uy(r)、uz(r)になる、４つのケット |S⟩、|X⟩、|Y ⟩、|Z⟩を導入する。すな

わち

⟨r|S⟩ = us(r), (64)

⟨r|X⟩ = ux(r), (65)

⟨r|Y ⟩ = uy(r), (66)

⟨r|Z⟩ = uz(r). (67)
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以上の４つのケットからできた次の４つのケットを仮の基底ケットにとる。

i|S⟩, (68)

− 1√
2
(|X⟩+ i|Y ⟩), (69)

|Z⟩, (70)

1√
2
(|X⟩ − i|Y ⟩). (71)

式 (62)を満たす、（基底ケットに用いる）固有ケットを得るために、ハミルトニアンH(k = 0)中のU(r)

を U(r) = U(r)と近似したときの

H̃ =
p̂2

2m
+ U(r) +

1

2m2c2r

dU

dr
L̂ · Ŝ. (72)

のハミルトニアン行列の対角化を行う（固有ケットを求める）。そのとき、スピンも考慮した仮の基底

ケットとして式 (68)から (71)のそれぞれにアップスピン状態 |α⟩またはダウンスピン状態 |β⟩をかけた

ものを用いる。対角化する行列は 2× 2の行列に減らせて、固有ケットとして次のものが得られる。

|j, jz⟩

|1/2,+1/2⟩ i|S⟩ ⊗ |α⟩

|1/2,−1/2⟩ i|S⟩ ⊗ |β⟩

|3/2,+3/2⟩ −
√

1/2(|X⟩+ i|Y ⟩)⊗ |α⟩

|3/2,+1/2⟩ −
√
1/6(|X⟩+ i|Y ⟩)⊗ |β⟩+

√
2/3|Z⟩ ⊗ |α⟩

|3/2,−1/2⟩ +
√
1/6(|X⟩ − i|Y ⟩)⊗ |α⟩+

√
2/3|Z⟩ ⊗ |β⟩

|3/2,−3/2⟩ +
√

1/2(|X⟩ − i|Y ⟩)⊗ |β⟩

|1/2,+1/2⟩ −
√
1/3(|X⟩+ i|Y ⟩)⊗ |β⟩ −

√
1/3|Z⟩ ⊗ |α⟩

|1/2,−1/2⟩ −
√
1/3(|X⟩ − i|Y ⟩)⊗ |α⟩+

√
1/3|Z⟩ ⊗ |β⟩

3.5 Kaneのハミルトニアン

前節に記した８つの基底ケットを用いた、III-V族化合物半導体（閃亜鉛鉱構造をとる）についてKane

により提出されたハミルトニアン行列H8×8を以下に記す [31]。

H8×8

=



ℏ2k2

2m
0 −

√
1
2
Pk+

√
2
3
Pkz

√
1
6
Pk− 0 −

√
1
3
Pkz −

√
1
3
Pk−

0 ℏ2k2

2m
0 −

√
1
6
Pk+

√
2
3
Pkz

√
1
2
Pk− −

√
1
3
Pk+

√
1
3
Pkz

−
√

1
2
Pk− 0 ℏ2k2

2m
− εg 0 0 0 0 0√

2
3
Pkz −

√
1
6
Pk− 0 ℏ2k2

2m
− εg 0 0 0 0√

1
6
Pk+

√
2
3
Pkz 0 0 ℏ2k2

2m
− εg 0 0 0

0
√

1
2
Pk+ 0 0 0 ℏ2k2

2m
− εg 0 0

−
√

1
3
Pkz −

√
1
3
Pk− 0 0 0 0 ℏ2k2

2m
− εg −△so 0

−
√

1
3
Pk+

√
1
3
Pkz 0 0 0 0 0 ℏ2k2

2m
− εg −△so


(73)
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ここで、

P = −i ℏ
m
⟨S|p̂x|X⟩, (74)

k± = kx ± iky. (75)

であり、P はKaneの行列要素と呼ぶ。ここで、閃亜鉛鉱構造をとる半導体の伝導帯、価電子帯のエネ

ルギーバンド構造の概念図は図 16の通りである。一方、Kaneのハミルトニアンによるエネルギーバン

ド構造では、重い正孔バンドの有効質量が正になるなど価電子帯は正確ではないが、伝導帯は正しく記

述できる。



k

伝導バンド 

重い正孔バンド 

軽い正孔バンド 

スプリットオフバンド 

図 16: 閃亜鉛鉱構造の半導体の伝導帯、価電子帯の概念図。

上記の P について記す。伝導帯下端の有効質量は、式 (51)において n′として価電子帯の p軌道のみ

をとると次のように書ける。

1

m∗
c

≈ 1

m
+

2

m2

|⟨S|p̂x|X⟩|2

εg
(76)

=
1

m
+

2

ℏ2
P 2

εg
. (77)

したがって、P は伝導帯下端の有効質量と関係している。しかし、実際には p軌道よりもっと離れた軌

道からの寄与もあるため、P と伝導帯下端の有効質量との関係は複雑になる。
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4 半導体量子井戸構造のスピン軌道相互作用

まず、本研究の舞台である量子井戸構造について説明する。続いて、過去に論争のあった半導体量子

井戸構造のスピン軌道相互作用について解説する。

4.1 量子井戸構造

量子井戸構造とは、z方向に閉じ込められ、その方向には自由に動けない２次元電子ガスが現れる構

造である。電子は、異なる半導体とのヘテロ界面での伝導帯の底のずれ（伝導帯のバンドオフセット）

の障壁で閉じ込められ、障壁に垂直な方向（z方向）は量子化され、障壁に平行な方向には自由に動け

る２次元電子ガスを形成する。

異なる半導体との良質のヘテロ接合を得るには、接合させる２つの半導体の格子定数の違いが小さい、

格子整合が必要である。例えば、GaAsとAlAsの格子定数はそれぞれ 5.653Å、5.660Åであり格子定

数の違いが小さい。そのため、初期のヘテロ接合の研究では、GaAsとAlxGa1−xAs(x=０～１)を用い

た構造が盛んに使用された。格子定数の違いが大きい半導体間では、３元合金を用いて格子整合をとる

ことができる。例えば、InGaAs（InAsの格子定数は 6.058Å）と InP（格子定数は 5.869Å）などの組

み合わせで格子整合をとることが可能である。さらに４元合金を含めると組み合わせは非常に多くなる。

図 17に示すように量子井戸にはタイプ Iとタイプ IIがある。タイプ Iでは伝導帯の底はバンドギャッ

プの小さい半導体Bで極小となり、価電子帯の頂上も半導体Bで極大となるため、励起された電子と正

孔はこの領域に存在する。一方、タイプ IIでは伝導帯の底は半導体Bで極小となり、価電子帯の頂上は

半導体Aで極大となる。つまり、伝導帯が極小となる領域と価電子帯が極大となる領域が異なっている。

ここで、伝導帯が極小となる領域を井戸層、伝導帯が極大となる領域を障壁層と呼ぶ。したがって、タ

イプ Iとタイプ IIの違いを、井戸層における価電子帯の電子に働くポテンシャルが凸か凹かと言うこと

もできる。障壁層が十分に厚いと、電子はこの障壁層により井戸層に閉じ込められ、ヘテロ界面に垂直

な z方向には量子化されてサブバンドを構成する。

量子井戸で２次元電子ガスを実現するには、例えばドナーをドープしなければならない。ドナーから

励起した電子は、井戸層内で２次元電子ガスを形成する。移動度について考えると、井戸層にもドナー

がドープされている場合は、２次元電子ガスは井戸層のドナーによる不純物散乱の影響で、特に低温に

おいて移動度が低下する。そこで、障壁層のみにドナーをドープする、さらには障壁層の井戸層に近い

領域にはドナーをドープしないスペーサー領域を設けることが行われている。

この節の最後に、量子井戸中の２次元電子ガスの波動関数、エネルギー固有値、そして状態密度につ

いて記す。障壁の高さは無限大、井戸層は 0 ≤ z ≤ Lであるとすると、z方向のシュレーディンガー方

程式は次式の通りである。 [
p̂2z
2m∗ + V (z)

]
|n⟩ = εn|n⟩, (78)

V (z) =

 0 |z| < L/2

∞ |z| ≥ L/2.
(79)
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(a) タイプⅠ 

A AB

(b) タイプⅡ 

A AB

図 17: タイプ Iとタイプ II量子井戸。

ここで、m∗は有効質量であり、結晶ポテンシャルの影響はその中に入っている。この近似方法を有効質

量近似と呼ぶ。x方向、y方向には周期
√
Sの周期的境界条件を課すとすると、xy方向も含めた波動関

数 ⟨r|nk⟩（k = (kx, ky)は電子の xy面内波数ベクトル）、エネルギー固有値 εnk、状態密度D(ε)は、次

式の通りである（図 18も参照）。

xk

1

2

(a)

( )D 

(b)

0

0

nk


nk


図 18: 量子井戸中の電子のエネルギー分散関係 (ky = 0)と状態密度の概略図。
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⟨r|n− 1 k⟩ =
1√
S
exp [i(kxx+ kyy)]φn−1(z), (80)

φn−1(z) =


√

2
L cos nπz

L n: positive odd number√
2
L sin nπz

L n: positive even number.
(81)

εnk =
ℏ2

2m∗ (k
2
x + k2y) + εn−1, (82)

εn−1 =
ℏ2

2m∗

(π
L
n
)2
, (83)

D(ε) =
S

2π

2m∗

ℏ2
× (サブバンドの数). (84)

ここで εn−1 (n = 1, 2, 3, · · · )は z方向の量子化されたエネルギー固有値である。それぞれのバンドをサ

ブバンドと呼ぶ。なお、Appendix Eに左右の障壁の高さが有限で等しい場合と異なる場合のエネルギー

固有値の解法を記した。

4.2 化合物半導体における有効磁場

波数が kで、パウリ行列 σz の固有値が σである固有状態のエネルギー固有値を εkσ で表すとき、時

間反転対称性がある場合 εkσ = ε−k−σが成り立ち、空間反転対称性がある場合 εkσ = ε−kσが成り立つ。

この２つの等式の導出はAppendix Fに記した。さらにこの２つの等式から、時間反転対称性と空間反

転対称性がある場合は εkσ = εk−σが成り立ち、このときスピン縮退していると言う。また、時間反転対

称性があっても空間反転対称性がない場合、一般に εkσ ̸= εk−σであり、このときスピン分裂していると

言う。スピン分裂は、スピンと磁場との相互作用を表す、ゼーマン項の形式で書くことができ、

Hso =
ℏ
2
Ω(k) · σ. (85)

となり、Ω(k̂)を有効磁場と呼び、その向きと大きさは k に依存する。ここで、k = 0では時間反転対

称性より ε0σ = ε−0−σ となり、スピン分裂しないのでΩ(k = 0) = 0となる。

次に、閃亜鉛鉱構造の III-V族化合物半導体の Dresselhausスピン軌道相互作用について記す。図 19

に示すように、III-V族化合物半導体は最近接の III族の原子とV族の原子を結ぶ線分の中点において空

間反転対称性がない。そのため有効磁場が働き、それをDresselhausスピン軌道相互作用（Dresselhaus

SOI）と呼ぶ [32]。Dresselhaus SOI HD
so は次のように書ける。ただし、x、y、z 軸はそれぞれ [100]、

[010]、[001]方向にとっている。

HD
so = γΩ′

D(k) · σ, (86)

Ω′
D,x = kx(k

2
y − k2z), Ω

′
D,y = ky(k

2
z − k2x), Ω

′
D,z = kz(k

2
x − k2y). (87)

Dresselhaus SOIによるスピン分裂は、3章で述べた８バンドモデルでは起こらず、14バンドモデルで

は起こる。ここで 14バンドモデルとは、基底として 3章の８バンドに伝導帯の６つの pバンドを加えた

モデルである（図 20参照）。その 14バンドモデルではスピン分裂の大きさを表す γは次のように書け
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図 19: 閃亜鉛鉱構造の模式図。

る [33]。

γ = γ(0) + γ(1), (88)

γ(0) =
4

3
P0P1Q

ε0gε
1
g − ε0sg ε

1s
g

ε0gε
1
gε

0s
g ε

1s
g

, (89)

γ(1) = −4

9
△̄Q

P 2
0 (2ε

1s
g + ε1g)− P 2

1 [2(ε
0
g + ε1g) + ε0sg ]

ε0gε
1
gε

0s
g ε

1s
g

, (90)

ここで、ε0g、ε
1
g、ε

0s
g 、ε

1s
g は図 20中に与えた。

k



0

g
0s

g

1s

g

1

g

図 20: 閃亜鉛鉱構造の半導体の 14バンドの模式図。
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P0、P1、Q、∆̄の定義は次の通りである [34, 35]。

P0 = −i ℏ
m
⟨S|p̂x|X⟩, (91)

P1 = −i ℏ
m
⟨S|p̂x|X ′⟩, (92)

Q = −i ℏ
m
⟨X|p̂y|Z ′⟩, (93)

∆̄ = −i 3ℏ
4m2c2

⟨X|
(
∂U

∂z
p̂x −

∂U

∂x
p̂z

)
|Z ′⟩, (94)

ここで、|S⟩、|X⟩はそれぞれ式 (64)、(65)で与えたものと同じで、|X ′⟩、|Z ′⟩はそれぞれ伝導帯におけ

る p軌道の、式 (65)の |X⟩、式 (67)の |Z⟩に対応するものである。

4.3 量子井戸における有効磁場

量子井戸に閃亜鉛鉱構造の半導体を用いた場合、Dresselhausスピン軌道相互作用が働く。ここで注意

すべきことは、（バルクの）Ω′
Dを量子井戸の面直方向の束縛状態について期待値をとるため、量子井戸

の面方位によって期待値 Ω̄′
Dの波数依存性が異なることである。

また、量子井戸の成長軸方向に電圧を印加することにより、空間反転対称性が破れて有効磁場が生じ

る。この有効磁場は Rashba有効磁場と呼ばれている。Rashba有効磁場を伝導帯の電子が静電ポテン

シャル Ues(z)(δドーピングにより生じる閉じ込めポテンシャルと電圧の印加により生じるポテンシャル

の和)により量子井戸に閉じ込められている場合に対して議論する。このとき z方向のシュレーディン

ガー方程式は次式のようになる。 [
p̂2z
2m∗ + Ues(z)

]
|n⟩ = εn|n⟩, (95)

ここで、|n⟩は固有ケットで εn (n = 0, 1, 2, · · · )はエネルギー固有値である。Ues(z)によるスピン軌道相

互作用は、ηを有効結合定数として次式のようになる。

Hso = −η
ℏ
[(∇Ues(z))× p̂] · σ

= η(∇zUes(z))(σxky − σykx), (96)

η =
P 2

3

[
1

ε2g
− 1

(εg +△so)2

]
. (97)

ここで、εg と△soはそれぞれ、図 16において k = 0での伝導バンドと重い正孔、軽い正孔とのエネル

ギーギャップ、k = 0での重い正孔、軽い正孔とスプリットオフバンドのエネルギーギャップである。こ

のとき、基底状態 |0⟩の ηによる変化を無視し、ηの最低次で有効磁場Ω(k)を求めると、

Ω(k) = (2/ℏ)(η⟨0|(∇zUes(z))|0⟩ky,−η⟨0|(∇zUes(z))|0⟩kx, 0). (98)

となる。ここで、式 (95)を満たす束縛固有状態 |n⟩ (n = 0, 1, 2, · · · )に対して、Ues(z)が zについて非

対称であっても

⟨0|(∇zUes(z))|0⟩ = 0. (99)
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が成り立つ。なぜなら、束縛状態の電子に働く力はつり合っているはずだからである 1。すると上式よ

り、有効磁場Ω(k̂)はゼロであることが導かれる [37, 38]。そこで次節では、バンドオフセットによって

閉じ込められている場合を考える。

4.4 量子井戸におけるRashba有効磁場

この節では、Calsaverini et al. [39]の記述に沿って量子井戸構造におけるRashba有効磁場を導く。図

21(a)は閃亜鉛鉱構造をもつ半導体のバルクの８バンドの模式図であり、図 21(b)はタイプ I量子井戸の

バンドオフセットの模式図である。まず、3.5節の式 (73)において次の置き換えをして、量子井戸構造

g

so


(a)

8

6

7

(b)

L

6

7

8

図 21: (a)閃亜鉛鉱構造の半導体のバルクの８バンドの模式図（Γ6は伝導バンドの底の S軌道、Γ8は

重い正孔バンド、軽い正孔バンドの頂上の p軌道、Γ7はスプリットオフバンドの頂上の p軌道を表す）。

(b)タイプ I量子井戸のバンドオフセットの模式図。

のKaneモデル（ハミルトニアン行列）を得る。

ℏ2k2

2m
⇒ ℏ2k2

2m
+ Ves(z) + h6(z) (≡ E6), (100)

ℏ2k2

2m
− εg ⇒ ℏ2k2

2m
+ Ves(z) + h8(z)− εg (≡ E8), (101)

ℏ2k2

2m
− εg −△so ⇒ ℏ2k2

2m
+ Ves(z) + h7(z)− εg −△so (≡ E7), (102)

ここで、k2 = k2∥ + k2z = k2x + k2y + k2z であり、Ves(z)は静電ポテンシャル（Appendix G参照）で、電

子間の相互作用やゲート電圧によるポテンシャル、障壁層に変調ドープしイオン化したドナーによるポ

テンシャルを含んでいる。また hi(z)は

hi(z) = δih(z), i = 6, 7, 8 (103)

1式 (95)のハミルトニアンを Ĥ とすると、[p̂z, Ĥ] = −iℏ(∇zUes)が成り立つ。したがって、
⟨
n|[p̂z, Ĥ]|n

⟩
= ⟨n|p̂z|n⟩ (εn−

εn) = 0より、⟨n|∇zUes|n⟩ = 0が得られる [36]。
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であり、h(z)は次元のない、幅がLで、深さが 1である、井戸の形を表す関数である。δi (i = 6, 7, 8)は

バンドオフセットである（図 21(b)の場合 δ7と δ8は負）。

次に、上記の式 (100)、(101)、(102)の置き換えにより得られた 8× 8の行列を伝導帯の電子について

の 2× 2の行列に folding downする。導出はAppendix Hを参照のこと。得られた 2× 2のハミルトニ

アン行列は次の通りである。

H = HQWI + ηw(z) (σxky − σykx) , (104)

HQW =
ℏ2k2∥
2m∗ − ℏ2

2m∗
∂2

∂z2
+ Vsc(z), (105)

1

m∗ =
1

m
+

2P 2

3ℏ2

(
2

εg
+

1

εg +△so

)
, (106)

Vsc(z) = δ6h(z) + Ves, (107)

ηw(z) = ηbo
dh(z)

dz
+ η

dVes(z)

dz
, (108)

ηbo =
P 2

3

[
δ8

(εg)2
− δ7

(εg +△so)2

]
, (109)

η =
P 2

3

[
1

(εg)2
− 1

(εg +△so)2

]
. (110)

式 (108)の第１項は量子井戸のバンドオフセットによるスピン軌道相互作用を、第２項は静電ポテンシャ

ルによるスピン軌道相互作用を与える。スピン軌道相互作用項に式 (104)のように (σxky −σykx)が現れ

るものを Rashba型スピン軌道相互作用と言う。このとき、|n⟩を束縛状態として、次式で得られる αn

をRashba係数と呼ぶ。

αn = ⟨n|ηw(z)|n⟩. (111)

ハミルトニアンが次式で与えられる場合（ただし k = (kx, ky)）、

H =
ℏ2k2

2m∗ + α(σxky − σykx). (112)

エネルギー固有値と固有状態は次の通りである。

ε± =
ℏ2

2m∗ (k
2
x + k2y)∓ α

√
k2x + k2y,　 (113)

|ψ+
k ⟩ = |k⟩ 1√

2

 −1

−ieiθk

 , (114)

|ψ−
k ⟩ = |k⟩ 1√

2

 1

−ieiθk

 , (115)

ここで、|ψ+
k ⟩と |ψ−

k ⟩のプラスとマイナスは、ε±のプラスとマイナスに対応していて、θkは kの kx軸

との成す角である。また、|k⟩は波数演算子 k̂（ = (k̂x, k̂y) = (p̂x, p̂y)/ℏ）の固有ケットである。スピン演

算子 σの |ψ+
k ⟩や |ψ−

k ⟩についての期待値は、次式のようになる。

⟨ψ+
k |σ|ψ

+
k ⟩ = (− sin θk, cos θk, 0) (116)

⟨ψ−
k |σ|ψ

−
k ⟩ = (sin θk,− cos θk, 0) (117)
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xk



図 22: Rashbaスピン軌道相互作用が働く２次元電子系のエネルギーバンド構造の模式図。向きを表す

記号はスピンの期待値の向きを表す。青線と赤線はそれぞれ |ψ+
k ⟩と |ψ−

k ⟩を表す。

エネルギーバンド構造は次の図 22の通りである。

この節では、８バンドのKaneハミルトニアンに k · p近似を施して、伝導帯の電子に働くRashba有

効磁場を導出した。この k · p近似により得られるさまざまなヘテロ構造におけるRashba係数 αは、実

験結果、強束縛のモデルによる計算結果と良く合うことがいくつかの論文 [16, 17, 40, 41, 42, 43, 44]に

おいて示されている。
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5 スピンの歳差運動と緩和

Datta-Dasのスピン FETやスピン緩和 FETにおいて利用する、スピンの歳差運動と緩和について説

明する。

5.1 スピンの歳差運動

磁場中にスピンがあるとき、スピンは歳差運動（首振り運動）をする。以下でハイゼンベルクの運動

方程式を用いてスピンの歳差運動を導く。スピン演算子を Ŝとし、ハミルトニアンをH = Ω · Ŝとおく

（ハミルトニアンの残りの項がスピン演算子と可換の場合、このようにおける。）。スピン演算子のハイ

ゼンベルグ表示は次のようになる。

Ŝ(t) = eiHt/ℏŜe−iHt/ℏ. (118)

ハイゼンベルクの運動方程式により、Ŝ(t)の時間発展は次の方程式で記述される。

dŜ(t)

dt
=

1

iℏ
[Ŝ(t),H]. (119)

ここで、スピン演算子の成分の交換関係より、次式が成り立つ。

[Ŝ(t),H] = eiHt/ℏ[Ŝ,H]e−iHt/ℏ = iℏeiHt/ℏ(Ω× Ŝ)e−iHt/ℏ = iℏΩ× Ŝ(t). (120)

したがって、式 (119)は次式のようになる。

dŜ(t)

dt
= Ω× Ŝ(t). (121)

さらにスピン演算子の期待値の統計平均を ⟨S⟩ と表すと、次式が成り立つ。

d ⟨S⟩
dt

= Ω× ⟨S⟩ . (122)

つまり、⟨S⟩はΩと ⟨S⟩の両方に垂直な方向に運動する。すなわち歳差運動する。Ωの向きに z軸をと

りΩ = (0, 0,Ω)とし、t = 0で ⟨S⟩ = (S0, 0, Sz0)とすると、時刻 tでは

⟨Sx⟩ = S0 cosΩt, ⟨Sy⟩ = S0 sinΩt, ⟨Sz⟩ = Sz0. (123)

となる（図 23参照）。

5.2 スピン緩和のDyakonov-Perel機構

相互作用のない多電子系のスピンのダイナミクスを考える。[Ŝ,H] = 0 (Ω = 0) ならば

dŜ(t)

dt
=

1

iℏ
[Ŝ(t), H] = 0. (124)

となり、Sは保存し、スピンの情報が維持される、波数 kの向きにスピンの情報を伝達できる。Ω（外

部磁場）がある場合も、前節に記したようにΩの回りにスピンが歳差運動するだけで t = 0でのスピン
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図 23: スピンの歳差運動の模式図。

の情報は失われない。波数 kに依存するΩ(k)（有効磁場）があり、不純物散乱（k → k′）があるとき

は、有効磁場がΩ(k) → Ω(k′)と変化するので t = 0でのスピンの情報は失われていく。

1章にも記した、スピン軌道相互作用に起因するスピン緩和の機構である、Dyakonov-Perel機構と

Elliott-Yafet機構について記す。Dyakonov-Perel機構 [1, 2, 45]とは、スピンが有効磁場の回りを微小な

角度だけ歳差運動し、さらに不純物散乱を受けて有効磁場（の向き）が変わりその回りをスピンが微小

な角度だけ歳差運動し、ということを繰り返してスピンが緩和する機構を言う（図 24参照）。そのため、

Ωτ ≪ 1（Ωは有効磁場の大きさで、τ は運動量緩和時間）の場合に適用できる。一方、Elliott-Yafet機構

( )k
k

不純物 
'k "k

図 24: Dyakonov-Perel機構 (有効磁場の不純物散乱による変化)の概略図（図 1を再掲）

とは、k ·p項によりk ̸= 0である伝導帯の電子の波動関数には（k = 0である）価電子帯の電子の波動関
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数が混じり、（k = 0である）価電子帯の電子の波動関数はスピン軌道相互作用によりアップスピン状態と

ダウンスピン状態が混じるため、k ̸= 0である伝導帯の電子の波動関数には反対向きのスピンの成分が少

し混じることになり、非磁性体の不純物による散乱によってスピンが反転する機構を言う [7, 8, 46, 47]。

量子井戸におけるスピン緩和には、たくさんの理論的 [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58]、実験

的研究 [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]がある。電子をドープした量子井戸

におけるスピン緩和の主要な機構はDyakonov-Perel機構である [75, 76]。

では、２次元電子系に Rashbaスピン軌道相互作用が働いていて不純物散乱がある場合のDyakonov-

Perel機構によるスピン緩和を、2.3節と同様にKohn-Luttingerの密度行列 [30]を用いて導く。

ハミルトニアンを次のように仮定する。

H = H0 + V (t), (125)

H0 =
ℏ2

2m∗ (k
2
x + k2y) +Hso, (126)

Hso =
ℏ
2
Ω(k) · σ = α(σxky − σykx), (127)

V (t) =

Nimp∑
i=1

u(x− xi, y − yi)e
δt, (128)

ここで、αはRashba係数、Nimpは２次元電子系中の不純物の総数であり、V (t)中の δは最後に δ → +0

とする。このとき、多電子系のスピンの z成分の和の統計平均は次式のように書ける。

　 ⟨Sz⟩ = tr(ρSz) =
∑
kσ

⟨kσ|ρSz|kσ⟩ =
∑
kσ

⟨kσ|ρ|kσ⟩ ℏ
2
σ. (129)

ここで、ρはKohn-Luttingerの密度行列である。また |kσ⟩は、波数が kでパウリ行列 σzの固有値が σ

である基底ケットであり、H0中のHsoを無視したときのH0の固有ケットである。2.2節の式 (21)、す

なわち次式が ρの時間発展を記述する方程式である。

iℏ
dρ

dt
= [H, ρ]. (130)

相互作用表示を用いる。すなわち、

ρI(t) = U †(t)ρ(t)U(t), (131)

VI(t) = U †(t)V (t)U(t), (132)

U(t) = exp

(
H0t

iℏ

)
. (133)

式 (131)の両辺を tで微分し、式 (130)を用いると次式が得られる。

　 iℏ
dρI
dt

= U †
(
iℏ
dρ

dt
− [H0, ρ]

)
U = U †[V, ρ]U = [VI , ρI ] (134)

上式を−∞から tまで積分すると次式が得られる。

ρI(t) = ρI(−∞) +

∫ t

−∞
dt′

1

iℏ
[VI(t

′), ρI(t
′)]. (135)
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次に上式を式 (134)に代入すると次式が得られる。

dρI(t)

dt
=

1

iℏ
[VI(t), ρI(−∞)]− 1

ℏ2

∫ t

−∞
dt′[VI(t), [VI(t

′), ρI(−∞)]] +O(V 3
I ). (136)

ここで 2.3節では、⟨k|dρI/dt|k⟩ = ⟨k|dρ/dt|k⟩ が成り立っているため、ρI の時間発展の方程式を用い

て衝突項の導出を行った。しかし、ここでは ⟨k|[H0, ρ]|k⟩ ≠ 0のため、ρの時間発展の方程式を用いて

議論する。その ρの時間発展の方程式とは、式 (134)と上式から得られる次式である。

dρ

dt
=

1

iℏ
[H0, ρ] + U(t)

dρI
dt
U †(t) =

1

iℏ
[H0, ρ] + C1 + C2, (137)

C1 = U
1

iℏ
[VI , ρI(−∞)]U †, (138)

C2 = U

(
− 1

ℏ2

)∫ t

−∞
dt′[VI(t), [VI(t

′), ρI(−∞)]]U †. (139)

上式の両辺を ⟨k|と |k⟩で挟んで、ρの時間発展の方程式から

fk ≡ ⟨k|ρ|k⟩ . (140)

についての時間発展の方程式を導く。ここで、次の２つの設定と１つの仮定をする。

設定１：⟨k|V |k⟩ = 0, ポテンシャルを定数シフトすることで満たされる。

設定２：Dyakonov − Perelの理論 [1, 2, 48]にしたがい、C1、C2においてHsoを

　　　　無視する。

仮定１：スピンダイナミクスは不純物配置に依存しないとし、不純物位置に

　　　　ついて平均をとる。

また、次のように表記する。

fk ≡ ⟨k|ρ|k⟩ , (∴
⟨
σ′|fk|σ

⟩
=
⟨
kσ′|ρ|kσ

⟩
) (141)

⟨k|[H0, ρ]|k⟩ = ⟨k|[Hso, ρ]|k⟩ = [Rk, fk], (142)

Rk ≡ ⟨k|Hso|k⟩ =
ℏ
2
Ω(k) · σ, (143)

ここで、式 (142)においてHsoは波数を変えないことを用いている。2.3節やAppendix Dと同様に評価

すると、次式が得られる。

dfk
dt

=
1

iℏ
[Rk, fk] +

∑
k′

Wk′,k (−fk + fk′) , (144)

Wk′,k =
2π

ℏ
|
⟨
k′ |V (t = 0)|k

⟩
|2δ(εk′ − εk). (145)

次に、式 (144)の fkの時間発展方程式を用いて、Dyakonov-Perelスピン緩和機構のスピン緩和率を

求める。スピン緩和率とはスピン緩和時間 τsの逆数で、次式により定義される。

d ⟨Sz⟩
dt

= −⟨Sz⟩
τs

. (146)
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式 (129)、（146）と次式を用い、

d ⟨Sz⟩
dt

= tr

(
dρ

dt
Sz

)
=
∑
kσ

⟨
σ

∣∣∣∣dfkdt
∣∣∣∣σ⟩ ℏ

2
σ. (147)

次の仮定をすると、

仮定２：Wk′,kは k′の kから測った角度θの偶関数である。

kBT ≪ εF（εF はフェルミエネルギー）かつ |µ↑ − µ↓| ≪ εF の場合、

1

τs
= Ω2

F τF . (148)

となる（導出の詳細はAppendix I参照）。つまり、歳差が速いとき、運動量緩和が遅いとき、スピン緩

和は速くなる。
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6 Rashbaスピン軌道相互作用によるDyakonov-Perelスピン緩和のスイッチング

この章において、本論文の第１の目的である、Rashbaスピン軌道相互作用によるDyakonov-Perelス

ピン緩和の on/off比向上を目指した理論的研究について記す。

6.1 序論

スピントロニクスの分野において、多くのスピン FETが提案され探究されてきた [75, 77]。その中で

Datta-Dasにより提案されたスピンFET [13]（図 25参照）は、もっとも広範囲にわたって研究されてき

た。ここで、Datta-DasスピンFETとは、２次元電子系においてRashbaスピン軌道相互作用 [3, 4, 5, 6]

ゲート電極 

ソース電極 ドレイン電極 ２次元電子系    

Beff

   

E

   

k

図 25: Datta-Dasのスピン FET [13] （文献 [14]より転載。図 3を再掲。）。

により誘発される有効磁場Beff の回りの電子のスピンの歳差運動を利用するものである。Rashbaスピ

ン軌道相互作用は α(kxσy − kyσx)と書ける。ここで、σx と σy はパウリ行列、kx と ky は波数、αは

Rashbaスピン軌道相互作用の強さを表すRashba係数である。このスピン FETの実現には、スピンの

歳差運動を維持するために少なくとも２つの方向についてスピン緩和を抑制しなければならない。一方、

スピン緩和 FETと呼ばれる、もう一つのスピン FETが幾つかの論文で提案されている [9, 10, 11, 12]

（図 26参照）。そのスピン緩和 FETは、Datta-Dasスピン FETとは対照的に一つの方向（２次元電子

系が形成される平面に垂直な方向）のスピン偏極のみを用い、それゆえ一つの方向についてのみスピン

緩和を抑制すれば良いという利点がある。

スピン緩和 FETは、スピン緩和率（スピン緩和時間の逆数）を高いレベルと低いレベルの間で切り

替えることにより、電流を on/offする。スピン緩和率のスイッチングの方法は、単一で対称な量子井戸

における Rashba係数 αのゲート電圧依存性を利用している [9, 10, 11, 12]。それは実験的に実証され

ている [15, 16, 17]、ゲート電圧により生じる量子井戸に垂直な電場Ez との α = asoEz という関係であ

る。ここで、aso は井戸と障壁の半導体の構成に依存する比例係数である。Dyakonov-Perel機構では、
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障壁１ 障壁２ 

スピン緩和 

図 26: スピン緩和 FET [9, 10, 11, 12] （文献 [14]より転載。図 4を再掲。）。

スピン緩和率 1/τsは 1/τs = bα2 (b: 比例係数) により与えられ 2、結果として単一で対称な量子井戸で

は 1/τs = b(asoEz)
2となり、ゲート電圧を変えることによりスピン緩和率をスイッチングできることに

なる。もし、off状態においてEzの値を無限小に維持することができれば、1/τsの on/off比は任意に大

きくできる。しかし、実際の試料では、例えばドナー密度のような構造の詳細は設計値からずれてしま

うため、Ezがゼロになるゲート電圧の正確な値を知ることは難しい。そのため、理想的な構造において

Ez = 0を与えるゲート電圧の値のとき、個々の試料では避けられない Ez のゼロからのズレ∆Ez が生

じる。したがって、offのときのスピン緩和率は b(aso∆Ez)
2になり十分に小さくできないという課題が

ある。

スピン緩和 FETにおける offのスピン緩和率のこのような限界を克服するために、本研究では αが無

視できる井戸幅の大きい量子井戸と |α|が大きい井戸幅の小さい量子井戸とから成る量子井戸構造を提

案する（図 27(a)参照）。これらの量子井戸の間を厚い障壁層で隔てることにより、Ez = 0の近傍では

電子を井戸幅の大きい量子井戸に十分に局在させる。一方で、十分大きい電場 Ez を印加することによ

り井戸幅の小さい量子井戸へ移動させ、Rashba係数とそれによって生じるスピン緩和率のEzによるス

イッチングを行う 3。先行研究では、井戸層の半導体として In0.53Ga0.47Asを用い、障壁層の半導体とし

てAlxGa1−xAsySb1−yのAlの割合 xを x = 0.3に近い値に調節したものを用いると量子井戸のRashba

係数 α = asoEz の比例係数 asoをゼロにできることを見出した [18] 4本研究では、α（Rashbaスピン軌

道相互作用）が無視できる量子井戸の井戸層の半導体としてW=In0.53Ga0.47Asを、障壁層の半導体と

2本論文の (110)量子井戸に関する箇所では、(110)面に垂直なスピン偏極に対する (110)量子井戸におけるDyakonov-Perel

機構を考える。この場合、Dresselhausスピン軌道相互作用は (110)面に垂直な有効磁場を生じるので、Dresselhausスピン軌

道相互作用はスピン緩和を起こさない。
3山本と土家 [78]は、ゲート電圧による電場のほかに、量子井戸にアクセプターをドープして大きい内部電場を生じさせて、

小さい外部電場により大きい Rashba係数を得る研究を行った。他に変調ドープした量子井戸における Rashbaスピン軌道相

互作用に関する研究として、論文 [79, 80, 81, 82, 39]の研究がある。
4江上と明楽 [83] は、量子井戸における Rashba スピン軌道相互作用を、半導体の組成を調節する代わりに、界面双極子

[84, 85]が作る対称ポテンシャルを加えて、タイプ I量子井戸をタイプ II量子井戸のようにして抑制する研究を行った。
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してB=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3)を用いた（対称量子井戸であり、量子井戸B/W/Bと呼ぶ。）。こ

の量子井戸での Rashbaスピン軌道相互作用は非零の Ez においても抑制されるので、スピン緩和 FET

の offのスピン緩和率や off電流は、Ez がゼロから∆Ez だけずれたときにも小さくできる。次に、|α|

（Rashbaスピン軌道相互作用）が大きい（左右の障壁層の半導体が異なる非対称）量子井戸の障壁層A

の半導体としてA=In0.52Al0.48AsまたはAlAsySb1−yを、障壁層Bと井戸層Wの半導体として量子井戸

B/W/Bと同じものを用い、その井戸幅を小さくした（量子井戸A/W/Bと呼ぶ。）。それは、井戸幅の小

さい非対称量子井戸は、Ez がゼロのときでさえ大きな |α|を示すからであり [19]、スイッチングに必要

な電場を小さくするのにも役立つと思われる。ここで、量子井戸A/W/Bと B/W/Bのスイッチングを

実現する最も単純な構造は非対称な２重量子井戸構造であるが、スピン緩和率のより単純なEz依存性を

示す、量子井戸A/W/BとB/W/BとB/W/Aから成る対称な３重量子井戸構造（図 27参照）を本研究

で採用した。Ez = 0のとき電子が中央の井戸に局在するように、中央の井戸幅を左右の井戸幅より大き

くした場合、Ez = 0近傍でのスピン緩和率は十分抑制される（障壁の高さが無限大の量子井戸では、基

底エネルギーは井戸幅が大きいほど小さい (式 (83)参照)。）。単一量子井戸A/W/Aと比べた３重量子井

戸のスピン緩和率の off値の理論的見積もりについて記す。A=AlAsySb1−yと In0.52Al0.48Asの場合とも

に、(αtriple/αsingle)
2 = (a

B/W/B
so /a

A/W/A
so )2 ∼ 10−3であった。ここで、小さいEzでは αtriple = αB/W/B

であると仮定し、αtripleと αsingleを同じEz = ∆Ez で評価した。

提案した３重量子井戸構造の室温でのスピン緩和率の on/off 比を評価するには、スピン緩和率の

Dyakonov-Perel 理論 [1, 2, 48] を拡張する必要がある。絶対零度で電子面密度 Ns が十分小さい場合

は、電子は３重量子井戸構造の基底サブバンドのみを占有し、単一バンド（サブバンド）のDyakonov-

Perel理論が適用でき、スピン緩和率は基底サブバンドのRashba係数 α0の２乗に比例する。しかし高

温では電子は励起サブバンドも占有し、そこでは α0とは異なる Rashba係数 αn (n ≥ 1)を持つ。例え

ば、提案した３重量子井戸構造において、印加電場が Ez = 0の近傍のとき、第一励起状態の波動関数

は左または右の量子井戸に広がっていて、|α1|が大きい値になることが起こり得る。そのため、Rashba

係数が異なる複数のサブバンドが占有されている場合に適用できる 5、スピン緩和率 1/T1を求める表式

が必要となる。

本研究では、電子が単一サブバンドのみを占有する場合のスピン緩和の Dyakonov-Perel理論をマル

チサブバンドの場合に拡張し、励起サブバンドも電子が占有している場合に適用できるスピン緩和率の

表式を得た。その表式を用いて、井戸幅、障壁幅や、半導体の種類が異なる３重量子井戸構造について、

絶対零度から室温までのスピン緩和率の on/off比を評価した。本章では、基底サブバンドと第一励起サ

ブバンドのエネルギー差が大きい３重量子井戸構造では、室温でもスピン緩和率の on/off比は 106に達

するということを示す。この 106という on/off比は、単一の非対称量子井戸 (A/W/B) における on/off

比 [19]や、スピン緩和 FETの提案で用いられた [9, 10, 11, 12]単一の対称量子井戸 (A/W/A)の on/off

比よりもずっと大きいことを示す。

5横緩和時間 T2 については、WengとWu [86]が n型 GaAsを用いた量子井戸について、励起サブバンドの役割を理論的

に研究している。金子と越野と安藤 [87]は、電子が複数のサブバンドを占有した量子細線について、スピン緩和を数値的に研

究している。
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図 27: (a) ３重量子井戸構造と伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z). (b)電子面密度

Ns = 0での基底サブバンドの電子に対する規格化された Rashba係数 α̃0の量子井戸に垂直な印加電場

Ez 依存性。破線、一点鎖線、点線は、A/W/B (左)、B/W/B (中央)、B/W/A (右)の量子井戸の α̃0

を表している。ここで、A=In0.52Al0.48As、B=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3)、W=In0.53Ga0.47Asであ

る。３重量子井戸構造では、電子が隣の量子井戸に移ったとき α̃0 (実線)は不連続的な変化を示してい

る。α̃0は、Ez = 0で A/W/Bについて α̃0 = 1となるよう規格化している（(a)(b)ともに文献 [20]よ

り。図の転載はAmerican Physical Societyにより許可されている。）。

6.2 モデルとハミルトニアン

(110) 量子井戸についての本研究では、図 27 に概略を示した、量子井戸 A/W/B (左) と B/W/B

(中央) と B/W/A (右) から成る３重量子井戸構造を考える。ここで、A と B と W は閃亜鉛鉱構造

の半導体である。本研究で井戸層の半導体としてW=In0.53Ga0.47Asを、内側の障壁層の半導体として

B=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3)を、外側の障壁層の半導体としてA=In0.52Al0.48AsまたはAlAsySb1−y

を採用した（Asの割合 yは InP基板と格子整合するように決められる。）。GaAsのバンドギャップは

1.52eVであるのに対し、W=In0.53Ga0.47Asのバンドギャップは 0.816eVであり、式 (104)、(108)、(109)

より後者は前者に比べてスピン軌道相互作用が大きいと期待される。B=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3)は、

上記のようにB/W/Bの |α|を小さくするために用いる。A=In0.52Al0.48AsはW=In0.53Ga0.47Asと格子

整合していて井戸層の半導体がW=In0.53Ga0.47Asのとき障壁層として良く用いられる。A=AlAsySb1−y

はW=In0.53Ga0.47Asとのヘテロ接合の伝導帯のバンドオフセットが、AlxGa1−xAsySb1−y の中で最も

大きい半導体である [19]。量子井戸 B/W/Bの基底サブバンドの Rashba係数 α0 は、量子井戸に垂直

な印加電場 Ez の関数として図 27(b)中に一点鎖線で示されていて、その値はゼロに近い [18]。一方、

A/W/B量子井戸（破線）とB/W/A量子井戸（点線）の |α|はEz = 0のときでも大きい [19]。３重量

子井戸構造では、電子に働く力 Fz = −eEz (e > 0)を負から正に変えると、電子は左の量子井戸から中
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央の量子井戸へ、続いて右の量子井戸へ移動する。その結果、図 27(b)のように α0は不連続的な変化を

示し、Ezによるスピン緩和率のスイッチングができる。本研究では、電子面密度Nsや温度を上げて励

起サブバンドが電子により占有される場合について、Ez の関数としてスピン緩和率を計算した。

３重量子井戸構造に束縛された伝導帯の電子のハミルトニアンは次のように書ける。

H = HQW +Hso
W + Vimp, (149)

ここで、HQWは３重量子井戸構造のポテンシャル VW(z)の下での電子の運動を記述し、Hso
Wは VW(z)に

より誘発されたRashbaスピン軌道相互作用であり、Vimpは３重量子井戸構造中にランダムに分布した

不純物によるポテンシャルである。３重量子井戸構造のハミルトニアンHQWは次式により与えられる。

HQW =
p̂2

2m∗ + VW(z), (150)

ここで、p̂ = (p̂x, p̂y, p̂z) = −iℏ∇ = −iℏ(∇x,∇y,∇z)であり、m∗は伝導帯下端の有効質量である。ポ

テンシャル VW(z)は

VW(z) = V c
bo(z) + Ves(z). (151)

である。ここで、V c
bo(z)は井戸層と障壁層の界面での伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャルで

あり、次式により与えられる。

V c
bo(z) = ∆EA

c hA(z) + ∆EB
c hB(z), (152)

ここで、

hℓ(z) =

 1 for z in barrier ℓ (ℓ =A, B),

0 otherwise,
(153)

であり、Ec (Eℓ
c)を In0.53Ga0.47As（障壁層の半導体 ℓ）の伝導帯の底のエネルギーとして、伝導帯のバ

ンドオフセットは∆Eℓ
c = Eℓ

c − Ecにより定義される。VW(z)の第２項目のポテンシャル Ves(z)は、３

重量子井戸構造内部の電子とその外部のドナーによるポテンシャルと、印加電場による静電的なポテン

シャルの和であり、Ns ̸= 0のとき３重量子井戸構造内部の電子によるポテンシャルはハートリー近似

（Appendix G参照）によりセルフコンシステントに計算する。３重量子井戸構造には x、y方向に周期

的境界条件を課し、その場合HQWの固有状態は、xy平面の波数ベクトル k = (kx, ky)、サブバンド指

標 n = 0, 1, 2, · · · とスピンの z成分 σ = ±1 (σ =↑, ↓)により区別される。その固有ケット |nkσ⟩は次式

を満たす。

HQW|nkσ⟩ = εnkσ|nkσ⟩, (154)

ここで、エネルギー固有値は

εnkσ = εn + ℏ2k2/2m∗, (155)

である。ただし、k = |k|である。上式中の εnは次式で与えられる z方向の運動を記述するシュレーディ

ンガー方程式の固有値であり、 [
p̂2z
2m∗ + VW(z)

]
|n⟩ = εn|n⟩, (156)
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|n⟩はその固有値に属する固有ケットである。本研究では、上式の εnと |n⟩に対するシュレディンガー

方程式と Ves(z)に対するポアッソン方程式をセルフコンシステントに解く。印加電場 Ez とドナーの電

荷密度は、ポアッソン方程式の境界条件として考慮する。

スピン軌道相互作用Hso
Wは、価電子帯のバンドオフセットと静電的なポテンシャル（静電ポテンシャ

ルに電子の電荷 (−e)をかけたもの）Ves(z)により誘発されるもの [88, 82, 39]であり、次式により与え

られる。

Hso
W = a(z)

(
σxk̂y − σyk̂x

)
, (157)

ここで、(k̂x, k̂y) = (p̂x, p̂y)/ℏであり、

a(z) =
(
ηAv ∆E

A
v − ηAs ∆E

A
s

)
∇zhA

+
(
ηBv ∆E

B
v − ηBs ∆E

B
s

)
∇zhB + η∇zVes.

(158)

である。Hso
Wの期待値はRashbaスピン軌道相互作用の形をしている、すなわち

Rnk ≡ ⟨nk|Hso
W|nk⟩ = αn(σxky − σykx), (159)

ここで、αnは次式により定義される、サブバンド依存の係数（Rashba係数）である。

αn = ⟨n|a(z)|n⟩. (160)

式 (158)中の因子 ηℓv、η
ℓ
s (ℓ =A, B)と ηは次式により与えられる（ηℓv、η

ℓ
s の導出はAppendix K参照）。

ηℓv =
P 2

3

1

Eg (Eg −∆Eℓ
v)
, (161)

ηℓs =
P 2

3

1

Es
g

(
Es

g −∆Eℓ
s

) , (162)

η =
P 2

3

[
1

(Eg)
2 − 1(

Es
g

)2
]
. (163)

ここで、Ev (Eℓ
v)を井戸層の半導体（障壁層の半導体 ℓ）の価電子帯の頂上のエネルギー、Es (E

ℓ
s)を同

じく井戸層の半導体（障壁層の半導体 ℓ）のスプリットオフバンドの頂上のエネルギーとして、バンド

ギャップはEg = Ec −EvとEs
g = Ec −Esにより、価電子帯のバンドオフセットは∆Eℓ

v = Eℓ
v −Ev と

∆Eℓ
s = Eℓ

s − Es により定義される。また、P はKaneの行列要素である（3.5節の式 (74)参照）。

不純物ポテンシャル Vimp(r)（r = (x, y, z)）は、３重量子井戸構造中に均一かつランダムに分布して

いる不純物に由来するポテンシャルである。本研究では
∫
Vimp(r)dxdy = 0となるように Vimp(r)の基

準点をとる。それゆえに kについての対角要素はゼロである。つまり、

⟨
n′kσ |Vimp|nkσ

⟩
= 0. (164)

さらに、Vimp(r)は各々の不純物によるポテンシャルの和として書けると仮定する。すなわち

Vimp(r) =
∑
i

u(r − ri), (165)

ここで、riは i番目の不純物の位置ベクトルである。
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6.3 スピン緩和率の表式

(110)量子井戸についての本研究では、[110]方向を z 軸にとり Sx = Sy = 0で Sz ̸= 0と仮定して、

z軸方向に偏極したスピンの (110)量子井戸における Dyakonov-Perel機構によるスピン緩和を考える。

そのとき Szのスピン緩和はRashbaスピン軌道相互作用のみにより起こる。なぜならDresselhausスピ

ン軌道相互作用 [32]は、(110)量子井戸の z軸方向に有効磁場を生成する [48, 54, 89, 18] からである 6。

Sz のスピン緩和時間 τsまたはスピン緩和率 τ−1
s は次式により与えられる。

dSz
dt

= −Sz
τs
, (166)

ここで Sz は、演算子 sz = (ℏ/2)σz の各電子についての期待値の和で定義され、１電子状態の密度演算

子 ρを用いて次式のように書ける（2.2節の式 (20)参照）。

Sz = tr(ρsz). (167)

また、その時間微分 dSz/dtは次式の ρの運動方程式により評価される（2.2節の式 (21)参照）。

iℏ
dρ

dt
= [H, ρ]. (168)

Sz と dSz/dtを計算するために、次式のように非摂動ハミルトニアンとしてH0を、摂動ハミルトニア

ンとして V をとる。

H = H0 + V, (169)

H0 = HQW +Hso
W, (170)

V = Vimp. (171)

HQWの固有ケット |nkσ⟩を基底ケットにとると、Sz は次のように表される。

Sz =
ℏ
2

∑
nkσ

⟨nkσ|ρσz|nkσ⟩ =
ℏ
2

∑
nkσ

σ⟨σ|fnk|σ⟩, (172)

ここで、スピン空間の演算子として次のものを導入した。

fnk = ⟨nk|ρ|nk⟩. (173)

ここで、

dSz
dt

= tr

(
dρ

dt
sz

)
=
∑
nkσ

⟨
nkσ

∣∣∣∣dρdt sz
∣∣∣∣nkσ⟩

=
∑
nkσ

⟨
σ

∣∣∣∣⟨nk ∣∣∣∣dρdt
∣∣∣∣nk⟩∣∣∣∣σ⟩ ℏ

2
σ =

∑
nkσ

⟨
σ

∣∣∣∣dfnkdt
∣∣∣∣σ⟩ ℏ

2
σ. (174)

6(110)量子井戸に Rashbaスピン軌道相互作用と Dresselhausスピン軌道相互作用が働いているとき、スピン緩和率テン

ソルの yz と zy 成分が現れテンソルの主軸は z 軸からずれる [21]。しかし、Rashbaスピン軌道相互作用が Dresselhausスピ

ン軌道相互作用よりずっと小さいスピン緩和率 offのときや、逆に Rashbaスピン軌道相互作用が Dresselhausスピン軌道相

互作用よりずっと大きいスピン緩和率 onのときには、主軸のずれは非常に小さい。
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より、dSz/dtの表式を得るために、fnkの運動方程式を導く。ここで、2.3節、5.2節と同様に、次式の

ような相互作用描像を採用する。

ρI(t) = U †(t)ρ(t)U(t), (175)

VI(t) = U †(t)V(t)U(t), (176)

U(t) = exp

(
1

iℏ
H0t

)
. (177)

式 (168)より次式が得られる（5.2節の式 (134)参照）。

dρI
dt

=
1

iℏ
[VI , ρI ]. (178)

上式の両辺を t0から tまで積分すると次式を得る。

ρI(t) = ρI(t0) +

∫ t

t0

dt′
1

iℏ
[VI(t

′), ρI(t
′)]. (179)

上式を式 (178)に代入し、V の２次までとると次式を得る。

dρI
dt

=
1

iℏ
[VI(t), ρI(t0)]−

1

ℏ2

∫ t

t0

dt′[VI(t), [VI(t
′), ρI(t)]]. (180)

上式の左辺の ρI(t)を ρ(t)で書くと次式を得る。

dρ

dt
=

1

iℏ
[H0, ρ] +

1

iℏ
U(t)[VI(t), ρI(t0)]U

†(t) + J(t), (181)

ここで

J(t) = − 1

ℏ2

∫ t

t0

dt′U(t)[VI(t), [VI(t
′), ρI(t)]]U

†(t). (182)

である。fnk の運動方程式を得るために、式 (181)の各項の対角行列要素 ⟨nk| · · · |nk⟩の評価をする。

⟨nk|[Hso
W, ρ]|nk⟩を評価するために、次の近似を採用する。

⟨n′k|ρ|nk⟩ = 0, (n ̸= n′). (183)

上式は、エネルギー差 εn′k,−σ − εnkσ が ⟨n′k,−σ|Hso
W|nkσ⟩の絶対値に比べて大きいとき妥当である

（Appendix J参照）。また式 (181)中の VI が現れる項を評価するために、不純物の位置の x、y座標に

ついて平均をとり、式 (164)を用いると、次式が得られる（式 (181)の右辺第２項の対角行列要素がゼ

ロであることは、2.3節やAppendix Dで J1 = 0を示したのと同様にして示せる。）。

dfnk
dt

=
1

iℏ
[Rnk, fnk] + Jnk, (184)

ここで Jnk = ⟨nk|J(t)|nk⟩である。Jnkを評価するためにDyakonov-Perel理論と同じくHso
Wを無視し

[2]、t0 → −∞の極限をとる。その結果 Jnkは次式のようになる（2.3節、5.2節、Appendix D参照。ま

た式 (183)を用いる。）。

Jnk =
∑
n′k′

[
−Wn′k′,nkfnk(t) +Wnk,n′k′fn′k′(t)

]
, (185)
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ここでWn′k′,nkは、状態 nkから状態 n′k′への単位時間当たりの遷移確率であり次式で与えられる。

Wn′k′,nk =
2π

ℏ
|
⟨
n′k′ |Vimp|nk

⟩
|2δ(εn′k′ − εnk), (186)

上式は、各々の不純物の x、y座標について平均をとると、各々の不純物での単位時間当たりの遷移確率

の和になるので、単位体積当たりの不純物数に比例する（2.3節の式 (43)参照）。

式 (174)より dfnk/dtは dSz/dtを決定し、式 (184)において fnkにより与えられる。そこで、式 (184)

を fnkについてRnkの１次まで解く。Hso
W（式 (157)）とRnk = ⟨nk|Hso

W|nk⟩（式 (159)）を、次式のよ

うに有効磁場演算子 Ω̂ = (Ω̂x, Ω̂y, 0) [2]とその期待値Ωn(k) ≡ ⟨nk|Ω̂|nk⟩により表す。

Hso
W =

ℏ
2
Ω̂ · σ, Rnk =

ℏ
2
Ωn(k) · σ. (187)

この場合、有効磁場の大きさは次式により定義され、

Ωn(k) = |Ωn(k)|, (188)

Rashbaスピン軌道相互作用の場合は波数 kの向きに依らない。式 (184)の右辺の２つの項を見ると、そ

れらの相対的な大きさは無次元の定数Ωτ で与えられることが分かる。ここで、Ωはサブバンド nの有効

磁場の大きさΩnの典型的な値で、τ は連続する不純物散乱の間の平均自由時間である。Dyakonov-Perel

理論と同じく、fnkを Ωτ について展開し０次と１次の項を残す。すなわち

fnk = f
(0)
nk + f

(1)
nk . (189)

である。さらに式 (184)の両辺に τ をかけた次式を考える。

τ
dfnk
dt

= τ
1

iℏ
[Rnk, fnk] + τJnk. (190)

左辺の fnkは無次元の演算子なので、左辺は τ/τs(τs: スピン緩和時間)に比例する。さらに後で得られ

る f
(0)
nk と f

(1)
nk を用いて示されるように、τ/τs ∼ Ω2τ2の関係がある。そのため、式 (190)は Ωτ につい

て０次では

τ
∑
n′k′

Wn′k′,nk

(
−f (0)nk + f

(0)
n′k′

)
= 0. (191)

となり（Wn′k′,nk = Wnk,n′k′ を用いた）、上式は f
(0)
nk がエネルギー εnkの関数ならば満たされる。そこ

で、f (0)nk をスピン偏極のある熱平衡状態に選ぶ。すなわち

f
(0)
nk =

1

2
I [f↑(εnk) + f↓(εnk)] +

1

2
σzfz(εnk), (192)

ここで Iは単位行列であり、fz(εnk)は次式のようにアップスピン電子とダウンスピン電子の分布の差で

ある。

fz(εnk) = f↑(εnk)− f↓(εnk), (193)

ここで、fσ(ε)は次式のようにスピンに依存するフェルミ・ディラック分布関数である。

fσ(ε) =

[
1 + exp

(
ε− µσ
kBT

)]−1

. (194)
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スピンに依存する化学ポテンシャル µσ は、次式のようなスピン偏極を起こす。

Sz =
ℏ
2

∑
nkσ

σ
⟨
σ
∣∣∣f (0)nk

∣∣∣σ⟩ =
ℏ
2

∑
nk

fz(εnk). (195)

式 (190)は Ωτ について１次では次式のようになり、

τ
1

iℏ

[
Rnk, f

(0)
nk

]
+ τ

∑
n′k′

Wn′k′,nk

(
−f (1)nk + f

(1)
n′k′

)
= 0, (196)

この式は f
(1)
nk についての方程式である。式 (159)を用いると次式を得るので、[

Rnk, f
(0)
nk

]
= −iαnfz(εnk)(σxkx + σyky). (197)

式 (196)は次の形の解を持つ。

f
(1)
nk =

τn(k)

iℏ

[
Rnk, f

(0)
nk

]
, (198)

ただし、kに対する k′ の角度を θとしたとき、Wn′k′,nk は θの偶関数であると仮定している。ここで

Appendix Iの式 (374)、(375)とのアナロジーから、τn(k)はサブバンド nの運動量緩和時間の意味を持

つと考えられる。式 (198)を式 (196)に代入すると次式が得られる。

Pn(ε)τn(ε)−
∑
n′

Qnn′(ε)τn′(ε)
αn′kn′(ε)

αnkn(ε)
= 1, (199)

ここで

Pn(ε) =
∑
n′k′

Wn′k′,nk, Qnn′(ε) =
∑
k′

Wn′k′,nk cos θ, (200)

であり、kn(ε)は εnk = εを満たす |k|の値である。Szの時間微分は式 (174)、(184)により求められる。式

(184)の衝突項 Jnkは
∑

nk Jnk = 0を満たすため、dSz/dtには寄与しない。また、
∑

k

[
Rnk, f

(0)
nk

]
= 0、[

Rnk, f
(1)
nk

]
= −2iℏ−1τn(εnk)α

2
nk

2σzfz(εnk) より、次式を得る。

dSz
dt

= −2ℏ−1
∑
nk

τn(εnk)α
2
nk

2fz(εnk). (201)

上式の dSz/dtと式 (195)のSzを式 (166)に代入すると、スピン緩和時間 τsが得られる。|µ↑−µ↓| ≪ kBT

のとき、スピン緩和率は µ↑ − µ↓に依らず次式のようになる。

1

τs
=

[ ∞∑
n=0

f(εn)

]−1 ∞∑
n=0

∫ ∞

εn

dε

(
−df
dε

)
Ω2
n(ε)τn(ε), (202)

ここで、f(ε)はスピンに依存する化学ポテンシャルが µ = µ↑ = µ↓であるときのフェルミ・ディラック

分布関数である。また、基底サブバンドと第一励起サブバンドが占有されていて、kBT ≪ εF − ε1 (εF :

フェルミエネルギー)で |µ↑ − µ↓| ≪ εF − ε1のとき、スピン緩和率は T や µ↑ − µ↓に依らず次式のよう

になる。
1

τs
=

1

2

∑
n=0,1

Ω2
n(εF )τn(εF ). (203)

図 27(b)が示すように、本研究で提案する３重量子井戸においては、基底サブバンドの有効磁場の大き

さΩ0 = (2/ℏ)α0kは、off領域のEz = 0の近傍ではほとんどゼロである。そのため、off領域のスピン緩

和は式 (202)中の n ≥ 1の励起サブバンドを占有する電子について起こる。励起サブバンドのこのよう

な寄与を考慮することは、スピン緩和率を正確に評価するために必須である。
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6.4 スピン緩和率の計算結果

6.4.1 スピン緩和率 on/off比向上のためのガイドライン

本研究の目標は、絶対零度から室温までの温度の領域で、より高いスピン緩和率の on/off比を実現で

きる量子井戸構造を提案することであった。この目標のために、Rashbaスピン軌道相互作用が無視でき

る量子井戸（中央にある量子井戸B/W/B）からRashbaスピン軌道相互作用が大きい量子井戸（左 (右)

にある量子井戸 A/W/B (B/W/A)）へ、電場を印加して電子を移動させることを考えた。電子は、電

場 Ez ∼ 0のときは中央の量子井戸 B/W/Bに局在させ、|Ez|を大きくして左の量子井戸 A/W/Bや

右の量子井戸 B/W/Aへ移動させる。井戸層の半導体には In0.53Ga0.47Asを、障壁層の半導体 Aには

In0.52Al0.48Asまたは AlAsySb1−y を、障壁層の半導体 Bには AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3)を用いた。

ここで、障壁層の半導体 Bの Alの割合 xは、単一量子井戸 B/W/Bの Rashba係数の電場の比例係数

asoが aso ≈ 0となるよう調整した。また、量子井戸A/W/BとB/W/AのRashbaスピン軌道相互作用

を大きくするために、これら２つの量子井戸の井戸幅を小さくした [19]。

高温では電子は励起サブバンドを占有する。励起サブバンドの中には、Ez = 0の近傍で左右の量子井

戸に電子の存在確率が大きいものがあり、そのような励起サブバンドがスピン緩和率の offでの値を引

き上げる。例えば図 33の３重量子井戸構造では、Ez = 0での第１励起サブバンド中の電子は図 28のよ

うに左右の量子井戸に大きな存在確率を持つ。したがって off領域でのスピン緩和を抑制するためには、
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図 28: ３重量子井戸構造の左右の量子井戸に電子の大きな存在確率がある励起サブバンド中の電子の波

動関数の例。図 33の３重量子井戸構造で、Ns = 4× 1011cm−2, Ez = 0, T = 0Kのときの第１励起サブ

バンド中の電子の z方向の波動関数。

基底と励起サブバンド間のエネルギー差を大きくして、励起サブバンドを占有する電子を減らす必要が

ある。このようなことは、中央の井戸幅を大きくし左右の井戸幅を小さくすると実現できる。

また、リーク電流が発生しないようにするため、中央の井戸から左右の井戸への移動が起こる電場の

大きさ Etrans
z を減らす必要もある。Etrans

z の概算値は eEtrans
z ∆zwell = ∆εwellから見積もられる。ここ
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で、∆zwellは中央の井戸の中心と右または左の井戸の中心との距離であり、∆εwellは Ez = 0での中央

の井戸と右または左の井戸それぞれの基底状態のエネルギーの差である。したがって、内側の障壁層の

幅を大きくすることによってEtrans
z を減らすことができる。

6.4.2 外側の障壁層の半導体が In0.52Al0.48Asである３重量子井戸構造

まず外側の障壁層の半導体としてA=In0.52Al0.48Asを採用した。6.2節に記したように、A=In0.52Al0.48As

は井戸層の半導体W=In0.53Ga0.47Asと格子整合していて、井戸層の半導体がW=In0.53Ga0.47Asのと

き障壁層の半導体として良く用いられる半導体である。図 29に前節のガイドラインにより決めた３重量

子井戸構造を示した。中央の井戸幅は左右の井戸幅の３倍にし、内側の障壁層の幅は 20nmにした。

z

0.52eV 0.52eV

A A

c

boV
0.86eV 0.86eV

W W WB B

12nm

20nm 20nm

4nm 4nm

図 29: ３重量子井戸構造と伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z)。障壁層の半導体

A=In0.52Al0.48As, B=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3), 井戸層の半導体W=In0.53Ga0.47As [20]（図の転載

はAmerican Physical Societyにより許可されている）。

スピン緩和率の計算に当たり、不純物ポテンシャルが及ぶ距離はフェルミ波長より小さいと仮定し、

次式の不純物ポテンシャルを用いた（近似の妥当性についてはAppendix L参照）。

u(r) = u0δ(r). (204)

運動量緩和時間とスピン緩和時間の単位として、不純物ポテンシャルの強さ u0を用いた、次式で与えら

れる τp0と τs0を使用する。スピン緩和時間は全て τs0で割って得られた無次元量で表す。

1

τp0
= nimpu

2
0

m∗

ℏ3a∗B
, (205)

1

τs0
= 106

η2(Ry∗)2

ℏ2(a∗B)4
τp0 = 106

η2ℏ(Ry∗)2

nimpu20m
∗(a∗B)

3
, (206)

ここで、nimpは単位体積当たりの不純物数であり、ηは伝導帯の電子に対するスピン軌道相互作用の有効

結合定数である [18, 19, 20]。本論文中で用いた長さとエネルギーの単位はそれぞれ a∗B = ℏ2ϵ/(m∗e2)と

Ry∗ = ℏ2(a∗B)−2/(2m∗)であり、ϵは静的誘電率である。In0.53Ga0.47Asでの値は、それぞれa∗B = 17.1nm、

Ry∗ = 3.04meVである。
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図 30には、図 29に示した３重量子井戸の T = 0Kにおける面直方向の電場 Ez に対するスピン緩

和率 1/τs を、電子面密度 Ns/(10
11cm−2) = 4, 5, 6の３つの場合について示した。Ns が非零のとき、

0
s

s




6 1 (10 V m )zE 

0KT 

6 1 (10 V m )zE 

0
s

s




0KT (a) (b)

11 24 10 cmsN  

11 24 10 cmsN  

11 25 10 cmsN  

11 25 10 cmsN  

11 26 10 cmsN   11 26 10 cmsN  

図 30: T = 0Kでの面直方向の電場 Ez に対するスピン緩和率 1/τsの電子面密度Ns依存性。外側の障

壁層の半導体はA=In0.52Al0.48As。(a)は線形目盛で (b)は片対数目盛でプロットした（(a)(b)ともに文

献 [20]より。図の転載はAmerican Physical Societyにより許可されている。）。

電子が中央の量子井戸から左または右の量子井戸へ移動し、スピン緩和率が offから onへ上昇するの

は、Nsに比例するEzの範囲で起こり（この理由の説明はAppendix M参照）、Ezがある値（Eon
z と呼

ぶ）で不連続的な上昇がある。その Ez = Eon
z での 1/τs の大きい方の値をスピン緩和率 onの値とし、

Ez = Eoff
z = 0.1Eon

z での 1/τsの値をスピン緩和率 offの値とした。6.1節に記したようにスピン緩和率

offのEz はどうしても設計値とのずれが生じるからである。このときのスピン緩和率の on/off比は 106

程度であり、Ns にはあまり依存しない。また、|Ez| ≥ Eon
z では電子は基底サブバンドのみを占有し、

Ez ∼ 0でも電子は基底サブバンドのみを占有する。スピン緩和率が offから onへ上昇するEz領域にお

いて 1/τsがEz の１次関数で変化するのは、次のようにして理解できる。第一励起サブバンドを占有す

る電子の数はEzの１次関数であり（Appendix M参照）、その電子数は εF − ε1 ∝ k21(εF )に比例し、ま

た Ω2
1(εF ) ∝ k21(εF )であり、さらにスピン緩和率 1/τs ≈ (1/2)Ω2

1(εF )τn(εF )と近似できるからである。

次に図31に、Ns = 4×1011cm−2でT = 0Kの場合について、内側の障壁層の半導体B=AlxGa1−xAsySb1−y

のAlの割合xをx = 0.28511、0.29、0.3と変えたときのスピン緩和率を示した。ここで、量子井戸B/W/B

が単独にあるとき、Rashba係数中の asoが正確に aso = 0となるAlの割合 x0は x0 ≈ 0.28511である。

図 31より、offでのスピン緩和率は xの x0からのずれに強く依存することが分かる。

この節の最後に、図 32にNs = 4 × 1011cm−2のときのスピン緩和率の温度依存性を示す。スピン緩

和率 offのときに電子が励起サブバンドを占有するために、室温ではスピン緩和率の on/off比は 101程

度であった。図 32は x = 0.3のときのスピン緩和率であるが、T ≥ 100Kでは x = 0.28511のときのス

ピン緩和率との違いはほとんどなかった。
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図 31: 障壁層BのAlの割合 xが x = 0.28511, 0.29, 0.3のときの３重量子井戸のスピン緩和率 1/τs（片

対数目盛でプロットした）。量子井戸 B/W/Bが単独にあるとき, Rashba係数中の asoが正確に aso = 0

となる x0は、x0 ≈ 0.28511である. 外側の障壁層の半導体 Aは In0.52Al0.48Asである [20] （図の転載

はAmerican Physical Societyにより許可されている）。
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図 32: T [K] =0, 50, 100, 300のときの面直方向の電場 Ez に対するスピン緩和率 1/τs。障壁層 Aは

In0.52Al0.48Asである. (a)は線形目盛で (b)は片対数目盛でプロットした（(a)(b)ともに文献 [20]より。

図の転載はAmerican Physical Societyにより許可されている。）。
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6.4.3 外側の障壁層の半導体がAlAsySb1−yである３重量子井戸構造

次に外側の障壁層の半導体として A=AlAsySb1−y を採用した。AlAsySb1−y では In0.52Al0.48Asに比

べて 1.3eV程度大きい伝導帯のバンドオフセットがW/Aの界面に生じる。そのため量子井戸 B/W/A

は、井戸幅をより小さくしてよりエネルギーの高い束縛状態を生じさせることができる。したがって

AlAsySb1−yを用いることでスピン緩和が offの領域 |Ez| ∼ 0において励起サブバンドを占有する電子の

数が少ない３重量子井戸構造を設計することができる。図 33に、そのようにして設計した３重量子井戸

構造を示す。A=In0.52Al0.48Asの３重量子井戸構造と、内側の障壁幅、左右の井戸幅と中央の井戸幅の

比 (1:3)は同じである。

z
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boV

A AW WWB B
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図 33: ３重量子井戸構造と伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z)。障壁層の半導体

A=AlAsySb1−y, B=AlxGa1−xAsySb1−y (x = 0.3), 井戸層の半導体W=In0.53Ga0.47As [20] （図の転載

はAmerican Physical Societyにより許可されている）。
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図 34: T [K] =0, 50, 100, 300のときの面直方向の電場Ez に対するスピン緩和率 1/τs。外側の障壁層の

半導体AはAlAsySb1−yである. (a)は線形目盛で (b)は片対数目盛でプロットした（(a)(b)ともに文献

[20]より。図の転載はAmerican Physical Societyにより許可されている。）。

図 34に、図 33に示した３重量子井戸構造のNs = 4× 1011cm−2でのスピン緩和率の温度依存性を示

した。スピン緩和が offの領域 |Ez| ∼ 0においてスピン緩和率への励起サブバンドの影響を低減できた
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ことにより、室温でもスピン緩和率の on/off比は 106程度の高い値が得られた。

図 33の３重量子井戸構造について左右の井戸幅、中央の井戸幅、内側の障壁幅を±20％変化させたと

きの 300Kでのスピン緩和率 1/τsの計算結果を図 35に示す。図 33の３重量子井戸構造の左右の井戸幅、

中央の井戸幅を ±20％変化させたときのスピン緩和率 offの値の変化は、次のようにして理解できる。

まず左右の井戸幅については、Ez = 0での第１励起サブバンド端のエネルギー ε1と基底サブバンド端

のエネルギー ε0の差 ε1− ε0は+20％、±0％、−20％の順に大きくなる（この順に 0.369eV、0.456eV、

0.507eV）。すなわち、左右の井戸幅が狭いほど電子は励起サブバンドを占有しにくくなり offの値が小

さくなる。中央の井戸幅については、Ez = 0での ε1 − ε0 （+20％の場合は、Ez = 0で第１励起サブバ

ンドを占有する電子は中央の井戸に大きい存在確率を持つため、左右の井戸での存在確率が大きい第２

励起サブバンドの下端のエネルギー ε2と基底サブバンド端のエネルギー ε0の差 ε2 − ε0に置き換えた）

は −20％、±0％、+20％の順に大きくなる（この順に 0.392eV、0.456eV、0.499eV）。そのため、中

央の井戸幅が広いほど電子は励起サブバンドを占有しにくくなり offの値が小さくなる。内側の障壁幅

を±20％変化させたときは、スピン緩和率 onの値も offの値もほとんど変化していない（図 36参照）。

すなわち、onと offでのスピン緩和率の値は井戸幅によって決まっている。したがって、スピン緩和率

の on/off比は、左右の井戸幅を大きく（小さく）すると小さく（大きく）なり、中央の井戸幅を大きく

（小さく）すると大きく（小さく）なり、内側の障壁幅を変化させても変わらない。
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図 35: (a)T = 300Kでの、図 33の３重量子井戸の左右の井戸幅を±20％変化させたときの面直方向の電

場Ezに対するスピン緩和率 1/τs。(b)T = 300Kでの、図 33の３重量子井戸の中央の井戸幅を±20％変

化させたときの面直方向の電場Ezに対するスピン緩和率 1/τs。(a)(b)ともに比較のため図 33の３重量子

井戸の場合のグラフも示す (赤線).片対数目盛でプロットした。外側の障壁層の半導体AはAlAsySb1−y

である。
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図 36: T = 300Kでの、図 33の３重量子井戸の内側の障壁幅を±20％変化させたときの面直方向の電

場Ez に対するスピン緩和率 1/τs。比較のために図 33の３重量子井戸の電場Ez に対するスピン緩和率

1/τsも示す (赤線)。片対数目盛でプロットした。外側の障壁層の半導体AはAlAsySb1−yである [20] 。
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6.4.4 単一量子井戸との比較

図 37に、Ns = 4× 1011cm−2で室温の場合について、３重量子井戸構造（図 33参照）と対称量子井

戸 A/W/A、非対称量子井戸 A/W/B（半導体 A、B、Wは３重量子井戸構造のものと同じ）のスピン

緩和率の比較を示した。３重量子井戸構造で達成した、室温での 106というスピン緩和率の on/off比は、

単一量子井戸での値より数桁大きいことが分かる。その理由の一つは、6.1節に記したように、３重量

子井戸構造のスピン緩和率 offの値を単一量子井戸A/W/Aに比べて著しく低減できたことである。6.1

節に記した見積もり通り 10−3程度になっている。さらに、３重量子井戸構造のスピン緩和率 onの値も

単一量子井戸 A/W/A、A/W/Bに比べて明らかに増大している。これは、３重量子井戸構造の左右の

量子井戸を井戸幅の狭い非対称量子井戸にしたことによる。なお対称量子井戸では、井戸幅を変えても

asoは変わらない [19]ので、A/W/Aの井戸幅依存性は無視できる。
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図 37: 面直方向の電場Ezに対する室温でのスピン緩和率 1/τs (片対数目盛でプロットした)。外側の障壁

層の半導体がAlAsySb1−yである３重量子井戸構造 (図 33参照)と (a)単一量子井戸A/W/A、(b)A/W/B

との比較.。単一量子井戸の半導体A、B、Wは ３重量子井戸構造のものと同じ。A/W/Aの井戸幅W

は 4.5nmである (A/W/Aの 1/τsの on/off比はW =4.5nmのものとW =50nmのものとでほとんど違

いはなかった)。A/W/Bの 1/τsは３つの井戸幅について示した（(a)(b)ともに文献 [20]より。図の転

載はAmerican Physical Societyにより許可されている。）。

6.5 結論

この章では、Rashbaスピン軌道相互作用が無視できる量子井戸とRashbaスピン軌道相互作用が大き

いもう１つの量子井戸の間をゲート電圧によって電子を移動させることによるスピン緩和率のスイッチ

ングを提案した。スピン緩和率の高い on/off比を達成するように３重量子井戸構造を設計した結果、励

起サブバンドの電子の占有数を減らすことにより、室温で 106という on/off比を達成した。この on/off
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比の値は、単一量子井戸での値より数桁大きい。この研究では、スピン緩和率の計算を励起サブバンド

の寄与も考慮して行うために、Dyakonov-Perel理論をマルチサブバンドの場合に拡張した。

提案した量子井戸間の電子の移動によるスイッチングの性能の評価として、電子が量子井戸間を移動

するのに必要な時間を見積もった。隣接する２つの量子井戸においてそれぞれの量子井戸の束縛状態か

ら形成される、結合状態と反結合状態のエネルギー差Eb−abから ℏωtr = Eb−abにより角振動数 ωtrを見

積もった結果、図 33の３重量子井戸構造では ωtrは 0.1 GHzのオーダーであった。

本論文では、Dyakonov-Perel機構のスピン緩和率の評価のために、運動量緩和の機構として不純物散乱

だけを考えた。しかし、室温ではフォノン散乱が運動量緩和に重要な寄与をすることが知られている。実

際、以前の理論的研究 [90] では、運動量緩和の機構としてフォノン散乱も考慮に入れてDyakonov-Perel

機構のスピン緩和率を計算している。しかし、スピン緩和率の on/off比についてのこの章に記した評価

結果は、不純物散乱の他にフォノン散乱による運動量緩和を考慮してもほとんど変わらないと予想され

る。なぜならスピン緩和率の on/off比は、中央と左（右）の量子井戸のRashbaスピン軌道相互作用の

大きさが桁違いに異なることと、それぞれの量子井戸に局在する電子の数の大きな違いから主に決まっ

ているからである。
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7 Rashbaスピン軌道相互作用と１次のDresselhausスピン軌道相互作用の釣り合いと

Dyakonov-Perelスピン緩和のスイッチング

(111)量子井戸におけるRashbaスピン軌道相互作用と運動量について１次の項のみ考慮したDressel-

hausスピン軌道相互作用の和の抑制と、(111)２重量子井戸構造におけるスピン緩和率の on/off比の向

上のための理論的研究結果について記す。

7.1 序論

スピントロニクスにおいてスピン軌道相互作用による有効磁場は、スピン偏極を生成したり操作する

ために用いられている [75, 77]。6.1節に記したスピン緩和FETは、有効磁場によるスピン偏極の操作の

例とも言える。スピン偏極を生成したり操作するには大きなスピン軌道相互作用が好ましく、半導体量

子井戸で実現されている [15, 16, 91]。一方で有効磁場は、非平衡なスピン偏極を弱めるDyakonov-Perel

のスピン緩和機構（5.2節参照）[1, 2, 48]の源である。したがって、スピン偏極を維持し運ぶには有

効磁場を低減することが望まれる。この章では、(111)量子井戸において Rashbaスピン軌道相互作用

[3, 4, 5, 6] と運動量について１次の項のみ考慮したDresselhausスピン軌道相互作用 [48] （以下では１

次のDresselhausスピン軌道相互作用と呼ぶ）による有効磁場の和を抑制する方法を提案する。さらに、

前章のようにゲート電圧により電子に２つの量子井戸間を移動させて、有効磁場と Dyakonov-Perel機

構のスピン緩和率を on/offする２重量子井戸を設計し、on/off比を評価した結果についても記す。

(111)量子井戸の面直方向（成長方向と同じであり z軸方向とする）のゲート電圧による電場を調節

することにより、Rashbaスピン軌道相互作用と１次のDresselhausスピン軌道相互作用の有効磁場の和

とそれによる Dyakonov-Perelのスピン緩和機構のスピン緩和率を抑制する理論的提案がなされている

[21, 22, 23]。この提案では、(111)量子井戸において１次のDresselhausスピン軌道相互作用が、面内の

波数 kx、kyの関数としてRashbaスピン軌道相互作用と同じ関数形であり係数のみが異なっていること

を利用して、Ez に比例するRashba係数と１次のDresselhausスピン軌道相互作用の係数がちょうど打

ち消し合うように調節できることが示されている。この調節によるスピン緩和率の低減は、その後実験

により実証されている [24, 25, 26, 27, 28]。スピン軌道相互作用の係数の和をゼロにするには次のよう

に電場を調節する。まず、量子井戸が単一で対称である場合、Rashba係数 αは Ez = 0でゼロになり、

非常に大きな |Ez|を除いて α = asoEz と書ける。一方、Dresselhausスピン軌道相互作用は電場依存性

が小さいので、その係数 βは定数であるとする。つまり、αと βは次式のように書ける。

α = asoEz, β = β(0). (207)

このとき、

Ez = −β
(0)

aso
. (208)

では α+ β = 0にできる。ここで強調すべきことは、(001)量子井戸 [92, 93]や (110)量子井戸 [48]の場

合はただ１つの方向のスピン緩和が抑制されるだけであるが 7、(111)量子井戸の場合は３つの方向全て

7persistent spin helix（例えばレビュー論文 [94]参照）は、Dyakonov-Perelのスピン緩和を抑制する条件と同じ条件で起こ
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のスピン緩和が同時に抑制されるという利点を持っていることである。しかし、(001)や (110)量子井戸

とともに (111)量子井戸も、スイッチングデバイスへの応用 [9, 10, 11, 12]という観点からすると、Ez

を微調節しなければスピン緩和を抑制できないという点には課題がある。なぜなら、6.1節に記したよう

に、実際の試料では、例えばドナー密度のような量子井戸の構造の詳細は設計値からどうしてもずれて

しまうため、Rashba係数と１次のDresselhausスピン軌道相互作用の係数が正確にキャンセルする Ez

に調節することは難しいからである。さらに、Ezを調節してRashba係数を適する値にして有効磁場の

和を抑制するには、ゲートに付随する電気容量の充電の時定数より長い時間がかかってしまうという問

題も存在する。そのため、Ezの特別な１つの値で２つの係数をキャンセルするのではなく、広い範囲の

Ez で有効磁場の和を抑制することが望ましい。

本研究では、以前の論文 [18]で提案された方法を１次のDresselhausスピン軌道相互作用も働いている

場合に拡張して、ゲートによる電場の広い範囲においてRashbaスピン軌道相互作用による有効磁場と１

次のDresselhausスピン軌道相互作用による有効磁場の和を抑制する方法を提案する。１次のDresselhaus

スピン軌道相互作用による有効磁場の表式は、その係数を除いて Rashbaスピン軌道相互作用による有

効磁場と同じであるが、１次のDresselhausスピン軌道相互作用による有効磁場はEz = 0でゼロでない

ため、２つの有効磁場をEz = 0のまわりで打ち消すには、Rashbaスピン軌道相互作用による有効磁場

は Ez の０次の項を持つ必要がある。そこで、２つの有効磁場の和を電場の広い範囲で抑制するために

次の方法を提案する。まず、(111)量子井戸を非対称にする、つまり左右の障壁層に異なる半導体を配置

することにより αに電場について０次の項を生じさせ、βの電場について０次の項を打ち消すように調

節する。ただし、本研究では βの電場について１次の項も考慮して α、β、α+ βを次式により表し、

α = asoEz + α(0), β = bsoEz + β(0), (209)

∴ α+ β = (aso + bso)Ez + (α(0) + β(0)). (210)

式 (210)の aso + bsoと α(0) + β(0)の２つをゼロにする。この研究で採用する量子井戸の障壁層の半導体

AlxGa1−xAsySb1−yのAlの割合を左右の障壁層で変えて、非対称な（異なる）x1と x2とすれば（図 38

参照）変数は２つになる。したがって、x1と x2を調節して aso + bsoと α(0) + β(0)をゼロにすることが

可能である。

この研究ではさらに、6章に記したRashbaスピン軌道相互作用による有効磁場のスイッチング [20]を

拡張して、上記２つの有効磁場が釣り合った非対称量子井戸と大きな有効磁場を持つ非対称量子井戸の間

で電子を移動させることにより有効磁場をスイッチングすることを提案する。これら２つの非対称量子井

戸からは対称な３重量子井戸構造を作れないため、この研究では２重量子井戸構造（図 40(a)参照）を採

用する。この章ではこの２重量子井戸構造において、Rashbaスピン軌道相互作用と１次のDresselhaus

スピン軌道相互作用による Dyakonov-Perel機構のスピン緩和率の on/off比は、室温で 107に達するこ

とを示す。スピン緩和率の計算には、単一バンド（サブバンド）の場合についてのDyakonov-Perelの表

式を拡張して得られた、マルチサブバンドの場合についての表式（6.3節の式 (202)参照）を用いた。最

後に、Dresselhausスピン軌道相互作用の考慮しなかった項（運動量について３次の項）によるスピン緩

る。すなわち (001)量子井戸では α0 = ±β0 のとき [92, 94]（α0 と β0 は基底サブバンドの Rashba係数と１次の Dresselhaus

スピン軌道相互作用の係数である）、(110)量子井戸では α0 = 0のとき [48, 94]に起こる。
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図 38: 障壁層の半導体AlxGa1−xAsySb1−yのAlの割合が左右の障壁層で異なる (111)量子井戸. V c
bo(z)

は伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル. 井戸層の半導体は In0.53Ga0.47Asである.

和率への影響について議論する。

7.2 モデルとハミルトニアン

量子井戸構造に束縛された伝導帯の電子のハミルトニアンは 6章の式 (149)から (153)と同様である

が、スピン軌道相互作用にRashbaスピン軌道相互作用（式 (157)参照）の他に結晶中の空間反転対称性

の破れに起因するDresselhausスピン軌道相互作用（4.2節参照）が加わっている。電子面密度Ns ̸= 0

のとき量子井戸構造内部の電子によるポテンシャルは 6章と同様のハートリー近似により計算し、量子

井戸構造には 6章と同様に x、y方向に周期的境界条件を課す。本研究では、式 (156)と同じく電子の z

方向の運動を記述するシュレディンガー方程式と Ves(z)に対するポアッソン方程式を 6章と同様に計算

する。

運動量について１次の項のみ考慮したDresselhaus スピン軌道相互作用Hso
D は、次式により与えられ

る（導出はAppendix N参照）。

Hso
D = b̂

(
σxk̂y − σyk̂x

)
, (211)

ここで、(k̂x, k̂y) = (p̂x, p̂y)/ℏ、σxと σy はパウリのスピン演算子であり、

b̂ =
2√
3
γk̂2z , (212)

ただし k̂z = p̂z/ℏであり、γ は 4.2節の式 (88)、(89)、(90)に記した。Hso(= Hso
W + Hso

D )の期待値は

Rashbaスピン軌道相互作用の形をしている、すなわち

⟨nk|(Hso
W +Hso

D )|nk⟩ = (αn + βn)(σxky − σykx), (213)

59



ここで、βnは（１次のDresselhausスピン軌道相互作用）Hso
D に由来する、次式により定義されるサブ

バンド依存の係数である（αnについては式 (160)参照）。

βn = ⟨n|b̂|n⟩. (214)

ここで、上式中の γは井戸層と障壁層との差を無視し井戸層の In0.53Ga0.47Asの値を用いた。評価した

ところ、γの井戸層と障壁層との差は２倍程度であった。

不純物ポテンシャル Vimp(r)（r = (x, y, z)）の基準点の設定、各々の不純物によるポテンシャルの和

として書けるという仮定、短距離モデルを仮定したことは 6章と同じである。式 (213)のスピン軌道相

互作用は、次式のスピン緩和を誘発する [48]。

dSν
dt

= −
∑
λ

Sλ
τνλ

(ν, λ = x, y, z), (215)

1/τxx = 1/τyy = 1/(2τzz), 1/τij = 0 (i ̸= j) (216)

ここで τνν は、ν方向のスピン偏極 Sν のスピン緩和時間である。スピン緩和率テンソル 1/τνλの関係式

(216)は、式 (192)を次式のように変更して、式 (215)を用いると求められる（6.3節参照）。

f
(0)
nk =

1

2
I [f↑(εnk) + f↓(εnk)] +

1

2
σ · sf△(εnk), (217)

ここで Iは単位行列であり、sはスピン偏極の向きの単位ベクトルである。また、f△(εnk)は次式のよう

に sに対して上向きのスピンの電子と下向きのスピンの電子の分布の差である。

f△(εnk) = f↑(εnk)− f↓(εnk), (218)

fσ(ε)は、式 (194)と同様にスピンの向きに依存するフェルミ・ディラック分布関数である。τzz の表式

は、マルチサブバンドの場合に導出した式 (202) （上向きのスピンの電子と下向きのスピンの電子の化

学ポテンシャルの差の絶対値 |µ↑ − µ↓|が |µ↑ − µ↓| ≪ kBT のとき）と (203)（基底サブバンドと第一励

起サブバンドが占有されていて、kBT ≪ εF − ε1 (εF : フェルミエネルギー)で |µ↑ − µ↓| ≪ εF − ε1の

とき）の τsと同じである。ここで、表式の導出のために採用した近似を記す。(1) ⟨n′k|ρ|nk⟩ = 0 （n

と n′はサブバンド指標で n ̸= n′である）(2) Vimp(r)の２次の項まで考慮する。(3) 各々の不純物の x

と y座標について平均をとる。(4) Dyakonov-Perel理論 [1, 2, 48] に基づき、分布関数に対応する fnk

（式 (173)参照）の運動学的方程式（6章では式 (184)）の衝突項の導出においてはスピン軌道相互作用

を無視し、その運動学的方程式を解くときはΩnτnの１次の項まで考慮した。ここで、Ωnτnの０次に対

応する fnkは式 (217)の f
(0)
nk である。(5) τzz に対する表式を得るために、最後に |µ↑ − µ↓| → 0の極限

をとった。スピン緩和率を無次元化するための運動量緩和時間とスピン緩和時間の単位として使用する

τp0と τs0の定義は、式 (205)と (206)と同じである。

7.3 計算結果

7.3.1 (111)単一量子井戸における有効磁場の釣り合い

Rashbaスピン軌道相互作用による有効磁場と１次のDresselhausスピン軌道相互作用による有効磁場

の和を抑制した結果について記す（図 39参照）。井戸層の半導体Wは In0.53Ga0.47Asであり、障壁層の半
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導体については、B1はAlの割合xがx1 = 0.253であるAlx1Ga1−x1Asy1Sb1−y1であり、B2はx2 = 0.323

のAlx2Ga1−x2Asy2Sb1−y2である。井戸層の半導体 In0.53Ga0.47Asと障壁層の半導体AlxGa1−xAsySb1−y

の間の伝導帯のバンドオフセットCBOは、線形補間の下では次式で与えられるAlの割合 xの１次関数

である。

CBO = 0.436 + 1.43x. (219)

x1と x2の値は、電子面密度Ns = 0において、基底サブバンドのRashba係数 α0と１次のDresselhaus

スピン軌道相互作用の係数 β0の和の、印加電場Ezについて０次の項と１次の項の係数がゼロになるよ

うに決めた。一方、２つの障壁層の半導体それぞれの Asの割合 yは、それらの半導体が井戸層の半導

体および基板 InPに格子整合するように設定することができる。図 39(b)に示したように、α0 + β0は

Ez の広い範囲において β0よりずっと小さい値になっている。

7.3.2 (111)２重量子井戸構造におけるDyakonov-Perelスピン緩和のスイッチング

次に、有効磁場が抑制された量子井戸と、Ez = 0でもRashbaスピン軌道相互作用による有効磁場が

大きくなるように非対称で（左側の障壁層の半導体 B3 は AlxGa1−xAsySb1−y で Alの割合は x3 = 1）

井戸幅を狭くしたもう１つの量子井戸から成る２重量子井戸構造について考える（図 40(a)参照）。その

２つの量子井戸の間の厚い障壁層は、スピン緩和が onまたは offである Ez において、２つの量子井戸

に局在する状態が互いに混成しないようにする。図 40(b)にEzによる α0 + β0のスイッチングの様子を

示した。有効磁場が抑制された右の量子井戸に電子が局在する Ez ∼ 0の off状態では、α0 + β0は無視

できるほど小さく、Rashbaスピン軌道相互作用の大きい左の量子井戸へ電子が移動した大きなEzでの

on状態では、α0 + β0は大きな値になる。Ez = 20× 106 V·m−1の近傍で α0 + β0は不連続的に増加し

ている。
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図 39: (a)障壁層の半導体AlxGa1−xAsySb1−yのAlの割合が左右の障壁層で非対称な (111)量子井戸に

おける伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z)。 井戸層の半導体は In0.53Ga0.47Asであ

る。障壁層B1 (B2)の半導体のAlの割合 xは、x1 = 0.253 (x2 = 0.323)である。(b)基底サブバンドの

電子のRashbaスピン軌道相互作用の係数 α0 (破線)。１次のDresselhausスピン軌道相互作用の係数 β0

(点線)、α0 + β0 (実線)を、面直方向の印加電場Ez の関数としてプロットしたもの。添え字 “0”は基底

サブバンドを表す。電子面密度はNs = 0 （(a)(b)ともに文献 [29]より。図の転載は IOP Publishingに

より許可されている。）。
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図 40: (a)図 39 (b)に示した有効磁場が抑制された量子井戸（右）と有効磁場が大きい量子井戸（左）

から構成された (111)２重量子井戸構造の伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z)。半導

体W, B1, B2は図 39と同じ。障壁層の半導体B3はAlAsySb1−yである。(b)図 39 (b)と同じ係数が２

重量子井戸構造についてプロットされている。和 α0 + β0はEz = 20× 106 V·m−1の近傍で不連続的に

増加している（(a)(b)ともに文献 [29]より。図の転載は IOP Publishingにより許可されている。）。
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図 41に、２重量子井戸構造のNs = 4× 1011cm−2での電場Ezに対するスピン緩和率 1/τzzの温度依

存性を示した。図 41 (a)は線形目盛りで、図 41 (b) は片対数目盛でプロットした。図 41 (b)よりEzが

0 < Ez/(10
6 V·m−1) < 20の範囲で、温度が絶対零度から室温まで上がると 1/τzz は数桁大きくなるこ

とが分かる。この理由は、温度が上がると励起サブバンド (n = 1)を占有する電子が増え、その波動関

数 φnの大きな振幅が左の量子井戸にあるため、その電子によりスピン緩和が発生するからである。し

かし、1/τzz が on、offとなるEz をそれぞれEz/(10
6 V·m−1) = 30と-5にとったとき、1/τzz の on/off

比は絶対零度から室温まで 107のオーダーに達する。この理由は、左の量子井戸の井戸幅を右の量子井

戸の井戸幅より小さくすることにより、基底サブバンドと励起サブバンドのエネルギー差を大きくする

ことができ、励起サブバンドを占有する電子の数を小さくできたからである。図 42には、２重量子井

戸構造の室温でのスピン緩和率 1/τzzの電子面密度Ns依存性を示した。図よりNs依存性は強くないこ

とが分かる。
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図 41: 図 40(a)に示した２重量子井戸構造の面直方向の電場 Ez に対するスピン緩和率 1/τzz の温度依

存性。Ns は電子面密度。(a) は線形目盛りで (b) は片対数目盛でプロットした（(a)(b)ともに文献 [29]

より。図の転載は IOP Publishingにより許可されている。）。
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図 42: 図 40(a)に示した２重量子井戸構造の面直方向の電場Ezに対するスピン緩和率 1/τzzのT = 300K

での電子面密度 Ns依存性。片対数目盛でプロットした [29]。図の転載は IOP Publishingにより許可さ

れている。
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6.4.3節と同様にして、図 40の２重量子井戸構造について左右の井戸幅、それら２つの井戸間の障壁

幅を±20％変化させたときのスピン緩和率 1/τzzの 300Kでの計算結果を示す。図 40の２重量子井戸構

造について、スピン緩和率の左の井戸幅依存性（図 43(a)参照）は、次のようにして理解できる。左の井

戸幅を小さく（大きく）すると、左の井戸の束縛状態の基底エネルギーが高く（低く）なり、Ez = 0 で

の第１励起サブバンド端のエネルギー ε1 と基底サブバンド端のエネルギー ε0 の差 ε1 − ε0 は+20％、

0％、-20％の順に大きくなる。そのため、左の井戸幅が狭いほど電子は励起サブバンドを占有しにくく

なるためである。スピン緩和率の右の（有効磁場が抑制された）量子井戸の井戸幅依存性（図 43(b)参

照）は、井戸幅を±20％変化させたことにより α0 + β0の値がゼロからずれることから理解できる。ス

ピン緩和率 offのときの値が、−20％変化させたたときの方が+20％変化させたときに比べて大きいの

は、|α0 + β0|の値が前者の方が大きいためである。内側の障壁幅依存性（図 44参照）については、内

側の障壁幅を±20％変化させても、スピン緩和率 on の値も off の値もほとんど変化していない。on/off

比の観点で言うと、左の井戸幅を大きく（小さく）すると on/off比は小さく（大きく）なり、右の井戸

幅を変化させると on/off比は小さくなる。
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図 43: (a)T = 300Kでの、図 40の２重量子井戸の左の井戸幅を±20％変化させたときの面直方向の電

場Ezに対するスピン緩和率 1/τzz。(b)T = 300Kでの、図 40の２重量子井戸の右の井戸幅を±20％変

化させたときの面直方向の電場 Ez に対するスピン緩和率 1/τzz。(a)(b)ともに比較のため図 40の２重

量子井戸の場合のグラフも示す (赤線)。片対数目盛でプロットした。井戸層の半導体Wと障壁層の半導

体 B1,B2,B3は図 40と同じ（(a)(b)ともに文献 [29]より。図の転載は IOP Publishingにより許可され

ている。）。

図 45には、半導体B3を用いた障壁層が右側にあるもう１つの２重量子井戸構造のNs = 4×1011cm−2

でのスピン緩和率 1/τzzの温度依存性を示した。この２重量子井戸構造では、スピン緩和率 onのときの

α0と β0の符号が異なるため、onのときの 1/τzz は半導体 B3を用いた障壁層が左側にある２重量子井

戸構造よりも小さい。しかし、その on/off比は２つの２重量子井戸構造で同じオーダーであった。
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図 44: T = 300Kでの、図 40の２重量子井戸の２つの井戸間の障壁幅を±20％変化させたときの面直

方向の電場Ezに対するスピン緩和率 1/τzz。比較のため図 40の２重量子井戸の場合のグラフも示す (赤

線)。片対数目盛でプロットした。井戸層の半導体Wと障壁層の半導体B1,B2,B3は図 40と同じ。[29]。

図の転載は IOP Publishingにより許可されている。
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図 45: (a) 図 40(a)に示したものと半導体 B3 を用いた障壁層 の位置が異なる２重量子井戸構造の伝

導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z)。(b) 電場 Ez に対するスピン緩和率 1/τzz の温度

依存性。Ns は電子面密度。片対数目盛でプロットした（(a)(b)ともに文献 [29]より。図の転載は IOP

Publishingにより許可されている。）。
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最後に、本章の以上の計算に取り入れなかった３次のDresselhausスピン軌道相互作用 [21, 89]の影響

を議論する。３次のDresselhausスピン軌道相互作用は面内の波数 k = |k|について３次なので、１次の

Dresselhausスピン軌道相互作用より (kd/π)2倍程度小さい。ここで dは井戸幅であり、障壁の高さが無

限大の単一量子井戸の基底サブバンドを占有する電子では
⟨
k̂2z

⟩
= (π/d)2である。そのため、井戸幅の狭

い量子井戸に関する多くの研究では考慮されなかった。しかし、先行研究 [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]

や本研究では、１次の Dresselhausスピン軌道相互作用と Rashbaスピン軌道相互作用はキャンセルし

あう。そのため、Rashbaスピン軌道相互作用の大きい on状態では３次の Dresselhausスピン軌道相

互作用は無視できるが、off状態ではそれは支配的になる。図. 40(a) と 45(a) の２重量子井戸構造で

Ns = 4× 1011cm−2の場合について、３次のDresselhausスピン軌道相互作用によるスピン緩和率 offの

値を見積もった結果、スピン緩和率の on/off比は絶対零度では 105に、室温では 104に減少した。

7.4 結論

本研究では、(111)面上に成長させた InGaAs/AlGaAsSb 量子井戸において、Rashbaスピン軌道相

互作用による有効磁場と１次のDresselhausスピン軌道相互作用による有効磁場は、左右の障壁層に用

いる AlxGa1−xAsySb1−y の Alの割合を調節することにより、ゲートにより印加する電場の０次と１次

において互いにキャンセルできることを示した。また、上記のように有効磁場を抑制した量子井戸と大

きな Rashbaスピン軌道相互作用を持つ量子井戸から成る２重量子井戸構造では、ゲートにより印加す

る電場を変えることによりDyakonov-Perel機構のスピン緩和率を、室温でも高い on/off比でスイッチ

ングできることを示した。
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8 総括

本博士論文の研究では、スピン緩和の on/offにより電流の on/offを行うスピン緩和 FETの性能向上

を一つの動機として、半導体量子井戸構造においてDyakonov-Perel機構に基づくスピン緩和率の on/off

比を大きくする方法を探求した。スピン緩和率を大きく変える方法はスピン緩和 FET以外にも有用で

あると期待される。本論文では、スピン緩和を on/offする方法として、有効磁場の大きい量子井戸と

（電場の広い範囲で）有効磁場を抑制した量子井戸の間をゲート電圧により電子に移動させて有効磁場

を on/offすることによりスピン緩和を on/offする方法を提案した。この方法の長所は、ゲート電圧が多

少ずれてもスピン緩和率の on/off比が大きく減少することを回避できるとともに、スピン緩和の on/off

に必要なゲート電圧の増減幅も小さくできることである。

本研究では、面方位が (110)の３重量子井戸構造と (111)の２重量子井戸構造について、室温でのス

ピン緩和率の on/off比が大きくなる構造を探求した。(110)３重量子井戸構造では、Dresselhaus有効

磁場がスピン緩和に寄与しない面直方向のスピン偏極についてのみ、スピン緩和を on/offできる。一方

(111)２重量子井戸構造では、あらゆる方向のスピン偏極についてスピン緩和を on/offできる。スピン

緩和 FETに応用する際、ソース電極から２次元チャネルに入射する電子が正確に面直方向にスピン偏

極している場合は (110)３重量子井戸構造を用いることで大きいスピン緩和率 on/off比が得られるが、

スピン偏極の向きが面直方向でない場合は (111)２重量子井戸構造を用いることによりはじめてスピン

緩和率 on/off比を大きくできる。

高温において電子占有率が増す励起サブバンドがスピン緩和率にもたらす影響を評価するために、基

底サブバンドのみを考慮した Dyakonov-Perel機構のスピン緩和率の表式 [1, 2] を励起サブバンドも考

慮した表式に拡張し、その拡張した表式を用いてスピン緩和率を計算した。スピン緩和率の offでの値

を抑制し on/off比を大きくするためには励起サブバンドと基底サブバンドの間のエネルギー差を大きく

する必要がある。そのための方針として、有効磁場を抑制する量子井戸を広くし有効磁場を大きくする

量子井戸を狭くするガイドラインを立てた。このガイドラインに基づき設計した (110)３重量子井戸構

造について次の３つの計算結果が得られた。

(1) 外側の障壁層の半導体 Aとして In0.52Al0.48Asを用いた３重量子井戸構造（図 46）において、絶対

零度でのスピン緩和率の on/off比は 106に達したが、室温 (300K)では、励起サブバンドを占める電子

がスピン緩和率の offでの値を引き上げるため、スピン緩和率の on/off比は 101にまで減少した。

(2) スピン緩和 offのときの励起サブバンドの影響を低減するために、半導体Aとして伝導帯のバンドオ

フセットが大きいAlAsySb1−y を用いて障壁を高くし、左右の井戸をさらに狭くできるようにした（図

47）。この図 47の構造では、図 46の構造に比べて、電場がゼロのときの基底サブバンド端と第１励起

サブバンド端の間のエネルギー差が 0.36 eV増加した。その結果スピン緩和 offの電場領域において励起

サブバンドの影響を低減することができ、スピン緩和率の on/off比は室温でも 106に達した。

(3) この構造（図 47）における室温でのスピン緩和率は、単一量子井戸構造A/W/Aに比べて、offでの

値が 10−3程度になり onでの値も増大して on/off比は数桁上がった。

(111)２重量子井戸構造では、Rashba係数 αと１次のDresselhausスピン軌道相互作用の係数 βとが

打ち消し合い（あらゆる方向のスピン偏極に対して）スピン緩和が抑制されるように左右の障壁層の半
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図 46: 外側の障壁層の半導体Aが In0.52Al0.48Asである３重量子井戸構造の伝導帯のバンドオフセット

によるポテンシャル V c
bo(z) [20]（図の転載はAmerican Physical Societyにより許可されている）。
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図 47: 外側の障壁層の半導体AがAlAsySb1−yである３重量子井戸構造の伝導帯のバンドオフセットに

よるポテンシャル V c
bo(z) [20]（図の転載はAmerican Physical Societyにより許可されている）。

導体のAlの割合 x1, x2を調節した非対称量子井戸を導入し、次の２つの計算結果を得た。

(1) α+ βの電場について０次と１次の項の係数がゼロになるように、x1 = 0.253、x2 = 0.323と決定し

た。この非対称量子井戸において、電子面密度がゼロで印加電場の大きさ |Ez|が |Ez| ≤ 3×107 (V·m−1)

のとき、基底サブバンドの α+βは |(α0+β0)/β0| < 10−4 （0は基底サブバンドを表す）に低減できた。

(2) この量子井戸と |α0 + β0|の大きい量子井戸からなる２重量子井戸構造（図 48）において、あらゆる

方向のスピン偏極に対して、室温でのスピン緩和率の on/off比が 107に達した。
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図 48: ２重量子井戸構造の伝導帯のバンドオフセットによるポテンシャル V c
bo(z) [29]（図の転載は IOP

Publishingにより許可されている）。
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A ボルツマンの輸送方程式

本研究では、スピン緩和を定式化しスピン緩和率を計算するために、量子 Liouville方程式を用いる。

不純物密度が非常に小さいという仮定の下では、量子 Liouville方程式からボルツマンの輸送方程式を

導出できる [30]。そこで、輸送現象を取り扱う代表的手法であるボルツマンの輸送方程式について説明

する。

A.1 波束による電子の運動の記述

ブロッホの定理より、電子は結晶中で波として振る舞う。Ulatticeを結晶ポテンシャルとすると、結晶

中の電子のハミルトニアン

H0 = p̂2/2m+ Ulattice. (220)

の固有関数は、ブロッホ関数

⟨r|k⟩ = uk(r) exp(ik · r). (221)

により表すことができる。ここで、ℏkは結晶運動量である。

電場等の外場が加わっている場合を考えるには、そのポテンシャルの空間変動スケールを λとして、

∆r（波束の広がり）≪ λとなる波束の運動を考えるのが便利である。ただし、∆r（波束の広がり）≫ R

（不純物ポテンシャルの及ぶ距離）とする。

次に、波束による自由電子の運動の記述について記す。式 (220)中の Ulatticeを無視する。そのとき固

有関数と固有エネルギーは次の２式のようになる。

⟨r|k⟩ = V −1/2 exp(ik · r), (222)

εk = ℏ2k2/2m. (223)

また、時間に依存するシュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
⟨r|k, t⟩ = ⟨r |H0|k, t⟩ . (224)

の解は、

ψ(k) ≡ ⟨r|k, t⟩ = V −1/2 exp(ik · r − iε(k)t/ℏ). (225)

となる。したがって、波数k0の近傍の波数k (|k−k0| ≤ ∆k)を持つ固有関数を重ね合わせた波束（wave

packet）は

⟨r|ψwp⟩ =
∫
dkf(k)ψ(k) = A(r)ψ(k0). (226)

と書ける。ここで、f(k) = 0 (|k − k0| > ∆k)であり、

A(r) =

∫
dkf(k) exp(i(k − k0) · r − i[ε(k)− ε(k0)]t/ℏ)

≈
∫
dkf(k) exp(i(k − k0) · [r − v(k0)t]), (227)
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ただし、v(k) = ℏ−1∂ε/∂k = ℏk/mは群速度である。上式より、波束は v(k0)で移動することが分かり、

∆r∆k ∼ 1を満たす広がり∆rを持つ。

本節の最後に、ポテンシャル中の電子の波束による記述について記す。波束を |ψ⟩で表し、

H =
p̂2

2m
+ V (r), (228)

iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = H|ψ⟩. (229)

であるとする。ここで、ポテンシャル V (r)は緩やか、すなわち λ≫ ∆rであるとし、波束は規格化され

ているとする。また、波束の実空間、波数空間の広がりを、それぞれ∆r、∆kとする。このとき、ポテン

シャル勾配は∆r内で一定であり、⟨p⟩ = ℏk0，⟨r⟩ = r0とおく。次の２式を用いると（∇x = (i/ℏ)p̂x）、

d

dt
⟨px⟩ =

1

iℏ
⟨ψ |[p̂x, H]|ψ⟩ = ⟨ψ|(−∇xV )|ψ⟩ , (230)

d

dt
⟨x⟩ =

1

iℏ
⟨ψ |[x̂,H]|ψ⟩ = 1

m
⟨ψ|p̂x|ψ⟩ . (231)

次の２式が得られる。

ℏk̇0 = −∇V (r0), (232)

ṙ0 =
ℏk0

m
= v(k0). (233)

A.2 分布関数とボルツマンの輸送方程式

本節の前半で分布関数について、後半でボルツマンの輸送方程式について記す。

波束の実空間での広がりを∆rとし、その中心をrとする。そのとき、波数空間での広がりは∆k ∼ 1/∆r

となる。その中心の波数を kとする。次の２つの要請を行う。

∆r ≪ λ（ポテンシャルの変動スケール）, (234)

∆k ≪ 系を特徴づける波数＝フェルミ波数. (235)

このとき、

λF（フェルミ波長）≪ ∆r ≪ λ. (236)

となる。今考えているゆるやかなポテンシャル（λが大）の場合、式 (236)を満たすように∆rを設定で

きる。

ここで、量子力学的状態 kの占有確率を与える分布関数 f(r,k, t)を導入する。f(r,k, t)とは、位置

r、時刻 tにおいて波数 kの状態を電子が占有する確率のことであり、Fermi統計より 0 ≤ f(r,k, t) ≤ 1

となる。また、統計力学より

量子力学的状態の数 = dxdydzdpxdpydpz/h
3 = dxdydzdkxdkydkz/(2π)

3. (237)
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である。ここで、周期境界条件を長さ Lの系に課すと波数の間隔は 2π/Lとなる。また、式 (237)より、

∆r∆k ∼ 1であるから∆r∆kに状態がおよそ１個あることになる。また、同じく式 (237)より、

f(r,k, t)dxdydzdkxdkydkz/(2π)
3 =電子数, (238)∫

f(r,k, t)dxdydzdkxdkydkz/(2π)
3 = N（総電子数）. (239)

である。さらに、平衡状態（電流＝０）では、分布関数は Fermi分布関数に等しくなり、

f(r,k, t) = f0(εk) =
1

exp
(
εk−µ
kBT

)
+ 1

. (240)

である。最後に分布関数を用いて研究を行う立場について記す。それは、N 個（総電子数）の電子それ

ぞれの配置を求めることは不可能である。そこで電子数の平均、すなわち分布関数を求める。分布関数

より電流密度を求めることができる。

A.1節より、波束の運動は ṙ = vkと ℏk̇ = F = −∇V (r)により記述できる。時刻 tに (r，k)

にあった電子は t+ dtには (r + vkdt,k + ℏ−1F dt)にくる（図 49参照）。

 1, ,
k

f r v dt k Fdt t dt  

 , ,f r k t

図 49: 電子の流れと分布関数の変化。時刻 tで f(r,k, t)であったものは dt後には他の状態に変化する。

電子数保存より次式が成り立つ。

f(r,k, t)dr(t)dk(t)/(2π)3

= f(r + vkdt,k + ℏ−1F dt, t+ dt)dr(t+ dt)dk(t+ dt)/(2π)3. (241)

上式と Liouvilleの定理 dr(t)dk(t) = dr(t+ dt)dk(t+ dt)より

f(r + vkdt,k + ℏ−1F dt, t+ dt) = f(r,k, t). (242)

が成り立つ。
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次に不純物との衝突を考慮する。流れ（ドリフト）による分布関数 fの時間的変化を (∂f/∂t)d

（ドリフト項）とし、衝突による分布関数 f の時間的変化を (∂f/∂t)c（衝突項）とすると、次

の関係が成り立つ。(
∂f

∂t

)
d

+

(
∂f

∂t

)
c

= 0, (243)(
∂f

∂t

)
d

dt = −[f(r + vkdt,k + ℏ−1F dt, t+ dt)− f(r,k, t)], (244)(
∂f

∂t

)
c

dt =
∑
k′

[−Wk′kdt f(r,k, t) +Wkk′dt f(r,k′, t)]. (245)

ただし、Wk′kは波数 kの状態から波数 k′の状態への単位時間あたりの遷移確率である。ここ

で、フォノン散乱の場合の衝突項は次式のようになる。(
∂f

∂t

)ph

c

dt =
∑
k′

[−W ph
k′kdt f(k)(1− f(k′)) +W ph

kk′dt f(k
′)(1− f(k))]. (246)

なお、不純物散乱の場合の衝突項（式 (245)）の導出は、2.3節とAppendix Dで述べる。上の

式 (243)、(244)、(245)から次式が成り立つ。

f(r + vkdt,k + ℏ−1F dt, t+ dt)− f(r,k, t)

=
∑
k′

[−Wk′kdt f(r,k, t) +Wkk′dt f(r,k′, t)], (247)

∴
∂f

∂t
+ vk ·

∂f

∂r
+ ℏ−1F · ∂f

∂k

=
∑
k′

[−Wk′kf(r,k, t) +Wkk′f(r,k′, t)] . (248)

式 (248)をボルツマン方程式と呼ぶ。
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B 量子Liouville方程式の導出

状態ケットに対するシュレーディンガー方程式は次式の通りである。

iℏ
d

dt
|ψ⟩ = H|ψ⟩. (249)

その状態ケットを基底ケット |ν⟩で展開する。すなわち

|ψ⟩ =
∑
ν

cν(t)|ν⟩. (250)

とする。式 (249)に式 (250)を代入すると、

iℏ
∑
ν

dcν
dt

|ν⟩ =
∑
ν

cνH|ν⟩. (251)

となる。左から ⟨ν ′|を掛けて内積をとると、次式が得られる。

iℏ
dcν′

dt
=
∑
ν

Hν′νcν , (252)

ここで、Hν′ν = ⟨ν ′ |H| ν⟩である。

続いて密度行列の定義式 ρoneνν′ =
⟨
cν(t)c

∗
ν′(t)

⟩
を、取り得る量子状態 |ψ(i)⟩ の基底ケット |ν⟩ (ν =

1, 2, · · · )による展開係数 c
(i)
ν (t) (ν = 1, 2, · · · )とその量子状態が見い出される確率 w(i)を用いて、次の

ように書き直す。

ρoneνν′ = ⟨cν(t)c∗ν′(t)⟩ =
∑
i

w(i)c(i)ν (t)c
(i)∗
ν′ (t). (253)

上式の両辺を tで微分したものは、式 (252)より次のようになる。

dρoneνν′

dt
=

∑
i

w(i)

[
dc

(i)
ν

dt
c
(i)∗
ν′ + c(i)ν

dc
(i)∗
ν′

dt

]

=
1

iℏ

(∑
µ

Hνµρ
one
µν′ −

∑
µ

ρoneνµ Hµν′

)

=
1

iℏ
(Hρone − ρoneH)νν′ , (254)

ここで、Hµν′ = H∗
ν′µの関係を用いた。ゆえに、

iℏ
dρone

dt
= [H, ρone] . (255)

である。
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C Kohn-Luttingerの密度行列に関する導出

2.2節の式 (20)、(21)、(22)を順番に示す。まず、１電子に働く演算子の和で表される多電子系の演算

子 Ãは第二量子化の形式で次のように書ける。

Ã =
∑
ν,ν′

Aν′νa
†
ν′aν , (256)

Aν′ν = ⟨ν ′|A|ν⟩, (257)

ここで、Aは１電子に働く演算子であり、|ν⟩、|ν ′⟩は１電子系の基底ケットである。このとき、式 (13)、

(19)、(256)より ⟨⟨
Ψ
∣∣∣Ã∣∣∣Ψ⟩⟩ = Tr(ρ̃Ã)

=
∑
ν,ν′

Tr(ρ̃a†ν′aν)Aν′ν

=
∑
ν,ν′

ρνν′Aν′ν

= tr(ρA). (258)

であり、式 (20)が成り立つことが言える。ただし、tr(ρA)は１電子系の基底ケット |ν⟩での演算
∑

ν ⟨ν |ρA| ν⟩

である。

次に、多電子系の密度演算子 ρ̃とハミルトニアン H̃ は式 (14)を満たす。その式に a†ν′aν を掛けてN

電子系の基底ケット |n⟩で Tr(· · · ) =
∑

n ⟨n |· · · |n⟩をとると、次式のようになる。

iℏ
dTr

(
ρ̃a†ν′aν

)
dt

= Tr
(
a†ν′aν [H̃, ρ̃]

)
. (259)

上式の左辺は式 (19)より iℏ(dρνν′/dt)である。一方、上式の右辺は次式のようになる。

Tr
(
a†ν′aν [H̃, ρ̃]

)
= Tr

(
a†ν′aνH̃ρ̃

)
− Tr

(
a†ν′aν ρ̃H̃

)
= Tr

(
a†ν′aνH̃ρ̃

)
− Tr

(
H̃a†ν′aν ρ̃

)
= Tr

(
[a†ν′aν , H̃]ρ̃

)
= Tr

[∑
ν′′

(a†ν′aν′′Hνν′′ − a†ν′′aνHν′′ν′)ρ̃

]
=
∑
ν′′

[Hνν′′ρν′′ν′ − ρνν′′Hν′′ν′ ]

= (Hρ− ρH)νν′ , (260)

ここで、(· · · )νν′ は括弧内の行列の (ν, ν ′)成分を表し、導出には式 (16)と、消滅演算子と生成演算子の

間の反交換関係を用いた。上記の結果を演算子の形式で書くと、式 (21)と同じ

iℏ
dρ

dt
= [H, ρ]. (261)
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となる。

最後に、式 (15)を用いると、

tr(ρ) =
∑
ν

ρνν

= Tr(ρ̃
∑
ν

a†νaν)

=
∑
n

⟨
n

∣∣∣∣∣ρ̃∑
ν

a†νaν

∣∣∣∣∣n
⟩

= N
∑
n

⟨n |ρ̃|n⟩

= N. (262)

となり、式 (22)が得られる。
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D 衝突項の導出の詳細

2.3節の式 (34)の J1と式 (35)の J2の評価を詳細に記す。まず、式 (34)中の ⟨k′|VI(t)|k⟩がゼロであ

ることについて記す。U †(t)、U(t)をそれぞれブラ、ケットに作用させた結果かかる tや t′の指数関数に

ついては考えない。

⟨k′|V (t)|k⟩

=
1

V

Nimp∑
i

∫
V
dre−i(k′−k)·ru(r − ri)e

δt

=
1

V

Nimp∑
i

e−i(k′−k)·ri
∫
V
dr′e−i(k′−k)·r′

u(r′)eδt

=
1

V

Nimp∑
i

exp[−i(k′ − k) · ri]uk′−ke
δt (263)

ここで、６行目では r = ri+ r′とし u(r′)が短距離力のポテンシャルであることを用いている。さらに、

k′ ̸= kであるため、exp[−i(k′ − k) · ri]を riについて平均するとゼロになる。すなわち、

1

V

∫
V
drie

−i(k′−k)·ri = 0 (264)

であり、J1 = 0となる。

次に、式 (35)の評価について記す。積分する各項を次のようにおく。

　A ≡ ⟨k|VI(t)VI(t′)ρI |k⟩, (265)

　B ≡ ⟨k|VI(t)ρIVI(t′)|k⟩, (266)

　 C ≡ ⟨k|VI(t′)ρIVI(t)|k⟩, (267)

　D ≡ ⟨k|ρIVI(t′)VI(t)|k⟩ (268)

Aの評価は次のようになる。式 (37)は上記の式 (263)と同様にして得られる。その式 (37)の右辺は、

i = jの項の k′′ = kのときのみゼロでない値になる。Aの評価をしてゆくと次のようになる。

A =
∑
k′

⟨k|VI(t)|k′⟩⟨k′|VI(t′)|k⟩⟨k|ρI |k⟩ (269)

=
∑
k′

⟨k|VI(t)|k′⟩⟨k′|VI(t′)|k⟩⟨k|ρI(t)|k⟩ (270)

=
∑
k′

|⟨k′|V (t = 0)|k⟩|2 exp
[
εk′ − εk
iℏ

(t− t′)

]
f(k, t) (271)

ここで、式 (28)より V (t)の 0次の近似で成り立つ式 ρI(t) = ρI(−∞)を用いた。同様にして

B =
∑
k′

|⟨k|V (t = 0)|k′⟩|2 exp
[
εk − εk′

iℏ
(t′ − t)

]
f(k′, t), (272)

C =
∑
k′

|⟨k|V (t = 0)|k′⟩|2 exp
[
−εk − εk′

iℏ
(t′ − t)

]
f(k′, t), (273)

D =
∑
k′

|⟨k′|V (t = 0)|k⟩|2 exp
[
εk′ − εk
iℏ

(t′ − t)

]
f(k, t). (274)
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が得られる。したがって、

− 1

ℏ2

∫ t

−∞
dt′(A+D)

= − 1

ℏ2
∑
k′

|⟨k′|V (t = 0)|k⟩|2
∫ ∞

−∞
dTei(εk′−εk)T/ℏf(k, t)

= −
∑
k′

2π

ℏ
|⟨k′|V (t = 0)|k⟩|2δ(εk′ − εk)f(k, t). (275)

と、同様にして

1

ℏ2

∫ t

−∞
dt′(B + C) =

∑
k′

2π

ℏ
|⟨k|V (t = 0)|k′⟩|2δ(εk − εk′)f(k′, t). (276)

が得られ、最終的に

J2 =
∑
k′

[
−Wk′kf(k, t) +Wkk′f(k′, t)

]
, (277)

Wk′,k =
2π

ℏ
|
⟨
k′ |V (t = 0)|k

⟩
|2δ(εk′ − εk). (278)

が得られる。
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E １次元井戸型ポテンシャルの問題の解法

E.1 左右の障壁の高さが有限で等しい場合

図 50の１次元井戸型ポテンシャルの問題を考える。次節の左右の障壁の高さが有限で異なる場合の解

法の導入のため、あまり一般的ではない解法を説明する。このときシュレーディンガー方程式は次のよ

x

( )U x

0U

L0

図 50: 左右の障壁の高さが有限で等しい１次元井戸型ポテンシャルの問題

うになる。 [
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ U(x)

]
φ(x) = εφ(x) (279)

U(x) =

 0, 0 < x < L,

U0, x ≤ 0, x ≥ L,
(280)

∴
[
d2

dx2
+

2m

ℏ2
(ε− U(x))

]
φ(x) = 0. (281)

定常状態（束縛状態）のエネルギー固有値 εは 0 < ε < U0であり、

k2 =
2mε

ℏ2
, (282)

γ2 =
2m

ℏ2
(U0 − ε). (283)

とすると、３つの区域での式 (281)の一般解は

φ(x) =


A0e

−γx +B0e
γx, x ≤ 0

Asin(kx+ δ), 0 < x < L

A1e
−γx +B1e

γx, x ≥ L
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と表される。x → ±∞で波動関数 φ(x)がゼロであるためには、A0 = B1 = 0でなければならない。

x = 0と x = Lで φ(x)と dφ/dxが連続である条件から、次の４つの方程式が得られる。

B0 = A sin δ, (284)

γB0 = kA cos δ, (285)

A1e
−γL = A sin(kL+ δ), (286)

−γA1e
−γL = kA cos(kL+ δ). (287)

式 (284)と式 (285)より
1

γ
=

1

k
tan δ. (288)

が、式 (286)と式 (287)より次式が得られる。

−1

γ
=

1

k
tan(kL+ δ). (289)

上の２式と k/γ =
√
ε/(U0 − ε)より次式が得られる。

kL = tan−1

(
−
√

ε

U0 − ε

)
− tan−1

(√
ε

U0 − ε

)
. (290)

ここで、任意の整数 nに対して tan(nπ − θ) = − tan θとなるので、ξ ≡ tan θとおくと

tan(nπ − θ) = −ξ (291)

∴ tan−1(−ξ) = nπ − tan−1 ξ (n：integer). (292)

を得る。上式を用いると式 (290)は次式のようになる。

kL = nπ − 2tan−1

(√
ε

U0 − ε

)
. (293)

さらに ζ ≡ sin θとおくと、

tan θ =

√
sin2 θ

1− sin2 θ
=

√
ζ2

1− ζ2
. (294)

∴ tan−1

√
ζ2

1− ζ2
= sin−1ζ. (295)

と書けるので、式 (293)は次式のようになる。

kL = nπ − 2sin−1

√
ε

U0
, (n = 1, 2, 3, · · · ). (296)

この式は、波数 kつまりエネルギー固有値の可能な値を決める超越方程式である。n = 1, 2, 3, · · ·に対

して式 (296)を満足する knの値は、y = kLと単調に減少する曲線

ζn(k) = nπ − 2sin−1 ℏk√
2mU0

. (297)
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図 51: ζ1(k)の様子

との交点の kの値に対応する（図 51参照）。ここで、sin−1の引数は 1を越えないから、kの値は 0 ≤

k ≤
√
2mU0/ℏの範囲に限ることができ、

0 ≤ sin−1 ℏk√
2mU0

≤ π

2
. (298)

とすることができる。また ζn(k)は単調減少する関数のため、trivialでない解 knになるには nは正の整

数しか許されない。このようにして、対称的な 1次元井戸型ポテンシャル中の電子の固有エネルギーは

εn = ℏ2k2n/2m (n = 1, 2, 3, · · ·)で与えられる。

次に、束縛状態の数について述べる。y = kLは単調増加、y = ζn(k)は単調減少するから 2つのグラ

フが交わるための条件は、k =
√
2mU0/ℏのとき kL− ζn(k) > 0、つまり

L
√

2mU0 > πℏ(n− 1). (299)

となる。この条件は n = 1のとき必ず満足される。したがって、対称な 1次元井戸型ポテンシャルでは、

Lと U0の値の如何にかかわらず、少なくとも１つ束縛状態ができる。井戸の中にできる束縛状態の数

は、不等式 (299)を満たす整数 nの最大値で与えられる。

この節の最後に、6章で議論した Rashbaスピン軌道相互作用による有効磁場を抑制した、量子井戸

B/W/Bにおける束縛状態のエネルギー固有値の分布を図 52に示す。障壁の高さは 0.86eVである。井

戸幅 L→ ∞の極限では束縛状態は８つあるが、エネルギー固有値の小さいものから４つ示した。6.4.2

節の場合は、L=12nmであり束縛状態は５つある。6.4.3節の場合は、L=4.5nmであり束縛状態は２つ

ある。上記のように Lをいくら小さくしても少なくとも１つ束縛状態がある。

E.2 左右の障壁の高さが有限で異なる場合

図 53、式 (300)のような非対称のポテンシャルの場合を考える。
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図 52: 6章の Rashbaスピン軌道相互作用による有効磁場を抑制した、量子井戸 B/W/Bにおける束縛

状態のエネルギー固有値の分布。 障壁の高さは 0.86eVである。井戸幅 L → ∞の極限では束縛状態は

８つあるが、エネルギー固有値の小さいものから４つ示した。6.4.2節の場合は、L=12nmであり束縛

状態は５つある。6.4.3節の場合は、L=4.5nmであり束縛状態は２つある。a∗B = 17.1nmである。

U(x) =


U0, x ≤ 0

0, 0 < x < L

U1, x ≥ L

(300)

このときのシュレーディンガー方程式は次式で与えられる。[
d2

dx2
+

2m

ℏ2
(ε− U(x))

]
φ(x) = 0. (301)

束縛状態のエネルギー固有値 εは 0 < ε < U0であり、

k2 =
2mε

ℏ2
, (302)

γ2 =
2m

ℏ2
(U0 − ε), (303)

γ21 =
2m

ℏ2
(U1 − ε). (304)
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図 53: 左右の障壁の高さが有限で異なる１次元井戸型ポテンシャルの問題

とすると、3つの区域での式 (301)の解は

φ(x) =


B0e

γx, x ≤ 0

Asin(kx+ δ), 0 < x < L

A1e
−γ1x, x ≥ L

と表される。エネルギー固有値だけを問題にする場合には、x = 0と x = Lで対数微分 (1/φ)(dφ/dx)

の連続性を条件にすれば良い。そのようにして、2つの方程式

k

γ
= tanδ, (305)

− k

γ1
= tan(kL+ δ). (306)

を得る。さらに区間 (−π/2, π/2)の中に kL+ δをとることにより、上の２式から次式が得られる。

δ = tan−1 k

γ
, (307)

δ = −kL− tan−1 k

γ1
+ nπ, (n : integer). (308)

式 (302)、(303)、(304)、(295)を用いて δを消去し、tan−1を sin−1で書き表すと、kを定める次の超越

方程式が得られる。

nπ − kL = sin−1 ℏk√
2mU0

+ sin−1 ℏk√
2mU1

, (n = 1, 2, 3, · · ·). (309)

ここで、sin−1の引数は１を越えないから、kの値は 0 ≤ k ≤
√
2mU0/ℏ (U0 < U1)の範囲に限ることが

できる。また、nπ − kLは kについて単調減少する関数のため、trivialでない解 knになるには nは正

の整数しか許されない。
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次に、この節でも束縛状態の数について述べる。上式の右辺は k =
√
2mU0/ℏのとき最大になるから、

k =
√
2mU0/ℏとして nπ − kLが上式の右辺より小さい場合、すなわち

L

ℏ
√

2mU0 > π

(
n− 1

2

)
− sin−1

√
U0

U1
. (310)

の条件が満たされるとき、井戸型ポテンシャル中の束縛状態は n個存在する。しかし、L
√
U0が非常に

小さいときは、束縛状態は一つも存在しない。

この節の最後に、6.4.2節と 6.4.3節で議論した大きな Rashbaスピン軌道相互作用を持つ非対称量

子井戸 A/W/B、B/W/A における束縛状態のエネルギー固有値の分布を図 54 に示す。図 54(a) は

A=In0.52Al0.48As の場合であり、その障壁の高さは 0.52eV である。図 54(b) は A=AlAsySb1−y の場

合であり、その障壁の高さは 1.86eVである。井戸幅L→ ∞の極限では、前者は束縛状態が６つあり後

者は束縛状態が８つあるが、エネルギー固有値の小さいものから４つ示した。(a)のA=In0.52Al0.48Asの

場合、6.4.2節の L=4nmでは束縛状態は１つ存在し、L ≤ 0.885nmでは束縛状態は１つも存在しない。

また、(b)のA=AlAsySb1−yの場合、6.4.3節のL=1.5nmでは束縛状態は１つ存在し、L ≤ 0.833nmで

は束縛状態は１つも存在しない。
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図 54: 6.4.2節と 6.4.3節で議論した大きなRashbaスピン軌道相互作用を持つ非対称量子井戸A/W/B、

B/W/A における束縛状態のエネルギー固有値の分布。(a)A=In0.52Al0.48Asの場合であり、その障壁の

高さは 0.52eV。(b)A=AlAsySb1−yの場合であり、その障壁の高さは 1.86eV。井戸幅 L→ ∞の極限で

は、(a)の A=In0.52Al0.48Asの場合は束縛状態が６つあり、(b)の A=AlAsySb1−y の場合は束縛状態が

８つあるが、エネルギー固有値の小さいものから４つ示した。(a)のA=In0.52Al0.48Asの場合、6.4.2節

の L=4nmでは束縛状態は１つ存在し、L ≤ 0.885nmでは束縛状態は１つも存在しない。また、(b)の

A=AlAsySb1−yの場合、6.4.3節のL=1.5nmでは束縛状態は１つ存在し、L ≤ 0.833nmでは束縛状態は

１つも存在しない。a∗B = 17.1nmである。
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F 時間反転対称性や空間反転対称性があるときのエネルギー固有値がもつ関係の導出

スピン軌道相互作用も含むハミルトニアンは、次式のように書ける。

H =
p̂2

2m
+ U(r) +

ℏ
4m2c2

σ · [(∇U)× p̂] , (311)

U は Ulatticeの添え字を省略している。r−表示したものがブロッホ関数になる、ハミルトニアンH の

固有ケットを |kσ⟩ と表す。ここで σ はパウリ行列 σz の固有値を表している 8。基本並進ベクトル a

だけ考えている系を平行移動させる演算子 e−ip̂·a/ℏ を用いて、e−ip̂·a/ℏ|kσ⟩ = eik·a|kσ⟩であり、また

H|kσ⟩ = εkσ|kσ⟩である。

まず、結晶に空間反転対称性があるときのエネルギー固有値がもつ関係を導出する。空間反転演算子

を IS とすると、IS と位置演算子 r̂、運動量演算子 p̂、スピン演算子 σの間には次の関係がある。

I−1
S r̂IS = −r̂, (312)

I−1
S p̂IS = −p̂, (313)

I−1
S σIS = σ, (314)

ここで、I−1
S = I†S である。このとき I−1

S U(r̂)IS = U(−r̂) = U(r̂)であるから、

I−1
S HIS = H, (315)

∴ HIS = ISH. (316)

が成り立つ。したがって

HIS |kσ⟩ = ISH|kσ⟩ = εkσIS |kσ⟩. (317)

となり、IS |kσ⟩は |kσ⟩と同じエネルギー固有値 εkσをもつ。さらに、平行移動の演算子 e−ip̂·a/ℏにおい

て aが基本並進ベクトルのとき、ブロッホの定理より

e−ip̂·a/ℏIS |kσ⟩ = ISI
−1
S e−ip̂·a/ℏIS |kσ⟩ = ISe

ip̂·a/ℏ|kσ⟩ = eik·(−a)IS |kσ⟩. (318)

となり、IS |kσ⟩ の波数は −kであることが言える。また、

σzIS |kσ⟩ = ISI
−1
S σzIS |kσ⟩ = ISσz|kσ⟩ = σIS |kσ⟩. (319)

より、IS |kσ⟩ の σz の固有値は σのままであることが言える。したがって、

IS |kσ⟩ = | −kσ⟩, (320)

∴ εkσ = ε−kσ, (321)

となる。ここで、式 (317)を用いている。

8スピン軌道相互作用が働いているとき、ブロッホ関数はアップスピン状態とダウンスピン状態が混じる。しかし大抵の場

合、それぞれの係数の絶対値は、どちらかが１に近くもう一方は１よりずっと小さい。１に近い方についてのパウリ行列 σz の

固有値を σ とする。
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次に、考えている系に時間反転対称性があるときのエネルギー固有値がもつ関係を導出する。時間反

転演算子を IT とすると、　

IT r̂I
−1
T = r̂, (322)

IT p̂I
−1
T = −p̂, (323)

ITσI
−1
T = −σ. (324)

の関係がある。したがって、

ITHI
−1
T = H, (325)

∴ ITH = HIT . (326)

が成り立つ。上式より、

HIT |kσ⟩ = ITH|kσ⟩ = εkσIT |kσ⟩. (327)

となり、ここで、

e−ip̂·a/ℏIT |kσ⟩ = IT I
−1
T e−ip̂·a/ℏIT |kσ⟩ = IT e

ip̂·a/ℏ|kσ⟩ = eik·(−a)IT |kσ⟩. (328)

σzIT |kσ⟩ = IT I
−1
T σzIT |kσ⟩ = IT (−σz)|kσ⟩ = −σIT |kσ⟩. (329)

より、IT |kσ⟩ は波数、σz の固有値がそれぞれ−k、−σに変化することが言える。したがって、

IT |kσ⟩ = | −k − σ⟩, (330)

∴ εkσ = ε−k−σ. (331)

となる。ここで、式 (327)を用いている。
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G Hartree近似

まずハートリー近似について一般的に記し、その後で量子井戸の場合の他の電子の電子密度をどう書く

かについて簡単に記す。N 電子系のシュレーディンガー方程式とハミルトニアンは次式のように書ける。

HΦ(r1, r2, · · ·, rN ) = EΦ(r1, r2, · · ·, rN ), (332)

H = − ℏ2

2m

(
∇2

1 +∇2
2 + · · ·+∇2

N

)
+ V (r1) + V (r2) + · · ·+ V (rN ) (333)

+
1

4πϵ0

(
e2

r12
+
e2

r13
+ · · ·+ e2

rN−1 N

)
(rij = |ri − rj |) (334)

=

N∑
j=1

[
− ℏ2

2m
∇2

j + V (rj)

]
+
∑
i<j

e2

4πϵ0rij
. (335)

次の形の波動関数を仮定する。

Φ(r1, r2, · · ·, rN ) = φa(r1)φb(r2) · · · φn(rN ). (336)

変分原理より、シュレーディンガー方程式HΦ = EΦの解 Φは、(Φ,Φ) = 1を満たし、積分

I ≡
∫
drΦHΦ. (337)

に停留値（極大、極小、または鞍点値）をとらせるものであり、その停留値がシュレーディンガー方程

式のエネルギー固有値Eである。そこで、次式に停留値をとらせる Φを探す。∫
· · ·
∫

Φ∗(r1, r2, · · ·, rN )HΦ(r1, r2, · · ·, rN )dr1dr2 · · · drN . (338)

上式に式 (336)を代入すると

⟨H⟩ ≡
∫

· · ·
∫

Φ∗HΦdr1dr2 · · · drN

=

∫
φ∗
a(r1)

[
− ℏ2

2m
∇2

1 + V (r1)

]
φa(r1)dr1

+

∫
φ∗
b(r2)

[
− ℏ2

2m
∇2

2 + V (r2)

]
φb(r2)dr2 + · · ·

· · ·+
∫
φ∗
n(rN )

[
− ℏ2

2m
∇2

N + V (rN )

]
φn(rN )drN

+

∫ ∫
φ∗
a(r1)φ

∗
b(r2)

e2

4πϵ0r12
φa(r1)φb(r2)dr1dr2

+

∫ ∫
φ∗
a(r1)φ

∗
c(r3)

e2

4πϵ0r13
φa(r1)φc(r3)dr1dr3 + · · ·. (339)

となる。今、N 個の関数 φa, φb, · · ·, φnを一度に考える代わりに、一つずつ求めることを考える。例え

ば φa(r1)を求めるときに、仮に φb, φc, · · ·, φnは求められていると考える。式 (339)のうちで φaを含む

項だけを集め、積分が定積分であることを考慮して変数を rと r′に直すと

⟨H⟩ =

∫
φ∗
a(r)[−

ℏ2

2m
∇2 + V (r) +

1

4πϵ0

∫
e2

|r − r′|
(|φb(r

′)|2

+|φc(r
′)|2 + · · ·+ |φn(r

′)|2)dr′]φa(r)dr + (φaに無関係な項),

=

∫
φ∗
a(r)Haφa(r) + (定数), (340)

Ha = − ℏ2

2m
∇2 + V (r) +

1

4πϵ0

∫
e2

|r − r′|
(
|φb(r

′)|2 + |φc(r
′)|2 + · · ·+ |φn(r

′)|2
)
dr′.
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となる。そこで問題は、 ∫
φ∗
a(r)φa(r)dr = 1. (341)

の下で式 (340)の右辺に停留値をとらせる φa(r)を求める問題に帰着した。変分原理から、この場合

φa(r)は１電子のシュレーディンガー方程式と同じ形をした

Haφa(r) = εφa(r). (342)

の解でなくてはならない。Haのポテンシャルについて考える。

1

4πϵ0

∫
e2

|r − r′|
|φb(r

′)|2dr′. (343)

は、軌道 φbを運動している電子がその確率分布 |φb|2に従って空間全体に分布していると考えたときに

rにいる電子に及ぼすポテンシャルの形をしている。

このような取り扱いをハートリー近似と呼び、方程式 (342)をハートリーの方程式と呼ぶ。この近似に

よる波動関数の計算は self-consistentな計算と呼ばれ、ポテンシャル Va(r)を次式のように定義すると、

Va(r) ≡ V (r) +
1

4πϵ0

∫
e2

|r − r′|
(
|φb(r

′)|2 + |φc(r
′)|2 + · · ·+ |φn(r

′)|2
)
dr′.

次の図 55のようにして行われる。ここで、上から３つ目のステップで初回のイテレーションのときに仮
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図 55: ハートリー近似による self-consistentな計算の流れ図

定したポテンシャル、または前回のイテレーションで求めたポテンシャルを用いてシュレーディンガー

方程式を解いて波動関数、すなわち電子密度を求めている。上から４つ目のステップでは、その電子密

度からポアッソン方程式を解いてポテンシャル V ′
a(r)を求めている。上から５つ目のステップでは、空

間内のいくつかの点で V ′
a(r)と Va(r)を比較し、差が十分小さければ計算を終了する。

では、量子井戸の場合の他の電子の電子密度をどう書くかについて簡単に記す。T=0Kで基底サブバ

ンドのみ考慮する。z = z′における、単位体積当たりの電子密度 ρ(z′)は

ρ(z′) = −eNs|φ0(z
′)|2, (344)
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であるとする。ここで、Nsは電子面密度（量子井戸の成長方向に垂直な単位面積当たりの電子密度）で

ある。
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H 半導体量子井戸のRashba型スピン軌道相互作用の導出

８バンドのシュレーディンガー方程式の行列表示を次のように書く（4.4参照）。 Hc Hcv

H†
cv Hv

 φc

φv

 = ε

 φc

φv

 . (345)

(346)

ここで、Hcは 2× 2行列で伝導帯の２つのバンドのハミルトニアン行列であり、Hvは 6× 6行列で価電

子帯の６つのバンドのハミルトニアン行列である。また、Hcvは 2× 6行列、H†
cvは 6× 2行列である。

式 (345)の両辺の (3,1)成分から (8,1)成分を書きだすと次のようになる。

H†
cvφc +Hvφv = εφv. (347)

ε ̸= E7かつ ε ̸= E8のときは行列 (εI −Hv)の逆行列が存在し、φvは

φv = (εI −Hv)
−1H†

cvφc. (348)

と書ける。上式を式 (345)に代入し、両辺の (1,1)成分と (2,1)成分を書きだすと次のようになる。

H(ε)φ̃c = εφ̃c, (349)

H(ε) = Hc +Hcv(εI −Hv)
−1H†

cv. (350)

式 (349)を有効方程式と呼び、φ̃cは式 (345)から求めたものと異なるので、チルダを付けてある。H(ε)

の行列要素は

H(ε)11 = H(ε)22 = E6 +
P 2

3
(k2∥γ1 + kzγ1kz), (351)

H(ε)12 = H(ε)†21 = −P
2

3
k−(kzγ2). (352)

である。ここで、k2∥ = k2x + k2y、kz = −id/dzであり、また

γ1(z) =

(
2

ε− E8
+

1

ε− E7

)
, (353)

γ2(z) =

(
1

ε− E8
− 1

ε− E7

)
. (354)

である。ここで、H(ε)はエネルギー固有値 εに依存するため、式 (349)は固有値問題の方程式ではない。

そこで、H(ε)をエネルギー固有値 εに依存しないようにするため、以下のことを行う。εg、εg +△so

は、今考えている系で最も大きなエネルギースケールなので、微小で zに依存する、次の２つの量 χ8、

χ7を導入する。

χ8 =
ε−

[
ℏ2k2
2m + Ves(z) + h8(z)

]
εg

≪ 1, (355)

χ7 =
ε−

[
ℏ2k2
2m + Ves(z) + h7(z)

]
εg +△so

≪ 1. (356)
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この χ8、χ7を用いると、γ1、γ2は次のように書ける。

γ1 =
2

εg(1 + χ8)
+

1

(εg +△so)(1 + χ7)

≈ 2

εg
(1− χ8 + · · · ) + 1

εg +△so
(1− χ7 + · · · ), (357)

γ2 =
1

εg(1 + χ8)
− 1

(εg +△so)(1 + χ7)

≈ 1

εg
(1− χ8 + · · · )− 1

εg +△so
(1− χ7 + · · · ). (358)

そこで、H(ε)の対角要素H(ε)11とH(ε)22については、γ1の χ8、χ7についての０次の項のみとる。一

方、非対角要素H(ε)12とH(ε)21 = H(ε)†12については、γ2の χ8、χ7についての１次の項までとる。な

ぜなら、γ2を zで微分すると zによらない０次の項は消えるからである。計算してゆくと 2× 2行列の

ハミルトニアンとして次式のものが得られる。

H = HQWI + ηw(z)

 0 i(kx − iky)

−i(kx + iky) 0

 (359)

= HQWI + ηw(z) (σxky − σykx) , (360)

HQW =
ℏ2k2∥
2m∗ − ℏ2

2m∗
∂2

∂z2
+ Vsc(z), (361)

1

m∗ =
1

m
+

2P 2

3ℏ2

(
2

εg
+

1

εg +△so

)
, (362)

Vsc(z) = δ6h(z) + Ves, (363)

ηw(z) = ηbo
dh(z)

dz
+ η

dVes(z)

dz
, (364)

ηbo =
P 2

3

[
δ8

(εg)2
− δ7

(εg +△so)2

]
, (365)

η =
P 2

3

[
1

(εg)2
− 1

(εg +△so)2

]
. (366)
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I Dyakonov-Perel機構のスピン緩和率の導出

5.2節の式 (144)、すなわち

dfk
dt

=
1

iℏ
[Rk, fk] +

∑
k′

Wk′,k (−fk + fk′) . (367)

から出発する。Ωを有効磁場の大きさ、τ を運動量緩和時間として、さらに Ωτ ≪ 1として fkを Ωτ の

１次まで展開する。すなわち

fk = f
(0)
k + f

(1)
k , (368)

ここで、f (0)k が Ωτ の０次の項で、f (1)k が１次の項である。また、式 (367)の両辺に τ をかけて次式を

得る。

τ
dfk
dt

= τ
1

iℏ
[Rk, fk] + τ

∑
k′

Wk′,k (−fk + fk′) . (369)

左辺は Ωτ の２次なので、次式のような Ωτ について０次と１次の関係式が得られる。∑
k′

Wk′,k

(
−f (0)k + f

(0)
k′

)
= 0, (370)

1

iℏ
[Rk, f

(0)
k ] +

∑
k′

Wk′,k

(
−f (1)k + f

(1)
k′

)
= 0. (371)

ここで、f (0)k 、f
(1)
k を次のようにおく。

　 f
(0)
k =

1 + σz
2

f↑(εk) +
1− σz

2
f↓(εk) =

 f↑(εk) 0

0 f↓(εk)

 , (372)

fσ(ε) =

[
1 + exp

(
ε− µσ
kBT

)]−1

, (373)

　 f
(1)
k =

τ

iℏ
[Rk, f

(0)
k ]. (374)

このとき、式 (372)は 2.2節の式 (22)の Kohn-Luttingerの密度行列の規格化条件を満たしている。式

(371)に式 (372)、(374)を代入し、Rkの表式を与える 5.2節の式 (127)と (143)を用い、5.2節の仮定２

（Wk′,kは k′ の k から測った角度 θ の偶関数である。）と τ は |k|の関数であると仮定して解いたとき、

1

τ
=
∑
k′

Wk′,k(1− cos θ). (375)

が得られる。τ は確かに |k|の関数で、運動量緩和時間の正しい表式である。また、5.2節の式 (129)と

(147)、すなわち

　 ⟨Sz⟩ =
∑
kσ

⟨σ |fk|σ⟩
ℏ
2
σ, (376)

d ⟨Sz⟩
dt

=
∑
kσ

⟨
σ

∣∣∣∣dfkdt
∣∣∣∣σ⟩ ℏ

2
σ. (377)
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の第１式の fkとして Ωτ の０次の f
(0)
k を用い、第２式の fkとして Ωτ の１次の f

(1)
k を用いると（０次

の f
(0)
k を用いると d ⟨Sz⟩ /dt = 0となる）、次の２式が得られる。

⟨Sz⟩ =
∑
kσ

⟨
σ
∣∣∣f (0)k

∣∣∣σ⟩ ℏ
2
σ =

ℏ
2

∑
k

[f↑(εk)− f↓(εk)], (378)

d ⟨Sz⟩
dt

=
∑
kσ

⟨
σ

∣∣∣∣ 1iℏ [Rk, f
(1)
k ]

∣∣∣∣σ⟩ ℏ
2
σ = −2

∑
kσ

τ(εk)
α2k2

ℏ
[f↑(εk)− f↓(εk)]. (379)

ここで、式 (367)、Rkの表式を与える 5.2節の式 (127)と (143)、
∑

kk′ Wk′,k (−fk + fk′) = 0を用いて

いる。上の２式から、kBT ≪ εF（εF はフェルミエネルギー）かつ |µ↑ − µ↓| ≪ εF の場合、

1

τs
= Ω2

F τF . (380)

が得られる。
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J 分布関数の運動方程式の導出の際の評価方法

スピンも考慮に入れて ⟨nkσ|[Hso
W, ρ]|nkσ′⟩の評価を行う。

⟨nkσ|[Hso
W, ρ]|nkσ′⟩

=
∑
n′

[⟨nkσ|Hso
W|n′k − σ⟩⟨n′k − σ|ρ|nkσ′⟩

−⟨nkσ|ρ|n′k − σ′⟩⟨n′k − σ′|Hso
W|nkσ′⟩]. (381)

である。ここで、Hso
Wは波数を変えないこと、スピンを反転させることを用いている。n = 0のときの

n′ = 1の影響を考えるために、上式において n = 0で n′ = 0, 1とする。そのとき上式は次式のように

なる。

⟨0kσ|[Hso
W, ρ]|0kσ′⟩

= ⟨0kσ|Hso
W|0k − σ⟩⟨0k − σ|ρ|0kσ′⟩

−⟨0kσ|ρ|0k − σ′⟩⟨0k − σ′|Hso
W|0kσ′⟩

+⟨0kσ|Hso
W|1k − σ⟩⟨1k − σ|ρ|0kσ′⟩

−⟨0kσ|ρ|1k − σ′⟩⟨1k − σ′|Hso
W|0kσ′⟩. (382)

次式のハミルトニアンについて、時間に依存する摂動論により考える。

H = H0 +H1, (383)

H0 = HQW, (384)

H1 = Hso
W. (385)

H0の固有値、固有ケットをそれぞれ εnk、|nkσ⟩とし、H をハミルトニアンとするシュレーディンガー

方程式の状態ケット |Ψ⟩を次のように近似する。

|Ψ⟩ =
∑

n′′=0,1 k′′ σ′′

Cn′′,k′′,σ′′(t) exp[−iεn′′k′′t/ℏ]|n′′k′′σ′′⟩. (386)

ここで、時刻 t = 0での状態ケットの係数の値を次のように仮定し、 C0,k,−σ(0) = 1,

C1,k,+1(0) = C1,k,−1(0) = 0.
(387)

さらに t > 0でも状態ケットの係数は式 (387)とあまり違わないとすると、係数Cn′′,k,σ(t)について次式

が成り立つ。

iℏ
dCn′′,k,σ

dt
≈ exp[i(εn′′k − ε0k)t/ℏ]⟨n′′kσ|Hso

W|0k − σ⟩. (388)

n′′ = 1として上式を解くと次式が得られる。

C1,k,σ(t) ≈
⟨1kσ|Hso

W|0k − σ⟩
ε1k − ε0k

{1− exp[i(ε1k − ε0k)t/ℏ]}. (389)
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したがって、

⟨0kσ|ρ|1k − σ⟩
⟨0kσ|ρ|0k − σ⟩

(390)

≈
C0,k,σ(t)C

∗
1,k,−σ(t)

C0kσ(t)C
∗
0k−σ(t)

(391)

=
⟨0kσ|Hso

W|1k − σ⟩
ε1k − ε0k

{1− exp[−i(ε1k − ε0k)t/ℏ]}. (392)

となる。ここで、Hso
Wの行列要素の大きさはみな同じ程度だとすると、式 (382)の第３、４項の大きさは

第１、２項の大きさの |⟨0kσ|Hso
W|1k−σ⟩|/(ε1k−ε0k)倍程度となる。つまり、|⟨0kσ|Hso

W|1k−σ⟩|/(ε1k−

ε0k) ≪ 1であれば式 (382)の右辺において第３、４項は第１、２項に比べて無視でき、⟨0k|ρ|1k⟩ = 0が

妥当となる。したがって、|⟨nkσ|Hso
W|n′k−σ⟩|/(εn′k− εnk) ≪ 1であれば ⟨n′k|ρ|1k⟩ = 0が妥当となり、

⟨nk|[Hso
W, ρ]|nk⟩ = ⟨nk|Hso

W|nk⟩⟨nk|ρ|nk⟩ − ⟨nk|ρ|nk⟩⟨nk|Hso
W|nk⟩ = [Rnk, fnk]. (393)

となる。
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K ３重量子井戸構造のRashba係数の導出

図 56のような仮想的なバンドオフセットのある３重量子井戸構造を考え、次式のような関数 hLi と

hRiを導入する。
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図 56: ３重量子井戸構造の仮想的なバンドオフセット

hLi(z) =

 1 z ≤ zLi

0 z > zLi,
(394)

hRi(z) =

 0 z < zRi

1 z ≥ zRi,
(395)

Appendix Hの式 (352)より、量子井戸構造中のRashbaスピン軌道相互作用は次式のように書ける。

Hso
W =

P 2

3
G(z) (σxky − σykx) , (396)

ここで、P はKaneの行列要素であり（3.5節の式 (74)参照）、G(z)は次式により与えられる。

G(z) = ∇z

(
1

ε− E8
− 1

ε− E7

)
, (397)

ここで、E8とE7は 3.5節の式 (101)と (102)を参照。εおよび、E8とE7中の ℏ2k2/2mと Ves(z)を εg

や εg +△so (= εsg)に比べて小さいとして無視し、一方∇zVesは考慮すると、G(z)は次式のようになる。

G(z) = Gv +Gs +Ges, (398)

Gv = ∇z (εg − h8)
−1 , (399)

Gs = −∇z

(
εsg − h7

)−1
, (400)

Ges =
[
(εg − h8)

−2 −
(
εsg − h7

)−2
]
∇zVes. (401)
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ただし、h8、h7は次式により与えられる。

h8 =

3∑
i=1

δLi8 hLi +

3∑
i=1

δRi
8 hRi, (402)

h7 =
3∑

i=1

δLi7 hLi +
3∑

i=1

δRi
7 hRi. (403)

ここで次の関係式が成り立つ。

(εg − h8)
−1

= (εg)
−1 +

[(
εg − δL18

)−1 − (εg)
−1
]
hL1(z) + · · · (404)

+

(εg − 3∑
i=1

δLi8

)−1

−

(
εg −

2∑
i=1

δLi8

)−1
hL3(z) (405)

+
[(
εg − δR1

8

)−1 − (εg)
−1
]
hR1(z) + · · · (406)

+

(εg − 3∑
i=1

δRi
8

)−1

−

(
εg −

2∑
i=1

δRi
8

)−1
hR3(z) (407)

=
1

εg
+

δL18
εg
(
εg − δL18

)hL1(z) + · · · (408)

+
δL38(

εg −
∑2

i=1 δ
Li
8

)(
εg −

∑3
i=1 δ

Li
8

)hL3(z) (409)

+
δR1
8

εg
(
εg − δR1

8

)hR1(z) + · · · (410)

+
δL38(

εg −
∑2

i=1 δ
Ri
8

)(
εg −

∑3
i=1 δ

Ri
8

)hR3(z). (411)

また
(
εsg − h7

)−1についても同様の関係式が成り立つ。さらに、現実の量子井戸構造ではGes中の h8と

h7は波動関数の絶対値の小さい障壁層のみで非ゼロなので、それらを無視する。式 (411)において、価

電子帯の頂上のエネルギーが３重量子井戸構造の中央から外側に向かって低下しているときは、δLi8 や

δRi
8 の値を負にすることを行うと、式 (158)が得られる。
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L 不純物ポテンシャルの δ関数型モデルの適用範囲

位置 riにある不純物による不純物ポテンシャル u(r − ri)を、そのポテンシャルが及ぶ距離が dであ

るガウス関数型とする。自由電子モデルを考え、u(r − ri)について基底関数である平面波による行列

要素を評価する。簡略化のため xに依存するものの積分についてのみ記す。ただし、物理系の周期 Lは

L≫ dであるとする。指数関数 exp[i(kx − k′x)(x− xi)]をテーラー展開すると次式のように評価できる。∫ L/2

−L/2
dx
e−ik′xx

√
L

exp[−(x− xi)
2/d2]√

πd

eikxx√
L

=
1

L

∫ L/2

−L/2
ei(kx−k′x)xi

[
1 + i(kx − k′x)(x− xi)−

1

2
(kx − k′x)

2(x− xi)
2 + · · ·

]
×exp[−(x− xi)

2/d2]√
πd

≈ ei(kx−k′x)xi

L

[
1− (kx − k′x)

2

2

d2

2
+ · · ·

]
. (412)

ここで、指数関数のテーラー展開の x−xiの奇数次の項に u(r− ri)がかかったものを積分をするとゼロ

になり、偶数 (2n) 次の項の場合は (kx − k′x)
2nd2nに係数がかかったものになる。したがって、ガウス関

数型のポテンシャルを δ関数型のポテンシャルで近似できるには次式が満たされれば良いことが分かる。

(kx − k′x)d≪ 1. (413)

上式において kx − k′xは kF 程度なので次式が得られ、

kFd≪ 1. (414)

最終的に次式が得られる。

d≪ λF , (415)

ここで、λF はフェルミ波長である。つまり、上式が満たされれば不純物ポテンシャルを δ関数で近似で

きることになる。上式は不純物が中性不純物の場合は満たされると考える。
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M スピン緩和が onとなる電場の値と offとなる電場の値の差が電子面密度に比例すること

について

図 57のように、電場 Ez が Ez ≤ 0のときの３重量子井戸内の電子分布を、中央の量子井戸と右の量

子井戸の中心にある厚さゼロのコンデンサーの極板上の電子分布に置き換える。左のコンデンサーの極

z

c

boV

L

bz R

bzAz
Bz

L RAeN BeN

コンデンサー 

図 57: 中央と右の量子井戸内の電子分布をコンデンサーの極板上の電子分布で表すモデル

板の単位面積当たりの電子密度をNA、右のコンデンサーの極板の単位面積当たりの電子密度をNBと

する。一方、ドナーは z < zLb と z > zRb にそれぞれ面密度 σLと σRで存在するとし、境界条件として次

式を課す。

Ves(z
L
b ) = 0. (416)

また、電荷中性の条件より次式が成り立ち、

σL + σR − e(NA +NB) = 0. (417)

NA +NB = Ntotとする。ただし e > 0である。

このときガウスの法則より次式が成り立つ。

dVes
dz

=
A

e
{σL + (−e)[NAθ(z − zA) +NBθ(z − zB)]}. (418)

ここで、A = 4πe2/ϵ (ϵ: 静的誘電率)であり、θは階段関数である。上式より、Vesについて次式が成り

立つ。

Ves =


(A/e)σL(z − zLb ) (zLb ≤ z < zA),

(A/e)[σL(z − zLb ) + (−e)NA(z − zA)] (zA ≤ z < zB),

(A/e)[σL(z − zLb ) + (−e)NA(z − zA) + (−e)NB(z − zB)] (zB ≤ z < zRb ).

(419)

２つのコンデンサーの極板に分布している電子は、それぞれサブバンドを形成すると考える。左のコンデ

ンサーの極板の電子はサブバンドAを、右のコンデンサーの極板の電子はサブバンドBを形成するとし、
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Ez = Eoff
z でNA = NtotかつNB = 0、Ez = Eon

z でNA = 0かつNB = Ntotとする（NA +NB = Ntot

は一定に保たれる）。つまり、Ez = Eoff
z ではサブバンドAが基底サブバンドであったが、Ez = Eon

z で

は印加した静電ポテンシャルのためにサブバンド Bが基底サブバンドになる。２つの極板のポテンシャ

ルエネルギーの差 εB − εAは、

εB − εA =
A

e
(σL − eNA)(zB − zA). (420)

となり、２つのサブバンドの化学ポテンシャルが一致するという条件より次式が成り立つ。

NA −NB

D
=
A

e
(σL − eNA)(zB − zA), (421)

∴ NB = NA − A

e
(σL − eNA)(zB − zA)D. (422)

ここで、Dは２次元電子系の単位エネルギー当たりの電子状態密度である。外部電場 Ez はガウスの法

則と式 (417)より次式のようになる。

Ez =
A

2e2
(σL − σR) =

A

2e2
(2σL − eNtot). (423)

したがって、上式と式 (422)より、NA、NBは次式により与えられる。

NA = −2e

A

1

2 +A(zB − zA)D
Ez +

σL
e
, (424)

NB = −2e

A

1 +A(zB − zA)D

2 +A(zB − zA)D
Ez +

σL
e
. (425)

上の２式よりEon
z とEoff

z は次式のように得られる。

Eon
z =

AσonL
2e2

[2 +A(zB − zA)D], (426)

Eoff
z =

AσoffL
2e2

[
1 +

1

1 +A(zB − zA)D

]
. (427)

ここで、σonL と σoffL は、それぞれEz = Eon
z での σLとEz = Eoff

z での σLであり、式 (424)から (427)を

用いて次式のように得られる。

σonL = − eNtot

A(zB − zA)D
, (428)

σoffL =

[
1 +

1

A(zB − zA)D

]
eNtot. (429)

最終的に式 (426)から (429)を用いて次式が得られる。

Eon
z − Eoff

z = −ANtot

2e

[(
1 +

2

A(zB − zA)D

)
+

(
1 +

1

A(zB − zA)D

)2
]
. (430)

つまり、|Eon
z − Eoff

z |はNtotに比例する。

最後に、式 (423)から (425)を用いると、NA、NBは次式のようにも書ける。

NA =
2e

A

[
1

2
− 1

2 +A(zB − zA)D

]
Ez +

Ntot

2
, (431)

NB = −2e

A

[
1

2
− 1

2 +A(zB − zA)D

]
Ez +

Ntot

2
. (432)

つまり、NA、NBはEz の１次関数である。
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N (111)量子井戸中のDresselhausスピン軌道相互作用

量子井戸を構成する半導体の [100]、[010]、[001]方向をそれぞれ x、y、z方向とし、[111]方向をZ方

向、(111)面内の互いに直交する２つの方向をX、Y 方向とする。Dresselhausスピン軌道相互作用が働

く量子井戸中の伝導帯の電子のハミルトニアンは次式のように書ける（不純物ポテンシャルは無視して

いる）。

H =
p̂2

2m∗ + VW(Z) +
ℏ
2
Ω̂D · σ. (433)

Dresselhausスピン軌道相互作用 Hso
D = (ℏ/2)Ω̂D · σ の大きさは小さいとし、固有ケットを |k⟩|m⟩|ζ⟩

（|k⟩ ⊗ |m⟩ ⊗ |ζ⟩の意）により近似する。ここで、|k⟩は波数演算子 k̂（ = (k̂X , k̂Y ) = (p̂X , p̂Y )/ℏ）の固

有ケット、|ζ⟩はパウリ行列 σz の固有ケットであり、|m⟩は次式を満たす。[
p̂2Z
2m∗ + VW(Z)

]
|m⟩ = εm|m⟩. (434)

上の２式よりシュレーディンガー方程式は次のように書ける。[
p̂2X + p̂2Y
2m∗ +

ℏ
2
Ω̂D · σ + εm

]
|k⟩|m⟩|ζ⟩ ≈ E|k⟩|m⟩|ζ⟩. (435)

上式の両辺に左から ⟨m|をかけると次式が得られる。[
ℏ2(k2X + k2Y )

2m∗ +
ℏ
2
⟨m|Ω̂D|m⟩ · σ

]
|k⟩|ζ⟩ ≈ (E − εm)|k⟩|ζ⟩. (436)

次に (ℏ/2)⟨m|Ω̂D|m⟩ ·σを求める。4.2節の式 (86)、(87)より、バルクのDresselhausスピン軌道相互

作用の Ω̂Dは次式のように書ける。

Ω̂D =
2γ

ℏ4
χ̂, (437)

χ̂x = p̂x(p̂
2
y − p̂2z), χ̂y = p̂y(p̂

2
z − p̂2x), χ̂z = p̂z(p̂

2
x − p̂2y). (438)

p̂を (111)面内の p̂∥ とそれに垂直な q̂ に分解して考える。つまり、(111)面の法線ベクトルを nとす

ると、

q̂ = (p̂ · n)n, p̂ = p̂∥ + q̂. (439)

ここで、n = (1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3)であり、p̂ · n = p̂Zとすると、

q̂ = p̂Z

(
1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3
)
. (440)

と書けるから、q̂の成分（の積）の |m⟩による期待値について次式の関係が成り立つ（式 (441)と (443)

の導出はこのAppendix Nの最後に記す）。

⟨m|q̂i|m⟩ =
(
1/
√
3
)
⟨m|p̂Z|m⟩ = 0, (441)

⟨m|q̂iq̂j |m⟩ =
(
1/
√
3
)2

⟨m|p̂2Z|m⟩, (442)

⟨m|q̂iq̂j q̂ℓ|m⟩ =
(
1/
√
3
)3

⟨m|p̂3Z|m⟩ = 0, (443)

102



ここで、i, j, ℓは x, y, zのいずれかである。さらに χ̂xを q̂iと p̂∥j（p̂∥の j成分）を用いて書くと次のよ

うになる。

χ̂x

= p̂x(p̂
2
y − p̂2z)

= (q̂x + p̂∥x)[(q̂y + p̂∥y)
2 − (q̂z + p̂∥z)

2]

= q̂x(q̂
2
y − q̂2z) + [2q̂x(q̂yp̂∥y − q̂z p̂∥z) + (q̂2y − q̂2z)p̂∥x]

+[2p̂∥x(q̂yp̂∥y − q̂z p̂∥z) + q̂x(p̂
2
∥y − p̂2∥z)] + p̂∥x(p̂

2
∥y − p̂2∥z). (444)

したがって、χ̂xの |m⟩による期待値を式 (441)、(442)、(443)を用いて書き、さらに p̂∥iの３次の項を

落とすと次式のようになる。

⟨m|χ̂x|m⟩

≈ 2√
3

⟨
m|p̂2Z|m

⟩ 1√
3
(p̂∥y − p̂∥z)

=
2√
3

⟨
m|p̂2Z|m

⟩
(p̂∥ynz − p̂∥zny). (445)

ここで、n = (nx, ny, nz)とした。したがって、

⟨m|χ̂|m⟩ ≈ 2√
3

⟨
m|p̂2Z|m

⟩
(p̂∥ × n). (446)

と書ける。さらに、nの向きに Z 軸があるXY Z 座標系で考えると、⟨m|χ̂|m⟩は次式のように書ける。

⟨m|χ̂|m⟩

≈ 2√
3

⟨
m|p̂2Z|m

⟩
(p̂Y eX − p̂XeY ),

=
2ℏ3√
3

⟨
m

∣∣∣∣∣
(
1

i

∂

∂Z

)2
∣∣∣∣∣m
⟩
(k̂Y eX − k̂XeY ). (447)

ここで、eX、eY、eZはX軸、Y 軸、Z軸方向の単位ベクトルで、eZ = nとしている。さらに p̂∥ = ℏk̂

である。最後に、上式のX,Y, Z を小文字にしたものと式 (437)より次式が得られる。

ℏ
2
⟨m|Ω̂D|m⟩ · σ ≈ 2√

3
γ

⟨
m

∣∣∣∣∣
(
1

i

∂

∂z

)2
∣∣∣∣∣m
⟩
(σxk̂y − σyk̂x). (448)
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式 (441)と (443)の導出を記す。

⟨m|p̂Z|m⟩

=
ℏ
i

∫ ∞

−∞
dZφm(Z)

dφm(Z)

dZ

=
ℏ
2i

∫ ∞

−∞
dZ

d[φm(Z)]2

dZ

=
ℏ
2i

[
[φm(Z)]2

]∞
−∞

= 0, (449)

⟨m|p̂3Z|m⟩

=

(
ℏ
i

)3 ∫ ∞

−∞
dZφm(Z)

d3φm(Z)

dZ3

=

(
ℏ
i

)3([
φm(Z)

d2φm(Z)

dZ2

]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
dZ

dφm(Z)

dZ

d2φm(Z)

dZ2

)
=

(
ℏ
i

)3
[
−

[(
dφm(Z)

dZ

)2
]∞
−∞

+

∫ ∞

−∞
dZ

d2φm(Z)

dZ2

dφm(Z)

dZ

]

=

(
ℏ
i

)3([d2φm(Z)

dZ2
φm(Z)

]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
dZ

d3φm(Z)

dZ3
φm(Z)

)
= −

(
ℏ
i

)3 ∫ ∞

−∞
dZ

d3φm(Z)

dZ3
φm(Z)

∴
(
ℏ
i

)3 ∫ ∞

−∞
dZφm(Z)

d3φm(Z)

dZ3
= ⟨m|p̂3Z|m⟩ = 0, (450)

ここで、１次元の束縛状態の固有値は縮退せず固有関数は１つずつである。そのため固有関数は実関数

であることを利用している。
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[79] D. Gvozdić and U. Ekenberg, Beyond the Rashba model, Physica E: Low-dimensional Systems

and Nanostructures 32, 458 – 461 (2006).
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