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はじめに
大学院生および若手研究者により組織・運営されているこの数学総合若手研究集会も今年で第 18 回を
迎えることとなりました。当研究集会は、数学に関わる物理・化学・経済・工学・医学などの様々な分野
の若手研究者の講演の場となることで、研究の発展および人的ネットワークの構築を目的として行われて
います。近年、多くの分野で数学的手法が取り入れられているなか、当研究集会のように数学を中心とし
た分野間交流を行うことは大変意義があるものであると信じております。今年度の研究集会は例年より大
きな規模となり、幅広い分野の若手研究者の方々 102名にご講演して頂くこととなりました。当初は現地
開催とオンライン開催を組み合わせたハイブリッド型の開催方針をとっていましたが、2022年からの新型
コロナウイルス感染拡大を鑑み、全面オンラインでの開催となりました。現地参加のための準備をされて
いた参加者の皆様にご迷惑をかけましたこと、この場を借りて深くお詫びいたします。重ねまして、参加
者の皆様のご協力により研究集会が開催できましたこと、心より感謝申し上げます。
当研究集会の講演は、口頭発表であるシングルセッション (60 分) とパラレルセッション (30 分)、そし
てポスターセッションからなります。シングルセッションは、あらゆる分野の参加者を対象とした講演で
あり、問題の背景・動機などの入門的な内容を含んだ講演となっております。パラレルセッションでは、
分野ごとに部屋を分け、より専門的な内容の講演が行われます。ポスターセッションは講演者と聴講者と
の自由な議論の場となっております。
このテクニカルレポート集は講演者の皆様から事前に提供して頂いた原稿をまとめたものです。サブタ
イトルに「数学の交叉点」とありますように、数学が様々な分野の“交叉点”となることを目的とし、数
学以外の分野の方々にもわかりやすく入門的な事項を含んだものとなっております。参加者の皆様が講演
をより深く理解し、またご自身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜びです。

開催にあたり

• 講演者の皆様、参加者の皆様

• 北海道大学数学教室の先生方

• 数学事務の方々

• 過去の数学総合若手研究集会世話人の方々

から多大なるご支援、ご協力を頂きました。この場を借りて心より感謝申し上げます。

なお、この研究集会は北海道大学大学院理学研究院数学部門の財政的援助を受けて開催されています。
深く感謝いたしております。

2022年 3月
MCYR18 世話人
祐川翼 (代表) 石井宙志 工藤勇 関元樹 長谷川蒼
波多野幸平 安孫子啓介 田嶌優 藤江克徳 牧田慎平
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基本解近似解法を用いた雪の結晶成長モデルに対する数値

計算

明治大学大学院 理工学研究科 数学専攻

下地優作 (Yusaku SHIMOJI)∗

明治大学大学院 理工学研究科 数学専攻

沖野祥則 (Yoshinori OKINO)

1 導入

「雪は天から送られた手紙である」

この言葉は，世界で初めて人工的に雪の結晶を作り出すことに成功した科学者，中谷宇吉郎が残し

た言葉である．地上に降りてくる雪の結晶はおよそ上空 3000mで作られる．その形状は六角板，針

状結晶，樹枝状結晶など，実に様々であり，それは上空の気象条件によって決定される．つまり中谷

宇吉郎の言葉に表現されているように，地上に降り注いだ雪の結晶の形状から，はるか上空の気象状

況等を窺い知ることができるのである．

雪の結晶は，温度と過飽和度というパラメータを用いて中谷小林ダイアグラム（図 2）にあるよう

に分類ができることが知られている．雪の結晶成長を記述したモデルは多く存在するが，そのほとん

どはこの中谷小林ダイアグラムを再現することを一つの目標としている．本レポート上で紹介する横

山黒田モデルは，ダイアグラム (図 2）の中央あたりにある六角板状の結晶から樹枝状の模様への縦

の変化を，一部再現することができるモデルである．縦方向の変化は，過飽和度を変化させることに

図 1 雪の結晶（沖野撮影） 図 2 中谷小林ダイアグラム [3]

∗ 講演者
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対応している．さらに，多くのモデルが結晶の形状に焦点を当てているのに対し，横山と黒田は結晶

成長の素過程から今回紹介するモデルを導出しいている [2]．ここではその結晶成長の素過程の概要，

モデルの導出，さらにそのモデルの数値計算に用いる基本解近似解法について紹介し，その数値計算

の結果の一部を紹介する．

2 結晶成長の仕組み

結晶が「成長する」という言葉を用いているが，この言葉の意味についてもう少し詳しく言及す

る．例えば水が固まって氷になる，もしくは氷が溶けて水になるといったような状態変化のように，

ある物質が 1つの相と呼ばれる均質な状態から他の相に移り変わる現象を一般に相転移と呼ぶ．この

相転移がなぜ生じるかについて考える．

物質が温度や圧力を指定されたとき，どのような状態をとるかを決定するには，大きく分けて次の

2つの傾向がある．1つ目は力学的なエネルギー E を低くしようとする傾向であり，もう 1つは原子

や分子の熱運動によって無秩序な状態を取ろうとする傾向である．後者の無秩序さについては，熱力

学ではエントロピー S という概念で表現することができ，S は

S = k log W (1)

と表すことができる．ここで k = 1:380 � 10�23JK�1 はボルツマン定数であり，W は取りうる微視

的状態数の総数である．これらの相反する 2 つの傾向の競合により，物質は次のように定義される

（ヘルツホルム）自由エネルギー Gを最小にするときに熱力学的に安定な状態をとる：

G = E � TS: (2)

ここで E は物質のエネルギーであり，T は絶対温度である．(2)において，T が非常に小さいときに

は右辺第 2項の影響が小さいので，エネルギー E を小さくすることで G全体として小さな値をとる

ことになる．一方で T が大きいときには第 2項の影響が強く出てくるので，エントロピー S を大き

くする，つまり無秩序な状態をとることで Gが小さくなり，物質は安定な状態に向かうことになる．

液相と固相の 2相が共存しているときは，結晶粒子を 1つ受け取ったときの自由エネルギーの増分

がどちらの相においても等しいときである．このときの自由エネルギーの増分を化学ポテンシャルと

呼び，液相の化学ポテンシャルを �L，固相の化学 �C とするとき，これらの大小関係によって相転

移の向きが定まる．例えば，融液の温度 T が平衡温度の Te よりも低い過冷却状態のとき，�L > �C

となる．したがって，融液相から固相に粒子が 1つ移動したとき，

∆� = �L � �C > 0

だけ自由エネルギーは減少する．このように，化学ポテンシャルの差 ∆�が相転移の駆動力となる．

気相成長，つまり水蒸気の中で氷の結晶が成長する場合，この化学ポテンシャルの差は過飽和度 �が

高いほど大きい．それは蒸気圧が平衡蒸気圧を超えると，水蒸気量が空気が蓄えられる量を超え，そ

れが結晶となるからである．過飽和度 � は実際の蒸気圧 pと平衡蒸気圧 pe を用いて

� =
p � pe

pe
(3)

と表される．雪の結晶成長においても，この過飽和度が重要な役割を担う．
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3 横山黒田モデル

雪の結晶成長は，大きく分けて

1. 界面カイネティクス過程

2. 結晶の周りの水分子の拡散過程

の 2つで説明することができる．それぞれについて詳しく見ていく．

3.1 界面カイネティクス過程

界面カイネティクス過程とは，空気と結晶表面の境界上で水分子が結晶表面に組み込まれていく過

程のことである．結晶は自身を構成する分子の種類等により，面心立方格子や体心立方格子など，そ

の結晶格子構造が異なる．またその構造によって，どの切断面が構成原子が最稠密になっているか

（最も原子が詰まっているか）などの性質が変わってくる．雪の結晶は水分子から成り，それらは六

方最密格子の構造を持つことが知られている．これにより，雪の結晶は六角形の方向に成長しやすい

異方性を持つ結晶構造となっている．

さて，気体中の水分子が結晶の表面に取り込まれる過程を考える．単位面積の結晶表面に単位時間

あたりに入射する水分子の数 jimp は周りの水分子の個数が多いほど多くなる．したがって jimp は水

分子の分圧 pに比例し，

jimp =
pp

2�mkT
(4)

と表すことができる．ここで mは分子の質量，k はボルツマン定数，T は絶対温度である．もし入

射分子が入射とともに全て結晶相に組み込まれるとすれば，jimp は単位面積あたり単位時間あたりに

結晶に組み込まれる分子数 jin に一致する．したがって，

jin = jimp =
pp

2�mkT
(5)

となる．もし結晶相と蒸気相が平衡状態にあれば，単位面積あたり単位時間あたりに結晶表面から出

ていく分子数 jout と結晶相に組み込まれる分子数 jimp は等しくなる．つまり，平衡蒸気圧 pe を用

いて
jout = jimp =

pep
2�mkT

(6)

と書ける．したがって，もし過飽和な状態であれば，jimp > jout となり，単位時間あたりに増加す

る結晶表面の分子数 dNC=dtは
dNC

dt
=

p � pep
2�mkT

(7)

と書くことができる．このとき，水分子 1つあたりの体積を vc とすれば，界面の成長速度 Vmax は

Vmax = vc
dNC

dt
= vc

p � pep
2�mkT

(8)
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と表される．(8) は Hertz-Knudsen の式と呼ばれる．しかしいま，入射した水分子が全て結晶相に

取り込まれるという仮定を与えていたが，実際は取り込まれることもあれば，そのまま蒸発してしま

うこともある．したがって，実際の界面の成長速度 V は

V = �Vmax; � 2 [0; 1] (9)

と書けるだろう．ここで �は凝縮係数と呼ばれる．この凝縮係数 �は，実際には過飽和度 � に依存

する．見通しを良くするために，カイネティック係数 � を導入する．� は

� =
�1vcpep
2�mkT

(10)

と定義される．こちらの �1 2 [0; 1] も凝縮係数であるが，都合上添字の 1 をつけておく．すると

(9)は
Vk = �� (11)

と書くことができる．ここで，添字の kは界面カイネティクスによる界面成長速度であることを示し

ている．

3.2 水分子の拡散過程

結晶界面の成長速度は，結晶の周囲の水蒸気，つまり水分子の拡散の速さに比べて十分に小さいと

みなすことができる．それゆえ，結晶の周りで過飽和度は準定常的に拡散分布しているとみなすこと

ができる．したがって，結晶の周りで過飽和度 � は

4� = 0 (12)

を満たす．(12)を解くための境界条件として，結晶界面の十分遠方での過飽和度に関する関係式

� = �1 (13)

を与える．また，体積拡散により定まる界面の成長速度 Vd は濃度，つまりここでは過飽和度の勾配

に比例する．したがって，Vd は界面上で

Vd = 

@�

@n
(14)

と書くことができる．ここで，
 は定数，nは界面での外向き単位法線ベクトルである．さらに質量

保存則を考慮すれば，界面カイネティクス過程で考えた Vk と拡散過程による成長速度 Vd は等しく

なる．したがって，結晶の界面の成長速度 V は結晶界面上で V = Vk = Vd を満たす．つまり結晶界

面上での境界条件として

�� = 

@�

@n
(15)

を得る．
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図 3 横山黒田モデルの状況設定

3.3 横山黒田モデル

ここで，今までの議論を数理モデルとしてまとめておく．考えている問題の状況は，図 3のような

設定である．ΩC は固相，つまり結晶が占める領域を表し，Ωは気相，つまり結晶の周りを水蒸気が

満たす領域である．また，Γは結晶の界面，@Ωは気相の境界を表し，Γから十分遠方で定義される

とする．この設定において，雪の結晶成長を表す横山黒田モデルは次のような方程式系で表される：8>>><>>>:
4� = 0 in Ω(t);

�(�; �)� = 

@�

@n
on Γ(t);

V = �(�; �)� on Γ(t);
� = �1 on @Ω(t):

(16)

各値は，次のように定義される：

� =
p � pe

pe
;

�(�; �) = �2�max;

�max =
�1vcpep
2�mkBT

; �2 =
�

�1
tanh

�1

�
;

� = tan � =
d

�
; �1 =

d

2xs
:

ここで，�1 2 [0; 1]は凝縮定数，また，�2 も x tanh x�1 の形をしているので，�2 2 [0; 1)であるの

で，こちらも一種の凝縮定数とみなせる．その他の値については，図 4をもとに考えていく．図 4に

あるように，dは結晶界面のステップの高さ，�は平均ステップ距離，xs は界面に吸着した水分子が

表面に固定されるまでに表面拡散する平均距離，� はステップ面とプリズム面のなす角度である．前

述したように，凝縮定数 � は過飽和度に依存するはずであり，結晶構造に関する異方性も有するは

ずである．したがって，� = �1�2 としたときの (9)が (16)の V の式になる．

そのことについてもう少し詳しく考えると，各ステップが一様に前進速度 v で � だけ前進した

とすると，その時間 �=v で図 4 における直線 l は距離 d cos � だけ V の方向に進む．つまり速度
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図 4 成長する結晶の表面

図 5 空間の離散化

V = dv cos �=�を得る．BCF理論 ([1]などを参照)から，関係式

v = v1 tanh
�

2xs
; v1 =

2xs

d
�1Vmax

が得られ，それらを代入すると V = �1�2Vmax，つまりモデル方程式 (16)の V を得る．また，モデ

ル方程式 (16)の第 2式に現れる 
 については，ここでは拡散係数 D を用いて


 =
vcpe

kBT
D

とした．

4 数値計算

4.1 数値計算スキームの概要

境界 Γ(t)を Γ(t) =
SN

i=1 Γi(t)のようにN 個の辺からなる多角形で近似する（図 5）．ここで Γ(t)

の第 i辺 Γi(t)は次のように定義される：

Γi(t) = (Xi�1(t); Xi(t)) = f�Xi�1(t) + (1 � �)Xi(t) j � 2 (0; 1)g:
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ここで，Xi(t)は Γ(t)の第 i頂点である (i = 1; 2; : : : ; N)．境界 Γ(t)の運動は次のような発展法則

に従う：
Ẋi(t) = Vi(t)Ni(t) + WiTi(t); i = 1; 2; : : : ; N; t 2 (0; T ): (17)

Ni と Ti はそれぞれ頂点Xi における単位外向き法線ベクトルと単位接線ベクトルであり，Vi とWi

はそれぞれ頂点Xi における法線速度と接線速度である．

第 m 時間で与えられた多角形曲線 Γ(m) に対して，発展法則 (17) の右辺を次の手順で計算して

いく：

1. 頂点X
(m)
i における単位接線ベクトル T

(m)
i を，隣接する 2辺上の単位接線ベクトルのちょう

ど中間の方向を向くように定義する．その接線ベクトルを ��=2だけ回転させることにより，

X
(m)
i における単位外向き法線ベクトルN

(m)
i を定義する．

2. 基本解近似解法を用いて，境界条件付きのラプラス問題 (16)を解く．基本解近似解法を用い

て得た近似解 �(m) と頂点X
(m)
i における単位外向き法線ベクトルN

(m)
i を用いて，頂点にお

ける法線速度 V
(m)

i を求めることができる．

3. 漸近的一様配置法を用いて，頂点における接線速度 fW
(m)
i gN

i=1 を求める．

上記の手順を踏むことにより，(17) の右辺を計算することができる．その値を用いて常微分方程式

(17)を数値的に解くことにより，時刻 t + 1における多角形曲線 Γ(m+1) が得られる．

4.2 基本解近似解法

基本解近似解法とは，主にポテンシャル問題（Laplace方程式の境界値問題）に対するメッシュフ

リーの数値解法である．基本解近似解法の基本的な考え方は，対象としている問題の近似解を，基本

解（ここでは Laplace方程式の基本解）の線型結合で表す，というものである．具体的に，今回対象

としている問題 (16)に対して基本解近似解法を用いて近似解を構成していく．

(16)の近似解 � は，次のような形で与えられる：

�(x) = Q0 +

2NX
j=1

QjEj(x); Ej(x) = E(x � yj):

ここで，E(x) = (2�)�1 log jxjは Laplace方程式の基本解である．また，fyjg2N
j=1 は特異点であり，

領域 Ω(m) の外部で定義される．この特異点は基本解近似解法の計算精度を左右する重要な役割を果

たし，適切に配置されることが必要とされる．� は線型結合の係数 fQjg2N
j=0 によらず Laplace方程

式を確かに満たす．そこで，fQjg2N
j=0 は � が与えられた境界条件を満たすように決定する．ここで

は，境界条件を多角形曲線の各辺の中点X�
i = (Xi � Xi�1)=2を選点とし，選点法を用いて近似す

る．つまり，fQjg2N
j=0 は以下の制約条件

2NX
j=1

Qj = 0 (18)
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図 6 正円からの結晶成長 図 7 正六角形からの結晶成長

のもと，次の線型方程式系の解として与えられる：

�(X�
i )�(X�

i ) � 

@�(X�

i )

@n
= 0; i = 1; : : : ; N; (19)

�(X�
i ) = �1; i = N + 1; : : : ; 2N: (20)

ここで，ni は多角形曲線の第 i 辺上の単位外向き法線ベクトル，ri は第 i 辺の長さである．また，

i = N + 1; : : : ; 2N のときは，@Ω上の境界条件を表している．

こうして求めた第 i辺上の �(X�
i )を用いて，第 i辺上の法線速度 vi を次のように計算することが

できる：
vi = �(X�

i )�(X=i�): (21)

この fvigN
i=1 から，関係式

Vi =
vi + vi+1

2cosi
; i = 1; 2; : : : ; N (22)

を用いて fVigN
i=1 を得ることができる．ここで，cosi = cos(’i=2)であり，’i は多角形曲線の第 i辺

と第 i + 1辺の間の外角である．

制約条件 (18)は，基本解近似解法の計算において，スケール変換に対する不変性を与えるために

用いた条件式である．詳細は [7]などを参照されたい．

4.3 数値計算結果

最後に，基本解近似解法を用いたモデル方程式 (16)に対する数値計算結果を紹介する．図 6は結

晶の初期の形を正円として，時間発展を追跡したものである．時間が経過するにつれて六角形に近づ

いていくことが見て取れる．一方，図 7については初期の形を正六角形とし，時間発展を追跡したも

のである．こちらは時間が経過するにつれて，樹枝状の模様を形成することが見て取れる．現状，横

山黒田モデルを用いた場合には正円から計算を始めた際に丸みを帯びた六角形上のパターンより先の

パターン（図 7のような樹枝状パターンなど）は確認できていない．これは恐らくモデルを導出する

際にベルグ効果と呼ばれるものを考慮していないことが原因ではないかと考えられるが，結論には

至っていない．この辺りは，今後の課題としている．
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A Zoo of Myers-type Theorems�

山口大学 理学部 数理科学科

只野 誉（Homare TADANO）y

概要

リーマン幾何学において最も重要な研究対象のひとつはリーマン多様体の曲率と

位相の関係を明らかにすることである. 本稿では完備リーマン多様体がコンパクトに

なるための古典的な十分条件を紹介し, 著者によるそれらの一般化を紹介する.

1 導入

本稿を通して n > 2 を自然数とし, (M; g) を n 次元の完備 Riemann 多様体とする.

リーマン幾何学において最も自然かつ重要な問題のひとつはリーマン計量から定まる曲率が

多様体に及ぼす幾何学的性質を解き明かすことである. リーマン計量から定まる曲率には

主にリーマン曲率, リッチ曲率, スカラー曲率の 3 つがある. その中でリッチ曲率は曲面の

ガウス曲率を高次元に一般化した体積の膨張度を測るような曲率であり, リーマン幾何学の

重要な定理の多くはリッチ曲率の言葉を用いて記述される. 1982年に S.T. Yau は

3 次元以上の多様体はリッチ曲率が常に負となるようなリーマン計量を許容するか？

という問題を提案した. この問題は多くの数学者たちによって研究され, 3 次元の場合は

L.Z Gao と S.-T. Yau [9] によって肯定的に解決され, 3 次元以上の場合は J. Lohkamp

[13] によって肯定的に解決された. 対照的に S.B. Myers [15] は完備リーマン多様体の

リッチ曲率が下から正の定数で抑えられるならば, そのような多様体はコンパクトになり,

直径は上から抑えられることを証明した.

定理 1 (S.B. Myers [15]). If there exists some positive constant � > 0 such that the Ricci

curvature satis�es Ricg > (n � 1)�g, then (M; g) is compact and the diameter of (M; g)

has the upper bound

diam(M; g) 6 �p
�

:

定理 1 の帰結として非コンパクトな完備リーマン多様体のリッチ曲率は下から正の

定数で抑えられないことが導かれ, 下から正の定数で抑えられるようなリッチ曲率を持つ

完備リーマン計量が存在するための位相的な障害を与える. リッチ曲率とリーマン多様体の

� 第 18回数学総合若手研究集会（2022年 3月・北海道大学）テクニカルレポート
y 本研究は科研費の助成を受けたものである（課題番号：18K13417）
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位相の関係については多くの先行研究があるにも関わらず完全な理解には程遠い状況で,

現在でも活発に研究されている重要な話題である. 定理 1 はリッチ曲率が下から正の定数で

抑えられているという条件を弱い条件に置き換えることで様々な方向へ一般化されてきた.

ここではそのような一般化のうち幾つかを紹介する. W. Ambrose [1] は測地線に沿った

リッチ曲率の積分を仮定することで 定理 1 の最初の一般化を与えた.

定理 2 (W. Ambrose [1]). If there exists some point p 2 M for which every geodesic


 : [0; +1) ! M emanating from p satis�esZ +1

0

Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt = +1;

then (M; g) is compact.

定理 2 は多くの数学者たちによって改良されてきた. G.J. Galloway [8] は測地線に

沿ったリッチ曲率の減衰の情報を与えるような定理 2 の一般化を与えた.

定理 3 (G.J. Galloway [8]). If there exists some point p 2 M for which every geodesic


 : [0; +1) ! M emanating from p satis�es

(1.1)

Z +1

0

t� Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt = +1

for some constant � 2 [0; 1), then (M; g) is compact.

定理 3 は最初に A. Avez [2] によってリッチ曲率が非負であるという条件のもとで

証明された. A. Avez による定理では条件 (1.1) は条件

(1.2)

Z +1

t0

t� Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt >
n � 1

1 � �

1

t1��
0

に置き換えられた. ここで t0 > 0 と � 2 [0; 1) は定数である. 定理 3 ではリッチ曲率の

符号に関する条件は仮定されていないが, G.J. Galloway [8] はリッチ曲率が非負という

条件を課せば条件 (1.1) と (1.2) はさらに改良されることを証明した.

定理 4 (G.J. Galloway [8]). Suppose that the Ricci curvature is non-negative. If there

exists some point p 2 M for which every geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p

satis�es

(1.3)

Z +1

t0

t� Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt > (n � 1)
(2 � �)2

4(1 � �)

1

t1��
0

for some constants t0 > 0 and � 2 [0; 1), then (M; g) is compact.

P. Mastrolia, M. Rimoldi, G. Veronelli [14] はリッチ曲率が下から非正の定数で

抑えられているという状況の下で定理 4 の一般化を証明した.
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定理 5 (P. Mastrolia, M. Rimoldi, and G. Veronelli [14]). Suppose that the Ricci

curvature satis�es Ricg > �B2g for some non-negative constant B > 0. If there exists

some point p 2 M for which every geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p satis�es

either the condition

(1.4)

Z b

a

t� Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt > B
p

n � 1

8<:b� + a�
exp

�
2Bap
n�1

�
+ 1

exp
�

2Bap
n�1

�
� 1

9=;
+ (n � 1)

�2

4(� � 1)
(b��1 � a��1)

or the condition

(1.5)

Z b

a

t Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt > B
p

n � 1

8<:b + a
exp

�
2Bap
n�1

�
+ 1

exp
�

2Bap
n�1

�
� 1

9=; +
n � 1

4
ln

b

a

for some constants a, b, and � such that 0 < a < b and � 6= 1, then (M; g) is compact.

注意. In the case of B = 0, (1.4) and (1.5) must be intended in a limit sense. Namely,

the integral conditions (1.4) and (1.5) must be replaced, respectively, by

(1.6)

Z b

a

t� Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt > (n � 1)a��1 + (n � 1)
�2

4(� � 1)
(b��1 � a��1)

and Z b

a

t Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt > (n � 1)

�
1 +

1

4
ln

b

a

�
:

When � 2 [0; 1), by taking the limit b ! +1, (1.6) recovers (1.3).

多様体 M 上の連続関数 f : M ! R に対して M 上の非負連続関数 f+ : M ! R を

f+(x) := maxff(x); 0g

で定義する. f+(x) = 0 は任意の x 2 M に対して f(x) = 0 が成り立つことと同値である.

完備リーマン多様体 (M; g)のリッチ曲率が正の定数 � > 0に対して Ricg > (n�1)�g を

満たせば, 定理 1 より (M; g) はコンパクトであり, その直径は diam(M; g) 6 �p
�
を満たす.

このとき任意の単位速度の測地線 
 = 
(t) に対して Ricg(
̇(t); 
̇(t)) > (n � 1)� となり

(1.7) ((n � 1)� � Ricg(
̇(t); 
̇(t)))+ = 0

が成り立つ. J.-G. Yun [37] は (1.7) を弱めることで 定理 1 の一般化を証明した.

定理 6 (J.-G. Yun [37]). For any positive constants � > 0 and " > 0, there exists an

explicit positive constant � = �(n; �; ") > 0 such that if there exists some point p 2 M

for which every geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p satis�esZ +1

0

((n � 1)� � Ricg(
̇(t); 
̇(t)))+ dt < �(n; �; ");
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then (M; g) is compact and the diameter from p satis�es diamp(M; g) 6 �p
�

+ ".

また B.-Y. Wu [35] は (1.7) を弱めることで 定理 1 の一般化を証明した.

定理 7 (B.-Y. Wu [35]). If there exist some constants � > 0 and Λ > 0 such that for

any point p 2 M and each minimal geodesic 
 emanating from p, the Ricci curvature

satis�es Z



((n � 1)� � Ricg(
̇(t); 
̇(t)))+ dt 6 Λ;

then (M; g) is compact. Moreover, the diameter of (M; g) has the upper bound

diam(M; g) 6 �p
�

+
Λ

(n � 1)�
:

Λ = 0 ならば 定理 7 は 定理 1 に帰着される. 一方で E. Calabi [5] はリッチ曲率が非負

であるという仮定の下で完備リーマン多様体がコンパクトになるための十分条件を与えた.

定理 8 (E. Calabi [5]). Suppose that the Ricci curvature is non-negative. If there exists

some point p 2 M for which every geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p satis�es

lim sup
s!+1

�Z s

0

q
Ricg(
̇(t); 
̇(t))dt �

p
n � 1

2
ln s

�
= +1;

then (M; g) is compact.

J. Cheeger, M. Gromov, M. Taylor [6] はある領域の外側でリッチ曲率の 2次の減衰を

仮定して完備リーマン多様体がコンパクトになるための十分条件を与えた.

定理 9 (J. Cheeger, M. Gromov, and M. Taylor [6]). If there exist some point p 2 M

and positive constants r0 > 0 and � > 0 such that the Ricci curvature satis�es

(1.8) Ricg(x) > (n � 1)
( 1

4 + �2)

r2(x)
g(x)

for all x 2 M satisfying r(x) > r0, where r(x) denotes the distance between p and x,

then (M; g) is compact. Moreover, the diameter of (M; g) from p has the upper bound

diamp(M; g) 6 r0 exp
��

�

�
:

定理 9 には興味深い一般化が存在する. この一般化を紹介するために記号の準備をしよう.

まず正の数 r > 0 に対して L0(r) := r と定め, 自然数 k > 1 に対して

Lk(r) := ln � ln � � � � � ln| {z }
k-times

(r)

とおく. このとき r > e "" (k � 1) に対して Lk(r) > 0 が成り立つ. ここで

e "" k := ee
: : :e

| {z }
k-times
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であり, e "" 0 := 1 とする. さらに実数 x 2 R と整数 k > 0 に対して e0(x) := x

かつ ek+1(x) := exp(ek(x)) とおき, 整数 k > 0 に対して ek := ek(0) とおく. このとき

ek = e "" (k � 1) および Lk(ek) = 0 が成り立つ. 自然数 k > 1 と正の数 � > 0 に対して

Ak;�(r) :=
1

4

(
1

L2
0(r)

+
1

(L0(r)L1(r))2
+ � � � +

1

(L0(r)L1(r)L2(r) � � � Lk�2(r))2

+
1 + 4�2

(L0(r)L1(r)L2(r) � � � Lk�1(r))2

)

とおく. ここで r > ek�1 である. この設定のもとで (1.8) は

Ricg(x) > (n � 1)A1;�(r(x))g(x)

と書き表される. V. Boju と L. Funar [4] は定理 9 で仮定されたリッチ曲率の減衰 (1.8) を

弱いものに置き換えて完備リーマン多様体がコンパクトになるための十分条件を与えた.

定理 10 (V. Boju and L. Funar [4]). If there exist some point p 2 M , natural

number k > 1, and positive constants r0 > ek�1 and � > 0 such that the Ricci curvature

satis�es

(1.9) Ricg(x) > (n � 1)Ak;�(r(x))g(x)

for all x 2 M satisfying r(x) > r0, where r(x) denotes the distance between p and x,

then (M; g) is compact. Moreover, the diameter of (M; g) from p has the upper bound

diamp(M; g) 6 ek�1

�
Lk�1(r0) exp

��

�

��
:

最近 J. Wan [31] はリッチ曲率の減衰 (1.9) がさらに改良出来ることを証明した.

定理 11 (J. Wan [31]). If there exist some point p 2 M and positive constants r0 > 0

and k > 2 such that the Ricci curvature satis�es

Ricg(x) > C(n; r0; k)

(r0 + r(x))k
g(x)

for all x 2 M , where r(x) denotes the distance between p and x, then (M; g) is compact.

Here the constant C(n; r0; k) may be taken as

C(n; r0; k) =

(
(n � 1) (k�1)k

(k�2)k�2 rk�2
0 k > 2;

(n � 1)
�
1 + r0

"

�
for any " > 0 k = 2:
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2 結果

ここからはリッチ曲率を拡張する曲率を紹介し, 定理 1 やその一般化に対する対応物を

与える. Riemann 多様体 (M; g) 上で定義された滑らかな関数 f : M ! R と定数

m 2 (�1; +1] に対して m-Bakry{�Emery リッチ曲率 [3] を

Ricm
f :=

8>><>>:
Ricg m = n;

Ricg + Hess f � 1

m � n
df 
 df m 2 (�1; n) [ (n; +1);

Ricg + Hess f m = +1

で定義する. ここで Hess f は関数 f のヘッシアンを表す. 簡単のため

Ricf := Ricg + Hess f

とおき, Bakry{�Emery リッチ曲率 という. f : M ! R を ポテンシャル関数 という.

m < +1 のとき, 滑らかな正値関数 v : M ! R+ を

v := exp

�
f

n � m

�
で定義する. ここで R+ := fx 2 R : x > 0g は正の実数全体の集合を表す. より一般的に

Riemann 多様体 (M; g) 上で定義された滑らかなベクトル場 V 2 X(M) と定数

m 2 (�1; +1] に対して m-変形 Bakry{�Emery リッチ曲率 [11] を

Ricm
V :=

8>>>>><>>>>>:

Ricg m = n;

Ricg +
1

2
LV g � 1

m � n
V � 
 V � m 2 (�1; n) [ (n; +1);

Ricg +
1

2
LV g m = +1

で定義する. ここで LV はベクトル場 V による Lie 微分を表し, V � はベクトル場 V の

Riemann 計量 g による双対を表す. 簡単のため

RicV := Ricg +
1

2
LV g

とおき, 変形 Bakry{�Emery リッチ曲率 という. V 2 X(M) を ポテンシャルベクトル場

という. m-Bakry–Émery リッチ曲率や m-変形 Bakry–Émery リッチ曲率はリッチ曲率を

用いて書き表される多くの重要な定理をポテンシャル関数とポテンシャルベクトル場の

適切な仮定の下で自然に拡張することが知られており, 多くの数学者が定理 1 や

その一般化を m-Bakry–Émery リッチ曲率や m-変形 Bakry–Émery リッチ曲率の場合へ

拡張している [7, 10–12, 16–30, 32–36, 38]. そのような拡張のうち, 本稿では主に著者が

m 2 (�1; 1] の場合の m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて得た結果を述べる. 定理 2 は

m 2 (�1; 1] のとき m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて次のように拡張される.
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定理 12 ([26]). Let m 2 (�1; 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. Set v := exp( f
n�m ). If there exists some point p 2 M for which every geodesic


 : [0; +1) ! M emanating from p satis�esZ +1

0

v2(
(t)) Ricm
f (
̇(t); 
̇(t))dt = +1;

then (M; g) is compact.

定理 6と定理 7は m 2 (�1; 1]のとき m-Bakry–Émeryリッチ曲率を用いて次のように

拡張される. 同時にこれらは定理 1 の m-Bakry–Émery リッチ曲率への拡張も与える.

定理 13 ([26]). Let m 2 (�1; 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. Set v := exp( f
n�m ). For any positive constants � > 0 and " > 0, there exists an

explicit positive constant � = �(n; m; vmax; �; ") > 0 such that if there exists some point

p 2 M for which every geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p satis�esZ +1

0

�
(n � m)� � v2(
(t))Ricm

f (
̇(t); 
̇(t))
�

+
dt < �(n; m; vmax; �; ");

then (M; g) is compact and the diameter from p satis�es diamp(M; g) 6 �p
�

vmax + ".

定理 14 ([29]). Let m 2 (�1; 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. If there exist some constants � > 0 and Λ > 0 such that for any point p 2 M

and each minimal geodesic 
 emanating from p, the m-Bakry{ �Emery Ricci curvature

satis�es Z



�
(n � m)� � v2(
(t))Ricm

f (
̇(t); 
̇(t))
�

+
dt 6 Λ;

then (M; g) is compact. Moreover, the diameter of (M; g) satis�es

diam(M; g) 6 �p
�

vmax +
Λ

(n � m)�
:

定理 5 は m 2 (�1; 1] のとき m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて次のように拡張

される. この系として定理 4 の m-Bakry–Émery リッチ曲率への拡張も得られる.

定理 15 ([28]). Let m 2 (�1; 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. Suppose also that the m-Bakry{ �Emery Ricci curvature satis�es Ricm
f > �B2g

for some non-negative constant B > 0. If there exists some point p 2 M for which every

geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p satis�es either the condition

(2.1)

Z b

a

t�v2(
(t)) Ricm
f (
̇(t); 
̇(t))dt > B

p
n � mv2

max

8<:b� + a�
exp

�
2Bap
n�m

�
+ 1

exp
�

2Bap
n�m

�
� 1

9=;
+ (n � m)v2

max

�2

4(� � 1)
(b��1 � a��1)
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or the condition

(2.2)

Z b

a

tv2(
(t)) Ricm
f (
̇(t); 
̇(t))dt > B

p
n � mv2

max

8<:b + a
exp

�
2Bap
n�m

�
+ 1

exp
�

2Bap
n�m

�
� 1

9=;
+

n � m

4
v2

max ln
b

a

for some constants a, b, and � such that 0 < a < b and � 6= 1, then (M; g) is compact.

注意. In the case of B = 0, (2.1) and (2.2) must be intended in a limit sense. Namely,

the integral conditions (2.1) and (2.2) must be replaced, respectively, byZ b

a

t�v2(
(t)) Ricm
f (
̇(t); 
̇(t))dt > (n � m)v2

maxa��1 + (n � m)v2
max

�2

4(� � 1)
(b��1 � a��1)

and Z b

a

tv2(
(t)) Ricm
f (
̇(t); 
̇(t))dt > (n � m)v2

max

�
1 +

1

4
ln

b

a

�
:

定理 8 は m 2 (�1; 1] に対する m-Bakry–Émery リッチ定理がある点で負になることを

許容した上で次のように拡張される.

定理 16 ([28]). Let m 2 (�1; 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. If there exist some point p 2 M , non-negative constant B > 0, and positive

constant t0 > 0 for which every geodesic 
 : [0; +1) ! M emanating from p satis�es

either the condition

Ricm
f (
̇(t); 
̇(t)) > �B2

t2
for all t > 0

with

lim sup
s!+1

(Z s

t0

s
v2(
(t))

�
Ricm

f (
̇(t); 
̇(t)) +
B2

t2

�
dt �

r
n � m

4
+ B2vmax ln s

)
= +1;

then (M; g) is compact.

定理 10 は m 2 (�1; 1] のとき m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて次のように拡張

される. この系として定理 9 の m-Bakry–Émery リッチ曲率への拡張も得られる.

定理 17 ([30]). Let m 2 (�1; 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above and put v := exp( f
n�m ). Suppose also that there exist some point p 2 M , natural

number k > 1, and positive constants r0 > ek�1 and � > 0 such that the m-Bakry{

�Emery Ricci curvature satis�es

v2(x) Ricm
f (x) > (n � m)v2

max Ak;�(r(x))g(x)
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for all x 2 M satisfying r(x) > r0, where r(x) denotes the distance between p and x.

Then (M; g) is compact. Moreover, the diameter of (M; g) from p has the upper bound

diamp(M; g) 6 ek�1

�
Lk�1(r0) exp

��

�

��
:

定理 11 はポテンシャル関数が有界であるという仮定の下で Bakry–Émery リッチ曲率へ

次のように拡張される.

定理 18 ([27]). Suppose that there exists some non-negative constant 0 6 H < +1
such that the potential function satis�es jf j 6 H. If there exist some point p 2 M and

positive constants r0 > 0 and k > 2 such that the Bakry{ �Emery Ricci curvature satis�es

Ricf (x) > C(n; H; r0; k)

(r0 + r(x))k
g(x)

for all x 2 M , where r(x) denotes the distance between p and x, then (M; g) is compact.

Here the constant C(n; H; r0; k) may be taken as

C(n; H; r0; k) =

(
(n + 4H � 1) (k�1)k

(k�2)k�2 rk�2
0 k > 2;

(n + 4H � 1)
�
1 + r0

"

�
for any " > 0 k = 2:

紙面の都合上, 指摘すべき多くの文献を割愛した. m-Bakry–Émery リッチ曲率と

変形 m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いた定理 1 とその一般化の拡張については,

解説論文 [18, 22] も参考にして戴きたい.
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A Giambelli formula for the quantum K-theory of
Grassmanianns

早稲田大学大学院基幹理工学研究科数学・応用数理専攻
中山勇祐 (Yusuke Nakayama)

joint work with Dang Hiep, Takeshi Ikeda, Tomoo Matsumura and Shogo Sugimoto

1 Review on Schubert calculus for Grassmannian

Schubert計算とは代数幾何学の 1分野であり幾何学的な問題の解の数を数え上げることである.
特に, 構造定数を決定することが重要な問題である. ここで構造定数とは, Grassmann多様体のコ
ホモロジー環において Schubert多様体は Schubert類と呼ばれるコホモロジー類を定め, Schubert
類どうしの積を考えた時に Schubert類達の線形和で書けそれらに現れる係数のことを言う. 古典
的な場合で言えば, Pieriの規則と呼ばれるある特殊な Young図形で添字付けられる Schubert類と
の積を組み合わせ論を用いた方法で求めることが知られている. また, Grassmann多様体のコホモ
ロジー環に対してある不変式環から全射があってその Schubert類に対して Schur多項式が対応す
ることが知られている. つまり, 構造定数を求める問題は多項式の展開に帰着される. この章では
このような特殊多項式に焦点を当てた Grassmann多様体の Schubert計算について述べる.

1.1 Cohomology

以下この報告集では X を Grassmann 多様体 Gr(m, Cn) とする. Ym(n) を行が m 以下で列が
n − m以下の Young図形の集合とする. つまり集合としては以下で与えられる:

Ym(n) = {λ = (λ1, · · · , λm) | n − m ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0, λi ∈ Z≥0}.

さらに Ym(∞)を ⋃
i≥m Ym(i)で定義する. Cn の旗 F · とは次のような線形部分空間の減少列のこ

とを言う:
Cn = F 0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ F n = {0}, dim F i = n − i.

任意の λ ∈ Ym(n)に対して, λで添字付けられる Schubert多様体 Ωλ を

Ωλ := {V ∈ X | dim (F λi+m−i ∩ V ) ≥ i (1 ≤ i ≤ m)}

で定義する. この時 Ωλ は X の閉部分多様体であって, X での余次元は |λ| =
∑

i λi に等しい. コホ
モロジー類 σλ ∈ H2|λ|(X, Z)を基本ホモロジー類 [Ωλ] ∈ H2m(n−m)−2|λ|(X, Z)の Poincaré双対とす
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る. これを Schubert類と呼ぶ. これらはH∗(X, Z)の Z-basis である. 2つの Schubert類の積を以下
で表す:

σλ · σµ =
∑

ν∈Ym(n)

cν
λ,µσν

ここで定数 cν
λ,µ ∈ Z≥0は |ν| = |λ| + |µ|の場合を除き 0である. この cν

λ,µを構造定数と呼ぶ. この数
は 3つの Schubert多様体の交点数に等しいことが知られている. 先にも述べた通り, この構造定数
を求めることが Schubert計算において重要な問題である. それを求める手段として以下のような
特殊多項式を用いた方法がある. Λm を対称多項式環 Z[z1, · · · , zm]Sm とする. λ ∈ Ym(∞)の Schur
多項式を

sλ := det(zλj+m−j
i )m×m∏

1≤i<j≤m(zi − zj)

で定義する. この時, 古典的に次の事が知られている.

Theorem 1.1 環の全射
Λm → H∗(X, Z)

が存在して, 元の対応は以下で与えられる:

sλ 7→

 σλ if λ ∈ Ym(n)
0 otherwise

つまり, 幾何学的な構造定数は Schur多項式という特殊多項式の代数的な計算で求めることができ
る. さらに, sλ の構造定数はよく知られている (Littlewood-Richardson規則).

1.2 Quantum cohomology

次に量子コホモロジー環 QH∗(X, Z)について紹介する. X の量子コホモロジー環は加群として
H∗(X, Z) ⊗ Z[q]で与えられる Z[q]-代数であって, 代数構造は

σλ · σµ =
∑

ν∈Ym(n), d≥0

cν,d
λ,µqdσν

で定義される. ここで cν,d
λ,µは 3つの Schubert多様体Ωλ, ΩµとΩν̌ (ν̌ = (n−m−νm, · · · , n−m−ν1),

cν,0
λ,µ = cν

λ,µ)を通るX 上の次数 dの有理曲線の数である. つまり, 量子コホモロジー環における構造
定数は種数 0, 次数 d, 3点の Gromov-Witten不変量で与えられる. この場合も古典的なコホモロ
ジー環の時と同様に Schubert類に対応する多項式が知られている. (つまり, Gromov-Witten不変
量も多項式の計算で求めることができる.)

Theorem 1.2 (Bertram, Fulton and Ciocan-Fontanine [3]) 量子コホモロジー環 QH∗(X)は Z[q]-代
数として

Λm[q]/Jm,n, Jm,n = 〈hn−m+1, · · · , hn−1, hn + (−1)mq〉, deg q = n
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と同型である. ここで hi :=
∑

1≤j1≤···≤ji≤m zj1 · · · zji である. 任意の λ ∈ Ym(n)に対して, Schur多
項式 sλ は QH∗(X)上の Schubert類 σλ に対応する.

ここで古典的なコホモロジー環と量子コホモロジー環の構造定数について比較してみる.

Example 1.3 X = Gr(2, 4)とする. σ1 · σ1 に注目してみると, 出てくる Schubert類は共に同じで

H∗(X) QH∗(X)

σ1 · σ1 σ1,1 + σ2 σ1,1 + σ2

σ2,1 · σ1 σ2,2 σ2,2 + q

σ2 · σ12 0 q

構造定数も同じである. しかし, σ2,1 · σ1 に注目してみると, σ2,2 は共通しているが量子コホモロ
ジー環の方には qという項が存在する. これが両者の環の違いである. この表からもわかるように
量子コホモロジー環における q を 0に特殊化することで古典的なコホモロジー環の計算に一致す
る. ただし, 左辺と右辺のそれぞれの項の次数（添字付けられる Young図形の箱の個数, ただし今
の場合 deg q = 4）は両者の環において等しいことに注意する.

1.3 K-theory

この節では Grothendieck環 K(X)について考える. 古典的なコホモロジー環との違いは H∗(X)
は次数付き環であることに対して, K(X)の方はそうではない. これについて定義を与えた後に具
体例で見る. Coh(X)を X 上の連接層のなす圏とし, K(X)を Grothendieck群K0(Coh(X))とする.
この時, K(X)は以下で積構造を定め環となる:

[F ] · [G] = [F ⊗L
OX

G]

この環を X の Grothendieck 環と呼ぶ. K(X)は Schubert構造層 Oλ := [OΩλ
]からなる基底を持

つ. この Oλ をK(X)上の Schubert類と呼ぶ. 二つの Schubert類の積を以下で表す:

Oλ · Oµ =
∑

ν

(−1)|ν|−|λ|−|µ|cν
λ,µOν .

ここで定数 cν
λ,µ ∈ Z≥0 を構造定数と呼ぶ.

Example 1.4 X = Gr(2, 4)とする. σ1 · σ1 と O1 · O1 を比較する. σ1 · σ1 の方のそれぞれの項の次
数は 2である. O1 · O1 には, O1,1 と O2 の次数は 2であるが次数が 3である O2,1 という項もある.
つまり, H∗(X)上の Schubert類の積は次数を保つのに対して, K(X)の Schubert類の積は次数を保
たない. K(X)上の計算において次数を保たない項を 0にすれば H∗(X)上の計算に一致する.
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H∗(X)

σ1 · σ1 σ1,1 + σ2

σ2,1 · σ1 σ2,2

σ2 · σ12 0

K(X)

O1 · O1 O1,1 + O2 − O2,1

O2,1 · O1 O2,2

O2 · O12 0

K(X)においても H∗(X)の時と同様に Schubert類に対応する特殊多項式が知られている. β を形
式的パラメーターとする. λ ∈ Ym(∞)の β-Grothendieck多項式を以下で定義する:

Gβ
λ(z1, · · · , zm) := det(zλj+m−j

i (1 + βzi)j−1)1≤i,j≤m∏
1≤i<j≤m(zi − zj)

これは Λm[β]の元である. β を −1に特殊化した Gλ := Gβ=−1
λ ∈ Λm (λ ∈ Ym(∞)) を Grothendieck

多項式と呼ぶ. これらは Λm の Z-basisをなす. Gβ=0
λ ∈ Λm は Schur多項式 sλ である.

Theorem 1.5 (Lascoux-Schützenberger [11])

Gλ 7→

 Oλ if λ ∈ Ym(n)
0 otherwise

で定義される次の全射環準同型が存在する:

Λm → K(X).

また, “set-valued tableaux”を用いて, Oλ の構造定数を計算することができる [1].

1.4 Quantum K-theory

古典的なコホモロジー環の Gromov-Witten不変量を用いた一般化として量子コホモロジー環を
考えたが, K-理論に関しても Gromov-Witten理論を用いた一般化が Giventalと Leeによって考え
られた. X の量子 K-理論的環 QK(X)とは加群として K(X) ⊗ Z[q]で与えられる Z[q]-代数であっ
て, 代数構造は

Oλ · Oµ =
∑

ν∈Ym(n), d≥0

Nν,d
λ,µqdOν

で定義する. ここで Nν,d
λ,µ は種数 0の有利曲線から X への安定写像の Kontsevichモジュライ空間を

用いて定義される. この時, これで定義した積は結合的であることが示されている [5]. 例えば, ある
特別な構造定数 Nν,d

λ,i を求める手段として BuchとMIhalceaによって Pieriの規則が知られている
[4]. 量子コホモロジー環やK-理論との関係を次の章で述べる.

2 Presentation of the quantum K-theory of Grassmannian

この章では我々が得た主結果とその証明のアイデアについて述べる. また, 具体例を通じて量子
K-理論が量子コホモロジー環やK-理論とどのような関係にあるかを見る.
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2.1 Main result

各 µ ∈ Ym(∞)に対して, µ− を µから 1行目と 1列目を取り除いたパーティションとする. Hm,n

を {µ ∈ Ym(∞) | µ1 = n − m + 1}とする.

Example 2.1 X = Gr(2, 4)とする. このとき

Hm,n =

 , , ,


である. また, 例えば µ = (3, 2)を選べば以下の赤色の箱を取り除いたパーティションが µ−である:

µ = ⇒ µ− =

コホモロジー環や量子コホモロジー環, Grothendiec環のそれぞれの環における Schubert類に対し
て特殊多項式が対応してきたが, 我々の主結果は量子 K-理論的環の Schubert類に対応する特殊多
項式を決定した.

Theorem 2.2 (Dang-Ikeda-Matsumura-N-Sugimoto) Im,nを Λm[q, β]のイデアルで以下の関係で生
成されているとする:

Gµ(z1, · · · , zm) − q · (−β)m−l(µ)Gµ−(z1, · · · , zm) (µ ∈ Hm,n)

ここで l(µ)は µの長さである. このとき, Gλ mod Im,n 7→ Oλ (λ ∈ Ym(n)) を対応させる環準同型
Λm[q, β]/Im,n → QK(X)は Z[q]-代数としての同型である.

Remark 2.3 “Yang-Baxter algebra”を用いて, Gorbounovと Korffは 2018年に QK(X)における
プレゼンテーションを構成している [6].

Example 2.4 X = Gr(2, 4) とする. イデアルの生成元は G3 ≡ −β · q, G3,1 ≡ q, G3,2 ≡ q · G1,
G3,3 ≡ q · G2 である. Lenartによる Grothendieck多項式の Pieri規則 [10] を用いる.

•G1 · G1 = G1,1 + G2 + βG2,1

•G2 · G1 = G2,1 + G3 + β · G3,1 ≡ G2,1 − β · q + β · q = G2,1 (mod Im,n)
•G2,1 · G1 = G2,2 + G3,1 + β · G3,2 ≡ G2,2 + q + β · q · G1 (mod Im,n)
•G2 · G12 = G3,1 ≡ q (mod Im,n)

例えば, G2 · G1 では関係を入れることによって剰余環上では G2,1 だけになることに注意する.
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さて, それぞれの環との関係を見てみよう.

Example 2.5 X = Gr(2, 4)とする.

H∗(X) QH∗(X)

σ1 · σ1 σ1,1 + σ2 σ1,1 + σ2

σ2,1 · σ1 σ2,2 σ2,2 + q

σ2 · σ12 0 q

K(X) QK(X)

O1 · O1 O1,1 + O2 − O2,1 O1,1 + O2 − O2,1

O2,1 · O1 O2,2 O2,2 + q − q · O1

O2 · O12 0 q

q = 0にすれば K(X)上の計算に一致する. 例えば O2,1 · O1 に注目して QK(X)の計算を見ると
O2,2 と q の次数は 4であるのに対して最後の項である q · O1 の次数は 5である. やはり QK(X)
でも K(X)と同様に次数を保たない. QK(X)上の計算において次数を保たない項を 0にすれば
QH∗(X)上の計算に一致する.
このように QK(X)上での計算がわかれば, 然るべき特殊化をすることでそれぞれの環の計算を
することができる.

Lenartによる Grothendieck多項式の Pieri規則 [10] と主結果を用いて次の表が得られる.

Example 2.6 X = Gr(2, 4)とする.
•O1 · O1 = O1,1 + O2 − O2,1

•O2 · O1 = O2,1

•O1,1 · O1 = O2,1

•O2,1 · O1 = O2,2 + q − q · O1

•O2,2 · O1 = q · O1

•O1,1 · O1,1 = O2,2

•O2 · O1,1 = q

•O2,1 · O1,1 = q · O1

•O2,2 · O1,1 = q · O2

さて, 主結果の系としてQK(X)上の任意の Schubert類の行列式の各成分が 1列であるGiambelli
公式を得た. これは Grothendieck多項式の行列式の各成分が 1列である Giambelli公式を証明し,
主結果を用いることで得られる.
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Corollary 2.7 (Dang-Ikeda-Matsumura-N-Sugimoto) QK(X)上において, 次の Giambelli公式が成
り立つ: 任意の λ ∈ Ym(n)に対して

Oλ = det

∑
s≥0

(
i − j

s

)
(−1)sO

(1λ
′
i

+j−i+s)


1≤i,j≤r′

.

ここで λ
′ は λの共役, r′ = λ1 であり, 1i = (1, · · · , 1, 0, · · · , 0)は |1i| = iをみたすものである.

Example 2.8 m = 3, n = 5, λ = (2, 2) ∈ Y3(5)とする. そのとき, QK(X)上で次の等式が成立する.

Oλ =

∣∣∣∣∣∣ O12 O13

O1 − O12 O12

∣∣∣∣∣∣ = O12 · O12 − O13 · (O1 − O12).

2.2 Outline of the proof

この節では主結果の証明のアイデアと概略について述べる. 次の結果が証明の鍵である.

Lemma 2.9 Rを結合的な Z[q]-代数で次の性質を満たすとする:
(i) Rは加法的な Z[q]-basis {Gλ}λ∈Ym(n) を持つ.

(ii) Rは “双対 Pieri規則”をみたす. すなわち,

Gλ · G1i =
∑

ν∈Ym(n), d≥0

Nν,d
λ,1iq

dGν . (λ ∈ Ym(n), 1 ≥ i ≥ m).

このとき Z[q]-線形写像 Gλ 7→ Oλ (λ ∈ Ym(n))は環の同型 R ∼= QK(X)を与える.

R := Λm[β, q]/Im,n とする. 以下のことを証明する. Gβ
λ (λ ∈ Ym(n))の像が

1. Z[q]上線形独立である.
(アイデアは QH∗(X)に落とし込むことである [Bertram, Fulton and Ciocan-Fontanine] [3].)

2. 双対 Pieri規則をみたす. つまり

Gλ · G1i =
∑

ν∈Ym(n), d≥0

Nν,d
λ,1iq

dGν mod Im,n.

(Lenartによる Grothendieck多項式 {Gλ}の双対 Pieri規則 [10]を使い, BuchとMihalceaによ
る QK(X)上の双対 Pieri規則 [4]と一致することを証明する.)

3. Rを Z[q]-加群として生成する. (2を使う.)

3 Ongoing projects and related topics

最後に現在行なっている研究の内容を紹介する. T を GLn(C)の対角行列からなる極大トーラス
とする. このとき, T -同変 Grothendieck環 KT (X)を考えたのと同様に T -同変量子 K 環 QKT (X)
を考えることができる.
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Ongoing project 3.1 (Dang-Ikeda-Matsumura-N-Sugimoto) QK(X) と同様に QKT (X) のプレゼ
ンテーションを構成しようとしている. さらに, 環の同型を導くだけでなく構造定数を決定するア
ルゴリズムを見つけようとしている.

Remark 3.2 Gorbounovと Korffは 2018年に QKT (X)のプレゼンテーションの予想をして, 同年
に Buchと ChaputとMihalceaと Perrinによってその予想が正しいことが証明された [2].

ここまでは Grassmann多様体の場合のみを考えてきたが, X がラグランジアン Grassmann多様
体や極大直交 Grassmann多様体について考える.

Ongoing project 3.3 X = LG(n)または OG(n + 1, 2n + 2)の場合を考える. (すなわち, type C も
しくは type D.) このとき, QKT (X)のプレゼンテーションを構成しようとしていて, Schubert類に
対応する特殊多項式を見つけようとしている.
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A CORRESPONDENCE BETWEEN INVERSE

SUBSEMIGROUPS, OPEN WIDE SUBGROUPOIDS AND

CARTAN INTERMEDIATE C*-SUBALGEBRAS

慶應義塾大学理工学部 紅村 冬大 (FUYUTA KOMURA)

Abstract. 与えられた作用素環に対し，その部分環を計算することは伝統的な研
究である．例えば，群作用から得られる作用素環の部分環は，適当な条件下では作
用している群の部分群で計算できる．本稿では逆半群と呼ばれる代数系を導入し，
逆半群と C*環のガロア対応とも言うべき結果を紹介する．さらに，応用例として
Cuntz環やグラフ環の部分環の計算について紹介する．本講演は講演者のプレプ
リント (arXiv:2007.11456)に基づく．

1. Introduction

本稿では筆者の論文 [8]を概説することを目標に，関連する数学的対象の概説を
行う．この論文で扱う主な対象は逆半群 (inverse semigroup)，エタール亜群 (étale
groupoid)と C*環 (C*-algebra)である．逆半群は完全に代数的な対象であり，エ
タール亜群は位相と代数の構造を兼ね備えた対象である．C*環論は関数解析の一分
野として扱われている．ここで，これらの対象の関係を簡単に説明する．
作用素環論はHilbert空間上の作用素がなす代数を扱う分野であり，関数解析の

一分野として扱われる．作用素環は一般に無限次元であり位相を考えることが重要
となるが，扱う位相の違いによって作用素環は C*環と von Neumann環に分かれ
る．本稿で扱うC*環論では，主にノルムから定まる位相を用いる．C*環を定義す
ること自体は難しくはないが，様々な具体例を構成することは困難であった．今で
は様々なC*環の構成法が考えられており，その中の一つにエタール亜群を用いるも
のがある (Renault[14]による)．亜群とは全ての射が可逆となるような小圏である．
圏の構造と両立する位相を備えた亜群は位相亜群と呼ばれるが，その中でも特にあ
る離散性を持つ位相亜群をエタール亜群と呼ぶ．エタール亜群が与えられると，そ
の上の convolution algebraを完備化することによって亜群 C*環と呼ばれる C*環
が得られる．亜群 C*環の性質をエタール亜群の言語で特徴付ける研究は数多くの
研究者によってなされている．亜群C*環のイデアル構造については [2]，nuclearity
などの解析的な性質については [1]が詳しい．[10]では，亜群C*環のアーベル化を
エタール亜群の言語で記述した．
エタール亜群は様々な数学対象から得られる．例えば，離散力学系や多様体上の

葉層構造からエタール亜群が得られる．本稿では逆半群から得られるエタール亜群
に着目する．逆半群とは一般化逆元を備えた半群であり，群を特殊な場合として含
んでいる．群は空間等の大域的な対称性を記述するが，逆半群はフラクタル図形等
に見られる “局所的な対称性” (local symmetry)を記述する．逆半群は位相空間に
作用していると，その作用からエタール亜群を構成することができる．逆半群は純
代数的な対象であるので，逆半群を用いることで C*環やエタール亜群の理論に純
代数的なアプローチが得られると期待される．実際に，[6]や [7]ではエタール亜群
や亜群C*環と逆半群の関係について研究が行われている．[9]では，逆半群の商と，
universal groupoidと呼ばれるエタール亜群の商，不変集合の関係について述べら

33



れている．[10]と [9]から，逆半群，エタール亜群，亜群C*環のそれぞれの商に対
応があることが分かる．
本稿のテーマであるC*環の部分環について，関係する研究を述べる．群がC*環

に作用している時，接合積というC*環を構成することができる．[5]では，接合積
の部分環と群の部分群の対応について結果が得られている．また，[3]では，亜群C*
環とエタール亜群の Galois対応とも言うべき結果が得られている．すなわち，[3]
では亜群C*環の部分環とエタール亜群の部分亜群との間の 1対 1対応が示された．
一方，エタール亜群は位相を備えた対象であり，そのままでは部分亜群の計算が困
難である．そこで，[8]ではエタール亜群の部分亜群と逆半群の部分半群との対応が
示された．逆半群は純代数的な対象なので，部分半群の計算が比較的簡単である．
[3]の結果と [8]の結果を組み合わせることで，C*環の部分環と逆半群の部分半群
との対応が得られる．群よりも逆半群の方が構造が豊かであり，この対応によって
多くの部分環を捉えることができると期待される．本稿ではこの結果の紹介を目標
に，基本的な定義から説明する．

2. 逆半群とエタール亜群

2.1. 逆半群. 本節では逆半群に関する基本的な概念を解説する．省略した証明に関
しては [11]などの教科書を参照せよ．

Sを半群とする．任意の s 2 Sに対し

s�ss� = s�; ss�s = s

となるような s� 2 S が一意に存在する時，S を逆半群と呼ぶ．s�は sの一般化逆
元 (generalized inverse)と呼ばれる．

Sの冪等元全体からなる集合をE(S)と書く．つまり

E(S) ��= fe 2 S j e2 = eg
とする．E(S)の元は互いに可換であり，かつ E(S)は S の部分逆半群になること
が知られている．

Example 2.1. X を集合とする．I(X)を，X 上の partial bijection全体からなる
集合とする：

I(X) ��= ff : U ! V j U; V � X; f は全単射 g:

写像の合成によって I(X)の積が定まる．また，f 2 I(X)に対し f� ��= f�1とすれ
ば，I(X)は逆半群となる．partial bijectionf : U ! V に対し，その定義域，値域
をそれぞれ dom f ��= U; ranf ��= V と書く．

E(I(X))はX の部分集合上の恒等写像全体からなる集合と一致する．また，X
の構造によって I(X)の元に適切な条件を課す．例えば，X が位相空間であるとき
は，I(X)はX の開集合から開集合への同相写像全体からなる集合と定める．

Wagner-Prestonの定理は，任意の逆半群がある I(X)の部分半群として実現さ
れることを主張する．これは群論の Cayleyの定理の類似物である．

Example 2.2. n 2 Nを 2以上の自然数とする．Polycyclic monoid Pn を以下の
式で定める：

Pn ��= hS1; S2; : : : ; Sn; 0; 1 j S�
i Sj = �i;j1i:

つまり，Pnは S�
i Sj = �i;j1を満たす fSign

i=1; 0; 1で生成されており，そのような逆
半群の中で universalなものの事である．

Pnの元の表し方について説明する．Σ ��= f1; 2; : : : ; ngとし，Σ� ��=
S

n2N Σnを
Σ上の有限語全体からなる集合とする．ここで，Σ0は空語からなる 1元集合である．
Σ�の元�は�1; �2; : : : ; �l 2 Σを用いて� = (�1; �2; : : : ; �l)と表される．この l 2 N
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を �の長さと呼び，j�j ��= lと表す．また，� 2 Σ�に対しS� ��= S�1S�2 � � � S�l
2 Pn

と定める．S�
i Sj = �i;j1という関係式を繰り返し用いることで，

Pn = fS�S�
� j �; � 2 Σ�g [ f0g

となることが分かる．

2.2. エタール亜群. 本節ではエタール亜群に関する基本的な事項を解説する．端的
に言えば，亜群とは全ての射が可逆な小圏である．本稿では以下のような記号を用
いる．

De�nition 2.3. 亜群Gとは
(1) unit space G(0) � G,

(2) domain map と range map d; r : G ! G(0),

(3) G(2) ��= f(�; �) 2 G � G j d(�) = r(�)g上で定義される積

G(2) 3 (�; �) 7!2 �� 2 G

から構成され，これらは以下の条件を満たす：
� 任意の x 2 G(0)に対し d(x) = r(x) = xが成り立つ，
� 任意の (�; �) 2 G(2)に対し d(�)� = �, �r(�) = �が成り立つ，
� 任意の (�; �) 2 G(2)に対し，d(��) = d(�), r(��) = r(�)が成り立つ，
� 任意の (�; �); (�; 
) 2 G(2)に対し，(��)
 = �(�
)が成り立つ，
� 任意の 
 2 Gに対し，ある 
0 2 Gが存在して (
0; 
); (
; 
0) 2 G(2)，d(
) =


0
と r(
) = 

0が成り立つ．
上のような 
0は 
から一意に定まるので 
�1と表す．

Example 2.4. 群は unit spaceが 1点集合となる亜群と同一視することができる．
集合は unit spaceが全体と一致するような亜群と同一視することができる．

上記の例は亜群の極端な例である．一般には群が集合や空間に作用している時
に，変換亜群という亜群を構成することができる．本稿ではさらに一般化して，逆
半群の作用から得られる亜群を扱う．
群に対して位相群という概念があるように，亜群に対しても位相亜群を考える．

位相亜群Gとは，積と inverse G 3 
 7! 
�1 2 Gが連続となる位相を備えた亜群
Gのことである．d(
) = 
�1
; r(
) = 

�1が任意の 
 2 Gに対し成り立つこと
から，位相亜群の domain mapと range mapは連続である．

De�nition 2.5. G を位相亜群とする．G がエタールであるとは，domain map
d : G ! G(0)が局所同相写像になることである．1)エタール位相亜群を単にエタール
亜群と呼ぶ．

位相亜群において inverseをとる写像は同相写像なので，エタール亜群の range
mapも局所同相写像になる．
本稿ではエタール亜群Gの unit space G(0)が局所コンパクトハウスドルフ空間

であることを仮定する．この仮定は G上の連続関数が豊富に存在することを保証
し，C*環を構成する際に重要となる．また，G全体がハウスドルフであるとは限ら
ず，実際にハウスドルフでない例は自然に現れる．ハウスドルフでないエタール亜
群の扱い方については [12]が詳しい．
次に，逆半群の空間への作用から得られるエタール亜群について解説する．逆半

群の作用から得られるエタール亜群が本稿の考察の対象となる．

1)d : G → G(0) が局所同相写像であるとは，任意の γ ∈ Gに対し γ ∈ U となる開集合 U ⊂ Gが存
在し d(U) ⊂ G(0) が開集合かつ d|U が像への同相写像となることである．
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De�nition 2.6. Sを逆半群，Xを位相空間とする．SのXへの作用とは，逆半群
の準同型 � : S ! I(X)のことである．この時，� : S y Xと書く．また，s 2 Sの
�による像を �s 2 I(X)と書く．

De�nition 2.7. Sを逆半群，X を局所コンパクトハウスドルフ空間，� : S y X
を作用とする．集合

S � X ��= f(s; x) 2 S � X j x 2 dom(�s)g
上の同値関係�を以下のように定める：

(s; x) � (t; y) () x = y かつ se = teなる e 2 E(S)が存在する．

S n� X ��= S � X=�と定め，(s; x) 2 S � X の同値類を [s; x] 2 S n� X と書く．

S n� X の亜群としての構造は以下のように定まる．まず，unit spaceを

(S n� X)(0) ��= f[e; x] 2 S n� X j x 2 dom(�e)g
と定める．写像

(S n� X)(0) 3 [e; x] 7! x 2 X

は全単射になることが分かるので，この全単射によって (S n� X)(0)とXを同一視
する．S n� X の domain map, range mapをそれぞれ

d([s; x]) = x; r([s; x]) = �s(x)

と定める．[s; x]; [t; y] 2 S n� X の積は x = �t(y)の時に定義し

[s; x][t; y] ��= [st; y]

と定める．2) [s; x]の逆元は [s�; �s(x)]と定まる．以上の構造によって S n� X は亜
群となる．また，s 2 Sと開集合 U � dom(�s)に対し

Z(s; U) ��= f[s; x] 2 S n� X j x 2 Ug
と定める．S n� X の位相として Z(s; U)全体が生成する位相を考える．この位相
によって S n� X はエタール亜群になる．
最後に，本稿の考察の対象である strongly tightな作用を定義する．

De�nition 2.8. S を逆半群，X を全不連結局所コンパクトハウスドルフ空間，
� : S y X を作用とする．作用 �が ampleであるとは，任意の e 2 E(S)に対し
dom �e � X がコンパクト開集合になることとする．Ampleな作用 �が strongly
tightであるとは，fdom �ege2E(S)がX の開基になっていることとする．

Strongly tightという条件は，大雑把に言えば空間X の情報がE(S)に反映され
ているという条件である．従って，strongly tightな作用に対しては，作用の性質
が逆半群そのものの代数的な性質に反映されることが期待される．

Example 2.9. Pnを polycyclic monoid，Σ ��= f1; 2; : : : ; ngとする (Example 2.2
参照)．Pn の ΣN への strongly tightな作用を定義する．まず，直積位相を考える
ことで ΣNをコンパクトハウスドルフ空間とみなす．� 2 Σ�に対し，C(�) � ΣN

を �から始まる無限文字列全体からなる集合とする．C(�)は ΣNのコンパクト開
集合となることに注意せよ．S�S�

� 2 Pnに対し，同相写像 �S�S�
�

: C(�) ! C(�)が
�S�S�

�
(�x) = �xによって定まる (ただし，x 2 ΣNである)．0 2 Pnには空写像を対

応させることで，作用 � : Pn y ΣNが定まる．C(�)がΣNの開基であることから，
�は strongly tightとなることが分かる．

2)domain mapや range map, 積が実際に well-de�nedであることは容易に確かめられる.
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上記の例は Cuntz環という C*環と深い関係を持つ重要な例である．

3. 部分半群と部分亜群の対応

S を逆半群，X を全不連結局所コンパクトハウスドルフ空間とし，� : S y X
を strongly tightな作用とする．この時エタール亜群 S n� X が定まるのであった
(Definition 2.7)．まず，S n� X の開部分亜群と Sの部分半群の対応について述べ
る．その後，C*環論への応用を述べる．

De�nition 3.1. Sを逆半群，Xを局所コンパクトハウスドルフ空間とし，� : S y X
を作用とする．また，G ��= S n� X とおく．部分亜群 G(0) � H � Gと部分半群
E(S) � T � Sに対し，TH とHT をそれぞれ

TH ��= fs 2 S j Z(s; dom �s) � Hg;

HT ��= f[t; x] 2 G j t 2 T; x 2 dom �tg

と定める．TH はE(S)を含む Sの部分半群となり，HT はG(0)を含むGの開部分
亜群となる．

写像H 7! TH と T 7! HT は互いの逆写像になりそうであるが，一般にはそうで
はない．T 7! TH の定義域を特別な部分半群のクラスに制限することで，これらの
写像は互いの逆写像となる．

De�nition 3.2. Sを逆半群，Xを局所コンパクトハウスドルフ空間とし，� : S y X
を作用とする．部分半群 T � Sが �-join closedであるとは，以下の条件が成り立
つことである：

‘任意の s 2 Sに対し，「s 2 T であること」と「ある有限集合 F � E(S))が存在
し，sF � T かつ dom �s �

S
f2F dom �f が成り立つこと」が同値である．’

Remark 3.3. s 2 T ならば，F = fs�sgとすれば上記の後半の条件が成り立つ．
従って，上記の “only if part” は自動的に成り立つ．部分半群が �-join closedであ
ることを示す際は，上記の “if part” を確かめれば良い．

本稿の主定理は以下である．

Theorem 3.4 ([8, Theorem 2.1.10]). Sを逆半群，Xを局所コンパクトハウスドル
フ空間とし，� : S y X を strongly tightな作用とする．また，T を �-join closed
でE(S)を含む Sの部分半群全体からなる集合とし，HをG(0)を含むGの開部分
亜群全体からなる集合とする．この時，以下の写像

T 3 T 7! HT 2 H;

H 3 H 7! TH 2 T

は互いに逆写像である．

上の定理は開部分亜群は部分半群で捉えられることを主張する．C*環論に応用
する上では開かつ閉の部分亜群も重要となるが，HT が閉になるための T の必要十
分条件も得られている [8, Theorem 2.2.6].

4. C*環のCartan中間環

前節では部分亜群と部分半群の対応を見た．この節では．前節の内容がどのよう
に C*環論に応用されるか説明する．
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4.1. C*環. まず，C*環について簡単に説明する．詳細は作用素環の教科書を参照
せよ ([17]など)．
大雑把に言えば，C*環 Aとは複素数体 C上の Banach空間であり，積と対合

(involution) A 3 a 7! a� 2 Aを備えたもののことである．ここでは正確な定義を
する代わりに，具体例をいくつか挙げる．

Example 4.1. X をコンパクトハウスドルフ空間とし，C(X)をX 上の複素数値
連続関数全体からなる集合とする (X が局所コンパクトの場合は，無限遠で消える
連続関数からなる C*環 C0(X)を考える)．C(X)は以下の構造について C*環とな
る．関数の各点での和，スカラー倍，積を考えることで，C(X)は積を備えたCベ
クトル空間 (C代数)となる．f 2 C(X)に対し f� 2 C(X)を f�(x) ��= f(x)と定
めることで，C(X)の対合 f 7! f�が定まる．また，C(X)のノルムは supノルム
kfk ��= supx2X jf(x)jである．以上の構造によって，C(X)は C*環となる．特に，
C(X)の積は可換であり，C(X)は積の単位元を持つ．逆に，積の単位元を持つ可
換C*環はあるC(X)と同型になることも知られている (Gelfand-Naimarkの定理)．

Example 4.2. HをC上のHilbert空間とする．B(H)をHからHへの有界線形
作用素全体からなる集合とする．この時，B(H)は以下の構造について C*環とな
る．B(H)は各点での演算を考えることでCベクトル空間となる．また，写像の合
成によって B(H)の積が定まる．A 2 B(H)のノルムは kAk ��= supk�k=1kA�kに
よって定まる (右辺に現れるノルムがHのノルムであることに注意せよ)．また，対
合A� 2 B(H)はAの随伴 (adjoint)作用素として定まる ([13]など，関数解析の教
科書を参照せよ)．これらの構造によってB(H)はC*環となる．Hが有限次元の時
は，B(H)は行列環Mdim H(C)と同型になる．この時，B(H)の対合とMdim H(C)
の共役転置が対応する．また，任意の C*環が B(H)の部分環として実現できるこ
ともGelfand-Naimarkの定理として知られている．

Example 4.3. 非自明な C*環の例として，Cuntz環を紹介する．2以上の自然数
nに対し，Cuntz環Onは

t�
i tj = �i;j1;

nX
i=1

tit
�
i = 1

を満たす t1; t2; : : : ; tn で生成される univesalな C*環として定義される．ここで，
universalとは上記の関係式を満たす元で生成される他の C*環に対しOnから全射
が誘導される，という意味である．上記の関係式を用いることで，ft�t�

�g�;�2�� の
線型結合がOnで稠密になっていることが分かる (ここで，Example 2.2の記法を用
いた)．

4.2. 亜群C*環とCartan中間環. 上述のように C*環は B(H)の部分環として実
現されるものの，特定の性質を持つように具体例を構成することは困難である．そ
こで，群作用や有向グラフなどさまざまな数学的対象から C*環を構成する方法が
考えられ，材料となった対象と構成された C*環の関係が調べられた．このように
C*環を構成する方法はさまざまなものが考えられていたが，多くの構成法を包括す
る形でエタール亜群による C*環の構成法がRenaultによって提案された [14].
エタール亜群から C*環を構成する方法について簡単に説明する．詳しくは [14]

や [16]を参照せよ．Gをハウスドルフなエタール亜群とする (ハウスドルフでない
場合は工夫が必要となる．[12]を参照せよ)．Cc(G)をG上のコンパクトサポート
を持つ連続関数からなる Cベクトル空間とする．f; g 2 Cc(G)に対し

f � g(
) ��=
X

��=


f(�)g(�); f�(
) ��= f(
�1)
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と定めることでCc(G)の積と対合が定まる．Cc(G)を適切なノルムで完備化すれば
C*環が得られるが，ノルムの選び方は一通りではない．よく研究されているノルムは
最大のノルムであるuniversal normと，左正則表現から定まる reduced normである．
universal normと reduced normによる Cc(G)の完備化をそれぞれ C�(G); C�

�(G)
と書き，それぞれ普遍亜群 C*環 (universal groupoid C*-algebra)，被約亜群 C*環
(reduced groupoid C*-algebra)と呼ぶ．また，これらをまとめて亜群C*環と呼ぶ．
亜群 C*環の性質と材料となったエタール亜群の性質はよく調べられている．亜

群 C*環のイデアルは [2]などで調べられており，従順性などの解析的な性質は [1]
や [4]にまとめられている．
様々な C*環が亜群 C*環として実現されることが知られている．与えられた C*

環を亜群 C*環として実現するには，Cartan部分環の理論が有用である [15]．亜群
C*環は可換 C*環 C0(G(0))を部分環として持つが，逆にCartan部分環と呼ばれる
“良い”可換部分環を持つC*環が (twisted)亜群C*環と同型になることが [15]で示
された．

AをC*環，D � AをCartan部分環とする．この時，A ’ C�
�(G); D ’ C0(G(0))

となるエタール亜群Gが存在する (簡単のため，twistは自明であるとする)．この
時，Cartan中間環D � B � Aと開部分亜群G(0) � H � Gが 1:1対応することが
[3]で示された．Gが strongly tight actionを用いてG = S n Xと表される場合は，
Theorem 3.4によって開部分亜群の計算は部分半群の計算に帰着される．このこと
を用いると，例えばCuntz環 (Example 4.3)の部分環は，Example 2.2の polycyclic
monoidによって計算できることが分かる．

Example 4.4. � : Pn y ΣNをExample 2.9の strongly tightな作用とする．G ��=
Pn y ΣNと置き，C�

�(G)の構造について説明する．i 2 Σに対し Z(Si; C(i)) � G
はコンパクト開集合なので，その上の特性関数 si ��= �Z(Si;C(i))は Cc(G)の元であ
る．従って s1; s2; : : : ; snはC�

�(G)の元であるが，これらは以下の関係式を満たす：

s�
i sj = �i;j1;

nX
i=1

sis
�
i = 1:

また，少々非自明であるが C�
�(G)は fsign

i=1 で生成されている．従って Cuntz環
Onから C�

�(G)に tiを siに移すような準同型が誘導されるが，実はこれが同型写
像となる．
以上の事実を用いて，Onの部分環を求める．OT

nを spanft�t�
�gj�j=j�jの閉包とす

る．OT
n は On の部分 C*環となることが分かる (On はゲージ作用と呼ばれる円周

群 Tの作用を持つが，その不動点環がOT
n である)．また，2以上の自然数m 2 N

に対し，Om
n を spanft�t�

�gj�j=j�j mod mの閉包とするとOm
n もOT

n を含むOnの部
分 C*環となる．実は，OT

n を含むOnの Cartan中間環は，Om
n しかないことが分

かる．これは，fS�S�
�gj�j=j�jを含む Pnの �-join closedな部分半群を計算すること

で分かる．

他にも，有向グラフから得られるC*環 (グラフ環)や自己相似作用から得られる
C*環 (Nekrashevych環)も逆半群から構成することができるため，これらの部分C*
環も計算できることが期待される．

Acknowledgement. 本研究は JSPS科研費 20J10088の助成を受けたものです.
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Appell-Lauricella functions over finite fields

(有限体上の Appell-Lauricella関数)

千葉大学大学院融合理工学府
中川彬雄 (Akio Nakagawa)

概要
Gauss 超幾何関数の多変数化である, Appell-Lauricella 超幾何関数というものがあり, Gauss 超幾何と
同様に, 変換公式や積分表示が知られている. 本稿では, 有限体上の Appell-Lauricella関数の定義と背景を
紹介した後, C上における積分表示の有限体類似が得られたので, これを紹介する. その応用として, 有限体
上のある代数多様体の Artin L関数と有限体上の Appell-Lauricella関数の関係も紹介する.

1 1変数超幾何関数及び Appell-Lauricella超幾何関数
この節では, 古典的な 1変数超幾何関数及び Appell-Lauricella関数について復習した後, それらの有限体類
似について説明する.

m;n � 0 を整数とし, 複素パラメータ a1; : : : ; am; b1; : : : ; bn(すべての j で bj 62 Z�0) と, 複素変数 z に対
し, 1変数超幾何関数 mFn は (m = 2; n = 1の場合を Gauss超幾何という)は次のような級数で定義される:

mFn

�
a1; : : : ; am

b1; : : : ; bn
; z

�
:=

1X
k=0

(a1)k � � � (am)k

(1)k(b1)k � � � (bn)k
zk:

ここで, (a)k = Γ(a+ k)=Γ(a) (Γ(s)はガンマ関数)は Pochhammer記号であり, 特に (1)k = k!である.

例 1.1. (i) 0F0(z) =
P1

k=0

zk

(1)k
= exp z:

(ii) 1F0

�
a ; z
�

= (1 � z)�a (幾何級数).

(iii) n+1Fn

�
1;1;:::;1
2;:::;2 ; 1

�
= �(n) (� は Riemann � 関数).

Gauss超幾何関数の多変数化である, Appell-Lauricella関数とは, 次の 4つの関数である:

F
(n)
A

�
a; b1; : : : ; bn

c1; : : : ; cn
;x1; : : : ; xn

�
:=

1X
m1=0

� � �
1X

mn=0

(a)m1+���+mn
(b1)m1

� � � (bn)mn

(c1)m1 � � � (cn)mn(1)m1 � � � (1)mn

xm1
1 � � �xmn

n :

F
(n)
B

�
a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn

c
;x1; : : : ; xn

�
:=

1X
m1=0

� � �
1X

mn=0

(a1)m1
� � � (an)mn

(b1)m1
� � � (bn)mn

(c)m1+���+mn(1)m1 � � � (1)mn

xm1
1 � � �xmn

n :

F
(n)
C

�
a; b

c1; : : : ; cn
;x1; : : : ; xn

�
:=

1X
m1=0

� � �
1X

mn=0

(a)m1+���+mn
(b)m1+���+mn

(c1)m1 � � � (cn)mn(1)m1 � � � (1)mn

xm1
1 � � �xmn

n :

F
(n)
D

�
a; b1; : : : ; bn

c
;x1; : : : ; xn

�
:=

1X
m1=0

� � �
1X

mn=0

(a)m1+���+mn
(b1)m1

� � � (bn)mn

(c)m1+���+mn(1)m1 � � � (1)mn

xm1
1 � � �xmn

n :

特に, n = 2の場合を Appell関数といい, F
(2)
A = F2; F

(2)
B = F3; F

(2)
C = F4; F

(2)
D = F1 と書く.

C上の超幾何関数の間には様々な変換公式があり, また, 超幾何関数には微分方程式の解としての側面もあ
る. これらについてより詳しく知りたい方は, [13]を参照していただきたい.
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q を素数 pの冪とし, � := Fq を位数 q の有限体とする. また, c�� を �の乗法群の指標群とし, " 2 c�� を自
明な指標とする. また, 0での値は 0とすることで, 定義域を �に広げておく. 指標 �; �1; : : : ; �n 2 c�� に対し,

Gauss和及び Jacobi和は以下で定義される指標和である:

g(�) := �
X
x2�

�(x) (x) ( : � ! C�は加法指標);

j(�1; : : : ; �n) := (�1)n�1
X

x1+���+xn=1

�1(x1) � � � �n(xn):

これらはそれぞれ, C上のガンマ関数, ベータ関数の有限体類似であり, 以下のような性質を持つ:

(i) � 2 c�� の複素共役 (逆元と言っても良い)を � と書くことにする. このとき,

g(�)g�(�) = �(�1)q: (1.1)

ここで, g�(�) は � = " のときのみ qg(�) = qg(") = q で, それ以外の場合は g�(�) = g(�) として定
める.

(ii) �1; : : : ; �n 2 c�� に対し,

j(�1; : : : ; �n) =

8>><>>:
g(�1) � � � g(�n)

g�(�1 � � � �n)
(�i 6= " for some i);

1 � (1 � q)n

q
(�1 = � � � = �n = "):

(1.2)

注 1.2. 上で登場した Gauss和の変種 g� は, 大坪氏 [11]が導入したものである. この記号により, 有限体上の
超幾何関数を記述する際に, 式が整理され, 古典的なものとの類似を追いやすくなっている.

指標 �; � 2 c�� に対し, Pochhammer記号の有限体類似を,

(�)� :=
g(��)

g(�)
; (�)�

� :=
g�(��)

g�(�)

で定義する.

定義 1.3. 指標 �i; �j 2 c�� と � 2 �に対し, 有限体上の超幾何関数 mFn を,

mFn

�
�1 : : : ; �m

�1; : : : ; �n
;�

�
:=

1

1 � q

X
�

(�1)� � � � (�m)�

(")�
�(�1)�

� � � � (�n)�
�

�(�)

とする. さらに, �1; : : : ; �n 2 �と指標 �; �i; �; �j ; 
; 
k 2 c�� に対して, 有限体上の Appell-Lauricella 関数
を次のように定義する:

F
(n)
A

�
�;�1; : : : ; �n


1; : : : ; 
n
;�1; : : : ; �n

�
:=

1

(1 � q)n

X
�1;:::;�n2 c��

(�)�1����n(�1)�1 � � � (�n)�n

(")�
�1

� � � (")�
�n

(
1)�
�1

� � � (
n)�
�n

�1(x1) � � � �n(xn);

F
(n)
B

�
�1; : : : ; �n;�1; : : : ; �n



;�1; : : : ; �n

�
:=

1

(1 � q)n

X
�1;:::;�n2 c��

(�1)�1 � � � (�n)�n(�1)�1 � � � (�n)�n

(")�
�1

� � � (")�
�n

(
)�
�1����n

�1(x1) � � � �n(xn);

F
(n)
C

�
�;�


1; : : : ; 
n
;�1; : : : ; �n

�
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:=
1

(1 � q)n

X
�1;:::;�n2 c��

(�)�1����n
(�)�1����n

(")�
�1

� � � (")�
�n

(
1)�
�1

� � � (
n)�
�n

�1(x1) � � � �n(xn);

F
(n)
D

�
�;�1; : : : ; �n



;�1; : : : ; �n

�
:=

1

(1 � q)n

X
�1;:::;�n2 c��

(�)�1����n(�1)�1 � � � (�n)�n

(")�
�1

� � � (")�
�n

(
)�
�1����n

�1(x1) � � � �n(xn):

これら関数はすべて, Qに 1の q � 1乗根を添加した円分体上に値をとる ([11]).

注 1.4. 有限体上の 1変数超幾何関数は, Koblitz氏 [7], Greene氏 [4], Katz氏 [6], McCarthy氏 [8], 大坪氏
[11]らがそれぞれ独立に定義しており, 正規化及び定数項での値など微妙な違いを除いて “だいたい”同じもの
である. また, 有限体上の多変数超幾何もいくつか定義されている (cf. [2], [5], [11], [14]). これら有限体上の
超幾何関数に対して, 古典的な公式の類似となるような公式が数多く知られている. 本稿では, 大坪氏の定義を
用いており, この定義は C上との類似が最も見やすくなっている.

2 積分表示とその有限体類似
超幾何関数は次のような積分表示 (cf. [13])をもつ: 各 iに対し, Re(bi)>Re(ai)> 0のとき,

n+1Fn

�
a0; a1; : : : ; an

b1; : : : ; bn
; z

�
=

nY
i=1

B(ai; bi � ai)
�1

�
Z 1

0

 
nY

i=1

tai�1
i (1 � ti)

bi�ai�1

!
(1 � zt1 � � � tn)�a0dt1 � � � dtn:

ただし, B(�; �)はベータ関数.

この有限体類似として, 次が知られている (cf. [11]): �0 6= "かつ �i 6= �i (for all i)のとき,

n+1Fn

�
�0; �1; : : : ; �n

�1; : : : ; �n
;�

�
=

nY
i=1

�j(�i; �i�i)
�1
X
ti2�

 
nY

i=1

�i(ti)�i�i(1 � ti)

!
�0(1 � �t1 � � � tn): (2.1)

上の積分表示と同様に, 古典的な Appell-Lauricella関数にもいくつかの積分表示が知られている (cf. [13]).

以下では, その有限体類似が得られたので, それらを紹介する.

Appell-Lauricella関数 FD について, いくつかの条件のもとで以下のような積分表示が知られている:

(i) F
(n)
D

�
a; b1; : : : ; bn

c
;x1; : : : ; xn

�
= B(a; c� a)�1

Z 1

0

ua�1(1 � u)c�a�1
nY

i=1

(1 � xiu)�bidu;

(ii) F
(n)
D

�
a; b1; : : : ; bn

c
;x1; : : : ; xn

�
=

Γ(c)Q
i Γ(bi) � Γ(c�

Pn
j=1 bj)

�
Z

I

nY
h=1

ubh�1
h � (1 �

X
i

ui)
c�

P
j bj�1(1 �

X
k

ukxk)�adu1 � � � dun:

ただし, I = f(u1; : : : ; un) 2 Rn j ui � 0;
P

i ui � 1g. この有限体類似は以下である.

定理 2.1. �i 2 �� とする.

(i) � 6= 
 かつ �i 6= " (for all i)とする. このとき,

F
(n)
D

�
�;�1; : : : ; �n



;�1; : : : ; �n

�
= �j(�; �
)�1

X
u2��

�(u)�
(1 � u)

nY
i=1

�i(1 � �iu):
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(ii) � 6= "かつ �1 � � ��n 6= 
 とする. このとき,

F
(n)
D

�
�;�1; : : : ; �n



;�1; : : : ; �n

�
= (�1)n g�(
)Q

i g(�i) � g(�1 � � ��n
)
�

X
u1;:::;un2��

nY
i=1

�i(ui) � �1 � � ��n

�

1 �
X

j

uj

�
�
�

1 �
X

k

�kuk

�
:

証明の概略. 証明では, 離散 Fourier変換を使う: f(�1; : : : ; �n)を (��)n 上の C値関数とする. このとき,

f(�1; : : : ; �n) =
1

(q � 1)n

X
�1;:::;�n2 c��

bf(�1; : : : ; �n)

nY
i=1

�i(�i): (2.2)

ここで, bf(�1; : : : ; �n) :=
X

t1;:::;tn2��

f(t1; : : : ; tn)
nY

i=1

�i(ti):

(i)では,

f(�1; : : : ; �n) =
X

u2��

�(u)�
(1 � u)

nY
i=1

�i(1 � �iu)

とおいて, bf を計算すると,

bf(�1; : : : ; �n) =
X

t1;:::;tn2��

X
u2��

�(u)�
(1 � u)
Y

i

�i(1 � �iu)�i(ti)

=
X

u

X
s1;:::;sn

��1 � � � �n(u)�
(1 � u)
Y

i

�i(1 � si)�i(si)

= (�1)n+1j(��1 � � � �n; �
)
Y

i

j(�i; �i)

= (�1)n+1j(�; �
) � (�)�1����nQ
i(")

�
�i

�
Q

i(�i)�i

(
)�
�1����n

となる. ここで, si = tiuとしており, 最後の等号では (1.2)および (1.1)を使った. したがって, (2.2)より (i)

を得る. (ii)も

f(�1; : : : ; �n) =
X

u1;:::;un2�

nY
i=1

�i(ui) � �1 � � ��n

�

1 �
X

j

uj

�
�
�

1 �
X

k

�kuk

�
:

として同様にすれば得られる.

次に, FA および FB について考える. C上において, これらは次のような積分表示を持つ:

(i) F
(n)
A

�
a; b1; : : : ; bn

c1; : : : ; cn
;x1; : : : ; xn

�
=

nY
i=1

B(bi; ci � bi)
�1 �

Z 1

0

� � �
Z 1

0

� nY
i=1

ubi�1
i (1 � ui)

ci�bi�1
��

1 �
nX

i=1

xiui

��a

du1 � � � dun;

(ii) F
(n)
B

�
a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn

c
;x1; : : : ; xn

�
=

Γ(c)Q
i Γ(bi) � Γ(c�

P
j bj)

�
Z

I

nY
h=1

ubi�1
i � (1 �

X
i

ui)
c�

P
j bj�1

Y
k

(1 � ukxk)�akdu1 � � � dun:

ただし, I = f(u1; : : : ; un) 2 Rn j ui � 0;
P

i ui � 1g. FD と同様に, 離散 Fourier変換を用いることで以下
の有限体類似を得られる.
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定理 2.2. �i 2 �� とする.

(i) � 6= "かつ �i 6= 
i (for all i)とする. このとき,

F
(n)
A

�
�;�1; : : : ; �n


1; : : : ; 
n
;�1; : : : ; �n

�
=

nY
i=1

�j(�i; �i
i)
�1

X
u1;:::;un2�

� nY
i=1

�i(ui)�i
i(1 � ui)
�
�
�

1 �
nX

j=1

�juj

�
:

(ii) �i 6= " (for all i)かつ �1 � � ��n 6= 
 とする. このとき,

F
(n)
B

�
�1; : : : ; �n;�1; : : : ; �n



;�1; : : : ; �n

�
=

g�(
)Q
i g(�i) � g(�1 � � ��n
)

�
X

u1;:::;un2��

nY
i=1

�i(ui) � �1 � � ��n

�

1 �
X

j

uj

� nY
k=1

�k(1 � �iui):

残るは FC についてだが, これは他の 3つと比べて多少複雑であり, n = 2の場合のみに次の積分表示が知ら
れている (cf. [13]):

F4(a; b; c1; c2;x(1 � y); y(1 � x))

= B(a; c1 � a)�1B(b; c2 � b)�1

Z 1

0

Z 1

0

ua�1vb�1(1 � u)c1�a�1(1 � v)c2�b�1

� (1 � ux)a�c1�c2+1(1 � vy)b�c1�c2+1(1 � ux� vy)c1+c2�a�b�1dudv:

この積分表示は, Burchnall-Chaundy氏ら [1]による次の展開公式とGauss超幾何の積分表示により得られる:

F4(a; b; c1; c2;x(1 � y); y(1 � x))

=
1X

r=0

(a)r(b)r(1 + a+ b� c1 � c2)r

(1)r(c1)r(c2)r
xryr

2F1

�
a+ r; b+ r

c1 + r
;x

�
2F1

�
a+ r; b+ r

c2 + r
; y

�
:

これらの有限体類似として, 以下が成り立つ. 以降, �(�)は � = "のときのみ 1で, それ以外では 0とする.

定理 2.3. x; y 6= 0; 1とする. �; �; 
1; 
2; ��
1
2 6= "かつ �; � 6= 
1; 
2 とするとき,

F4(�;�; 
1; 
2;x(1 � y); y(1 � x)) =
1

1 � q

X
�2 c��

(�)�(�)�(��
1
2)�

(")�
�(
1)�

�(
2)�
�

�(xy)2F1

�
��; ��


1�
;x

�
2F1

�
��; ��


2�
; y

�

� j(�
1; �
2)

j(�; 
1)j(�; 
2)

1(x)
2(y) + q��(��)R�(x; y) +R�(x; y):

ここで,

R�(x; y) =
1

q
� g(��
1
2)g(�
1)g(�
2)g(
1)g(
2)

g�(�
1
2)g(��)g(�)
�((1 � x)(1 � y))
1

� x

1 � x

�

2

� y

1 � y

�
;

かつ

R�(x; y) =
1

q
� g(��
1
2)g(�
1)g(�
2)g(
1)g(
2)

g�(�
1
2)g(��)g(�)
�((1 � x)(1 � y))
1

� x

1 � x

�

2

� y

1 � y

�
:

定理 2.4. 上の定理と同じ状況のもとで,

F4(�;�; 
1; 
2;x(1 � y); y(1 � x)) =j(�; �
1)�1j(�; �
2)�1
X
u;v

�(u)�(v)�
1(1 � u)�
2(1 � v)

� �
1
2(1 � ux)�
1
2(1 � vy)��
1
2(1 � ux� vy)

� j(�
1; �
2)

j(�; 
1)j(�; 
2)

1(x)
2(y) � S�(x; y) � S�(x; y):
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ここで,

S�(x; y) :=
g(��
1
2)g(
1)g(
2)

g�(�
1
2)g(�
1)g(�
2)g(�)

1(x)�
1(x� 1)�(y);

かつ
S�(x; y) :=

g(��
1
2)g(
1)g(
2)

g�(�
1
2)g(�
1)g(�
2)g(�)

2(y)�
2(y � 1)�(x):

証明の概略. 古典的なものの証明は, [13]に載っており, 定理 2.3, 2.4は, それとパラレルな類似を考えること
で証明できる. しかし, 他 3つのときとは異なり, 単に離散 Fourier変換を使うだけでは証明ができない. その
ため, 仮定が多いのと, 剰余項がたくさん出てしまう. 仮定をどれだけ外せるかは今後の課題である. まず, 定
理 2.3の証明には, 以下の 3つの命題 (いずれも大坪氏 [11]の結果を少し精密にしたものである)と Gauss和
の性質 (1.1)を主に使う.

命題 2.5 (Vandermondeの定理の類似). 
 6= "のとき,

2F1

�
�; �



; 1

�
= q��(�
) (�
)�

(
)�
�

�
�
�(�)�(�
) + �(�)�(
�)

� (1 � q)2

q
:

命題 2.6 (Saalschutzの定理の類似). � 6= ", � 6= 
 かつ ��
 6= "とするとき,

3F2

�
�; �; �


; ��
�
; 1

�
=q��(�
) (�
)�(�
)�

(
)�
�(��
)�

+
g�(
)g�(��
�)

g(�)g(�)g(�)

� (�(�
)�(�) + �(�)�(
�))
(1 � q)2

q
:

命題 2.7 (Pfaffの公式の類似). x 6= 0; 1とする. � 6= "かつ � 6= 
 とするとき,

2F1

�
�; �



;x

�
= �(1 � x)

�
q��(�
)

2F1

�
�; �




;

x

x� 1

�
� �(�
)

1 � q

q

�
:

定理 2.4は, 定理 2.3の右辺に, (2.1)の条件を緩めたものを適用することで得られる.

3 合同ゼータ関数と Artin L関数
ある代数多様体が与えられたとき, それが有理点を持つのか, また持つとしたらどれぐらいの有理点を持つ
か？という問題がある. ここでは, �上の代数多様体 V に対し, �-有理点の個数に関係する, V の合同ゼータ関
数と, より細かい Artin L関数について復習する. これらについてより詳しい説明が知りたい方は, [12]などを
参照していただきたい.

整数 r � 1に対し, Nr(V )を V の Fqr -有理点の個数 #V (Fqr )とする. このとき, V の合同ゼータ関数とは
次の冪級数で定義されるものである:

Z(V; t) := exp

 1X
r=1

Nr(V )
tr

r

!
2 Q[[t]]:

例 3.1. V = Pn(n次元射影空間)の場合. 容易に次がわかる:

Nr(V ) = 1 + qr + � � � + qrn:

したがって, �log(1 � x) = x+ x2=2 + x3=3 + � � � より,

Z(V; t) =
1

(1 � t)(1 � qt) � � � (1 � qnt)
:

48



次に, V にある有限アーベル群 G が作用している場合を考える. このとき, G の指標群 bG = Hom(G;C�)

の元 �に対して, V の指標付き有理点の個数を次で定義する:

Nr(V ;�) =
1

#G

X
g2G

�(g)#fX 2 V (�) j g�1 � F r(X) = Xg 2 C:

ここで, �は �の代数閉包で, F : V ! V は q 乗フロベニウス射である. そして, V の �に付随する Artin L

関数とは次で定義される冪級数である:

L(V; �; t) = exp

 1X
r=1

Nr(V ;�)
tr

r

!
2 C[[t]]:

指標の直交性と, F r での固定点は Fqr -有理点であることから, Nr(V ) =
P

�2 bG Nr(V ;�)であり, このこと
から, V の合同ゼータ関数は Artin L関数の積に分解する.

例 3.2 (Artin L関数と有限体上の超幾何の関係).

(i) Koblitz [7]は, yd = xa(1 � x)b(1 � �x)c を一般化した形の超曲面に対し, そこへのある群の作用 (次の
節で考えるものと同じもの)を考え, その群の指標に付随する有理点の個数を有限体上の 1変数超幾何
で表した.

(ii) 著者は対角超曲面およびその特別な場合である Dwork超曲面と呼ばれる射影多様体へのある有限群の
作用を考え, その群の指標に付随する指標付き有理点の個数を有限体上の超幾何で表し, その系として,

Artin L関数を有限体上の超幾何で表している. さらに, その結果にWeil予想を用いることで, 有限体
上の特定の形の超幾何関数の体の拡大による挙動を与えている (詳しくは [10] を参照していただきた
い).

(iii) 宮谷氏 [9]は, 対角超曲面をより一般化した超曲面の合同ゼータ関数を, 有限体上の超幾何で表している.

4 代数多様体と Appell-Lauricella関数
本節では, いくつかの代数多様体の指標付き有理点の個数を, 有限体上の Appell-Lauricella 関数で表せた

(すなわち, Artin L関数と有限体上の超幾何の関係を与えた)ので, これを紹介する.

以降, �1; : : : ; �n 2 �� とする. 次の �上のアファイン代数多様体を考える:

CD;� : yd = xa(1 � x)c
nY

i=1

(1 � �ix)bi ;

XD;� : yd =

nY
i=1

xbi
i �
�

1 �
X

j

xj

�c�
1 �

X
j

�jxj

�a

:

ただし, d; a; b1; : : : ; bn; c 2 Z>0. 以降, d j q � 1とする. 1の d乗根のなす群 �d � �� は, y 7! �y (� 2 �d)

によって, CD;�; XD;� に作用する. �d := exp(2�i=d)とし, �d の生成元 � を一つ固定する. 指標群c�d は, 位
数がちょうど dの指標

� : �d �! C�; � 7�! �d

により生成される. 次に, 写像 �d : �� ! �d を,

�d(a) = a
q�1

d (a 2 ��)

で定義し,

’d := � � �d 2 c��

とすると, これは位数 dの指標である. 定理 2.1より, 次が得られる.
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定理 4.1. (i) gcd(d; c) = gcd(d; bi) = 1 (for all i)とする. このとき, 各m = 0; 1; : : : ; d� 1に対し,

N1(CD;�;�m)

=

8>><>>:
q (m = 0);

�j
�
’ma

d ; ’mc
d

�
F

(n)
D

 
’ma

d ;’d
mb1 ; : : : ; ’d

mbn

’
m(c+a)
d

;�1; : : : ; �n

!
(m 6= 0):

(ii) gcd(d; a) = gcd(d; c) = 1とする. このとき, 各mに対し,

N1(XD;�;�m)

=

8>><>>:
qn (m = 0);

(�1)nj(’mb
d ; ’mc

d )F
(n)
D

 
’d

ma;’mb1

d ; : : : ; ’mbn

d

’
m(b1+���+bn+c)
d

;�1; : : : ; �n

!
(m 6= 0):

ただし, j(’mb
d ; ’mc

d ) := j(’mb1

d ; : : : ; ’mbn

d ; ’mc
d )である.

注 4.2. Frechette-Swisher-Tu氏ら [3]は, CD;� の有理点の個数を, 有限体上の FD の和で表している. 上の定
理 (i)は, その精密化になっている.

証明の概略. (i) のみ示す ((ii) も同様に示せる). f(x) = xa(1 � x)c
Qn

i=1(1 � �ix)bi とおく. このとき各
m = 0; : : : ; d� 1に対し,

N1(CD;�;�m)

=
1

d

dX
i=1

�m(�i)#f(x; y) 2 CD;�(�) j ��iF (x; y) = (x; y)g

=
1

d

dX
i=1

�m(�i)#f(x; y) 2 CD;�(�) j x 2 �; yq�1 = �i or y = 0g

=
dX

i=1

�m(�i)#fx 2 � j �d(f(x)) = �ig +
1

d
#fx 2 � j f(x) = 0g

dX
i=1

�m(�i):

したがって, m = 0に対しては

N1(CD;�;�m)

=
dX

i=1

#fx 2 � j �d(f(x)) = �ig + #fx 2 � j f(x) = 0g

= #� = q:

そして m 6= 0に対しては,
Pd

i=1 �
m(�i) = 0なので,

N1(CD;�;�m) =
dX

i=1

�m(�i)#fx 2 � j �d(f(x)) = �ig

=
X
x2�

’m
d (f(x))

=
X
x2�

’ma
d (x)’mc

d (1 � x)
nY

i=1

’mbi

d (1 � �ix):

よって定理 2.1(i)より結果が得られる.
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同様の議論が, FA; FB ; F4 についても行える. 以下のような多様体を考える.

XA;� : yd =

nY
i=1

xbi
i (1 � xi)

ci �
�

1 �
X

j

�jxj

�a

;

XB;� : yd =

nY
i=1

xbi
i �
�

1 �
X

j

xj

�c nY
k=1

(1 � �kxk)ak ;

X4;� : yd = xa
1x

b
2(1 � x1)c1(1 � x2)c2(1 � �1x1)3d�(b+c1+c2)(1 � �2x2)3d�(a+c1+c2)(1 �

2X
i=1

�ixi)
c1+c2 :

ただし, a; a1; : : : ; an; b; b1; : : : ; bn; c; c1; : : : ; cn 2 Z>0 (X4;� では, a; b; c1; c2 � d). これら多様体にも同様に
�d が作用する. 定理 2.2, 2.4から, 次が得られる.

定理 4.3. (i) gcd(d; a) = gcd(d; ci) = 1 (for all i)とする. このとき各mに対し,

N1(XA;�;�m)

=

8>><>>:
qn (m = 0);

nY
i=1

�j(’mbi

d ; ’mci

d ) � F (n)
A

 
’d

ma;’mb1

d ; : : : ; ’mbn

d

’
m(b1+c1)
d ; : : : ; ’

m(bn+cn)
d

;�1; : : : ; �n

!
(m 6= 0):

(ii) gcd(d; ai) = gcd(d; c) = 1 (for all i)とする. このとき, 各mに対し,

N1(XB;�;�m)

=

8>><>>:
qn (m = 0);

j
�
’mb

d ; ’
m(c�

P
i bi)

d

�
F

(n)
B

 
’d

ma1 ; : : : ; ’d
man ;’mb1

d ; : : : ; ’mbn

d

’
m(b1+���+bn+c)
d

;�1; : : : ; �n

!
(m 6= 0);

ただし, j
�
’mb

d ; ’
m(c�

P
i bi)

d

�は Theorem 4.1 (ii)の記号と同様.

(iii) 定理 2.4の状況に対応する仮定の下で, 各mに対し,

N1(X4;�;�m)

=

8>>><>>>:
q2 (m = 0);

j(’ma
d ; ’mc1

d )j(’mb
d ; ’mc2

d )F4

�
’ma

d ;’mb
d ;’

m(a+c1)
d ; ’

m(b+c2)
d ;�1(1 � �2); �2(1 � �1)

�
+R(�1; �2) (m 6= 0):

ただし, 剰余項 R(�1; �2)は

j(’
m(c1+c�2)
d ; ’mb

d ) � ’d
m(a+c1)(�1)’mc1

d (�1 � 1)’d
mb(�2)

+ j(’
m(c1+c�2)
d ; ’ma

d ) � ’d
m(b+c2)(�2)’mc2

d (�2 � 1)’d
ma(�1)

+ ’
m(a+b)
d (�1)j(’

m(b�a�c1)
d ; ’

m(a�b�c2)
d ) � ’d

m(a+c1)(�1)’d
m(b+c2)(�2);

(剰余項のうち, はじめの 2項が定理 2.4の S�; S� に対応する部分).

定理 4.1, 4.3の系として, これら多様体の Artin L関数を有限体上の Appell-Lauricella関数で記述できる.

5 今後の課題
今後の課題として, 以下のことを考えている.
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(i) 定理 2.4の仮定はいくつか外せないのか調べる.

(ii) CD;� や X�;� で非特異な場合かつ射影化したものを考えることで, Weil 予想を用いて有限体上の
Appell-Lauricella関数の体の拡大における挙動を調べたり, 関数の値の絶対値を評価する.

(iii) 多様体の有理点を見ることで, 有限体上の超幾何の間の関係式が得られないか調べる.
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楕円曲線から得られる代数幾何符号のゼータ関数について

名古屋工業大学大学院 工学専攻 情報工学系プログラム 情報数理分野

金子 尚弥 (Naoya KANEKO)

1 導入

数学では様々な分野でゼータ関数が考えられているが,1999 年に [1] において Iwan Duursma に

よって符号に対してもゼータ関数が定義され,[2]では (自己双対符号に対して)リーマン予想の類似も

定式化された. また,1980年代に Goppaは有限体上の代数曲線とその有理点から代数幾何符号と言

われる符号を作った. 本講演では楕円曲線から得られる代数幾何符号のゼータ関数の性質,特にリー

マン予想についてわかったことを紹介する. 構成としては 2節で符号理論の簡単な説明と符号のゼー

タ関数を定義してリーマン予想の類似を定式化し, 3節では代数幾何符号を定義して一般的に成り立

つ性質をみる. そしてメインの 4節では楕円曲線から得られる代数幾何符号のゼータ関数を計算機を

用いて具体的な計算をした結果やその考察を述べる.

2 符号のゼータ関数とリーマン予想

符号理論とは情報工学における 1つの分野であり,コンピュータで通信する際に生じる情報の欠落

や誤りなどを検出して修正する機能を持つ符号というものを研究する. ここでは,符号理論に関する

必要最低限のことをまとめる. 主な参考文献は [6],[7],[8]である. 以下では q は素数のべき乗とする.

定義 2.1. 有限体 Fq 上の n 次元ベクトル空間 Fn
q の部分空間 C を (Fq上の) 線形符号あるいは単

に符号といい, C の元のことを符号語という. C の基底を x1; � � � ; xk とするとき, それらを並べた

k � n行列を C の生成行列という. このとき C は生成行列 Gを用いて

C = f(a1; � � � ; ak)G j ai 2 Fqg

と表せる.

一般に符号 C が大きいほどより多くの情報を伝えることができ,Fn
q n C が大きいほど誤り訂正の能

力が高くなる.符号理論では相反するこの 2つの条件を満たすような効率のよい符号を作ることが目

標である.次に Fn
q に距離を定義する.

定義 2.2. x = (x1; x2; � � � ; xn); y = (y1; y2; � � � ; yn) 2 Fn
q に対して

d(x; y) := #f1 � i � n j xi 6= yig

とする.ここで有限集合 S に対して #S は S の元の個数を表す. このとき d(x; y)は Fn
q 上の距離と
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なり,ハミング距離という. 符号 C の最小距離 dを

d := minfd(x; y) j x; y 2 C; x 6= yg

で定める.

定義 2.3. x 2 Fn
q に対して

wt(x) := d(x; 0) = f1 � i � n j xi 6= 0g

を xの重さという. また,符号 C の最小重み wを

w := minfwt(x) j x 2 C; x 6= 0g

とする. d(x; y) = d(x � y; 0) = wt(x � y)であることから符号の最小距離と最小重みは一致してい

ることに注意する.

定義 2.4. Fn
q の符号 C が k 次元で最小距離が dのとき [n; k; d]符号と表す. 符号理論での意味は k

が大きいほど多くの情報を送信でき,dが大きいほど多くの誤りを訂正できる. また

C? = fx = (x1; � � � ; xn) 2 Fn
q j xty = x1y1 + � � � + xnyn = 0 (8y = (y1; � � � ; yn) 2 C)g

は [n; n � k; d?]符号であり C の双対符号という.

n; k; dの間には様々な制限が知られており,ここでは 1つだけ紹介する.

定理 2.5. [n; k; d]符号 C は
d � n � k + 1

を満たす. これをシングルトン限界式という. また, この不等式が等号となる符号のことを

MDS (maximum distance separable)符号という.

次に符号のゼータ関数を定義するために符号の重さの分布を表した重さ多項式 (weight enumera-

tor)を定義する.

定義 2.6. 符号 C に対して
Ai := #fw 2 C j wt(w) = ig

とするとき,n次斉次多項式

AC(x; y) :=

nX
i=0

Aix
n�iyi

を C の重さ多項式という.

定義 2.7. [n; k; d]符号 C に対して

P (T )

(1 � T )(1 � qT )
(xT + (1 � T )y)n = � � � +

AC(x; y) � xn

q � 1
T n�d + � � �

を満たす高々 n � d次の多項式 P (T ) 2 Q[T ]が一意的に存在する. この P (T )を C のゼータ多項式

といい Z(T ) = P (T )=((1 � T )(1 � qT ))を C のゼータ関数という.
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この定義が表しているのは P (T )をうまくとることで左辺を級数展開したときに T n�d の係数に重

さ多項式が現れるようにできるということである. 証明の概略としては P (T ) = a0 + a1T + � � � +

an�dT n�d とすると定義の条件から a0; � � � ; an�d を未知数とする連立方程式が得られてその解が一

意的に定まるという流れである (より詳しい証明として [4]を参照). ゼータ多項式 P (T )の性質とし

て次が知られている (証明は [3]を参照).

命題 2.8. [n; k; d]符号 C のゼータ多項式を P (T )とし,C の双対符号である [n; n � k; d?]符号 C?

のゼータ多項式を P ?(T )とする. d? � 2のとき

(1) degP (T ) = n + 2 � d � d?.

(2) P (1) = 1.

(3) P ?(T ) = qgT g+g?
P (1=qT ).

ここで g = n + 1 � k � d; g? = n + 1 � k? � d? であり g を C の種数という (この名の由来は合同

ゼータ関数の関数等式の類似からである).

(4) MDS符号のゼータ多項式は 1であり,その逆も成り立つ.

C = C? となるとき C を自己双対符号というが,このとき P (T ) = P ?(T )だから命題の (3)より

ゼータ多項式は関数等式
P (T ) = qgT 2gP (1=qT )

を満たす.これは合同ゼータ関数の関数等式と同じ形である (合同ゼータ関数については 3節で詳し

く述べる). そこで Duursmaは自己双対符号に対してリーマン予想の類似を合同ゼータ関数のリーマ

ン予想に沿って定義したが,ここでは自己双対とは限らない一般の符号に対して次のようにリーマン

予想の類似を定式化する.

定義 2.9. Fq 上の符号 C がリーマン予想を満たすとは,C のゼータ多項式の根の大きさが 1=
p

qとな

ることである. つまり

P (�) = 0 =) j�j =
1

p
q

となることである.

4節でみるようにリーマン予想を満たす符号も,満たさない符号もどちらも存在する. このように

符号によってリーマン予想の成立の可否が変わるが,リーマン予想を満たす符号の特徴づけはいまだ

にわかっていない. また,符号のリーマン予想を考える意味としては次のように符号の最小距離の評

価が得られることである (証明は [2]).

定理 2.10. Fq 上の [n; k; d]符号のゼータ多項式を P (T ) = a0(1 + aT + � � � )の形で表したとき

d � q + a

が成り立つ.

ここで P (T )の根を �1; � � � ; �r とすると

jaj =

�����
rX

i=1

1

�i

�����
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だから根の大きさの評価は C の最小距離 dの評価を与えていることがわかる (先にも述べた通り,符

号理論において dは重要な量の１つであった). このように符号のリーマン予想は単なる類似だけで

はなくて,それ自身の意味ももっているのである.

3 代数幾何符号

ここでは有限体上の代数曲線とその有理点から符号が作れることを説明する. さらに, 合同ゼー

タ関数についても簡単に触れる. 2 節でみたように, 符号とは Fn
q の部分空間として抽象的に定義

したので次のように簡単に作ることができる. Fq 上のベクトル空間 V と V から Fn
q への線形写像

f : V ! Fn
q があるときに Im(f)は符号となる. このとき f が単射ならば符号 Im(f)を V と同一視

でき,V についてよく理解できているならそれを符号の性質として理解することもできる. 代数幾何

符号とは V としてリーマン・ロッホ空間をとり f として有理点の代入写像とするものである. 代数

曲線に関する基本的な定義などは紙面の都合により省略するが主な参考文献は [8]であるからそちら

を参照されたい.

X を Fq 上の種数 g の非特異代数曲線として P1; � � � ; Pn を X の相異なる Fq 有理点とし,

D = P1 + � � � + Pn を因子とする. Gを Fq 上で定義された因子として D \ G = ; (:, 代数閉包F̄q

上で Supp D \ Supp G = ;)とする. このとき Fq 上のベクトル空間

L(G) := ff 2 Fq(X)� j (f) + G > 0g [ f0g

を考える.ここで Fq(X)は X の Fq 上の有理関数体である. このとき線形写像 ΦL を

ΦL : L(G) �! Fn
q

2 2

f 7�! (f(P1); � � � ; f(Pn))

のように定義する.CL = CL(X; D; G) := Im ΦL は符号となり弱代数幾何符号という. Ker ΦL =

L(G � D)であるから,特に deg G < deg D = nなら ΦL は単射となる. 代数幾何符号の性質とし

て,符号の次元と最小距離がある程度わかることが挙げられる.

定理 3.1. 上記の設定において G > 0とする.CL が [n; k; d]符号であるとき次が成り立つ.

(1) deg G < nならば
k � deg G � g + 1

n � deg G � d � n � deg G + g

となる.

(2) 2g � 2 < deg G < nならば
k = deg G � g + 1

となる.

この定理の証明の概略は, 仮定から ΦL が単射だから符号 CL と L(G) を同一視することができ,

リーマン・ロッホの定理

dim L(G) � dim L(KX � G) = deg G + 1 � g
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より dim L(G),したがって k がわかるということである (詳しい証明は [8]を参照). 定理 3.1の (1)

の仮定を満たすとき CL を代数幾何符号といい,(2)の仮定を満たすとき強代数幾何符号という.

次に代数曲線に対して合同ゼータ関数を定義する. X を Fq 上で定義された代数曲線とし,N� を X

の Fq� 有理点の個数とする (� = 1; 2; � � � ). このとき

Z(X=Fq; T ) = exp

 1X
�=1

N�

�
T �

!
を X の合同ゼータ関数という. 合同ゼータ関数は様々な性質が知られており,関数等式やリーマン予

想の類似を満たすことも証明されている (ヴェイユ予想という). 以下では特別な場合のみの主張を述

べる.

定理 3.2. X を Fq 上の非特異完備代数曲線で種数が 1であるとき

Z(X=Fq; T ) =
P (T )

(1 � T )(1 � qT )

P (T ) = (1 � �1T )(1 � �2T ) = 1 + (N1 � (1 + q))T + qT 2

Z(X=Fq; T ) = Z(X=Fq; 1=qT )

が成り立つ.さらに P (T )の根の大きさは 1=
p

q である.

この定理の関数等式から P (T ) = qT 2P (1=qT )を得るがこれは符号のゼータ多項式の関数等式と

類似していることがわかる. これまでのことから代数幾何符号を考えると,合同ゼータ関数と符号の

ゼータ関数 (多項式)の 2つのゼータが登場する. このとき 2つのゼータ関数に何か関係があるのか

と疑問に思ったのがこの研究を始めたきっかけである. 次の節ではこの問題を考えるために具体的な

計算をした結果や考察を述べる.

4 楕円曲線から得られる代数幾何符号のゼータ関数

ここでは楕円曲線とその Fq 有理点を用いて代数幾何符号をつくる. このときにできる符号のゼー

タ関数 (多項式)は様々な性質をもつことがわかった. char(Fq) 6= 2; 3とするとき Fq 上の楕円曲線は

Ea;b : y2 = x3 + ax + b (a; b 2 Fq; 4a3 + 27b2 6= 0)

の形となる. 今回の実験では,楕円曲線の有理点が fP1; � � � ; Pn; P1g (P1は無限遠点)のとき代数幾

何符号の定義で現れた D と Gはそれぞれ

D = P1 + � � � + Pn

G = 2P1

とする. このときにできる [n; k; d]代数幾何符号のパラメータは定理 3.1から

n > 2ならば k = 2; n � 2 � d � n � 1

となる.よって代数幾何符号を作る際は無限遠点も含めて 4つ以上の有理点が必要となる. またD; G

をこのようにしたのは L(G)の基底が f1; xg(xは x座標を返す関数)のように単純なものがとれるか

らである. Gの係数を大きくしたり D; Gを全く別のものにすると他の例も考えることができる.
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まずは Ea;b の有理点の個数,さらには群構造を決定しておく. 具体的には計算機を用いて有理点を

全て求め,各有理点の位数を調べることで群の構造を決定する. Z=dZや Z=d1Z � Z=d2Zをそれぞれ
[d]や [d1; d2]と表すことにすると q = 5; 7のときそれぞれ表 1,表 2のようになる.

a

b
0 1 2 3 4

0 [6] [6] [6] [6]

1 [2,2] [9] [4] [4] [9]

2 [2] [7] [7]

3 [10] [5] [5]

4 [2,4] [8] [3] [3] [8]

表 1 Ea;b(F5)の群構造

a

b
0 1 2 3 4 5 6

0 [2,6] [3,3] [13] [3] [7] [2,2]

1 [8] [5] [6] [10] [11]

2 [8] [5] [6] [10] [11]

3 [2,4] [12] [9] [6] [10] [7] [4]

4 [8] [5] [6] [10] [11]

5 [2,4] [12] [9] [6] [10] [7] [4]

6 [2,4] [12] [9] [6] [10] [7] [4]

表 2 Ea;b(F7)の群構造

各楕円曲線に対して重さ多項式 A(x; y),ゼータ多項式 P (T ),リーマン予想の可否,合同ゼータ多項

式 (合同ゼータ関数の分子のこと)を求めるプログラムを作成したところ結果は q = 5; 7のときそれ

ぞれ表 3,表 4のようになった. 実は,群構造が同じ楕円曲線からは同値な符号が得られる. ここで符

号 C と C 0 が同値であるとは C の成分を入れ替えたり,スカラー倍することで C 0 にできることをい

う. 符号が同値なとき,符号の性質 (最小距離や重さ多項式,ゼータ多項式など)は同じになる.

これらの結果から次のようなことに気がつく.

� (P (T ) = 1を除き)ゼータ多項式の係数に規則性がみられ (定数項):(T 2 の係数)= 1 : q となっ

ている. これは合同ゼータ多項式と同じ性質である.

� 同じ楕円曲線から作られるゼータ多項式と合同ゼータ多項式は一致してしない. しかし, ある

楕円曲線のゼータ多項式を定数倍すると,他の楕円曲線の合同ゼータ多項式になっているもの

がある.

� [4]と [5]; [6]と [7]のようにゼータ多項式が一致するペアがある.

� ほとんどのゼータ多項式がリーマン予想を満たしている.楕円曲線 [2; 4]から符号を作ったと
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楕円曲線 A(x; y) P (T ) RHの可否 合同ゼータ多項式

[2,2] x3 + 12xy2 + 12y3 1 ○ 1 � 2T + 5T 2

[4] x3 + 4x2y + 4xy2 + 16y3 1
3 (1 � 3T + 5T 2) ○ 1 � 2T + 5T 2

[5] x4 + 8x2y2 + 16y4 1
3 (1 � 3T + 5T 2) ○ 1 � T + 5T 2

[6] x5 + 8x2y3 + 4xy4 + 12y5 1
5 (1 � T + 5T 2) ○ 1 + 5T 2

[7] x6 + 12x2y4 + 12y6 1
5 (1 � T + 5T 2) ○ 1 + T + 5T 2

[2,4] x7 + 8x2y5 + 12xy6 + 4y7 2
21 (1 + 9

2 T + 5T 2) � 1 + 2T + 5T 2

[8] x7 + 12x2y5 + 4xy6 + 8y7 1
7 (1 + T + 5T 2) ○ 1 + 2T + 5T 2

[9] x8 + 16x2y6 + 8y8 1
7 (1 + T + 5T 2) ○ 1 + 3T + 5T 2

[10] x9 + 16x2y7 + 4xy8 + 4y9 1
9 (1 + 3T + 5T 2) ○ 1 + 4T + 5T 2

表 3

楕円曲線 A(x; y) P (T ) RHの可否 合同ゼータ多項式

[2,2] x3 + 18xy2 + 30y3 1 ○ 1 � 4T + 7T 2

[4] x3 + 6x2y + 6xy2 + 36y3 1
3 (1 � 5T + 7T 2) ○ 1 � 4T + 7T 2

[5] x4 + 12x2y2 + 36y4 1
3 (1 � 5T + 7T 2) ○ 1 � 3T + 7T 2

[6] x5 + 12x2y3 + 6xy4 + 30y5 1
5 (1 � 3T + 7T 2) ○ 1 � 2T + 7T 2

[7] x6 + 18x2y4 + 30y6 1
5 (1 � 3T + 7T 2) ○ 1 � T + 7T 2

[2,4] x7 + 12x2y5 + 18xy6 + 18y7 2
21 (1 + 5

2 T + 7T 2) ○ 1 + 7T 2

[8] x7 + 18x2y5 + 6xy6 + 24y7 1
7 (1 � T + 7T 2) ○ 1 + 7T 2

[3,3] x8 + 24x2y6 + 24y8 1
7 (1 � T + 7T 2) ○ 1 + T + 7T 2

[9] x8 + 24x2y6 + 24y8 1
7 (1 � T + 7T 2) ○ 1 + T + 7T 2

[10] x9 + 24x2y7 + 6xy8 + 18y9 1
9 (1 + T + 7T 2) ○ 1 + 2T + 7T 2

[11] x10 + 30x2y8 + 18y10 1
9 (1 + T + 7T 2) ○ 1 + 3T + 7T 2

[2,6] x11 + 24x2y9 + 18xy10 + 6y11 4
55 (1 + 23

4 T + 7T 2) � 1 + 4T + 7T 2

[12] x11 + 30x2y9 + 6xy10 + 12y11 1
11 (1 + 3T + 7T 2) ○ 1 + 4T + 7T 2

[13] x12 + 36x2y10 + 12y12 1
11 (1 + 3T + 7T 2) ○ 1 + 5T + 7T 2

表 4

きのゼータ多項式が q = 5のときはリーマン予想を満たしていないが q = 7のときには満たし

ている.

今は具体的な q で計算をしたが q が一般の場合を考えることで上記の観察結果にいくつか説明を

つけることができた. ポイントは #Ker[2]で生成行列の分類ができることである. ここで [2]は楕円

曲線の群構造ではなく,楕円曲線の 2倍写像のことである. 先に結論を述べると次のようになる.
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定理 4.1. 上記の設定においてできる [n; 2; d]符号のゼータ多項式は

P (T ) =

8>>><>>>:
1

n�1 (1 + (n � q � 2)T + qT 2) (#Ker[2] = 1)
1
n (1 + (n � q � 1)T + qT 2) (#Ker[2] = 2)

n�3
n(n�1)

�
1 + (n � q + n�1

n�3 )T + qT 2)
�

(#Ker[2] = 4;楕円曲線が [2; 2]でない)

1 (楕円曲線が [2; 2])

となる.

証明のポイントは L(G)の基底が単純なことから生成行列に規則性がみられることである. それに

よって重さを数えあげることができ,ゼータ多項式を計算できる. より詳しく述べると L(G)の基底

は f1; xgであるから符号 CL は ΦL(1)と ΦL(x)で生成され,CL の生成行列は�
1 1 � � � 1

x(P1) x(P2) � � � x(Pn)

�
となる. ここで楕円曲線の有理点の x座標について考察する. E(Fq)を楕円曲線の Fq 有理点全体の

なす集合とすると楕円曲線の定義方程式より明らかに (x0; y0) 2 E(Fq) ならば (x0; �y0) 2 E(Fq)

である. つまり y0 6= 0ならば x座標が等しい異なる有理点が存在する. y 座標が 0となる有理点が

2等分点であるが,楕円曲線の 2等分点の個数は 0,1,3のいずれかとなる. #Ker[2] = 1,つまり 2等

分点をもたないとき, 無限遠点を除いた有理点の集合 fP1; � � � ; Png は適切に添字を付け替えること
によって fP1; P 0

1; P2; P 0
2; � � � ; Pm; P 0

mg で Pi と P 0
i の x 座標が等しくなるようにできる (もちろん

n = 2mである). 有理点の添字を入れ替えて符号を作ると集合としては異なるが,符号の性質は変わ

らないから,この操作をしてもよいことに注意する. 生成行列は�
1 1 1 1 � � � 1 1
a1 a1 a2 a2 � � � am am

�
(2 � m � q)

となる.ここで a1; � � � ; an 2 Fq はどの 2つも相異なる. よって符号語 xは �; � 2 Fq によって

x = (� + �a1; � + �a1; � + �a2; � + �a2; � � � ; � + �am; � + �am)

の形となる.次に xの重さ wt(x)を考える. まず wt(x) = 0となるのは � = � = 0のときのみであ

る. CL の最小距離 (=最小重み)は n � 2だから wt(x) = n � 2となるものを考える. つまり xの成

分の中でちょうど 2つだけ 0になるものである. iを固定して

� + �ai = 0

となるのは � を固定するごとに �が一意的に定まるから q 通りある. しかし � = 0とすると � = 0

となり,先ほど数えたものになってしまうからこれは除外する必要がある. a1; � � � ; an はどの 2つも

相異なっていたから j 6= iに対して
� + �aj 6= 0

である. iは 1からmまでのm通りあるから wt(x) = n � 2となる xはm(q � 1)通りである. 次に

wt(x) = n � 1となる wは存在しないから,残りはすべて重さ nである. よって重さ多項式は

A(x; y) = xn + m(q � 1)x2yn�2 + (q2 � m(q � 1) � 1)yn
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となる.重さ多項式がわかったからゼータ多項式が計算できる.その結果は

P (T ) =
1

2m � 1
(1 + (2m � 2 � q)T + qT 2)

=
1

n � 1
(1 + (n � q � 2)T + qT 2)

となる. 2等分点が 1,3個のときも同様の考察で P (T )を得られる.

この定理から計算結果の観察で気づいたことに対して説明ができる. まず,ゼータ多項式の係数の

規則性で,(定数項):(T 2 の係数)= 1 : q となっていることについてだが,これは定理 4.1の P (T )の形

から明らかである. 次にゼータ多項式と合同ゼータ多項式が一致しないことについてだが, 定理 4.1

の設定だと合同ゼータ多項式が

1 + (N1 � (q + 1))T + qT 2 = 1 + (n � q)T + qT 2

となるので P (T )を定数倍して定数項が１になるようにしても T の係数が少しだけずれているから

一致しないことがわかる. また,このズレがゼータ多項式と別の楕円曲線の合同ゼータ多項式が一致

していることの原因であることもわかる. 次に楕円曲線が [4]と [5],[6]と [7]のようにゼータ多項式

が一致するペアが存在したが,これについても定理 4.1の #Ker[2] = 1; #Ker[2] = 2のときの P (T )

の形をみれば等しくなっていることを確認できる. また P (T ) を明示的に求めることができたため,

リーマン予想について考察することができる. 例えば #Ker[2] = 1 のとき Fq 有理点の個数 N1 は

n + 1個だから

P (T ) =
1

n � 1
(1 + (n � q � 2)T + qT 2) =

1

n � 1
(1 + (N1 � q � 3)T + qT 2)

であり,P (T )の判別式が負であることがリーマン予想が成り立つための必要十分条件である. つまり

(N1 � q � 3)2 < 4q

であるが,これは Hasse-Weilの不等式

(N1 � q � 1)2 � 4q

と少しずれていることがわかる. つまり #Ker[2] = 1 のときにリーマン予想を満たさない例が存在

する余地があるということである. 実際に p = 23で N1 = 15となる楕円曲線 y2 = x3 + x + 12を

選ぶと不等式を満たさないことがわかる. 以上からリーマン予想は満たしたり満たさなかったり状況

によってまちまちであることがわかった. また,副産物として自己双対でない符号で P (T )が関数等

式を満たす例が作れた. 定理の P (T )は

P (T ) = qT 2P (1=qT )

を満たしていることが計算からわかる. 自己双対符号は nが偶数であることが必要条件であるから表

3,4において自己双対でない符号はたくさんある.

最後に,今回行った計算は代数幾何符号のほんの一例に過ぎず,状況設定を変えることで他にも様々

な計算ができる. もしかしたら今回の計算では見つからなかった面白い結果がまだまだ眠っているか

もしれない.
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Fano多面体が定める K3曲面に対する

ミラー対称性について

金沢大学大学院 自然科学研究科 数物科学専攻 計算科学コース

松村朋直 (Tomonao MATSUMURA)

1 はじめに

K3 曲面は楕円曲線の高次元として考えることができる複素曲面で, その 2 次ホモロジー群は階数 22 の自由

Z-加群である. この Z-加群を交点形式によって格子としてみると符号 (3,19)の偶ユニモジュラー格子になって

おり, K3格子と呼ばれている. K3格子の部分格子で,因子全体によって生成されるものを N�eron{Severi格子

と呼ぶ.

K3 曲面にはミラー対称性と呼ばれる現象がある. Dolgachev([2]) はミラー対称性について研究するなかで,

ミラー対の定義を N�eron{Severi 格子を用いて与えた. 一方で Batyrev([1]) の方法によると 3 次元反射的多面

体とその双対多面体とのそれぞれに対し, K3曲面を構成できる. K3曲面のミラー対と多面体の双対性に関係が

あると予想されている ([2]).

今回扱う K3 曲面は反射的多面体の中でも Fano 多面体と呼ばれるクラスの多面体から定まる K3 曲面であ

る. 3 次元 Fano 多面体は GL(3; Z) の作用を除き 18 個のみである. それらは頂点の数により分類されており,

頂点が 4個のものが 1つ, 5個のものが 4つ, 6個のものが 7つ, 7個のものが 4つ, 8個のものが 2つある. そ

れらから定まる K3曲面と,双対多面体から定まる K3曲面双方について N�eron{Severi格子の計算を行うこと

で予想 3.1の証明が可能である.

小池 ([3])は 3次元 Fano多面体の双対多面体から定まる K3曲面について,その N�eron{Severi格子を決定し

た. この結果は 3次元代数多様体についてのMo�i�sezon([4])の定理を用いて示されている. この定理を用いるた

めに多面体が Fano多面体である必要がある.

Fano 多面体そのものから定まる K3 曲面の N�eron{Severi 格子については, 4 頂点の場合は Narumiya{

Shiga([5])によって決定されている. また 5頂点の場合においては Nagano([6])によって決定されており,いず

れの場合も予想 3.1が正しいことが証明されている. 本研究の目的は残る 6, 7, 8頂点の場合について Fano多

面体そのものから定まる K3曲面の N�eron{Severi格子を計算し,予想 3.1が正しいことを証明することである.

本稿ではまず x2で Fano多面体から K3曲面を定める方法に述べ, x3で N�eron{Severi格子を用いたミラー

対の定義,主題となる予想について述べる. その後 x4で小池の結果を紹介する. x5では楕円曲面について触れ,

主結果を述べる. 最後に証明の流れについて,今回扱う 3次元 Fano多面体の内の 1つを使って実際の計算を追

う形で説明する.

2 多面体が定める K3曲面

定義 2.1. R3 上の多面体のうち,以下を満たすものを 3次元 Fano多面体と呼ぶ:

1. すべての頂点の座標が整数で書けている.

2. 原点を内点に持つ.

3. 任意の面は単体であり,それぞれの面を作る頂点は Z3 の基底になる.

4. 境界上の整数点は頂点のみである.
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図 1 図 2

3次元 Fano多面体は GL(3; Z)の作用を除き 18個存在する.

3次元 Fano多面体から以下のようにして K3曲面の族を定めることができる ([1]).

1. 多面体の頂点と内部と境界の整数点の座標 (x1; x2; x3)それぞれに対して t1; t2; t3の単項式 t1
x1 t2

x2 t3
x3

を対応させる.

2. 対応させた単項式を複素係数 (a1; : : : ; am) 2 Cm を用いて

f = a1t1
x1 t2

x2 t3
x3 + � � � + amt1

x1 t2
x2 t3

x3

のように表す.

3. f(t1; t2; t3) 2 C3jf = 0gで与えられる代数多様体は（a1; : : : ; am）をパラメータに持つ K3曲面の族に

なる.

K3曲面は以下のように定義される複素曲面である.

定義 2.2. 標準束が自明で単連結なコンパクト複素曲面を K3曲面と呼ぶ.

上の定義により K3曲面は 2次元 Calabi{Yau多様体であり, 1次元 Calabi{Yau多様体である楕円曲線の高

次元化と考えることができる.

Batyrevの構成法について,次元を 1つ下げた場合で例を挙げる. この場合は 2次元 Fano多面体から定義式

を定めるため, K3曲面から次元が 1落ちて楕円曲線の族が定まる.

例 2.1. 図 1は 3個の頂点 (1; 0); (0; 1); (�1; �1)を持つ 2次元 Fano多面体である. 対応する多項式はそれぞ

れ t1; t2; 1
t1t2

である. 内部と境界の整数点は原点のみで,対応する多項式は 1 = t1
0t2

0. したがって多様体の定

義式は

a1 + a2t1 + a3t2 +
a4

t1t2
= 0

のように書ける. これは（a1; : : : ; a4）2 C4 をパラメータに持つ楕円曲線の族を定める.

次に双対多面体を定義する.

定義 2.3. 多面体 P に対し以下のようにして定まる多面体 P � を

P � = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j x1y1 + � � � + xnyn � �1; 8y 2 P g:

で定義し P の双対多面体と呼ぶ.

一般に Fano多面体の双対多面体は Fano多面体にならないが,すべての頂点が整数点になることが知られて

いる. 3次元 Fano多面体の双対多面体からも Fano多面体と同じように K3曲面の族を定めることができる.
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例 2.2. 図 2で示した多面体は図 1の多面体の双対多面体である. 単項式をとることができる整数点は 10個あ

り,次の楕円曲線の族

a1 +
a2t2

1

t2
+

a3t1

t2
+

a4

t2
+

a5

t1t2
+ a6t1 +

a7

t1
+ a8t2 +

a9t2

t1
+

a10t2
2

t1
= 0

を与える.

多面体から定まる K3 曲面の族はパラメータ (a1; � � � ; am) 2 Cm を持つが, 以降はこのパラメータが一般の

位置にある K3曲面について議論を進める.

3 ミラー対と Dolgachevの予想

Dolgachevの予想を述べるために K3格子と N�eron{Severi格子について定義する.

定義 3.1. 任意の K3曲面 Sについて,2次ホモロジー群 H2(S; Z)は階数 22の自由 Z-加群になる.

H2(S; Z)はカップ積により格子としてみることができる. この格子は交点形式

LK3 = E8(�1) � E8(�1) � U � U � U

をもつ格子と同型.

ここで E8(�1)は一意的に存在する階数 8の負定値偶ユニモジュラー格子で, U は階数 2の偶ユニモジュラー

双曲型格子である. LK3 は符号 (3,19)で階数 22の偶ユニモジュラー格子で,この格子を K3格子と呼ぶ.

定義 3.2. Sの因子によって生成されるH2(S; Z)の部分格子を N�eron{Severi格子と呼び, NS(S)と書く. ま

た NS(S)の直交補格子を Tr(S) = NS(S)? と書く.

定義 3.3 (Dolgachev, [2]). K3曲面 S, �Sについて, �Sが Sのミラー対であるとは

Tr(S) �= NS( �S) � U

が成り立つことをいう.

Dolgachevは K3曲面のミラー対称性について研究し,ミラー対の格子構造の間の関係についての予想を得た

([2], Conjecture (8.6)). Dolgachev の予想は 3 次元 Fano 多面体の双対性とそれらから定まる K3 曲面のミ

ラー対称性との関係を示唆する.

予想 3.1. 3次元 Fano多面体 P から定まる K3曲面を S とする. P の双対多面体 P � から定まる K3曲面が

S のミラー対 �S と同型である.

本稿では 6個以上の頂点をもつ 3次元 Fano多面体について扱う.

4 小池の結果

以下に 6頂点以上の 3次元 Fano多面体と小池による結果をまとめる ([3]). 4, 5頂点の 3次元 Fano多面体

や N�eron{Severi格子の計算については [3], [5], [6]を参照.

定理 4.1 (K.Koike, [3]). 表 1 に示した 3 次元 Fano 多面体 Pj について, その双対多面体 P �
j から定まる K3

曲面の N�eron{Severi格子は L�
j で与えられる. ただし, Pj の欄に書かれた行列の縦ベクトルはその Fano多面

体の頂点の座標を示している.
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表 1: 定理 1の結果

j Pj L�
j

6

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 �1 0

0 0 1 �1 0 0

1CA
0B@ 0 2 2

2 0 2

2 2 0

1CA
7

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 �1 0

0 0 1 �1 �1 �1

1CA
0B@ �2 1 1

1 0 2

1 2 0

1CA
8

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 �1 0

0 0 1 �1 1 �1

1CA
0B@ �2 1 3

1 0 2

3 2 0

1CA
9

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 �1 �1

0 0 1 �1 0 0

1CA
0B@ 0 1 2

1 �2 2

2 2 0

1CA
10

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 �1 �1

0 0 1 �1 �1 �1

1CA
0B@ �2 1 1

1 �2 2

1 2 0

1CA
11

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 1 �1

0 0 1 �1 �1 �1

1CA
0B@ �2 1 1

1 �2 1

1 1 2

1CA
12

0B@ 1 0 0 0 0 �1

0 1 0 0 1 �1

0 0 1 �1 �1 0

1CA
0B@ �2 2 2

2 �2 1

2 1 2

1CA

13

0B@ 1 0 0 0 0 �1 �1

0 1 0 0 �1 0 �1

0 0 1 �1 0 0 0

1CA
0BBB@

0 1 1 1

1 �2 0 2

1 0 �2 2

1 2 2 �2

1CCCA

14

0B@ 1 0 0 �1 0 �1 �1

0 1 0 0 �1 0 �1

0 0 1 �1 0 0 0

1CA
0BBB@

0 1 1 1

1 �2 0 2

1 0 �2 1

1 2 1 �2

1CCCA

15

0B@ 1 0 0 1 0 �1 �1

0 1 0 0 �1 0 �1

0 0 1 �1 0 0 0

1CA
0BBB@

0 1 1 1

1 �2 0 2

1 0 �2 3

1 2 3 �2

1CCCA

16

0B@ 1 0 0 �1 0 �1 �1

0 1 0 �1 �1 0 �1

0 0 1 �1 0 0 0

1CA
0BBB@

0 1 1 1

1 �2 0 1

1 0 �2 1

1 1 1 �2

1CCCA

17

0B@ 1 0 0 0 0 �1 1 �1

0 1 0 0 �1 0 �1 1

0 0 1 �1 0 0 0 0

1CA
0BBBBBB@

0 1 1 1 1

1 �2 2 2 0

1 2 �2 0 2

1 2 0 �2 0

1 0 2 0 �2

1CCCCCCA
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j Pj L�
j

18

0B@ 1 0 0 1 0 �1 1 �1

0 1 0 �1 �1 0 �1 1

0 0 1 �1 0 0 0 0

1CA
0BBBBBB@

0 1 1 1 1

1 �2 2 1 0

1 2 �2 0 3

1 1 0 �2 0

1 0 3 0 �2

1CCCCCCA

5 楕円曲面

主結果について述べる前に楕円曲面について説明しておく.

定義 5.1. k を代数的閉体とし, k 上の非特異射影曲面を X, k 上の非特異射影曲線を C とする. 全射正則写像

f : X ! C が以下を満たすとき, f : X ! C を楕円曲面という.

1. C から有限個の点を除いた C0 についてファイバー f�1(v0) (v0 2 C0) は k 上の楕円曲線になる（これ

を一般ファイバーと呼ぶ）.

2. 任意のファイバー f�1(v) (v 2 C)は第一種例外曲線を含まない.

本稿では以下 k = Cとする. 一般ファイバーでないファイバーを特異ファイバーと呼び, 8種類に分類がなさ

れている ([7]).

定義 5.2. f : X ! C を楕円曲面とする. 正則写像 � : C ! X が f � � = idC を満たすとき � を f の切断と

いう.

楕円曲面 f : X ! C の一般ファイバー,特異ファイバーの既約成分 ,切断は X の因子であるから,これらを

生成元にしてできる格子は N�eron{Severi格子の部分格子になる. 以下の 2つの定理はこの部分格子を調べる上

で重要である.

定理 5.1 (Shioda, [8]). K = k(C)を k 上の 1変数関数体とする.楕円曲面 f : X ! C が切断を持つとき,一

般ファイバーと同型な K 上の楕円曲線 E=K をとることができる. この対応により E の K-有理点全体 E(K)

と楕円曲面の切断全体は 1対 1に対応する.

定理 5.2 (T.Shioda, [8]). 一般ファイバー F ,切断 O, Qの交点数は以下のようになっている:

(F )2 = 0;

(O � F ) = (Q � F ) = 1;

(O)2 = (Q)2 = �2:

特異ファイバーの既約成分の交点数は分類の型に対応した ADE 型のルート格子から決まる. また一般ファイ

バーと特異ファイバーの既約成分は交点を持たない.

定理 5.3 (主結果). 3次元 Fano多面体 Pj と Pj から定まる K3曲面 Sj について以下が成り立つ.

1. Sj には楕円曲面 fj : Sj ! C の構造が入り,その N�eron{Severi格子 NS(Sj)は fj の一般ファイバー,

特異ファイバーの既約成分,切断によって生成される.

2. Pj に対し予想 3.1が成り立つ.すなわち

Tr(Sj) = NS(Sj)? �= L�
j � U:

本稿の執筆時点で筆者は j = 7; 8; 10; 11; 13; 14; 15; 18の場合について証明を得ている. 他の場合においても

似た方法で証明を与えることができると強く予想され, [9]にまとめる予定である.
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6 N�eron{Severi格子の計算

6.1 Fano多面体 P14 の場合

以下では P14 を例に主結果の証明を述べる. S14 は

a1 + a2t1 + a3t2 + a4t3 + a5
1

t1t3
+ a6

1

t2
+ a7

1

t1
+ a8

1

t1t2
= 0:

で与えられる.

変数 x; y; z と定数 � = (�1; �2; �3; �4)を以下のようにおく:

x =
a2t1

a1
; y =

a3t2

a1
; z =

a4t3

a1
:

�1 =
a2a4a5

a1
3

; �2 =
a3a6

a1
2

; �3 =
a2a7

a1
2

; �4 =
a2a3a8

a1
3

:

このように双有理変換を行うことで,以下で定義された曲面

xyz(1 + x + y + z) + �1y + �2xz + �3yz + �4z = 0

を得る.

次に

x =
2x0(�x0 + �4y + �3y2)

y(��2x0 � x0y � x0y2 + �1y3 � z1)
;

z = ���2x0 � x0y � x0y2 + �1y3 � z1

2y(�x0 + �4y + �3y2)

のように双有理変換 (x; y; z) 7! (x0; y; z1)をすることで, S14 を 1変数関数体 C(y)上の楕円曲線と見ることが

できる.実際,

z1
2 =4x0

3 + (�2
2 + 2�2y � 4�4y + y2 + 2�2y2 � 4�3y2 + 2y3 + y4)x0

2

+ (�2�1�2y3 � 2�1y4 � 2�1y5)x0 + �1
2y6

のように書ける. これは自明な切断 O(無限遠点)と以下のような切断 Qをもつ:

Q : y 7! (x0; y; z1) = (0; y; �1y3):

次に特異ファイバーがどのようになっているかを調べる. さらに変数変換を行い x0
2 の項を消去することで

z1
2 = 4x1

3 + g2(y)x + g3(y)

を得る. D0 = g2
3 � 27g3

2 とおくと D0 は y について 16 次の多項式. y = 0 における g2(y) の零点の位数を

Ordy=0(g2)のように表すと

(Ordy=0(g2); Ordy=0(g3); Ordy=0(D0)) = (0; 0; 7)

のようになる.

また y1 = 1
y
とおいて変数変換を行うことで以下の表示を得る:

z2
2 = 4x2

3 + h2(y1)x + h3(y1):

D1 = h2
3 � 27h3

2 とおくと D1 は y1 について 17次の多項式で,
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図 3 P14 の特異ファイバー

(Ordy1=0(h2); Ordy1=0(h3); Ordy1=0(D1)) = (0; 0; 8):

[10] の分類により S14 は y = 0 において I7 型, y = 1 において I8 型の特異ファイバーを持ち, それ以外に 9

本の I1 型特異ファイバーを持つことが分かる. 図 3は特異ファイバーと切断の様子を表している.

L14 =< F; O; Q; a1; a2; a3; a4; a5; a6; b1; b2; b3; b4; b5; b6; b7 >は NS(S14)の部分格子で,その交点行列は以

下のようになっている.

L14 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 �2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 �2 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 �2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 �2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 �2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 �2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 �2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 �2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �2 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 �2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
この行列の行列式は det(L14) = �23. この L14 が K3 曲面 S14 の N�eron-Severi 格子 NS(S14) を生成する

ことが次のようにしてわかる.

1. K3 曲面におけるトレリ型の定理と周期写像の全射性を用いることで NS(S14) の階数が 16 になること

が証明される.

2. [NS(S14) : L14] = d となる自然数 d が存在する. 2 次形式は交点数により定まっていたので,

det(L14) = d2det(NS(S14))と書けるが, det(L14) = �23より d = 1.
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6.2 他の Fano多面体 Pj の場合

Sj の一般ファイバー, 特異ファイバーの既約成分, 切断から基底を選んで生成した格子 Lj の行列式 det(Lj)

が平方数を含む場合もあるが,その場合も以下の定理を用いて E=K の有理点の性質を利用することで解決でき

ると予想される.

定理 6.1 (T.Shioda, [8]). f : X ! C を楕円曲面, E(K)を f の一般ファイバー E=K のK-有理点全体とし,

そのうち有限位数の点全体を E(K)tor と書く. このとき

1. E(K) ! NS(X)=T は群同型.

2. E(K)tor
�= �T =T .

ただし T は f の一般ファイバー, 自明な切断, 特異ファイバーの既約成分によって生成される部分格子. また
�T = T 
 Q \ NS(X).

この定理により楕円曲面 X の N�eron{Severi格子 NS(X)は一般ファイバー,特異ファイバーの既約成分,切

断によって生成されることが分かる. また NS(X)の交点形式から E(K)の交点形式が定まり,E(K)=E(K)tor

は非退化な偶格子になる. これを Mordell{Weil 格子と呼ぶ. Mordell{Weil 格子から得られる性質により

[NS(Sj) : Lj ] = 1になるように適切な基底をとることができる (詳細は [9]にまとめる).

7 予想 3.1の証明

再び j = 14 の時について考える. 証明を完成させるには L?
14 と L�

14 � U が同型であることを確かめればよ

い. そのために以下のような 2次形式を定める.

定義 7.1. 格子 Lに対して L� = Hom(L; Z)とすると, AL = L�=Lは有限アーベル群.

AL 上の 2次形式 qL : AL ! Q=2Zを以下のように定める:

qL(na) = n2qL(a); 8n 2 Z; 8a 2 AL:

qL(a + a0) � qL(a) � qL(a0) � 2b(a; a0) (mod 2Z):

ただし b : AL � AL ! Q=Zは Lの交点形式から自然に定まる双線形形式.

定義 7.2. 符号が (s; t)であるような偶格子 Lについて, Lの不変量を (s; t; qL)とする.

このとき以下のような定理が定まる.

定理 7.1 (Nikulin, [11]). 非退化な偶格子 Lの原始的な埋め込み L ,! M についてM が偶ユニモジュラー格

子であるならば

qL? �= �qL:

定理 7.2 (Nikulin, [11]). 不変量 (s; t; qL)をもつ偶格子 Lについて

� s > 0

� t > 0

� AL の最小の生成系の元の個数が rank(L) � 2以下

が成り立つとき,不変量 (s; t; qL)をもつ格子は同型を除き Lのみである.

AL は以下のように求めることができる. rank(L) = nとする.

L =< e1; : : : ; en >; L� =< v1; : : : ; vn >とすると v1; : : : ; vn を i; j = 1; : : : ; nに対しクロネッカーのデル

タを用いて

viej = �i;j
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となるようとることができる.
vi = ai1e1 + � � � + ainen

とおくと 0B@ a11 � � � a1n

...
. . .

...
an1 � � � ann

1CA
0B@ e1 � e1 � � � e1 � en

...
. . .

...
en � e1 � � � en � en

1CA =

0B@ 1 O

. . .

O 1

1CA
が成り立つ. faijgは Lの交点行列の逆行列. この faijgを用いて L� を求めればよい.

まず qL�
14
を計算する.

L�
14

�1
=

0BB@
� 2

23
9

23
4

23
10
23

9
23

� 6
23

5
23

1
23

4
23

5
23

� 8
23

3
23

10
23

1
23

3
23

� 4
23

1CCA
であるから L�

14
�
の基底 v1; v2; v3; v4 は

v1 = � 2

23
e1 +

9

23
e2 +

4

23
e3 +

10

23
e4;

v2 =
9

23
e1 � 6

23
e2 +

5

23
e3 +

1

23
e4;

v3 =
4

23
e1 +

5

23
e2 � 8

23
e3 +

3

23
e4;

v4 =
10

23
e1 +

1

23
e2 +

3

23
e3 � 4

23
e4

と書ける. v2 � 7v1, v3 � 21v1, v4 � 18v1 (mod L�
14)であるから AL�

14
は v1 を生成元とする位数 23の巡回

群. v1 について qL�
14
の値を計算すると

qL�
14

(v1) � 38

23
(mod 2Z): (1)

同様の手順で qL14 も求める. L�
14 の基底を w1; : : : ; w16 とすると,

w1 � w7 � 8w4; w2 � w12 � 4w4;

w3 � 19w4; w5 � 2w4;

w6 � 3w4; w8 � 13w4;

w9 � w11 � 18w4; w10 � 9w4;

w13 � 17w4; w14 � 7w4;

w15 � 20w4; w16 � 10w4

であるから AL14 は w4 を生成元とする位数 23の巡回群. w4 について qL14 の値を計算すると

qL14 (w4) � 8

23
� �38

23
(mod 2Z):

(1)より
qL14 (w4) � �qL�

14
(v1) (mod 2Z):

したがって

�qL14
�= qL�

14
: (2)
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NS(S14) = L14 の符号は (1; 15)であるから Tr(S14)の符号は (2; 4). 定理 7.1より

qTr(S14)
�= qNS(S14)? �= �qNS(S14)

�= �qL14 :

一方 L�
14 の符号は (1; 3)であるから L�

14 � U の符号は (2; 4). また (2)から

qL�
14�U

�= qL�
14

� qU
�= qL�

14
�= �qL14 :

Tr(S14)と L�
14 � U の不変量はどちらも (2; 4; �qL14 )になるので定理 7.2より

Tr(S14) �= L�
14 � U:

したがって j = 14において予想 3.1が成り立つ.
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Coxeter配置を変形した超平面配置の特性準多項式の数え
上げによる計算

名古屋工業大学 大学院 情報工学系プログラム　情報数理分野
森 友佑 (Yusuke MORI)

概要
神谷・竹村・寺尾により、整数係数の超平面配置を剰余類環上の超平面配置と見たときの補集
合の点の数は準多項式になることが示されており、このような準多項式を特性準多項式という．
同時に彼らにより，Coxeter配置のうち A・B・C・D型の特性準多項式は一般的に明示式が求
められている．本稿では，D型の Coxeter配置を変形した超平面配置に対する特性準多項式の明
示式を紹介する．証明には，Coxeter配置の対称性を利用した数え上げによる手法を用いた．な
お，本研究は中島規博氏との共同研究である．

1 導入

C をm× n 整数行列，長さ nの整数ベクトルを b 2 Zn とし，(m + 1)× n行列A :=

 
C

b

!
を

定める．c1; c2; � � �，cn を C の列，a1; a2; � � �，an を Aの列とし，b = (b1; : : : ; bn)としたとき，超
平面 Hai を次のように定義する．

Hi = Hai
:= fz = (z1; � � � ; zm) 2 Zm j zci � bi = 0g:

行列Aによって定義される Zm 上の超平面配置を次のように書くとする．

A = AA := fHi j 1 � i � ng

このような配置のうち，b = 0 のものを中心的配置，b 6= 0 のものを中心的でない配置と呼ぶ．
q 2 Z>0 := fx 2 Z j x > 0g に対して Zq := Z=qZ，Z×q := Zqnf0g とし，任意の整数 a に対して
q � reduction [a]q := a + qZ 2 Zq を定める．また整数要素を持つ行列かベクトルであるA0 に対し
て，[A0]q を各要素に対して q � reductionとしたものする．行列 [A]q によって定義される超平面配
置，すなわち Aの q � reductionを

Hi;q = [Hi]q :=fz = (z1; � � � ; zm) 2 Zm
q j z[ci]q � [bi]q = 0g:

[A]q := fHi;q j 1 � i � ng

と定める．次に Aの補集合をMA(q)とする．

MA(q) := fz = (z1; � � � ; zm) 2 Zm
q j z[C]q � [b]q 2 (Z×q )

n
g:
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このとき超平面配置の補集合の要素数 jMA（q)jは次のように記すことができる．

jMA(q)j =

�����Zm
q n

n[
i=1

Hi;q

�����
= qm �

�����
n[

i=1

Hi;q

����� :
定理 1.1 ([3], Theorem 3.1). Z[t] を Z 上の多項式環とする．ある周期 � 2 Z>0 と多項式
�1

A(t); �2
A(t); : : : ; ��

A(t) 2 Z[t]が存在して，jMq(S)jを以下のように書くことができる．

jMA(q)j :=

8>>>><>>>>:
�1

A(q) q � 1 mod �;

�2
A(q) q � 2 mod �;

...

��
A(q) q � � mod �:

このような周期的な多項式は準多項式と呼ばれ，特に定理 1.1 のような準多項式を超平面配
置の特性準多項式と呼び，�quasi

A (q) = jMA(q)j と表す．特に定理 1.1 の �1
A(t) は単に特性多項

式と呼ばれる．非負整数 a � b; n � 1 に対して [a; b] := fk 2 Zja � k � bg と [n] := fk 2

Zj1 � k � ng とする．このとき空でない集合 J � [n] に対して，AJ :=

 
CJ

bJ

!
を定める．た

だし J = fj1; : : : ; jjJjg; b = (b1; : : : ; bn) のとき CJ := (cj1 ; : : : ; cj|J|); bJ := (bj1 ; : : : ; bj|J|) とす
る．‘(J) = rankCJ ; ‘0(J) = rankAJ とし，CJ の単因子を eJ;1; eJ;2; : : : ; eJ;‘(J)，AJ の単因子を
e0

J;1; e0
J;2; : : : ; e0

J;‘′(J) とおき，eJ;1jeJ;2j : : : jeJ;‘(J)，e0
J;1je0

J;2j : : : je0
J;‘(J) を満たすようにとる．次の

定理のために以下の値を定義する．

�C := lcm
�
eJ;‘(J)j; 6= J � [n]

�
q0 := max

�
eJ;‘′(J)j‘0(J) = ‘(J) + 1; ; 6= J � [n]

�
d̃(q) :=

( Q‘(J)
j=1 gcd(eJ;j ; q) if gcd(eJ;j ; q) = gcd(e0

J;j ; q) for all 1 � j � ‘(J)

0 otherwise

このような �C をその性質から lcm period と呼ぶ．また q0 について，f; 6= J � [n]j‘0(J) =

‘(J) + 1g = ;のとき q0 = 0とする．超平面配置 Aの特性準多項式 �quasi
A (q)に対して以下のこと

がいえる．

定理 1.2 ([1], Theorem 2:1).

q > q0 に対して jMA(q)j = �k
A(q) (1 � k � �C ; q 2 k + �CZ�0) となるような m 次単多項式

�1
A(q); �2

A(q); : : : ; ��C

A (q)が存在し，以下のようにかける．

jMA(q)j = qm +
X

J:;6=J�[n];‘′(J)=‘(J)

(�1)#J d̃J(q)qm�‘(J)

�k
A(q)は gcd(�C ; k)の値に依存する．

�k
A(q) = �l

A(q) if gcd(�C ; k) = gcd(�C ; l)
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また，特性準多項式の周期に対して，以下の定理が示されている．

定理 1.3 ([4], Theorem 1.1).

m � 1 とし，�C ; �s � 1 を �sj�C であるように与える．このとき lcm period が �C かつ
minimum periodが �s であるような中心的でない配置が存在する．

lcm period が minimum period より真に大きくなるとき，その超平面配置の特性準多項式は
period collapseが起きているという ([4])．

定理 1.4 ([4], Theorem 1.2).

m; n � 1に対して C が m× n整数行列であるとき，
 

C

0

!
が定義する超平面配置の特性準多項式

の lcm periodは常にminimum periodである．

2 Coxeter配置の特性準多項式
主に用いる A; B; C; D 型の Coxeter配置定義する行列とその特性準多項式はすでに示されている

([1])．

命題 2.1. m > 0 とするとき，A 型 Coxeter 配置の係数行列 Am と特性準多項式は以下の通りで
ある．

Am =

0BBBBBB@

1 � � � � � � 1
�1 � � � � � � 0 1 � � � 1
...

. . .
... �1 � � � 0

. . .
...

. . .
...

...
. . .

... 1
0 � � � � � � �1 0 � � � �1 �1

1CCCCCCA
�Am

= 1

�1
Am

(q) =
mY

i=1

(q � i)，q 2 Z>0

命題 2.2. m > 0とするとき，D 型 Coxeter配置の係数行列 Dm と特性準多項式 �k
Dm
は以下の通
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りである．

Dm =

0BBBBBB@

1 � � � � � � 1
�1 � � � � � � 0 1 � � � 1
...

. . .
... �1 � � � 0

. . .
...

. . .
...

...
. . .

... 1
0 � � � � � � �1 0 � � � �1 �1

1CCCCCCA
�Dm

= 2

�1
Dm

(q) =(q � m + 1)

m�1Y
i=1

(q � 2i + 1)

�2
Dm

(q) =
�
q2 � 2(m � 1)q + m(m � 1)

�m�2Y
i=1

(q � 2i)

命題 2.3. m > 0とするとき，B 型 Coxeter配置の係数行列Bm と特性準多項式 �k
Bm
は以下の通

りである．

Bm =

0BBBBBBB@

1 � � � � � � � � � 0 1 � � � � � � 1
...

. . .
... �1 � � � � � � 0 1 � � � 1

...
. . .

...
...

. . .
... �1 � � � 0

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
... 1

0 � � � � � � � � � 1 0 � � � � � � �1 0 � � � �1 �1

1CCCCCCCA
�Bm

= 2

�1
Bm

(q) =
mY

i=1

(q � 2i + 1)

�2
Bm

(q) = (q � m)
m�1Y
i=1

(q � 2i)

命題 2.4. m > 0とするとき，C 型 Coxeter配置の係数行列 Cm と特性準多項式 �k
Cm
は以下の通り

である．

Cm =

0BBBBBBB@

2 � � � � � � � � � 0 1 � � � � � � 1
...

. . .
... �1 � � � � � � 0 1 � � � 1

...
. . .

...
...

. . .
... �1 � � � 0

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
... 1

0 � � � � � � � � � 2 0 � � � � � � �1 0 � � � �1 �1

1CCCCCCCA
�Cm = 2

�1
Cm

(q) =

mY
i=1

(q � 2i + 1)

�2
Cm

(q) =

mY
i=1

(q � 2i)
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3 Coxeter配置を変形した配置の特性準多項式
この章では本稿の主結果を紹介する．前章までに示した表記を用いる．

3.1 A型 Coxeter配置からの変形
m 2 Z>0; t 2 Z�0 について，0 � t � mとし，s1; : : : ; st 2 Z>0 を stj : : : js1 を満たすように与え
る．このとき，A型 Coxeter配置の係数行列 Am に，第 i成分を si としそれ以外の成分を 0とした
t個の列 (i = 1; : : : ; t)を加えた以下のm× (m2 � m + 2t)=2行列を Am(s1; : : : ; st)とする．

Am(st) = Am(s1; : : : ; st) :=

0BBBBBB@

s1 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � st Am

...
...

0 � � � 0

1CCCCCCA
ただし st := (s1; : : : ; st)とかく．t = 0のとき，これは単にA型 Coxeter配置の係数行列である．ま
た，�Am(st) = s1である．kj�Am(st)とする．任意の i 2 [1; t]に対して di := gcd(k; si)とする．ここ
で，q 2 k+�Am(st)Z>0に対して，di = gcd(k; si) = gcd(q; �Am(st); si) = gcd(q; s1; si) = gcd(q; si)

と書き換えることができる．
このようなとき，Am(s1; : : : ; st) を係数行列とする超平面配置の特性準多項式は次のように書

ける．

定理 3.1.

kj�Am(st) とすると，

�k
Am(st)(q) =(q � d1)(q � d2 � 1) � � � (q � dt � t + 1)(q � t)(q � t � 1) � � � (q � m + 1)

=
tY

i=1

(q � di � i + 1)
mY

i=t+1

(q � i + 1)

である．ただし q 2 k + �Am(st)Z�0 である．

3.2 D型 Coxeter配置からの変形
次に，r; tを 0 � r � t � mを満たす整数とする．s1 : : : ; st 2 Z�0を s1; : : : sr が偶数，sr+1; : : : st

が奇数，stj : : : js1 であるように与える．このとき s1; : : : ; st 第 i成分を si とし，その他の成分を 0と
する t個の列をD型Coxeter配置の係数行列Dmに加えたm× (m2 �m+t)行列をDm(s1; : : : ; st)
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とする．

Dm(st) = Dm(s1; : : : ; st) :=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

s1 � � � � � � � � � � � � 0
...

. . .
...

... sr

...
... sr+1

...
...

. . .
... Dm

0 � � � � � � � � � � � � st

...
...

...
...

0 � � � � � � � � � � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
この形を用いることで，先に定義した Coxeter 配置の係数行列は以下のように表すことができる．
t = 0のとき，これは単にD型 Coxeter配置の係数行列であり，1m := (1; : : : ; 1); 2m := (2; : : : ; 2) 2
Zm; z 2 Zと表すとすると

Bm = Dm(1m)

Cm = Dm(2m)

である．Dm(st) の lcm period は �Dm(st) = lcm(s1; 2) であり，この配置は中心的であるので
�Dm(st) が minimum period である．kj�Dm(st) とする．i 2 [1; t] に対して di := gcd(k; si) とす
る．q 2 k + �Dm(st)Z�0 とする．di = gcd(k; si) = gcd(q; �Dm(st); si) = gcd(q; lcm(s1; 2); si) =

gcd(q; si)と書き換えることができる．任意の数列 ffiji = 1; : : : ; ngに対して a; b 2 [n]が a > bで
あるとき，Qb

a fi = 1;
Pb

a fi = 0とする．

定理 3.2.

kj�Dm(st) とする．
・k が奇数のとき

�k
Dm(st)(q) =

tY
i=1

(q � di � 2i + 2)・
 

mY
i=t+1

(q � 2i + 1) + (m � t)
m�1Y

i=t+1

(q � 2i + 1)

!

・k が偶数のとき

�k
Dm(st)(q) =

rY
i=1

(q � di � 2i + 2)

・
(

tY
i=r+1

(q � di � 2i + 1)・
 

mY
i=t+1

(q � 2i) + 2(m � t)
m�1Y

i=t+1

(q � 2i) + (m � t)(m � t � 1)
m�2Y

i=t+1

(q � 2i)

!

+

0@ tX
i=r+1

i�1Y
j=1

(q � dj � 2j + 1)
tY

j=i+1

(q � dj � 2j + 3)

1A・ m�1Y
i=t+1

(q � 2i) + (m � t)
m�2Y

i=t+1

(q � 2i)

!)
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である．特に t = mならば
・k が奇数のとき

�k
Dm(st)(q) =

mY
i=1

(q � di � 2i + 2)

・k が偶数のとき

�k
Dm(st)(q) =

rY
i=1

(q � di � 2i + 2)

・
0@ tY

i=r+1

(q � di � 2i + 1) +
mX

i=r+1

i�1Y
j=r+1

(q � dj � 2j + 1)
mY

j=i+1

(q � dj � 2j + 3)

1A

である．ただし，q 2 k + �Dm(st)Z>0

3.3 計算例
第 2章の特性準多項式は定理 3.2の式を用いても得られる．

命題 2.2の証明.

t = 0のとき，Dm(st)は Dm である．
定理 3.2で上の条件で考えると �Dm = 2より
・k = 1のとき

�1
Dm

(q) =
mY

i=1

(q � 2i + 1) + m
m�1Y
i=1

(q � 2i + 1)

=(q � 2m + 1 + m)
m�1Y
i=1

(q � 2i + 1)

=(q � m + 1)
m�1Y
i=1

(q � 2i + 1)

・k = 2のとき

�2
Dm

(q) =

mY
i=1

(q � 2i) + 2m

m�1Y
i=1

(q � 2i) + m(m � 1)

m�2Y
i=1

(q � 2i)

= ((q � 2m)(q � 2m + 2) + 2m(q � 2m + 2) + m(m � 1))
m�2Y
i=1

(q � 2i)

=
�
q2 � 2(m � 1)q + m(m � 1)

�m�2Y
i=1

(q � 2i)
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命題 2.3の証明.

r = 0; t = mかつ s1 = � � � = sm = 1のとき，Dm(st)はBm である．d1 = � � � = dm = 1であるこ
とに注意し，定理 3.2で上の条件で考えると �Bm

= 2より
・k = 1のとき

�1
Bm

(q) =
mY

i=1

(q � 1 � 2i + 2)

=
m�1Y
i=1

(q � 2i + 1)

・k = 2のとき

�2
Bm

(q) =
mY

i=1

(q � 1 � 2i + 1) +
mX

i=1

i�1Y
j=1

(q � 1 � 2j + 1)
mY

i=i+1

(q � 1 � 2j + 3)

=
mY

i=1

(q � 2i) +
mX

i=1

i�1Y
j=1

(q � 2j)
m�1Y
i=i

(q � 2j)

=
mY

i=1

(q � 2i) +
mX

i=1

m�1Y
j=1

(q � 2j)

=

mY
i=1

(q � 2i) + m

m�1Y
j=1

(q � 2j) = (q � m)

m�1Y
i=1

(q � 2i)

命題 2.4の証明.

r = t = mかつ s1 = � � � = sm = 2のとき，Dm(st)は Cm である．定理 3.2で上の条件で考えると
�Bm

= 2より
・k = 1のとき，d1 = � � � = dm = 1であることに注意すると

�1
Cm

(q) =
mY

i=1

(q � 1 � 2i + 2)

=
mY

i=1

(q � 2i + 1)

・k = 2のとき，d1 = � � � = dm = 2であることに注意すると

�2
Cm

(q) =
mY

i=1

(q � 2 � 2i + 2)

=
mY

i=1

(q � 2i)
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ボゾン化の手法を用いたホップ・スーパー代数の分類につ
いて

岡山理科大学大学院 理学研究科 応用数学専攻
若尾亮太 (Ryota WAKAO)

概要
群やリー代数のある種の一般化であるホップ代数の研究は古くから盛んに行われている．近
年，理論物理学からもたらされた「スーパー対称性」と呼ばれる非自明な対称性を取り入れた
「ホップ・スーパー代数」への興味が高まってきている．本研究ではボゾン化と呼ばれる手法を用
いることで，低次元のホップ・スーパー代数の分類が可能であることを明らかにした．本稿では
その手法や分類結果について説明する．

1 群の話
まずは群の復習から始める．集合 G と 2項演算 G � G ! G; (g; h) 7! gh について，次の 3条件

を満たす G を群というのであった：

(1) 8g; h; k 2 G; (gh)k = g(hk): [結合法則]

(2) 9e 2 G s.t. 8g 2 G; eg = g = ge: [単位元の存在]

(3) 8g 2 G; 9g�1 2 G s.t. gg�1 = e = g�1g: [逆元の存在]

さらに 8g; h 2 G; gh = hg が成り立つとき G をアーベル群といい，特に G が有限集合である
（#G < 1 と書く）とき，有限群というのだった．
有限次元ベクトル空間において，次元という不変量は重要な指標になっていたように，群において

も位数は重要な指標となる．近年，有限単純群（正規部分群が自明なものしかない）の完全な分類が
なされたのは有名である．分類に用いられる基本的な道具として，次のようなものが挙げられる：

事実 1.1. 有限群 G を任意にとり固定する．このとき，以下が成立：

(1) 部分群 H 6 G に対して，伴って考えられる左剰余類 G=H の元の個数は

#(G=H) =
#G

#H

となる．特に，#H は必ず #G を割り切る．[Lagrangeの定理]

(2) #G = pnm のように素数 p と，p と互いに素な自然数 m で表示されているとする．このとき

9H 6 G; s.t. #H = pn

と部分的な Lagrangeの定理の逆が成立する．[Sylowの定理]
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(3) 任意の有限位数のアーベル群は適当な巡回群の直積と群同型となる．[有限アーベル群の基本
定理]

例えば，これらから直ちに次のような特定のクラスの分類が完了する．

• #G が素数のとき G は巡回群．
• #G がある素数の 2乗で表せるとき G はアーベル群．
• #G が相異なる 2つの素数の積で表せるとき G は巡回群．

2 Hopf代数の話
簡単のため標数 0の代数閉体である基礎体 k を固定し，k 上のテンソル 
k は 
 とかく．この章

では Hopf代数の定義を述べ，その性質や例を見ていく．

2.1 代数と余代数
単位的環（1を持つ） A が 代数（algebra）であるとは，積写像 m : A � A ! A ; (a; b) 7! ab が

k-双線型であることを要請していた．ここで，写像 m が k-双線型であるとは，次の 4条件を満たす
ものである： 任意の a; a0; b; b0 2 A; k 2 k たちに対して

(1) m(a + a0; b) = (a + a0)b = ab + a0b = m(a; b) + m(a0; b):

(2) m(ka; b) = (ka)b = k(ab) = k:m(a; b):

(3) m(a; b + b0) = a(b + b0) = ab + ab0 = m(a; b) + m(a; b0):

(4) m(a; kb) = a(kb) = k(ab) = k:m(a; b):

例えば，以下に挙げられるものたちはみな代数となる．

例 2.1.

• k 自身は通常の乗法で代数をなす．
• n 2 N を自然数とする．正方行列環 Mn(k) は行列の積で代数をなす．
• X を不定元に持つ 1 変数多項式環 k[X] は多項式の積で代数をなす．
• 代数たち A; B に対し，k上のテンソル積 A 
 B は次の積で代数をなす

(a 
 b)(c 
 d) = (ac 
 bd) for a; c 2 A; b; d 2 B:

• 群 G に対し群環 kG =
L

g2G kg は次の積で代数をなす．

(
X
g2G

xgg)(
X
h2G

yhh) =
X

g;h2G

xgyhgh for xg; yh 2 k:

代数 A の定義において双線型性は 9A 
 A ! A; a 
 b 7! ab とも考えてよい．テンソル積を用い
て，代数を再定義すると次のようになる．
ベクトル空間 A が代数であるとは，線型写像たち m : A 
 A ! A と u : k ! A が存在し次の 2

条件を満たすものをいう：
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(1) m � (idA 
 m) = m � (m 
 idA) [結合律]

(2) m � (idA 
 u) = m � (u 
 idA) [単位律]

さて，名のとおり，余代数とは代数の双対概念として定義される．

定義 2.2. ベクトル空間 C について．線型写像たち ∆ : C ! C 
 C と " : C ! k が存在し次の 2

条件を満たすときこの C を余代数（coalgebra）という．∆; " はそれぞれ余積，余単位と呼ばれる：

(1) (id 
 ∆) � ∆ = (∆ 
 id) � ∆ [余結合律]

(2) (id 
 ") � ∆ = (" 
 id) � ∆ [余単位律]

余積 ∆ に関して，写像 flip を flip : C 
 C ! C 
 C ; c 
 c0 7! c0 
 c と定める．写像の等号
flip � ∆ = ∆ が成り立つとき C は余可換であるという．

上の定義は形式的に代数の公理を反転させたものに他ならないが，十分多くの実用的な例を含む．

例 2.3.

• 基礎体 k は自明に余代数をなす．
• 群環 kG は任意の g 2 G に対して ∆(g) = g 
 g; "(g) = 1 とすることで余代数をなす．
• 多項式環 k[X] は自然数 n に対して ∆(Xn) =

Pn
k=0

�
n
i

�
Xn�k 
 Xn; "(Xn) = �n;0 で余代

数をなす．ここで，�
n
i

� は二項係数であり，�i;j はクロネッカーデルタである．

代数 A = (A; m; u) と余代数 C = (C; ∆; ") に対して線形写像の空間 Hom(C; A) 上に次の積
（convolution積）を定める：

f � g = m � (f 
 g) � ∆ for f; g 2 Hom(C; A):

命題 2.4. Hom(C; A) は convolution積で代数をなし，単位元は u � " で与えられる．

Proof. 結合律は余積 ∆ が余結合律を満たしていることからよい．単位元については，元 c 2 C

に対して余積の像を ∆(c) =
P

c1 
 c2 と表示すると f � (u � ")(c) =
P

f(c1)u("(c2)) とな
る．代数 A の単位元を 1A とかくとき u("(c2)) = "(c2):1A なので，f の線型性と余単位律から
f � (u � ")(c) = f(

P
c1"(c2)) = f(c) が成立する．逆側も同様に (u � ") � f = f が示されるので，

確かに単位元となることが分かる．

2.2 Hopf代数の定義と例
定義 2.5. 代数かつ余代数であるような H であって，次の 2条件を満たす H を Hopf代数と呼ぶ：

(1) 余積 ∆ と余単位 " は代数射．
(2) 恒等写像 idH 2 Hom(H; H) が convolution積に関して逆元をもつ．

この (2)の逆元は専ら S 2 Hom(H; H) とかかれ対合射（antipode）と呼ばれる．

定義に出てくる antipode は群でいうところの逆元をとる操作に対応している（後で見る）．群に

85



おいては積の逆元は (gh)�1 = h�1g�1 と積の順序が入れ替わっていたように，一般の Hopf代数の
antipodeも反代数射である．つまり次が成立する（[16, Proposition 4.0.1]を参照）：

8h; h0 2 H; S(hh0) = S(h0)S(h); S(1) = 1:

以下で Hopf代数となるものの例を見ていこう．

例 2.6.

• 群環 kG は S(g) = g�1 とすることで余可換な Hopf代数をなす．
実際，g; h 2 G に対し

∆(gh) = gh 
 gh = (g 
 g)(h 
 h) = ∆(g)∆(h); "(gh) = 1 = "(g)"(h):

よって代数射になることはよい．antipodeは

(id � S)(g) = id(g)S(g) = gg�1 = e = (u � ")(g):

よって確かに Hopf代数となる．
• 多項式環 k[X] は S(X) = �X とすることで可換かつ余可換な Hopf代数をなす．
実際，定め方から ∆; " が代数射になることはよい．antipodeは

(id � S)(X) = (id 
 S)(1 
 X + X 
 1) = S(X) + X = �X + X = 0 = (u � ")(X):

よってこの場合も Hopf代数となる（S は反代数射であったことに注意する）．
• 有限群 G を固定する．群環 kG の双対空間 (kG)� := Hom(kG;k) =

L
kg� は convolution

積により可換な代数（g� は g の双対基底）であり，さらに Hopf代数をなす．
実際，余積 ∆(g�) は G 内で g1g2 = g を満たすような g�

1 
 g�
2 の和で定義する．すなわち

∆(g�) :=
X

g1g2=g2G

g�
1 
 g�

2

と定める．余単位 "� は "�(g�) = g�(e) とすればよく，antipode S� は h 2 G に対して
(S�(g�))(h) = g�(h�1) とすることで Hopf代数をなす．また単位元は P

g2G g� である．
• ホップ代数たち H; H 0 に対してテンソル積 H 
 H 0 は余単位のテンソル積と，antipodeのテ
ンソル積と，次の余積により Hopf代数をなす．

H 
 H 0 ! (H 
 H 0) 
 (H 
 H 0) ; h 
 h0 7!
X

(h1 
 h0
1) 
 (h2 
 h0

2):

ここで，H; H 0 の余積をそれぞれ H ! H 
H; h 7!
P

h1 
h2，H 0 ! H 0 
H 0; h0 7! h0
1 
h0

2

とかいた．

他にも や Lie代数の普遍包絡環，テンソル代数，対称代数，量子群は Hopf代数の例となっている．

ホップ代数 H に対して g:‘(H) := f0 6= g 2 H j ∆(g) = g 
 gg � H の元を group-like元とい
う．構造をみることで g:‘(kG) = G や g:‘(k[X]) = f1g がすぐ従う．
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2.3 Hopf代数の分類
有限群の分類は，§1 で見たように既に完成しているのであった．群環の例でみたように，Hopf代

数は群の一般化であることを考えると Hopf代数の分類を行うというのは自然な発想である．群の構
造を知るためには部分群を知ることが重要であった．Hopf代数に関しても，“部分 Hopf代数”の概
念がある．すなわち，Hopf代数の部分空間で，構造射たちをその部分空間に制限し Hopf代数とな
るものを部分Hopf代数と呼ぶ．
有限次元 Hopf代数の分類において強力な道具として次が知られている：

事実 2.7 ([10] Nichols-Zoellerの定理).

有限次元 Hopf 代数 H について．その部分 Hopf 代数 H 0 � H を任意にとり固定する．このと
き，H は 自由 H 0-加群となる．特に，整除関係 dim H 0 j dim H が成立する．

このことから直ちに，dim H = p と素数次元になるときの部分 Hopf代数 H 0 は H 0 = k または
H のみと分かる．この主張は，群論における Lagrangeの定理の一般化を与えており，実際，任意の
有限群 G とその部分群 H 6 G を固定すると，Hopf代数とその部分 Hopf代数として kH � kG が
考えられるが，次元を見るとこれは Lagrangeの定理と一致することが分かる．
このように群環と同型な Hopf代数を考えることは群を考えることと同値なので，Hopf代数の分

類理論において，群環及びその線型双対は自明なHopf代数と呼ばれる．
有限次元 Hopf代数の分類は群の場合と比べて，今もなお活発に研究がなされている．例えば，次

元が 2個以下の素数の積で表せれる場合は，以下のような分類結果となっている：

• [19]素数次元の Hopf代数は全て自明な Hopf代数．
• [9, 13]奇素数 p > 2 であって dim H = 2p のとき H は自明な Hopf代数．
• [8, 2, 12]素数 p であって dim H = p2 のとき (i)半単純（すなわち「部分加群として自明な
ものしかない」ものたちの直和で H を表せる）な H は自明な Hopf代数．(ii)半単純でない
H は Taft代数と呼ばれる Hopf代数．

• [7, 13, 3, 5, 17, 11, 14] 相異なる素数 p; q であって dim H = pq のとき (i)半単純な H は自
明な Hopf代数．(ii)半単純でない H は今だ部分的にしか分類がなされていない．

他の状況における分類の詳しいリストは [4]を参照されたい．

3 Hopfスーパー代数
3.1 Hopfスーパー代数の定義と例
スーパーとは，Z2 = f0; 1g で次数付けられた対象の理論である．これまでは，通常のベクトル空間

上における代数・余代数構造を考えてきた．その代わりとして Z2-gradedベクトル空間 V = V0 �V1

を考え，この V をスーパーベクトル空間という．各部分空間には名前がついていて V0 は even

partと V1 は odd partと呼ばれ，元 v 2 V0 [ V1 に関して v 2 V0 のときは jvj := 0; v 2 V1 の
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ときは jvj := 1 と定め，これを v の parityと呼ぶ．スーパーベクトル空間たち全体と Z2-grading

を保つ線型写像を考えることで，これは圏をなす．またスーパーベクトル空間たち V; W に対して
V 
 W := (

L
i+j=0 Vi 
 Wj) � (

L
i+j=1 Vi 
 Wj) と定めることでテンソル圏をなす．さらに次の

スーパー対称性により対称テンソル圏をなす．

V 
 W ! W 
 V ; v 
 w 7! (�1)jvjjwjw 
 v:

さて，この対称テンソル圏内の代数対象や，Hopf 代数対象をそれぞれスーパー代数
や Hopf スーパー代数と呼ぶ．例えば，Hopf スーパー代数 H = H0 � H1 の余積は
∆(ab) = (�1)ja(2)jjb(1)ja(1)b(1) 
 a(2)b(2) を満たすことに注意する．

例 3.1. H :=
V
k := k[X]=(X2) = k1 � kX with H1 = kX は次で Hopfスーパー代数をなす：

∆(X) = 1 
 X + X 
 1; "(X) = 0; S(X) = �X:

このとき関係式 X2 = 0 は

∆(X2) = ∆(X)2 = X2 
 1 � X 
 X + X 
 X + 1 
 X2 = 0:

と確かに満たしていることが分かる．

3.2 Hopfスーパー代数の分類
言葉遣いとして H が purely evenであるとは H の odd partが 0，つまり H = H0 � H1 と表

示したときに H1 = 0 となるときをいう．この場合，H = H0 となって，通常の Hopf代数の話に帰
着される．Hopfスーパー代数の分類にあたり，本質的なのは purely evenでないものたちを知るこ
とである．

Hopf代数の分類に比べて，Hopfスーパー代数の分類はまだまだ始まったばかりであり，これまで
主だった結果としては [1]による 4次元以下の Hopfスーパー代数の分類が知られている：

定理 3.2 ([1]). purely evenでない Hopfスーパー代数 H の同型類は，次元に応じて以下のように
分類される：

dim H = 2 =)
^

k = k[X]=(X2)のみ
dim H = 3 =) 存在しない
dim H = 4 =) H(0);

^
k

2; H(1); H(2); H(3)の 5つ

上に出てくる Hopfスーパー代数 H(0);
V
k

2; H(1); H(2); H(3) は代数として

H(0) = k[x; y]=(x2 + y2 � 1; xy)^
k

2 = khx; yi=(x2; y2; xy + yx)

H(1) = khG; Xi=(G2 � 1; X2; GX � XG)

H(2) = khG; Xi=(G2 � 1; X2; GX + XG)

H(3) = khG; Y i=(G2 � 1; Y 2; GY � Y G)
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と定義され（ただし記号 khx; yi は x; y で生成される自由代数を表す），余積はそれぞれ次のように
定まっている：

• H(0) の場合：∆(x) = x 
 x �
p

�1y 
 y; ∆(y) = x 
 y + y 
 x:

•
V
k

2 の場合：∆(x) = 1 
 x + x 
 1; ∆(y) = 1 
 y + y 
 1:

• G は ∆(G) = G 
 G:

• X; Y は ∆(X) = X 
 G + 1 
 X; ∆(Y ) = Y 
 G + 1 
 Y:

この主張の [1] による証明はコンピューターを用いることで，Hopf スーパー代数の構造をなすよ
うな生成元と関係式を総当たり法で導き出すという方法でなされていた．しかし，この手法ではより
高次元を行うのはより困難であるという問題点があった．そこで本研究では，より理論的に “ボゾン
化”と呼ばれる手法を用いて，Hopfスーパー代数の分類を行う．

3.3 ボゾン化（bozonization）について
一般に群 G がとその作用が入った群 N が与えられたとき，新たに半直積群 N o G を考えること

が出来たのであった．同様にして，Hopf代数 K とその “作用”が入った Hopf代数 H が与えられ
たとき，smash積と呼ばれる新たな Hopf代数 K#H を考えることが出来る．このような一般論は
Radford[15]によって詳しく研究がなされている．

Hopfスーパー代数 H に対して，群環 kZ2 は parityとして “作用”している．つまり，Z2 = h�i
と乗法的に表示するとき，h = h0 + h1 2 H = H0 � H1 と i = 0; 1 に対して，�i � h := h0 + (�1)ih1

で与えられる．実は smash積はこの状況においても，次のように定義することができる．

定義 3.3. Hopfスーパー代数 H に対してテンソル積 H 
 kZ2 上に積，単位元をそれぞれ

(a 
 �i)(b 
 �j) := a(b0 + (�1)ib1) 
 �i+j ; 1H 
 1kZ2

と入れる．ただし，b = b0 + b1 2 H0 � H1 と表示しており 1H ; 1kZ2 はそれぞれの単位元である．
さらに余積，余単位をそれぞれ

b∆(a 
 �i) := (a0(1) 
 �i) 
 (a0(2) 
 �i) + (a1(1) 
 �i+1) 
 (a1(2) 
 �i); "H 
 "kZ2

と入れる. ただし，余積を ∆(a) = a(1) 
 a(2) と表示しており "H ; "kZ2
はそれぞれの余単位である．

これを Ĥ := H 
 kZ2 とかき H の kZ2 によるボゾン化と呼ぶ．

ボゾン化された Ĥ は（スーパーでない通常の）Hopf代数をなし，antipodeは次で与えられる：

Ŝ : Ĥ ! Ĥ ; a 
 �i 7! (�1)i+1SH(a) 
 �i+jaj:

ここで SH は H の antipodeである．
Hopfスーパー代数 H に対して，g:‘(H) = f0 6= g 2 H0 j ∆(g) = g 
 gg とおけば，ボゾン化さ

れた Ĥ の group-like元全体は次のように分解する：

g:‘(Ĥ) �= g:‘(H) � Z2:

次の命題は証明は単純だが，本稿において基本的である．
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命題 3.4. purely evenでない Hopfスーパー代数 H について．ボゾン化 Ĥ は非可換かつ非余可換．

Proof. 仮定から 0 6= x 2 H1 をとり固定する．積のほうは

(x 
 �)(1 
 �) = (x 
 e) 6= �(x 
 e) = (1 
 �)(x 
 �)

となり非可換となる．また余積のほうは

∆̂(x 
 �) = (x(1) 
 e) 
 (x(2) 
 �)

となり明らかに非余可換となる．

3.4 主結果
次元が 3である purely evenでない Hopfスーパー代数は [1]らの計算によると存在しないことが

分かっていたが，ボゾン化の手法を用いることで，この結果を含む次の結果を得ることが出来た．

定理 3.5. purely evenでない奇素数次元の Hopfスーパー代数は存在しない．

Proof. 背理法で，dim H = p > 2 となる Hopfスーパー代数 H が存在したと仮定する．このとき，
ボゾン化 Ĥ の次元は dim Ĥ = 2p である．一方で 2p 次元の Hopf代数は [9, 13]から，自明な Hopf

代数しかないのだった．すなわち #G = 2p を満たす群 G であって Ĥ = kG または (kG)� のい
ずれかとなる．しかし kG; (kG)� はそれぞれ余可換，可換であったのでこれは命題 3.4 に矛盾す
る．

次に，4次元の purely evenでない Hopfスーパー代数 H を考える．このとき dim Ĥ = 8 となる
が，既に 8次元の Hopf代数は [7, 18]によって分類がなされている．そこで，逆にこの分類結果を
用いることによってボゾン化する前の H の構造を決定することができ，以下のような [1]の結果よ
り詳細な分類を得ることができた．

定理 3.6. purely evenでない 4次元 Hopfスーパー代数 H は次のいずれかに同型となる．

Ĥが半単純 =) H = H(0)

Ĥが半単純でない =) H =
^

k
2; H(1); H(2); H(3):

さらにこれらのボゾン化は次の Hopf代数同型を与える．

dH(0) = A;
\̂

k2 = AC2
; dH(2) = dH(3) = AC2�C2

ここで，A の定義は [7] また，AC2 および AC2�C2 の定義は [18]を参照．
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多重ゼータ値と多重ゼータスター値を
補間する級数の巡回和公式
東北大学大学院 理学研究科 数学専攻

木村藍貴 (Aiki KIMURA)

概要
多重ゼータ値および多重ゼータスター値は, どちらも順序付きの正整数の組に対して収束多重
級数で定義される実数である. 多重ゼータ値または多重ゼータスター値全体が有理数体上で生成
する代数の構造解明は重要な課題であり, 多重ゼータ値や多重ゼータスター値の間に成り立つ関
係式族の究明が急がれている. 双方で成り立つ類似の関係式族のひとつとして, 変数たちを巡回
させた和（巡回和）に関する公式が知られており, 今回, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値を補
間する多重級数を導入し, その級数についても巡回和公式を得たので報告する.

1 導入
順序付きの正整数の組 (k1; : : : ; kr) をインデックス, 特に kr > 1 であるものを収束インデックス

と呼ぶことにする. 収束インデックス (k1; : : : ; kr) に対して, 多重ゼータ値および多重ゼータスター
値を以下の収束多重級数でそれぞれ定義する:

• �(k1; : : : ; kr) :=
X

1�m1<���<mr

1

mk1
1 � � � mkr

r

(2 R):

• �?(k1; : : : ; kr) :=
X

1�m1�����mr

1

mk1
1 � � � mkr

r

(2 R):

どちらの級数も kr > 1 で絶対収束し, kr = 1 では発散するので, 収束インデックスに限定してい
る. 併せてインデックスの重さを k1 + � � � + kr, 深さを r とする. 特に深さ 1 の多重ゼータ（ス
ター）値は, Riemannゼータ関数の正整数点における特殊値（Riemannゼータ値）である. この観
点では Riemann ゼータ値の多重化が多重ゼータ（スター）値であるともみなせる. 多重ゼータ値に
関する研究は, 18 世紀の C. Goldbach や L. Euler らによって始まり, Euler の論文 [4] において,

�(2; 1) = �(3) をはじめとした, 二重ゼータ値（深さ 2の多重ゼータ値）についての関係式が証明さ
れている. のちに M. Hoffman や D. Zagier によって, 一般の深さの多重ゼータ値および多重ゼータ
スター値が研究され, 有理数体 Q 上で多重ゼータ（スター）値の間に成り立つ多くの線形関係式の存
在が確認された. さらに, 多重ゼータ（スター）値全体が Q 上で生成する代数について, 結び目不変
量や基本群の Galois表現などとの密接な関わりが指摘されている. そのため, 多重ゼータ（スター）
値がなす代数の構造解明は重要な課題であり, 多重ゼータ（スター）値の間に成り立つ関係式族の究
明が急がれている. なお, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値はすべて無理数であろうという予想の
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もとで研究されており, その無理数性は特殊なインデックスを除いて未解決である.

本稿では, まず多重ゼータ（スター）値に関する次元予想を述べ, 次に多重ゼータ値と多重ゼータ
スター値の双方で成り立つ類似の関係式族として, 和公式 ([6], [18])と巡回和公式 ([8], [13]) を紹介
する. 最後に, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値を補間する級数（ハイブリッド多重ゼータ値と呼
ぶことにする）を導入し, ハイブリッド多重ゼータ値について得られた巡回和公式を報告する.

2 多重ゼータ値と多重ゼータスター値
多重ゼータ値と多重ゼータスター値の間のよく知られた性質として, 互いを他方の線形和で表せる

ことが挙げられる. 記述方法は, 多重ゼータスター値の級数におけるランニングインデックス間の不
等号「�」について, 「<」と「=」に場合分けをすることで多重ゼータ値の線形和を得る. 逆につい
ても同様である:

�?(k1; k2) =
X

1�m1�m2

1

m1
k1m2

k2

=
X

1�m1<m2

1

m1
k1m2

k2
+

X
1�m1=m2

1

m1
k1m2

k2

= �(k1; k2) + �(k1 + k2):

また, 多重ゼータ（スター）値どうしについても多くの Q-線形関係式が存在し, Zagier によって次の
予想が提唱された:

予想 2.1 (多重ゼータ（スター）値に関する次元予想, Zagier[17]). Zk を重さ k の多重ゼータ値が
張る Q-ベクトル空間として, 数列 fdkgk�0 を漸化式 dk = dk�2 + dk�3, d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1 で
定める. このとき, 任意の整数 k � 2 に対して,

dimQZk
?
= dk:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 � � �
dk 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 � � �

2k�2 – – 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 � � �

上の表には予想次元 dk と重さ k のインデックスの個数 2k�2 が記載されており, 次元 dk と見
かけの多重ゼータ値の個数を比較することで, 多重ゼータ値の間には多くの Q-線形関係式が存在す
ることがわかる. また, 多重ゼータ値は多重ゼータスター値の線形和として表せることから, 重さ
k の多重ゼータスター値が張る Q-ベクトル空間と Zk は一致する. そのため, この予想は多重ゼー
タスター値に関する次元予想でもある. 実は, 数列 dk は dimQZk の上界であることが寺杣および
Deligne–Goncharovによって独立に証明されている.

定理 2.2 (Goncharov[5], 寺杣 [15], Deligne-Goncharov[3]).

dimQZk � dk:

しかしながら, 重さが奇数であるような多重ゼータ（スター）値については, �(3) を除いて, 無理
数であるかどうかすらわかっていない. そのため, 寄稿時点では Z2; Z3; Z4 の次元しか確定できてお
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らず, 多重ゼータ（スター）値の研究において, 次元予想の解明は重要課題となっている. また, 多重
ゼータ（スター）値どうしの積は多重ゼータ（スター）値の線形和に書き直せることが知られており,

Q-ベクトル空間 Z = Q +
P

k�2 Zk は通常積のもとで Q-代数となる. 一般に Zk � Zl � Zk+l が成
り立つ. 多重ゼータ（スター）値の代数 Zk の構造について本稿では述べないが, 興味がある方は [1]

や [2]などを参照されたい.

ここからは, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値の双方で成り立つ類似の関係式を紹介していく.

定理 2.3 (多重ゼータ値の和公式, Granville[6], Zagier[18]). 正整数 k, r (k > r) に対して, 次が成
り立つ: X

k1;:::;kr�1�1;kr�2
k1+���+kr=k

�(k1; : : : ; kr) = �(k):

定理 2.4 (多重ゼータスター値の和公式 cf. Hoffman[7]). 正整数 k, r (k > r) に対して, 次が成り
立つ: X

k1;:::;kr�1�1;kr�2
k1+���+kr=k

�?(k1; : : : ; kr) =

�
k � 1

r � 1

�
�(k):

定理 1.3および定理 1.4の左辺は, 重さ k かつ 深さ r のインデックスをもつすべての多重ゼータ
（スター）値の和であり, それが Riemann ゼータ値 �(k)（あるいはその整数倍）に等しいという関
係式である. どちらの和公式も Hoffman の論文 [7] において言及され, 多重ゼータ値の和公式につい
ては A. Granville と Zagier によって独立に証明された. 多重ゼータ値と多重ゼータスター値は互い
を線形和で表せることを認めれば, ふたつの和公式は関係式族として同値であることが知られている.

次に和公式を細分する関係式である巡回和公式を紹介する.

定理 2.5 (巡回和公式, Hoffman–大野 [8]). 2 以上である整数を少なくともひとつもつようなイン
デックス (k1; : : : ; kr) に対して, 次が成り立つ:

rX
j=1

kj�1X
l=1

�(kj �l; kj+1; : : : ; kr; k1; : : : ; kj�1; l+1) =
rX

j=1

�(kj+1; : : : ; kr; k1; : : : ; kj�1; kj +1): (2.1)

定理 2.6 (多重ゼータスター値の巡回和公式, 大野–若林 [13]). 2以上である整数を少なくともひとつ
もつようなインデックス (k1; : : : ; kr) に対して, 次が成り立つ:

rX
j=1

kj�1X
l=1

�?(kj � l; kj+1; : : : ; kr; k1; : : : ; kj�1; l + 1) = k�(k + 1):

ここで, k = k1 + � � � + kr である. また, 左辺内側の和について, kj = 1 のときは 0 とする.

現れるインデックスはすべて収束インデックスであり, インデックスの各整数を巡回させたような
多重ゼータ値たちの和を考えている. ここで, 式 (2.1)の右辺に現れる多重ゼータ値の深さは左辺と
比べて 1小さいことに注意すると, 重さと深さを固定した多重ゼータ値の和に対して繰り返し巡回和
公式を適用することで, その和が Riemann ゼータ値に等しいという和公式（定理 2.3）を導出でき
る. この意味で巡回和公式は和公式を細分する関係式族である. また, ふたつの巡回和公式は関係式
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族として同値であることが, 井原–梶川–大野–奥田 [9], ならびに田中–若林 [14]によって異なる手法で
証明されている.

例 2.7. インデックス (1; 2; 3) に対する多重ゼータ値および多重ゼータスター値の巡回和公式はそれ
ぞれ以下のようになる:

�(2; 1; 2; 2) + �(1; 1; 2; 3) + �(1; 3; 1; 2) = �(2; 3; 2) + �(3; 1; 3) + �(1; 2; 4): (2.2)

�?(2; 1; 2; 2) + �?(1; 1; 2; 3) + �?(1; 3; 1; 2) = 6�(7): (2.3)

3 主結果
本節では, ランニングインデックス間の不等号に「<」と「�」を混在させた, 多重ゼータ値と多重
ゼータスター値を補間する級数について得られた結果を紹介する.

定義 3.1 (cf. 川島 [10]). 正整数の組 � = (�1; : : : ; �s) 2 (Z�1)s, ki = (ki;1; : : : ; ki;�i
) 2 (Z�1)�i

(ks は収束インデックス) に対して,

��(k1; : : : ; ks) :=
X

1�m1;1<���<m1;�1
m1;�1

�m2;1<���<m2;�2

...
ms�1;�s�1

�ms;1<���<ms;�s

sY
i=1

1

mi;1
ki;1 � � � mi;�i

ki;�i

(2 R):

本稿では, ��(k1; : : : ; ks) をハイブリッド多重ゼータ値と呼ぶことにする. 多重ゼータ（スター）
値と同様に ks が収束インデックス, すなわち ks;�s > 1 ならば絶対収束しており, このことはハイブ
リッド多重ゼータ値も多重ゼータ（スター）値の線形和で記述できることから容易に確認される. ハ
イブリッド多重ゼータ値の定義において, 各 �i は「�」から次の「�」までの間にあるランニングイ
ンデックスの個数を表しており, 「,」と「;」はそれぞれ「<」と「�」に対応している. ハイブリッ
ド多重ゼータ値が多重ゼータ値と多重ゼータスター値を補間することは, 特殊な場合として,

�(s)(k1;1; : : : ; k1;s) = �(k1;1; : : : ; k1;s); �(1; : : : ; 1| {z }
s

)(k1;1; : : : ; ks;1) = �?(k1;1; : : : ; ks;1)

であることからわかる. なお，ハイブリッド多重ゼータ値以外にも, 多重ゼータ値と多重ゼータス
ター値を補間する対象として, 山本による t-多重ゼータ値 ([16]) や, 中筋–Phuksuwan–山崎による
Schur 多重ゼータ値 ([12]) などが知られている.

記述を簡略化するため, ��(k1; : : : ; ks)を単に �(k1; : : : ; ks) と表すことにして, 主定理を以下に述
べる:

定理 3.2. (i) � = (�1; : : : ; �s) 2 (Z�1)s, ki 2 (Z�1)�i , 2以上であるような整数を少なくともひと
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つもつようなインデックス (k1; : : : ; ks) に対して, 次が成り立つ:

sX
i=1

�iX
j=1

ki;j�1X
l=1

�(ki;j � l; ki(j+1); : : : ; ks; k1; : : : ; ki
(j�1); l + 1)

= �(k1; : : : ; ks�1; ks
(s�1); ks;�s + 1) +

sX
i=1

�i�1X
j=1

�(ki(j+1); : : : ; ks; k1; : : : ; ki
(j�1); ki;j + 1):

(3.1)

(ii) � = (�1; : : : ; �s) 2 (Z�1)s, ki 2 (Z�1)�i , 2以上であるような整数を少なくともひとつもつよう
なインデックス (k1; : : : ; ks) に対して, 次が成り立つ:

sX
i=1

�iX
j=1

ki;j�1X
l=1

�(ki;j � l; ki(j+1); : : : ; ks; k1; : : : ; ki
(j�1); l + 1)

= ��k�(k + 1) +
sX

i=1

�i�1X
j=1

�(ki(j+1); : : : ; ks; k1; : : : ; ki
(j�1); ki;j + 1): (3.2)

ここで, ki
(j) = (ki;1; : : : ; ki;j), ki(j) = (ki;j ; : : : ; ki;�i), �� =

8<:1 � = (1; : : : ; 1)

0 � 6= (1; : : : ; 1)
, k =

X
i;j

ki;j で

ある. また, 両辺において空和は 0 とする.

式 (3.1)と (3.2)では, それぞれの ks と k1 の間が「,」と「;」で異なっている. すなわち, それぞ
れの式でランニングインデックス ms;�s と m1;1 の間の不等号が「<」あるいは「�」であるハイブ
リッド多重ゼータ値を考えており, 双方で巡回和公式が成り立つという主張である. 注意として, イン
デックスの「ki;j ;」あるいは「ki;j ;」というかたまりを巡回させており, 右端のインデックスを (i)で
は「ks;�s

;」, (ii)では「ks;�s
;」とみなしている.

注意 3.3. 定理 3.2(i)と (ii)は関係式族として同値である. また, それぞれが関係式族として定理 2.5

（および定理 2.6）と同値である. 特に � = (r) とすれば式 (3.1)は定理 2.5に一致し, � = (1; : : : ; 1| {z }
r

)

とすれば式 (3.2)は定理 2.6に一致する.

例 3.4. � = (3), k1 = (1; 2; 3) とすると, 式 (3.1)は例 2.7の式 (2.2)に一致する. 一方, 式 (3.2)は
次の等式が得られる:

�(2; 1; 2; 2) + �(1; 1; 2; 3) + �(1; 3; 1; 2) = �(2; 3; 2) + �(3; 1; 3):

例 3.5. � = (1; 1; 1), (k1; k2; k3) = (1; 2; 3) とすると, 式 (3.2)において �� = 1 であり, 右辺の二
重和は空和となるので例 2.7の式 (2.3)に一致する. 一方, 式 (3.1)からは次の等式が得られる:

�(2; 1; 2; 2) + �(1; 1; 2; 3) + �(1; 3; 1; 2) = �(1; 2; 4):

例 3.6. � = (2; 1), (k1; k2) = (1; 2; 3) とすると, 式 (3.1)から次の等式が得られる:

�(2; 1; 2; 2) + �(1; 1; 2; 3) + �(1; 3; 1; 2) = �(1; 2; 4) + �(2; 3; 2):
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一方, 式 (3.2)からは次の等式が得られる:

�(2; 1; 2; 2) + �(1; 1; 2; 3) + �(1; 3; 1; 2) = �(2; 3; 2):

注意 3.7. 定理 3.2の証明は, Hoffman–大野 [8] による定理 1.5の証明と, 大野–若林 [13] による定理
1.6の証明を, ハイブリッド多重ゼータ値の議論に拡張することによる. 詳しい証明は [11]を参照さ
れたい.

参考文献
[1]『第 26回整数論サマースクール「多重ゼータ値」報告集』（佐久川憲児・田坂浩二・三柴善範 編）(2019).

[2] 荒川恒男, 金子昌信, 『多重ゼータ値入門』, COE Lecture Note Vol. 23, 九州大学, (2010).

[3] P. Deligne and A. B. Goncharov, Groupes fondamentaux motiviques de Tate mixte, Ann. Sci. École Norm.
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Syzygies of Projective Curves

日本経済大学 経済学部 商学科
矢城 信吾 (Shingo YASHIRO)

概要
本稿では，射影曲線の極小自由分解およびその syzygyについての考察を述べる．特に，[1][2]

で得られた曲線の極小自由分解を，適切な形で分類・整理することを現在考えている．そのため
の方向性などを講演でも述べさせていただく．

1 はじめに
射影多様体の syzygyについては，極小自由分解とともに考察されてきた．X を射影多様体とし，

Lを X 上の非常に豊富な直線束としたとき

’L : X ! P = PH0(X; L)

によって，射影空間への埋め込みが定義される．この次数付き環を RL = R(X; L) = �H0(X; L
m)

として定義する．射影空間 Pの次数付き環 S = Sym H0(X; L)上の次数付き加群として RL を考え
たとき，極小自由分解 E� が存在する：

E� : � � � ! E2 ! E1 ! E0 ! RL ! 0:

ただし，Ei = �S(�ai;j)である．この極小自由分解において，(Np)条件を満たすとは，次の 2条件
が成り立つことである．

1. E0 = S,

2. 1 � i � pに対して
ai;j = i + 1 for all j

が成り立つ．

簡単な推論により

• (N0)条件を満たすとは，m � 0に対して

Symm H0(X; L) ! H0(X; L
m)

が全射であることと同値である．このときを，射影正規性（Projectively Normal）という．
• (N1)条件を満たすとは，(N0)条件を満たしかつ，斉次イデアル IX=P が 2次斉次多項式で生
成される．
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• (N2)条件を満たすとは，(N1)条件を満たしかつ，斉次イデアル IX=P の生成系 fQ1; : : : ; Qrg
に対して，1次斉次多項式 Li が存在し X

LiQi = 0

が成り立つ．

このようなことより，(Np)条件を満たすとは

1. E0 = S,

2. Ei = �S(�i � 1) for 1 � i � p

が成り立つことである．本稿では [1][2]により得られた曲線の極小自由分解を (Np)条件の基で分類
を整理することを主眼としている．また (Np) 条件において，IX=P が「2 次斉次多項式で生成され
る」ことを条件としたが，これが「d次斉次多項式で生成される」という条件に置き換えたもの・拡
張は [3]にて行われている．

2 2次曲面の概説
本稿で扱う曲面および代表的な射影多様体について述べておく．ここで，P3 内の非特異 2次曲面
について概説する．この節では，標数 2でない代数的閉体とする．*1

非特異 2次曲面とは，既約な 2次斉次多項式 F (z0; : : : ; z3)で定義される曲面 Qであり，特異点集
合 Sing Q = V (

@F

@z0
; : : : ;

@F

@z3
) = �となるものである．

任意の非特異 2 次曲面は P1 � P1 に同型である．実際に，P1 � P1 を Segre 埋め込みした像
�1;1(P1 � P1) � P3 を考えたとき

�1;1 : P1 � P1 3 ([x0; x1]; [y0; y1]) 7! [x0y0; x0y1; x1y0; x1y1] 2 P3

によって ，P3 内の非特異 2次曲面 Q : z0z3 � z1z2 = 0が定義される．この曲面に変数変換するこ
とで同型が示される．
直線束の同型類全体の集合（Picard群）Pic Qは Pic Q �= Z � Zである．この生成系 l1; l2 とする

と，Intersection Pairingとして
l2
1 = 0; l1:l2 = 1; l2

2 = 0

の関係がある．さらに計算を行うことで，直線束 OQ(a; b) の Cohomology 群は次のように決定さ
れる．

命題 2.1. 直線束 OQ(a; b) (a � b)の Cohomology群は次のように決定される：

H0(Q; OQ(a; b)) =

(
(a + 1)(b + 1) (a; b � 0)

0 (otherwise)
;

*1 この仮定がないと，対称行列，2次形式や階数による非特異判定などができなくなる．
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H1(Q; OQ(a; b)) =

8><>:
0 (a; b � 0)

�(a + 1)(b + 1) (otherwise)

0 (a; b � �2)

;

H2(Q; OQ(a; b)) =

(
(a + 1)(b + 1) (a; b � �2)

0 (otherwise)

がいえる．また，(a; b)型の曲線 C の Q上でのイデアル層 IC=Q に対して

H1(Q; IC=Q) = 0 () ja � bj � 1

となる．

2.1 2次超曲面について：補足
ここでは，一般の 2次超曲面について補足する．多項式環 S = k[z0; : : : ; zn]内の斉次 2次多項式X

0�i�j�n

ai;jzizj

で定義される Pn 内の 2次超曲面 Qについて考える．Qには，対称行列 A = (ai;j)が対応している．
この Aの階数によって分類できる．

命題 2.2. Pn 内において，2次超曲面は次の形へ変数変換し帰着できる：

Q : z2
0 + z2

1 + z2
2 + � � � + z2

r = 0:

r = n + 1のとき，非特異 2次超曲面で非退化となり，r < n + 1のときは，次のような 2次錐が構
成される：Sing Q � Qは (n � r � 1)次元線形多様体であり，Pr�1 内の非特異 2次超曲面上の錐と
して構成できる．さらに

1. r = 2のとき，Cl Q �= Z
2. r = 3のとき，Cl Q �= Z � Z
3. r � 4のとき，Cl Q �= Z

がいえる．

3 Del Pezzo曲面の概説
この節では，Del Pezzo曲面について概説する．Del Pezzo曲面とは，反標準因子が非常に豊富な

射影曲面をいう．主な結果は [4] などからの引き戻しである．このような曲面は次のように分類さ
れる．

命題 3.1. X を次数 dの Del Pezzo曲面とする．このとき，3 � d � 9である．また，次のことが成
り立つ．
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1. d = 9のとき，これは射影平面 P2
k に同型であり，これは P9

k への 3次の Veronese 埋め込みと
なる．

2. d = 8のとき，これは射影平面 P2
k の 1点 Blow-upまたは P1

k � P1
k に同型である．

3. 3 � d � 6のとき，これは射影平面 P2
k の一般の位置にある 9 � d点 Blow-upと同型である．

この Del Pezzo曲面の直線束の同型類 Pic X について，次のことがいえる．

命題 3.2. Del Pezzo曲面の直線束の同型類 Pic X は次のようになる：

1. d = 9のとき，Pic X �= Zl である．生成元 l は l2 = 1となるものである．これは直線を因子
としてみたものの同型類である．また超平面切断の同型類 hは (3; )型である．

2. d = 8のとき
（a）射影平面 P2

k の 1点 Blow-upでは，Pic X �= Zl � Ze1 となる．これらは

l2 = 1; l:e1 = 0; e2
1 = �1

が成り立つ．lは射影平面 P2 上の直線 LをX 上への引き戻したものの同型類であり，e1

は 1点 P1 を Blow-upすることでできる例外因子 E1
*2の同型類である．また超平面切断

の同型類 hは (3; 1)型である．
（b）P1

k � P1
k のときは，Pic X �= Zl1 � Zl2 となる．これらは

l2
1 = l2

2 = 0; l1:l2 = 1

が成り立つ．また超平面切断の同型類 hは (2; 2)型である．
3. 3 � d � 7のときは，Pic X �= Zl � Ze1 � � � � � Zer となる．これらは

l2 = 1; l:ei = 0; ei:ej = ��i;j

である．ただし，r = 9 � dとする．また超平面切断の同型類 hは (3; 1; : : : ; 1)型である．

注意 3.3. 射影平面 P2 を r 点 Blow-upして構成される Del Pezzo曲面上の (a; b1; : : : ; br)型の有効
因子は，P2 上の曲線 C で次のようなものに対応している：C は次数 aで，各点 Pi を bi 重点として
もつ曲線である．このことから，ある完備線形系の部分線形系に対応していることがいえる．

Del Pezzo曲面上の因子 C の算術種数 pa(C)および射影空間内での曲線（有効因子）としての次
数 deg C については，次のことがいえる．

命題 3.4. Del Pezzo曲面上の因子 C の算術種数 pa(C)および次数 deg C は次のようになる．

1. d = 9のとき，C を (a; )型の因子とすると

pa(C) =

�
a � 1

2

�
; deg C = 3a

である．

*2 E が例外直線とは，E2 = �1かつ E �= P1 が成り立つものである．曲面上の 1点を Blow-upすることで構成される．
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2. d = 8のとき
（a）射影平面 P2

k の 1点 Blow-upでは，C を (a; b1)型の因子とすると

pa(C) =

�
a � 1

2

�
�
�

b1

2

�
; deg C = 3a � b1

である．
（b）P1

k � P1
k のときは，C を (a; b)型の因子とすると

pa(C) = (a � 1)(b � 1); deg C = 2(a + b)

である．
3. 3 � d � 7のときは，C を (a; b1; : : : ; br)型の因子とすると

pa(C) =

�
a � 1

2

�
�

rX
i=1

�
bi

2

�
; deg C = 3a � b1 � � � � � br

である．ただし，r = 9 � dとする．また

4 2次曲面・Del Pezzo曲面上にある曲線の例
この節では [5][6] を基に，P3 内の非特異 2 次曲面および Del Pezzo 曲面上ある曲線の例を紹介
する．

4.1 正規有理曲線（Rational Normal Curve）
P1 の斉次座標系を [x0; x1]とする．すなわち，H0(P1; O(1)) = hx0; x1iとする．射影直線 P1 も
次数 nの因子 D による大域切断

H0(P1; O(D)) = hxn
0 ; xn�1

0 x1; : : : ; x0xn�1
1 ; xn

1 i

を考える．この基底により構成される射 ’D : P1 ! Pn の閉埋め込みであり，その像 C = ’D(P1)

は nの有理曲線となる．これを正規有理曲線という．この曲線の定義イデアル IC は
 

n

2

!
個の 2次

斉次多項式で生成される．別の表現として曲線 C の定義イデアル IC は 2 � n行列

Mn;1 =

�
z0 z1 z2 � � � zn�1

z1 z2 z3 � � � zn

�
の 2 � 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(Mn;1)に等しい．これは，P1 � Pn�1 を Segre埋め
込みした射影多様体を線形多様体で切断したものである．実際に X = �1;1(P1 � Pn�1)の定義イデ
アル IX は 2 � n行列

M =

�
z0 z1 z2 � � � zn�1

zn zn+1 zn+2 � � � z2n�1

�
の 2 � 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(M)となる．さらに，線形多様体 H は n次元で

H : zn+i�1 � zi = 0 (i = 1; : : : ; n � 1)
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で定義される．これより C = X \ H および，IC = IX + IH がいえる．
正規有理曲線 C � Pn の極小自由分解については，Eagon-Northcott複体が対応する：

0 // S(�n)�(n�1) // � � � // S(�r � 1)
�r

0@ n
r + 1

1A
// � � �

// S(�2)
�

0@n
2

1A
// S // SC

// 0:

ただし，r � 1とする．これを Betti数 �i;j で表すと，�0;0 = 1

�i;i+1 = i

�
n

i + 1

�
(1 � i � n � 1)

であり，それ以外は �i;j = 0である．

例 4.1. 正規有理曲線の簡単な例として，v2 : P1 3 [x0; x1] 7! [x2
0; x0x1; x2

1] 2 P2 を考えると，平面
2次曲線 C : z0z2 � z2

1 = 0が定義できる．

例 4.2. 同様に，v3 : P1 3 [x0; x1] 7! [x3
0; x2

0x1; x0x2
1; x3

1] 2 P3 を考えると，捩れ 3次曲線 C が定義
できる．これは C : z0z2 � z2

1 = 0; z0z3 � z1z2 = 0; z1z3 � z2
2 = 0により定義される．

より一般的な結果として，Rational Normal Scroll の極小自由分解を考えることができる．
Rational Normal Scrollとは，P1 上の階数 nのベクトル束 E の射影化 � : P(E) ! P1 をある射影空
間 PN に埋め込んだものである．具体的には

E = O(a1) � � � � � O(an) (0 < a1 � � � � � an)

に対して，N =
Pn

i=1 ai + n � 1とおいて埋め込むものである．X = P(E)の定義イデアル IX を考
える．D =

Pn
i=1 ai + nとして 2 � D 行列

MD;1 =

�
z1;0 � � � z1;a1�1 z2;0 � � � z2;a2�1 � � � zn;0 � � � zn;an�1

z1;1 � � � z1;a1 z2;1 � � � z2;a2 � � � zn;1 � � � zn;an

�
の 2 � 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(MD;1)に等しい．S = k[z1;0; : : : ; zn;an ]における

定義イデアル IX の極小自由分解は

0 // S(�N)�(N�1) // � � � // S(�i � 1)
�i

0@ N
i + 1

1A
// � � �

// S(�2)
�

0@N
2

1A
// S // SX

// 0:

である．
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注意 4.3. 階数 1 のベクトル束 O(a1)(a1 > 0) のとき，X = P(O(a1)) �= P1 であり，埋め込みは
X � Pa1 となるから，正規有理曲線を意味する．

注意 4.4. 階数 2のベクトル束 E = O(a1) � O(a2)(0 < a1 � a2)のとき，� : X = P(E) ! P1 に対
して，E 0 = E 
 O(�a2)とすると，X �= P(E 0)となる．これは，Hirzebruch曲面に同型であること
がいえる．

4.2 正規楕円曲線（Elliptic Normal Curve）
C を楕円曲線 (g = 1) とし，P0 2 C とする．C 上の次数 n の因子 D = nP0(n � 3) に対
応する埋め込み ’D : C ! Pn�1 における像は n 次曲線となる．これを正規楕円曲線という．
H0(C; OC(P0) = h1i; H0(C; OC(2P0)) = h1; fi; H0(C; OC(3P0)) = h1; f; gi とすると Riemann-

Rochの定理より

H0(C; OC(D)) = h1; f; : : : ; f i; g; gf; : : : ; gf ji (0 � i � bn=2c; 0 � j � b(n � 3)=2c)

と基底を選ぶことができる．n = 3のとき，P2 内の非特異 3次曲線が得られる．n = 4のときは，4

次曲線となり，２つの 2次曲面の完全交叉となる．
この関係式を導出するために，Rational Normal Scroll Surfaceを構成する．上記の基底の構成を
利用して �

1 � � � fa�1 g � � � f b�1

f � � � fa gf � � � f b

�
を考えると，2 � (a + b)行列

M(OC(2P0); OC((n � 2)P0)) =

�
z1;0 � � � z1;a�1 z2;0 � � � z2;b�1

z1;1 � � � z1;a z2;1 � � � z2;b

�
が構成される．ただし，a = bn=2c; b = b(n � 3)=2cであり，bn=2c + 1 + b(n � 3)=2c + 1 = nであ
る．この 2 � 2小行列式全体で定義される Pn�1(n � 4)内の射影曲面が定義できる．

1. n = 4のときは，� : P(O � O(2)) ! Q0 � P3（Q0 は 2次錐）となる．*3

2. n � 5のとき，埋め込み ’ : P(O(a) � O(b))) ! X � Pn�1 が構成できて，X は非特異射影
曲面（次数 n � 1の Hirzebruch曲面）となる．

先述の通り X は Hirzebruch曲面に同型であり，その Picard群は

Pic X �= Zh � Zf

で与えられる．ただし，hは超平面切断H(�= P1)に対応する直線束 OX(1)の同型類，f は � : X !
P1 上のファイバーに対応する直線束OX(F )(F �= P1)の同型類であり，h2 = n � 1; h:f = 1; f2 = 0

である．この曲面上において，正規楕円曲線 C に対応する X 上の因子は C = 2H � (n � 3)F であ
る．すなわち，IX の生成系から，IC の生成系を構成することを考える．より一般的には，X の極小

*3 この射は，特異点 O 2 Q0 を中心とした Blow-upを意味する．
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自由分解を利用して，C の極小自由分解を構成することとなる．X の斉次座標環 SX 上での C の定
義イデアルを IC=X とし，その層化を考えると

]IC=X = OX((n � 3)F � 2H) = OX((n � 3)F )(�2)

を意味する．これより，IC=X の極小自由分解はM
m�0

H0(X; OX((n � 3)F )(m))

の極小自由分解を �2 シフトしたものだと考えられる．これは Eagon-Northcott 複体の Mapping

Coneとして構成することができる．

定理 4.5. C � Pn(n � 3)を n + 1次の正規楕円曲線とする．このとき，S = k[z0; : : : ; zn]におけ
る X の極小自由分解は次で与えられる．

0 !S(�n � 1) ! S(�n + 1)
�(n�2)+

0@ n � 1
2

1A
! S(�i � 1)

�i

0@ n � 1
i + 1

1A+(n�i�1)

0@ n � 1
i � 1

1A
! � � �

!S(�2)
�

0@n � 1
2

1A+(n�2)

! S ! SC ! 0:

また，Betti数 �i;j について，�0;0 = 1であり

�i;i+1 = i

�
n � 1
i + 1

�
+ (n � i � 1)

�
n � 1
i � 1

�
(1 � i � n � 2); �n�1;n+1 = 1

であり，その他は �i;j = 0となる．

5 結果の概略と今後の展望
この節では，[1][2]の結果の概略を述べる．まず射影曲面X 上の曲線 C が ACM（Arithmetically

Cohen-Macaulay (for short:ACM)）な曲線であるとは

H1(X; IC=X(m)) = 0 (m 2 Z)

が成り立つことである．このことを基にして，まずは非特異 2次曲面 Q上の分類について述べる．

補題 5.1. 非特異 2次曲面 Q上の (a; b)型の因子 C が ACMであるとは，ja � bj � 1となることと
同値である．

次に，Del Pezzo曲面上の因子 C の分類である．これは次の手順で進める：

1. 射影平面 P2 の 3次の Veronese埋め込み v3 : P2 ! P9.この場合は，すべての因子が ACMで
ある．
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2. 射影直線の直積 P1 � P1 の埋め込み �2;2(P1 � P1) � P8 においては，非特異 2次曲面の場合
と同じように，次のことがいえる：
(a; b)型の因子 C が ACMであるとは，ja � bj � 2となることと同値である．

3. 射影平面 P2の r点 Blow-up（1 � r � 6）については，次の方法で分類を考える．� : X ! P2

を r 点 Blow-upとし，Lを (a; b1; : : : ; br)型の因子に対応する X 上の直線束とする．このと
き，P2 上の層の完全系列が存在する：

0 ! ��L ! O(a) !
rM

i=1

OPi=Mbi

Pi
! 0:

これにより評価することで，ACM曲線の分類は完成する ([1], [2])

特に，前述の結果より正規有理曲線 C � Pn については，(Nn�1)条件を満たすといえる．また，
正規楕円曲線 C � Pn(n � 3)については，(Nn�1)条件は満たさず，(Nn�2)条件を満たすといえる．
一般に射影多様体 X � Pn の斉次イデアル IX について，完全列

E1 ! IX ! 0:

より，Pn の X を中心とした Blow-upを BlX Pn とし，次数付き加群の層化 E1 = fE1 とおくと

BlX Pn � P(E1)

に埋め込むことと同値であると考えられる．それゆえ，X の次数付き環が (N1)条件を満たすという
ことは，BlX Pn � Pn � PN と射影空間の直積（多重射影空間）内に埋め込まれることが示される．
また，ベクトル束の立場から考えると，X � Pn を余次元 2の非特異部分多様体とすると，IX は局
所的には，2つの元で生成される．これより Pn 上の階数 2のベクトル束 E が存在し，完全列

E ! IX ! 0

が存在する．よって
BlX Pn � P(E)

が示される．また，(N2)条件以降を考えることは，埋め込みの列を構成する上で重要であると考え
られる．
ベクトル束については，非特異空間曲線 C � P3 と P3 内の階数 2のベクトル束が対応するという

結果がある ([7])．さらには，ベクトル束が分裂 (split)することと，曲線 C が完全交叉となることが
同値である．このような見地からも，ベクトル束と何かしらの対応を模索していきたい．
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ある CM楕円曲線に付随する L関数の
特殊値の代数的部分の 2進付値
九州大学 大学院 数理学府 数理学専攻

博士後期課程 2年 野本 慶一郎 (Keiichiro NOMOTO)

1 導入
Eulerは 1735年に等式

1
12 + 1

22 + 1
32 + 1

42 + 1
52 + · · · = π2

6

を発見した. より一般に, Riemann ζ 関数 ζ(s) :=
∑

n∈N
1
ns (Re(s) > 1)に対して

ζ(2n) = (−1)n+1B2n(2π)2n

2(2n)!
(n ∈ N) (1)

が成り立つ. ここで Bn (n = 0, 1, 2, . . . ) は Bernoulli 数と呼ばれる有理数である. 等式 (1) より
ζ(2n)/π2n は有理数であることが分かる. では素数 pに対して ζ(2n)/π2n の p進付値はいくつだろ
うか？特に整数だろうか？ Clausen-von Staudt の定理を用いると, Bernoulli 数の p 進付値につい
て以下が成り立つことが分かる.

• p− 1 - k ⇐⇒ vp(Bk) ≥ vp(2k).
• p− 1 | k =⇒ vp(Bk) = −1.

ただし vp は vp(p) = 1と正規化された p進付値である. ここから ζ(2n)/π2n の p進付値の下からの
評価が得られる. 本稿ではこの問題の楕円曲線に対する類似を考える. E を楕円曲線とし, 簡単のた
め Q上定義されていると仮定する. 楕円曲線 E の modelを一つ固定すると, 実周期

ΩE :=
∫
E0(R)

|ω|

が定まる. (この値は円周率 π の類似物である. ) このとき, L(E/Q, 1) 6= 0 ならば強い Birch and
Swinnerton-Dyer予想は以下の等式を主張する:

L(E/Q, 1) =
ΩE ·

∏
p:bad cp · #X(E/Q)
(#E(Q)tors)2 ,

ここで cp ∈ Z は素数 p での局所玉河数, X(E/Q) は Tate-Shafarevich 群である. したがって
L(E/Q, 1)/ΩE は有理数となることが予想されるが, 特に E が虚数乗法をもつ場合は Damerellによ
り証明され (cf. [2]), Q上の楕円曲線の場合はModularity Theorem, Drinfeld-Manin等の結果から
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従う. そこで Riemann ζ 関数の場合と同様にして「L(E/Q, 1)/ΩE の p進付値はいくつだろうか？」
という問題が考えられる. この問題に関して Zhaoは正確に p進付値を評価し決定することのできる
革新的な method (以降, Zhao’s methodと呼ぶ)を与えた ([6]). 実際に Zhao’s methodを用いて
p進付値を評価している研究をいくつか簡潔にまとめた.

楕円曲線 定義体 D 条件 p

[6, Zhao (1997)] y2 = x3 −Dx Q(
√

−1) D = π2
1 · · ·π2

n πi ≡ 1 mod 4 2
[5, Qiu, Zhang (2002)] y2 = x3 −Dx Q(

√
−1) D = π1 · · ·πn πi ≡ 1 mod 4 2

[7, Zhao (2003)] y2 = x3 − 4Dx Q(
√

−1) D = π2
1 · · ·π2

n π1 ≡ 1 mod 2 + 2i 2
[3, Kezuka (2018)] y2 = 4x3 − 27D Q(

√
−3) D = D3

0 some conditions on D0 2
[3, Kezuka (2018)] y2 = 4x3 − 27D Q(

√
−3) D = D2

0 some conditions on D0 3

しかしどの結果も, D を割る素元の冪に関する条件をいくつか課している. これは Zhao’s method
が, D に含まれる素元の個数についての数学的帰納法を用いるものであることに起因している. 本稿
では, 多重に数学的帰納法を用いることで, 素元の冪に関する条件を完全に外した上での p進付値の
評価を与える. (cf. Theorem 4.1, Theorem 4.2)

2 準備
以下, D と書けば常に 2と互いに素な K = Q(

√
−1)の元を表すものとする. E4D をWeierstrass

方程式 y2 = x3 − 4Dxで定義されるK 上の楕円曲線とする. d ∈ K× に対し E4d4D と E4D はK 上
同型なので, D は初めから quartic-freeなK の整数環 OK の元であるとしてよい. したがって D は
以下の D

(n)
1 , D

(m)
2 , D

(`)
3 のうちのいくつかの積として一意的に表示できる:

D
(n)
1 =

∏
π1,i∈S1

π1,i, D
(m)
2 =

∏
π2,j∈S2

π2
2,j , D

(`)
3 =

∏
π3,k∈S3

π3
3,k.

ただし, S1 = {π1,1, . . . , π1,n}, S2 = {π2,1, . . . , π2,m}, S3 = {π3,1, . . . , π3,`} は 2 と互いに素な OK

の素元の集合であり, πi,j ≡ 1 mod 2 + 2
√

−1を満たす. また, ψ4D を E4D に付随する K の Hecke
指標とし, 2 と互いに素な OK のイデアル ∆ を, ψ の導手が ∆ を割り切るように適切に大きく取
る (実際には explicitに与える). さらに OK のイデアル g 6= 0に対して, Lg(ψ, s)を Hecke L関数
L(ψ, s)から gを割る素イデアルに対応した Euler factorを取り除いたもの, すなわち

Lg(ψ, s) := L(ψ, s)
∏
p-g

(
1 − ψ(p)

Nps

)
とする. Zhao’s methodを実行する上で重要となる考え方は, L-valueの p進付値は和の方が計算が容易
ということである. ここでいう和とは, D を一定の条件の元に変化させたときの E4D の L関数の特
殊値の和である. この考えに則り, 次の記号を導入する. T1 ⊂ {1, . . . , n}, T2 ⊂ {1, . . . ,m}, T3 ⊂
{1, . . . , `}を任意の部分集合とする. このとき D

(n)
1 , D

(m)
2 , D

(`)
3 の部分積を

DT1 =
∏
i∈T1

π1,i, DT2 =
∏
j∈T2

π2
2,j , DT3 =

∏
k∈T3

π3
3,k

と定義する. ただし Ti = ?のときは DTi = 1とする. このとき DT := DT1DT2DT3 とおく.
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3 L-valueの有限和としての表示
Zhao’s method を実行するために L-value を (ある特殊関数を用いて) 有限和で表す. ω を

E1 : y2 = x3 − xの実周期, ℘(z) = ℘(z, ωOK)をWeierstrass ℘関数, (·/·)4 を四乗剰余記号とする.
このとき以下の命題が成り立つ. 正確な主張は [4]を参照されたい.

Proposition 3.1. (OK/∆)× の完全代表系 C を一つ固定する. このときある S(z) ∈
C(℘(zω/∆), ℘′(zω/∆))が存在して以下が成り立つ.

(i) 以下の等式が成り立つ.

∆L∗
4∆(ψ4DT

, 1)
ω

=



√
2

4
∑
c∈C

(
c

DT

)
4

+
∑
c∈V

(
c

DT

)
4
S(c) ((−1/DT )4 = 1)

∑
c∈V

(
c

DT

)
4
S(c) ((−1/DT )4 = −1),

ただし V =
{
c ∈ C

∣∣ c ≡ 1 mod 2 + 2
√

−1
}

, L∗
4∆(ψ4DT

, 1) = ±L4∆(ψ4DT
, 1)である.

(ii) 任意の c ∈ V に対して v2(S(c)) = −1/2.

Remark 2. Proposition 3.1(ii)において, p 6= 2なる素数に対しても S(c)の p進付値を計算すれ
ば Zhao’s methodを用いて L-valueの代数的部分の p進付値を評価することができる.

次に Proposition 3.1(i) の両辺の T に関する和を取る. ただし T が動く範囲は, 評価したい D

の形によって細かく分ける. 例えば D = D
(n)
1 ならば T1 は {1, . . . , n} の 部分集合全体を渡らせ,

T2 = T3 = ?とする. D = D
(n)
1 D

(m)
2 ならば T1 は {1, . . . , n}の部分集合全体を, T2 は {1, . . . ,m}

の部分集合全体を渡らせ, T3 = ?とする. あらためて, Proposition 3.1(i)の両辺の T に関する和を
取ると

∑
T

∆L∗
4∆(ψ4DT

, 1)
ω

=



√
2

4
∑
T

∑
c∈C

(
c

DT

)
4

+
∑
c∈V

S(c)
∑
T

(
c

DT

)
4

((−1/DT )4 = 1)

∑
c∈V

S(c)
∑
T

(
c

DT

)
4

((−1/DT )4 = −1)

が成り立つ. Proposition 3.1(ii)と簡単な指標和の計算より以下の命題が得られる.
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Proposition 3.2. 記号は §3の通りとする. このとき以下が成り立つ.

v2

(∑
T

L∗
4∆(ψ4DT

, 1)
ω

)
≥



n− 1
2

(T1 ⊂ {1, . . . , n})

2m− 1
2

(T2 ⊂ {1, . . . ,m})

`− 1
2

(T3 ⊂ {1, . . . , `})

n+ 2m− 1
2

(T1 ⊂ {1, . . . , n}, T2 ⊂ {1, . . . ,m})

2m+ `− 1
2

(T2 ⊂ {1, . . . ,m}, T3 ⊂ {1, . . . , `})

n+ `− 1
2

(T1 ⊂ {1, . . . , n}, T3 ⊂ {1, . . . , `})

n+ 2m+ `− 1
2

(T1 ⊂ {1, . . . , n}, T2 ⊂ {1, . . . ,m}, T3 ⊂ {1, . . . , `}).

4 Zhao’s methodと多重的拡張
Zhao’s method はその性質から D に含まれる素元の冪が全て等しい場合, すなわち D =

D
(n)
1 , D

(m)
2 , D

(`)
3 のいずれかの場合にしか適用できない. 本節では Zhao’s method を多重に用いる

ことで全ての D に対する L-valueの 2進付値の評価を行う. まず準備として D = D
(n)
1 , D

(m)
2 , D

(`)
3

の場合に L-valueの 2進付値の評価を行う.

Theorem 4.1. 記号は §3の通りとする. このとき以下が成り立つ.

v2

(
L4(ψ4D, 1)

ω

)
≥



n− 2
2

(D = D
(n)
1 )

2m− 3
2

(D = D
(m)
2 )

`− 2
2

(D = D
(`)
3 ).

[証明の概要]. D = D
(n)
1 の場合についてのみ説明する. T1 = {1, . . . , n} ならば L∗

4∆(ψ4DT1
, 1) =

L∗
4(ψ4D(n)

1
, 1)である. T1 = ?ならば

L∗
4∆(ψ4DT1

, 1) = L4(ψ4D(n)
1
, 1)

n∏
i=1

(
1 − ψ4((π1,i))

N(π1,i)

)

=
√

2ω
4

n∏
i=1

π1,i − (−1/π1,i)4

π1,i

が成り立つ. 主張を nに関する帰納法で示す. n = 1のとき Proposition 3.2より

v2

L∗
4∆(ψ4, 1)
ω︸ ︷︷ ︸

T1=?

+
L∗

4(ψ4D(1)
1
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1}

 ≥ 0 > −1
2
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が成り立つ. したがって付値の性質から v2(L∗
4∆(ψ4, 1)/ω) ≥ −1/2を示せば十分である. 実際,

v2

(
L∗

4∆(ψ4, 1)
ω

)
= v2

(√
2

4
· π1,1 − (−1/π1,1)4

π1,i

)
= −3

2
+ v2

(
π1,1 −

(
−1
π1,1

)
4

)
≥ −3

2
+ 1

= −1
2

と評価できる. よって n = 1 のとき成り立つ. 1, . . . , n − 1 まで成り立つと仮定する. このとき
Proposition 3.2より

v2

L∗
4∆(ψ4, 1)
ω︸ ︷︷ ︸

T1=?

+
∑

? 6=T1({1,...,n}

L∗
4∆(ψ4DT1

, 1)
ω

+
L∗

4(ψ4D(n)
1
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1,...,n}

 >
n− 2

2

が成り立つ. したがって上式左辺の第一項と第二項の 2進付値がいずれも (n− 2)/2以上であればよ
い. 第一項に関しては

v2

(
L∗

4∆(ψ4, 1)
ω

)
= v2

(√
2

4

n∏
i=1

π1,i − (−1/π1,i)4

π1,i

)

= −3
2

+
n∑
i=1

v2(π1,i − (−1/π1,i)4)

≥ −3
2

+ n

>
n− 2

2

と評価できる. 第二項に関しては, 帰納法の仮定より

v2

 ∑
? 6=T1({1,...,n}

L∗
4∆(ψ4DT1

, 1)
ω

 = v2

 ∑
? 6=T1({1,...,n}

L∗
4(ψ4DT1

, 1)
ω

∏
π1,i-DT1

(
1 −

ψ4DT1
((π1,i))

N(π1,i)

)

≥ min
? 6=T1({1,...,n}

v2

L∗
4(ψ4DT1

, 1)
ω

∏
π1,i-DT1

(
1 −

ψ4DT1
((π1,i))

N(π1,i)

)
≥ min

? 6=T1({1,...,n}

{
#T1 − 2

2
+ 1

2
· (n− #T1)

}
= n− 2

2

と評価できる. よって nのとき成り立つ. 以上より主張が示された.
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Theorem 4.2. 記号は §3の通りとする. このとき以下が成り立つ.

v2

(
L4(ψ4D, 1)

ω

)
≥



n+m− 2
2

(D = D
(n)
1 D

(m)
2 )

m+ `− 2
2

(D = D
(m)
2 D

(`)
3 )

n+ `− 2
2

(D = D
(n)
1 D

(`)
3 )

n+m+ `− 2
2

(D = D
(n)
1 D

(m)
2 D

(`)
3 ).

[証明の概要]. D = D
(n)
1 D

(m)
2 の場合についてのみ説明する. 以下のステップに基づいて n と m に

関する二重帰納法で示す.

1. 任意のm ∈ Nに対して (1,m)で成り立つ.
2. 任意の n ∈ Nに対して (n, 1)で成り立つ.
3. (n0,m0) 6= (n,m) (1 ≤ n0 ≤ n, 1 ≤ m0 ≤ m)で成り立つならば (n,m)で成り立つ.

1 2 · · · n− 1 n

1

2

...

m− 1

m

図 1 ステップ 1とステップ 2

1 2 · · · n− 1 n

1

2

...

m− 1

m

図 2 ステップ 3

ステップ 1をmに関する帰納法で示す. m = 1のとき Proposition 3.2より

L∗
4∆(ψ4, 1)
ω︸ ︷︷ ︸

T1=T2=?

+
L∗

4∆(ψ4D(1)
2
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1=?,T2={1}

+
L∗

4∆(ψ4D(1)
1
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1},T2=?

+
L∗

4(ψ4D(1)
1 D

(1)
2
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1},T2={1}

の 2進付値は 0以上である. したがって上式の第一項から第三項の 2進付値が 0以上であればよい.
第一項に関しては

v2

(
L∗

4∆(ψ4, 1)
ω

)
= v2

(
L∗

4(ψ4, 1)
ω

(
1 − ψ4((π1,1))

N(π1,1)

)(
1 − ψ4((π2,1))

N(π2,1)

))
≥ −3

2
+ 1 + 1 > 0.

と評価ができる. 第二項に関しては Theorem 4.1より

v2

(
L∗

4∆(ψ4D(1)
2
, 1)

ω

)
= v2

(
L∗

4(ψ4D(1)
2
, 1)

ω

(
1 −

ψ4D(1)
2

((π1,1))
N(π1,1)

))
≥ −1

2
+ 1 > 0.
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と評価できる. 同様に第三項の 2進付値が 0以上であることを示すことができる. よって m = 1の
とき成り立つ. 1, . . . ,m− 1まで成り立つと仮定する. このとき Proposition 3.2より

L∗
4∆(ψ4, 1)
ω︸ ︷︷ ︸

T1=T2=?

+
∑

? 6=T2⊂{1,...,m}

L∗
4∆(ψ4DT2

, 1)
ω

+
L∗

4∆(ψ4D(1)
1
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1},T2=?

+
∑

? 6=T2({1,...,m}

L∗
4∆(ψ4D(1)

1 DT2
, 1)

ω
+
L∗

4(ψ4D(1)
1 D

(m)
2
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1},T2={1,...,m}

の 2進付値は (m − 1)/2以上である. したがって上式の第一項から第四項の 2進付値が (m − 1)/2
以上であればよい. 第一項に関しては

v2

(
L∗

4∆(ψ4, 1)
ω

)
= v2

L∗
4(ψ4, 1)
ω

(
1 − ψ4((π1,1))

N(π1,1)

) m∏
j=1

(
1 − ψ4((π2,j))

N(π2,j)

)
= −3

2
+ 1 +m

>
m− 1

2
.

と評価できる. 第二項に関しては Theorem 4.1より

v2

 ∑
? 6=T2⊂{1,...,m}

L∗
4∆(ψ4DT2

, 1)
ω


≥ min

? 6=T2⊂{1,...,m}

v2

L∗
4(ψ4DT2

, 1)
ω

(
1 −

ψ4DT2
((π1,1))

N(π1,1)

) ∏
π2,j -DT2

(
1 −

ψ4DT2
((π2,j))

N(π2,j)

)
≥ min

? 6=T2⊂{1,...,m}

{
2#T2 − 3

2
+ 1 + (m− #T2)

}
>
m− 1

2
.

と評価できる. 同様に第三項の 2進付値も (m − 1)/2以上であることが示せる. 第四項に関しては,
帰納法の仮定より

v2

 ∑
? 6=T2({1,...,m}

L∗
4∆(ψ4D(1)

1 DT2
, 1)

ω

 ≥ min
? 6=T2({1,...,m}

v2

(
L∗

4(ψ4DT
, 1)

ω

) ∏
π2,j -DT2

(
1 − ψ4DT

((π2,j))
N(π2,j)

)
≥ 1 + #T2 − 2

2
+ 1

2
· (m− #T2)

= m− 1
2

.

と評価できる. よってmのとき成り立つ. したがってステップ 1が示された. 同様にしてステップ 2
も示すことができる.
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ステップ 3を示す. (n0,m0) 6= (n,m) (1 ≤ n0 ≤ n, 1 ≤ m0 ≤ m)で成り立つと仮定する. このと
き Proposition 3.2より

L∗
4∆(ψ4, 1)
ω︸ ︷︷ ︸

T1=T2=?

+
∑

? 6=T2⊂{1,...,m}

L∗
4∆(ψ4DT2

, 1)
ω

+
∑

? 6=T1⊂{1,...,n}

L∗
4∆(ψ4DT1

, 1)
ω

+
∑

? 6=T1({1,...,n}
? 6=T2({1,...,m}

L∗
4∆(ψ4DT1DT2

, 1)
ω

+
∑

? 6=T1({1,...,n}

L∗
4∆(ψ4DT1D

(m)
2
, 1)

ω

+
∑

? 6=T2({1,...,m}

L∗
4∆(ψ4D(n)

1 DT2
, 1)

ω
+

L∗
4(ψ4D(n)

1 D
(m)
2
, 1)

ω︸ ︷︷ ︸
T1={1,...,n},T2={1,...,m}

の 2 進付値は (n + m − 2)/2 以上である (cf. 図 3). よって第一項から第六項の 2 進付値が
(n+m− 2)/2以上であればよい.

1 2 · · · n− 1 n

1

2

...

m− 1

m

図 3 和の分解の様子

同様なので第一項と第二項と第四項のみ計算する. 第一項に関しては

v2

(
L∗

4∆(ψ4, 1)
ω

)
= v2

L∗
4(ψ4, 1)
ω

n∏
i=1

(
1 − ψ4((π1,i))

N(π1,i)

) m∏
j=1

(
1 − ψ4((π2,j))

N(π2,j)

)
= −3

2
+ n+m

>
n+m− 2

2
.

と評価できる. 第二項に関しては, Theorem 4.1より

v2

 ∑
? 6=T2⊂{1,...,m}

L∗
4∆(ψ4DT2

, 1)
ω


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≥ min
? 6=T2⊂{1,...,m}

v2

L∗
4(ψ4DT2

, 1)
ω

n∏
i=1

(
1 −

ψ4DT2
((π1,i))

N(π1,i)

) ∏
π2,j -DT2

(
1 −

ψ4DT2
((π2,j))

N(π2,j)

)
≥ min

? 6=T2⊂{1,...,m}

{
2#T2 − 3

2
+ 1 · n+ 1 · (m− #T2)

}
>
n+m− 2

2
.

と評価できる. 第四項に関しては, 帰納法の仮定より

v2

 ∑
? 6=T1({1,...,n}
? 6=T2({1,...,m}

L∗
4∆(ψ4DT1DT2

, 1)
ω


≥ min

? 6=T1({1,...,n}
? 6=T2({1,...,m}

v2

(
L∗

4(ψ4DT
, 1)

ω

) ∏
π1,i-DT1

(
1 − ψ4DT

((π1,i))
N(π1,i)

) ∏
π2,j -DT2

(
1 − ψ4DT

((π2,j))
N(π2,j)

)
≥ min

? 6=T1({1,...,n}
? 6=T2({1,...,m}

{
#T1 + #T2 − 2

2
+ 1

2
· (n− #T1) + 1

2
· (m− #T2)

}

= n+m− 2
2

.

と評価できる. よって (n,m)のとき成り立つ. 以上より主張が示された.

5 展望
いくつかの先行研究 (cf. [6], [7], [5])においては p進付値の等号成立条件を様々なアルゴリズムを

用いて与えているが, 今回 Theorem 4.1, Theorem 4.2 では等号成立条件を与えることが出来なかっ
た. これは数学的帰納法を多重に用いることにより等号成立の条件が複雑になってしまっていること
が原因である. 等号成立条件を与えることは整数論的に非常に重要である. 例えばDを一つ固定して

v2

(
L(ED/K, 1)

ω

)
< ∞

という結果が得られたとしよう. このとき L(ED/K, 1) 6= 0 であるから, Birch and Swinnerton-
Dyer 予想を認めれば rankED(K) = 0 が分かる (適切な条件下の元であれば Coates-Wiles の定理
から従う). 実際 Coates, Liは [1]において, そのような方針で L-valueが 0でないことを証明してい
る. 今後は Theorem 4.2 の状況等においても等号成立条件を与える簡潔なアルゴリズムを考えたい.
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Brauer-friendly加群の性質について
東京理科大学大学院 理学研究科 数学専攻
渡辺 将一 (Nobukatsu WATANABE)

概要
本稿では, 有限群のモジュラー表現論において最も興味のもたれている予想の一つである

Broué予想において重要な役割を果たすと考えられる Brauer-friendly加群が持ち上げ可能であ
ることを示す。

1 イントロダクション
まず, 有限群の表現論とは何かを一言で言えば, 「与えられた有限群の性質とその表現の関係性を
調べる分野」である。モジュラー表現論とは, 考えている表現の係数体の標数が考えている有限群の
位数を割り切る場合をいう。なぜこの設定の場合を区別するかというと, 係数体の標数が 0や有限群
の位数と互いに素の場合 (このような場合の表現を通常表現という)はMaschkeの定理より, すべて
の表現が半単純表現 (つまり, 単純表現のいくつかの直和)と同値になるので比較的よくわかっている
ためである。1935 年頃から R. Brauer により有限体や環上の表現などが本格的に研究され始める。
その頃から現在までの有限群のモジュラー表現論における一つの大きな指針 (哲学)を標語的に「与
えられた有限群の標数 p > 0の体上の表現は, その p-局所部分群の表現により統制されているのでは
ないか？」ということが出来る。ここで, p-局所部分群とは p-部分群の正規化群や中心化群のことを
いう。これは有限群のモジュラー表現論における局所-大域原理のようなものである。有限群の表現
論では与えられた表現を加群論的手法により研究することがあり, 本研究でも加群論的に表現を調べ
る。ここで加群論的手法とは, 有限群 Gの可換環 R 上の加群 V に関するある表現 G ! GL(V )が
与えられることと, RG-加群 V が与えられることは同値なことなので, 表現を加群を用いて調べる研
究手法のことである。ここで, RG := f

P
g2G �gg j �g 2 R; g 2 Ggとは群の積を線形に拡張した積

を定義した R-多元環で, 可換環 R と有限群 G に関する群環である。群環やそれ上の加群の構造に
は, 群環の係数体や有限群やそれ自身の多元環としての構造が絡み, 群, 環, 体のすべてが絡むとても
興味深い対象である。
本研究の背景を述べるためにも, いくつかの用語を定義していく。pを素数として, O を完備離散
付値環でその商体 F が標数 0 であり, その唯一の極大イデアル p := J(O) による剰余体 k := O=p

が標数 pの代数的閉体であるものを一つ固定する。このとき, 自然な全射 OG ↠ kGの x 2 OGの
像を xにより表す。また, べき等元の持ち上げ可能定理により, 各原始べき等元 i 2 kGに対して, あ
る原始べき等元 î 2 OG で ¯̂i = i を満たすものが存在する。R 2 fO; kg を固定する. 以下, 任意の
環上の加群は特に断らない限り有限生成な左加群とする。既に説明したように通常表現の直和分解
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による最小単位は単純加群 (表現) になる。しかし, モジュラー表現論においては必ずしも単純加群
だけが最小単位ではないので, 直和による分解でこれ以上分解できない加群を直既約加群と定める。
これがモジュラー表現論における表現の直和分解における最小単位である。もちろん単純加群は直
既約加群の例になっている。RGはそれ自身の積を作用に用いて左 RG-加群かつ右 RG-加群になり
両側 (RG; RG)-加群にもなっている。このとき, この両側 (RG; RG)-加群 RGの直既約 (RG; RG)-

加群への分解を RG = B1 � B2 � � � � � Bn としたときに, 各 Bi は R-多元環をなし RGの (p-)ブ
ロックという。また各 Bi に対してその単位元はあるべき等元 bi 2 Z(RG)で, fbig1�i�n は Z(RG)

における原始べき等元で, Bi = RGbi = biRG となる。この bi を Bi のブロックべき等元という。
以下ではブロックべき等元も単にブロックという。各直既約 RG-加群M は唯一のブロック bi によ
り biM 6= 0 となる。このときM はブロック bi に属するという。R を RG の作用がすべて自明に
作用する RG-加群と見たものを自明な RG-加群といい RG により表す。自明な RG-加群 RG の属
するブロックが唯一存在してそのブロックを主ブロックという。RG-加群 Lの直和分解に RG-加群
M と同型な加群が出てくる場合M j Lと表す。次に加群に対する誘導と制限を定義する。H � G,

RG-加群M , RH-加群 N に対して, IndG
H(N) := RG 
RH N により N の Gへの誘導を定義し, M

の作用を RH に制限することにより RH-加群 ResG
H(M) を定義する。また, M� によりM の双対

(右)RG-加群を表す。直既約 RG-加群に対して vertexと sourceという Gの p-部分群とその群環上
の加群を定義する。

定義 1 (vertex, source). 直既約 RG-加群M に対して, 次の条件を満たす Gの p-部分群 P が G-共
役を除き一意的に決まる。

(a) M j IndG
P (ResG

P M)となる。
(b) H � Gに対してM j IndG

H(ResG
H(M))ならば, P �G H となる。

ここで P �G H は, ある g 2 Gにより gP � H であることを表す。この P をM の vertexといい,

vtx(M)により表す。さらに, vtx(M)=P のときに, 次の条件を満たす直既約 RP -加群 S がNG(P )-

共役を除き一意的に定まる。

(a) M j IndG
P (S)

(b) S j ResG
P (M)

(c) vtx(S) = P

この直既約 RP -加群 S をM の sourceといい, s(M)により表す。

特に RGのブロック B に対してその両側 (RG; RG)-加群としての作用を R[G � G]-加群と見るこ
とができ, そのようにしてみたときの B の vertexとしてある Gの p-部分群 P による∆P � G � G

が取れる。この P は G-共役を除き一意的に定まるが, この P を B の不足群という。特に, RGの主
ブロックの不足群は Gの Sylow p-部分群になる。これらを用いて次の Brauerの第 1主定理と第 3

主定理を述べる。

定理 1 (Brauerの第 1主定理, 第 3主定理). RGの不足群 P をもつブロック bに対して, RNG(P )

の不足群 P をもつある唯一のブロック c で, 後の定義 3 で定める Brauer 準同型 br�P により
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br�P (b) = br�P (c) となるものが存在する。また, RG の不足群 P をもつすべてのブロックと,

RNG(P )の不足群 P をもつすべてのブロックは, この対応により一対一に対応する。この対応によ
り, RGのブロック bに対応する RNG(P )のブロックを bの Brauer対応子という。特に RGの主
ブロックの Brauer対応子は RNG(P )の主ブロックになる。

この Brauerの主定理は Gのブロックとその p-局所部分群のブロックを関連付けるとても重要な
定理である。この対応するブロックに属する互いの表現は, 後ほど紹介する Green対応と呼ばれる誘
導と制限を用いた対応により対応している。このようなことが上で述べた有限群のモジュラー表現論
における局所-大域原理を考える根拠となっている。次に局所-大域原理の一つの定式化された重要な
問題である Broué予想を述べる。

予想 (Broué予想). Gを有限群, bを不足群 P をもつ RGのブロック, cを bの Brauer対応子であ
る RNG(P )のブロックとする。もし P が可換群ならば, RGbと RNG(P )cは導来同値である。

この Broué予想は有限群のモジュラー表現論において最も興味のもたれている問題の一つであり,

今までにいくつかの場合に対して予想が示されてきた。例えば Gが対称群や交代群や SL2(pn)のす
べてのブロック, P が巡回群のすべてのブロック, P �= C3 � C3 のすべての主ブロック, p = 2のす
べての群のすべての主ブロックの場合などがあり他にもいくつかの場合に確認されている ([5, 7.5]

を参照)。Broué予想の確認のためには RGbと RNG(P )cの導来同値を構成しなければならないが,

その一つの手法として「奥山メソッド」と呼ばれる奥山哲郎氏により考案された RGbと RNG(P )c

の森田型安定同値を足掛かりに導来同値を構成する方法が存在し, Broué予想が確認されている多く
の場合がこの奥山メソッドを用いて確認されている ([5, 7.2]を参照)。このことから, 森田型安定同
値の構成が重要になってくる。bと cが主ブロックの場合に有用な一つの手法として, 次の Brouéの
貼り合わせの原理が存在する。

定理 2 (Broué の貼り合わせの原理). P を G の Sylow p-部分群, b を RG の主ブロック, M を
ResG�G

G�NG(P )(RGb)の vertex ∆(P )の直既約因子とする。このとき, もし FP (G) = FP (NG(P ))な
らば次は同値である。

(i) 関手M 
RNG(P ) �とM� 
RG �により RGの主ブロックと RNG(P )の主ブロックの間の
森田型安定同値が誘導される。

(ii) 任意の 16= Q � P に対して, 関手 Br�Q(M) 
kCG(Q) �と Br�Q(M�) 
kCNG(P )(Q) �により
kCG(Q)の主ブロックと kCNG(P )(Q)の主ブロックの間の森田同値が誘導される。

ここで, Brは定義 3で定義される Brauer construction, F(G)は定義 6で定義される fusion system

である。

定理の中のM は R[G � NG(P )]の ∆P に関する Scott加群というものである。
一方, bと cが主ブロック以外の場合にも Brouéの貼り合わせの原理に対応する結果が存在する。

Broué の貼り合わせの原理に対応する結果として, Linckelmann の貼り合わせの原理 [4, Theorem

1.2]と呼ばれる定理が存在する。この詳細を述べるにはさらに用語を用意しなければいけないので詳
細は控えるが, つまるところ Brouéの貼り合わせの原理と同様に, Scott加群を含む加群のクラスで

121



ある Brauer-friendly加群による RGbと RNG(P )cの森田型安定同値は, それらの各 p-局所部分群
の間の森田同値を調べればよい, という定理である。ここで, 森田同値を誘導する加群は主ブロック
の場合とは異なり slash 関手と呼ばれる関手を施した加群になる。Linckelmann の貼り合わせの原
理により森田型安定同値が構成出来たとすると奥山メソッドより, 森田型安定同値を誘導する関手を
施した加群の構造を調べる必要がある。その際に加群が「持ち上げ可能である」という性質を満たし
ていると調べやすくなる。そのため「持ち上げ可能である」という性質に関して説明をしていく。今
O, F , k の定義から, 次の加群圏の関係を得る。

OG-mod
F 
O�

wwwwppppppppppp
k
O�

’’NNN
NNN

NNN
NN

FG-mod kG-mod

一般的には, 関手 k 
O �は稠密ではない。そこでこの関手により対応するOG-加群をもつ kG-加群
のことを“持ち上げ可能である”という。

定義 2 (持ち上げ可能). kG-加群M が持ち上げ可能であるとは, k 
O cM �= M を満たすある OG-

加群 cM が存在するときをいう。この cM のことを“M のリフト”という。

持ち上げ可能であることの有用性は, もし kG-加群M が持ち上げ可能であった場合, M のリフト
である OG-加群 cM が存在することにより FG-加群 F 
O M を考えることが出来ることにある。
FG-加群は標数 0の体上の表現なので指標を用いていろいろなことを計算することにより調べること
が出来る。この FG 上での計算結果を kG上に還元することが出来る。以上のようなことから持ち
上げ可能である加群のクラスを調べたい。現在持ち上げ可能であることが分かっている加群のクラス
はとても少なく, 後で定義をする p-permutation加群や Endo-permutation加群などのみである。ま
た, p-permutation加群や Endo-permutation加群のリフトはそれぞれ p-permutation加群と Endo-

permutation加群で取ることが出来る。[3]において 2018年に C. Lassueurと J. Thévenazにより
p-permutation加群と Endo-permutation加群を包含する加群のクラスである Endo-p-permutation

加群に対して持ち上げ可能であり, そのリフトが Endo-p-permutation 加群で取れることが示され
た。本稿の主役である Brauer-friendly加群は Endo-p-permutation加群を包含する加群のクラスで
あることから自然な疑問として Brauer-friendly加群が持ち上げ可能であるかということが考えられ
る。またこれは単なる一般化ではなく一般のブロックの場合における Linckelmannの貼り合わせの
原理による森田型安定同値の誘導する加群達を調べる必要性からも知っておきたいことである。その
ため本稿では Brauer-friendly加群が持ち上げ可能であることを示していく。

2 記号と用語の導入
この節では, Brauer-friendly加群の定義やその定義をするために必要な記号や用語を定義する。以
下, Gを有限群とする。まず, OG-加群M , 部分群 H � Gに対してMH により H の元の作用によ
り不変なM の元全体を表す。また, トレース写像 TrG

H : MH ! MG を TrG
H(m) :=

P
t2G=H

tmによ

り定める。以下, NG(H) := NG(H)=H とする。
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定義 3 (Brauer construction, Brauer morphism, Brauer関手). P を Gの p-部分群, M を OG-加
群とする。BrP (M) := MP =(

P
Q<P

TrP
Q(MQ) + J(O)MP ) により kNG(P )-加群である M の P に

よる Brauer constructionを定める。これにより定まる関手 BrP : OGMod ! kNG(P )Mod; M 7!
BrP (M)を Brauer関手という。また, 自然な全射 brP : MP ! BrP (M)をM の P による Brauer

morphismという。

定義 4 (source idempotent). bを OGのブロック, Dを bの不足群, i 2 (RGb)D を原始べき等元と
する。このとき iが source idempotentであるとは, brD(i) 6= 0を満たすときをいう。

定義 5 (subpair). bを OGのブロックとする。このとき, (P; bP )が Gの subpairとは, P が Gの
p-部分群で bP が OCG(P )のブロックである対のことをいう。また, (P; bP )が (G; b)-subpairとは,

(P; bP )が subpairでかつ br�P (b)bP = bP を満たすときをいう。

注意. Gの subpairには Gの作用が自然に入り, また subpairには包含関係が定まる。

各 g 2 Gに対して cg := g(�)を共役写像とする。

定義 6 (ブロックの fusion system). b を G のブロック, (P; bP ) を (G; b)-subpair とする。このと
き、F = F(P;bP )(G; b)を次のような対象と射をもつ圏として定める。この F を (G; b)の (P; bP )に
おける fusion systemという。
� 対象：P のすべての部分群.

� 射：Q1; Q2 � P に対して,

HomF(P;bP )(G;b)(Q1; Q2) := fcg : Q1 ! Q2 j g 2 G s:t: (Q1; bQ1
) � g(Q2; bQ2

)g.

P を Gの Sylow p-部分群, bを RGの主ブロック, bP を RCG(P )の主ブロックとする。このとき,

FP (G) := F(P;bP )(G; b)と定める。

次の vertex subpairと source tripleは vertexと sourceをより精密にした概念である。

定義 7 (vertex subpair, source triple, [1, Definition 2]). M を直既約 OGb-加群とする。
・M の vertex subpairが (P; bP )であるとは, (P; bP )が (G; b)-subpairで, P �G vtx(M)で, ある
直既約 OP -加群 V によりM j bOGbP 
OP V が成り立つことをいう。
・V がM の vertex subpair (P; bP )に関する sourceであるとは, V がM j bOGbP 
OP V の成り
立つ直既約 OP -加群のことをいう。
・(P; bP ; V ) がM の source triple であるとは, V がM の vertex subpair (P; bP ) に関する source

であるときをいう。

注意. M の source tripleが (P; bP ; V )ならば, [1, Lemma 1]の同値より vtx(M) = P , s(M)=V と
取れる。

定理 3 (Green 対応 [1, Lemma 1, Definition 2]). (P; bP ) を (G; b)-subpair とする。M を直既約
OGb-加群としたとき, f b

bP
(M) を bP ResG

NG(P;bP )(M) の直既約因子で vertex P をもつ唯一の因子
により定める。このとき, f b

bP
は source triple (P; bP ; V )をもつ直既約 OGb-加群の同型類全体から
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source triple(P; bP ; V )をもつ直既約 ONG(P; bP )bP -加群の同型類全体への全単射を与える。

定義 8 (permutation加群, p-permutation加群). M を RG-加群とする。M が permutation RG-

加群であるとは, G のある部分群 Hi により M �=
L

i

IndG
Hi

(RHi
) となることである。また, M が

p-permutaion RG-加群であるとは, ある permutation RG-加群 N により M j N となることで
ある。

この後定義する Brauer-friendly加群は sourceに F-stable endo-permutation加群をもつの加群
なので, その endo-(p-)permutation加群と F-stableを定義する。

定義 9 (endo-(p-)permutaion加群). M を RG-加群とする。このとき、M が endo-(p-)permutaion

RG-加群であるとは, EndR(M)が (p-)permutation RG-加群となるときをいう。

定義 10 (F-stability). b を OG のブロック, (P; bP ) を (G; b)-subpair, V を endo-permutation

OQ-加群, F := F(P;bP )(G; b)とする。
・V が F-stable であるとは, 任意の (Q; bQ) � (P; bP ) と任意の cg 2 HomF (Q; P ) に対して
ResP

Q(V )と Res
gP
Q (gV )の vertex Qをもつ直既約因子が同型である。

・(P; bP ; V ) が F-stable endo-permutation source triple とは, V が F-stable かつ直既約 endo-

permutation OP -加群で vertex P をもつときをいう。

定義 11 (source triple に対する compatibility). (Pi; bPi ; Vi) を F(Pi;bi)(G; b)-stable endo-

permutation source triple(i = f1; 2g)とする。
・(P1; bP1

; V1) と (P2; bP2
; V2) が compatible であるとは, 任意の (G; b)-subpair (Q; bQ) と任意の

cgi
2 HomBr(G;b)((Q; bQ); (Pi; bPi

)) に対して Rescg1
(V1) � Rescg2

(V2) が endo-permutation 加
群であることである。ここで, Br(G; b) はすべての (G; b)-subpair を対象に持ち, 射はブロックの
fusion systemと同じ様に定めた Brauer圏と呼ばれる圏である。

定義 12 (Brauer-friendly加群 [1, Definition 8]). M を OGb-加群, M =
L

1�i�n

Xi を直既約分解で

各 Xi が直既約 OGb-加群で source triple (Pi; bPi
; Vi)をもつものとする。

・M が Brauer-friendly OGb-加群であるとは, 各 i 2 f1; :::; ng に対して (Pi; bPi ; Vi) が
F(Pi;bi)(G; b)-stable endo-permutation source triple で, 各 i; j 2 f1; :::; ng に対して (Pi; bPi ; Vi)

と (Pj ; bPj
; Vj)が compatibleであるときをいう。

注意. bが主ブロックの場合は, Brauer-friendly RGb-加群と endo-p-permutation RGb-加群は一致
する。一般の場合は, 直既約 endo-p-permutation RGb-加群は直既約 Brauer-friendly RGb-加群で
あるが逆は一般には成り立たない。
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以上より定義した加群のクラスは次のような関係性にある。

permutation加群 �T
j

endo-permutation加群T
j

Scott加群 � p-permutation加群 � endo-p-permutation加群T
j

Brauer-friendly加群

3 補題
このセクションでは主結果を示す際に必要になる主要な補題を用意する。

補題 1. [2, Lemma 8.4] (P; bP )を (G; b)-subpairとし, F := F(Q;bQ)(G; b)を saturatedと仮定す
る。このとき, 任意の F-stable 直既約 endo-permutaion kP -加群は持ち上げ可能である。さらに,

そのリフトとして F-stable直既約 endo-permutaion kP -加群が取れる。

補題 2. [2, Lemma 8.3] bを不足群DをもつOGのブロック, P � D, iを bの source idempotemt,

V を vtx(V ) = P である F-stable 直既約 endo-permutation kP -加群, X := OGi 
OP V , bP を
bP brP (i) 6= 0 となる OCG(P ) の唯一のブロックとする。このとき, 任意の k 
O X の直既約因子
M は持ち上げ可能で, X の直既約因子としてリフトを取ることができる。

補題 3. [1, Lemma 3 (i)] M を source triple(P; bP ; V ) をもつ直既約 kGb-加群とする。このとき,

(kGb)P の原始べき等元 iで bP brP (i) 6= 0かつM j kGi 
kP V が成り立つものが存在する。

補題 4. [1, Lemma 3 (ii)] M を source triple(P; bP ; V )をもつ直既約 kGb-加群とする。このとき,

b の不足群 D で P � D を満たすものが存在し, b の source idempotent j で bP brP (j) 6= 0 かつ
M j kGj 
kP V を満たすようなものが存在する。

4 主結果
次の定理が本稿の主定理である。

定理 4. b を不足群 D をもつ kG のブロック, M を source triple(P; bP ; S) をもつ直既約 Brauer-

friendly kGb-加群とする。F := F(P;bP )(G; b)が saturatedであると仮定する。このとき, bS=p bS �= S

かつ cM=pcM �= M を満たす source triple (P;bbP ; bS) をもつある直既約 Brauer-friendly OGb̂-加群cM が存在する。特に, M は持ち上げ可能である。

注意. 一般には, 定理のリフトは一意的ではない。

証明 (証明の概略). ・Step 1 : bS の存在性.

補題 1より F-stable直既約 endo-permutaion kP -加群 S に対して, そのリフトとしてある F-stable

直既約 endo-permutaion OP -加群 bS が取れる。
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・Step 2 : cM の存在性.

補題 4より, bの source idempotent j 2 (kGb)D で

M j kGj 
kP S(�= k 
O OGĵ 
OP
bS)

を満たすものが存在する。また, 補題 1より cM j OGĵ 
OP
bS となるようにM のリフトを取れる。

・Step 3 : cM の source tripleが (P; b̂P ; bS)であること.

bbP = i1 + � � � + in : (kGb)P における原始べき等元分解とする。補題 3 より, ある原始べき等元
i := i‘ 2 (kGb)P で bP brP (i‘) 6= 0かつ

M j kGi 
kP S j bkGbP 
kP S:

また,
M j kGi 
kP S j kGj 
kP S

が成り立つので, べき等元の持ち上げ定理より

cM j OGî 
OP
bS j b̂OGb̂P 
OP

bS
を得る。これより, cM は P -射影的でもある。もし Q ⪇G P に対して, cM が Q-射影的ならばM も
Q-射影的になるので, これは矛盾である。よって vtx(cM) = P。また, s(cM) = S もわかる。以上の
ことより, cM の source tripleは (P; b̂P ; bS)である。
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A recurring pattern in natural numbers of a certain property

名古屋大学大学院 多元数理科学研究科 多元数理科学専攻
Daniel TSAI

概 要
The concept of v-palindromes is recently introduced by the speaker. Let b � 2 and n � 1

be integers such that b - n and that n is not a base b palindrome. Our main theorem is that,
if n(k), for integers k � 1, denotes the k-copy repeated concatenation of the base b digits
of n, then whether n(k) is a base b v-palindrome depends only on k modulo some integer
! � 1.

1 Introduction

Since the concept of v-palindromes is introduced by the speaker [4, 3], there is not really any

history or background on the subject. The usage of the word “palindrome” in the naming does,

however, came from the idea that the v-palindromes can be viewed as an analogy of the usual

palindromes. We first illustrate using the example of 1998.

1998 = 2 � 33 � 37 7���! 2 + (3 + 3) + 37

" k
base 10 reverse 45 (1)

# k
8991 = 35 � 37 7���! (3 + 5) + 37

In the above, we prime factorized both 1998 and its base 10 reverse 8991. Then we summed the

numbers “appearing” in each factorization (the prime divisors and their corresponding exponents

larger than 1); notice that because an exponent of 1 does not “appear”, i.e., we usually do not

write it when doing an actual prime factorization, we do not sum it. Then perhaps somewhat

surprisingly, the sums agree. In the following we rigorously define the concept of v-palindromes

after stating some preliminary definitions.

Recall the base b representation of an integer n � 1 as follows.

De�nition 1. Let b � 2, L � 1, and 0 � aL�1; aL�2; : : : ; a0 < b be integers, then we denote

(aL�1aL�2 � � � a0)b := aL�1bL�1 + aL�2bL�2 + � � � + a0: (2)

Theorem 1 ([1], Theorem 4.7). Let b � 2 be an integer. Then for every integer n � 1, there

exist unique integers L � 1 and 0 � aL�1; aL�2; : : : ; a0 < b with aL�1 6= 0 such that

n = (aL�1aL�2 � � � a0)b: (3)
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We give the definition of a palindrome.

De�nition 2. Let b � 2 be an integer. An integer n � 1 given in the form (3) is a base b

palindrome if ai = aL�1�i for each 0 � i � L � 1.

Intuitively speaking, a palindrome is a number whose digits read the same forwards and

backwards, i.e., there is a left-right symmetry, such as 121 and 2332.

De�nition 3. Let b � 2 be an integer and let n � 1 be an integer given in the form (3). Then

the base b reverse of n is rb(n) = (a0 � � � aL�2aL�1)b.

Intuitively speaking, the reverse is the number formed by writing the digits of the original

number in reverse order. For example, r10(18) = 81 and r10(20) = r10(200) = 2. With Definition

3, the definition of a base b palindrome can be written simply as n = rb(n). We now define a

function v to denote “summing the numbers appearing in the factorization” as follows.

De�nition 4. Let n � 1 be an integer with prime factorization

n = pa1
1 � � � pas

s q1 � � � qt; (4)

where the s; t � 0 and a1; : : : ; as � 2 are integers and the p1; : : : ; ps; q1; : : : ; qt are distinct primes.

We define

v(n) =
sX

i=1

(pi + ai) +
tX

j=1

qj : (5)

Recall that a function f : N ! C is called additive if f(mn) = f(m)+f(n) whenever m; n � 1

are coprime. Then v is an additive function. We can now define v-palindromes.

De�nition 5. Let b � 2 be an integer. An integer n � 1 is a base b v-palindrome if

(i) b - n,

(ii) n 6= rb(n),

(iii) v(n) = v(rb(n)).

Here the notation x j y means that x divides y and x - y that x does not divide y. We explain

why the v-palindromes can be viewed as an analogy to the usual palindromes. The definition of

a base b palindrome is n = rb(n). Condition (iii) above is obtained by applying a v to n = rb(n).

Condition (i) is included just for the aesthetic purpose that n and rb(n) have the same number of

digits and condition (ii) so that condition (iii) is nontrivial. Thus there is this slight connection

between palindromes and v-palindromes. However it is conceivable that they will have very

different behavior.

This talk is based on the speaker’s paper [3], in which the main theorem [3, Theorem 1]

indicates a periodic phenomenon involving v-palindromes and repeated concatenations. While

[3] deals only with base ten, its content is easily adapted to a general base, and the main theorem

of this talk is the adaptation of [3, Theorem 1] to a general base (Theorem 2 below).

We end this section by giving the definition of repeated concatenations.
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De�nition 6. Let b � 2 be an integer and let n � 1 be an integer given in the form (3). Then

for integers k � 1, the k-copy repeated concatenation in base b of n is

n(k)b = (aL�1aL�2 � � � a0 aL�1aL�2 � � � a0 � � � � � � aL�1aL�2 � � � a0| {z }
k copies of aL −1aL −2 � � � a0

)b

= n(1 + bL + � � � + b(k�1)L) = n � 1 � bLk

1 � bL
: (6)

2 The main theorem

With the relevant definitions in the Introduction, we can now state the adaptation of [3,

Theorem 1] to a general base as follows.

Theorem 2 ([3, Theorem 1], for a general base). Let b � 2 be an integer and let n � 1 be an

integer with b - n and n 6= rb(n). Then there exists an integer ! � 1 such that for every integer

k � 1, n(k)b is a base b v-palindrome if and only if n(k + !)b is. In other words, whether n(k)b

is a base b v-palindrome depends only on k modulo !.

We illustrate the above theorem with the example of b = 10 and n = 48. The sequence of

repeated concatenations in base ten of 48 is

48; 4848; 484848; : : : : (7)

Replacing each term above by 1 if it is a base ten v-palindrome and 0 if not, (7) becomes

0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; : : : : (8)

Now Theorem 2 says that the above sequence of 1’s and 0’s is periodic. It might seem that the

smallest period is 3. However in fact, 48(21)10 is not a base ten v-palindrome and the smallest

period is 21.

The proof of [3, Theorem 1] is only for b = 10, but is easily adapted to a general base. We

give the first half of the general proof in Section 2.2 and briefly describe how the rest of the

proof works in Section 2.3. For the rest of this section, we fix a base b � 2 and shall write rb

simply as r, n(k)b simply as n(k), and call a base b v-palindrome simply a v-palindrome. We

also fix an integer n � 1 with b - n, n 6= r(n), and L base b digits. Some notation which will be

used later are as follows.

• For a prime p and integer n 6= 0, ordp(n) denotes the greatest integer a such that pa j n.

• sgn is the sign function defined by sgn(x) = 1 if x > 0 and sgn(x) = �1 if x < 0.

• _ and ^ are the logical symbols for or and and.

2.1 Preparation

Certain numbers �k are used in the proof and we give their definition as follows.
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De�nition 7. For integers k � 1, we denote

�k = (

kz }| {
1 0 � � � 0| {z }

L�1

1 0 � � � 0| {z }
L�1

1 � � � � � � 1 0 � � � 0| {z }
L�1

1)b; (9)

where there are k digits of 1 with L � 1 digits of 0 between any consecutive digits of 1, and the

number is regarded in base b.

Then it is clear that for integers k � 1, n(k) = n�k. Also, certain functions ’p;� are used in

the proof and we give their definition as follows.

De�nition 8. For primes p and integers � � 1, we define a function ’p;� : N [ f0g ! N by

setting, for integers � � 0,

’p;�(�) = v(p�+�) � v(p�): (10)

The functions ’p;� can be described explicitly. We have

’2;1(�) =

8
<

:
2; if � = 0; 1,

1; if � � 2.
(11)

For primes p,

’p;1(�) =

8
>><

>>:

p; if � = 0,

2; if � = 1,

1; if � � 2.

(12)

For primes p and integers � � 2,

’p;�(�) =

8
>><

>>:

p + �; if � = 0,

1 + �; if � = 1,

�; if � � 2.

(13)

We also give the following notation for the ranges of the functions ’p;�.

De�nition 9. For primes p and integers � � 1, we denote Rp;� = ’p;�(N [ f0g).

From (11), (12), and (13), it is clear that Rp;� is of size 2 or 3.

2.2 First part of the proof

Let the prime factorizations of n and r(n) be

n = pa1
1 � � � pam

m ; (14)

r(n) = pb1
1 � � � pbm

m ; (15)

where m � 1 and a1; : : : ; am; b1; : : : ; bm � 0 are integers with (ai; bi) 6= (0; 0) for each 1 � i � m,

and p1 < � � � < pm are primes. For integers k � 1, let the prime factorization of �k be

�k = pg1
1 � � � pgm

m c; (16)
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where g1; : : : ; gm � 0 and c � 1 are integers with (c; p1 � � � pm) = 1. The g1; : : : ; gm; c varies as k

increases, but we suppress this dependency on k from our notation for simplicity. We have, for

integers k � 1,

n(k) = n�k;L = pa1+g1
1 � � � pam +gm

m c; (17)

r(n(k)) = r(n)�k;L = pb1+g1
1 � � � pbm +gm

m c: (18)

Since v is an additive function, applying v to the above equalities yield

v(n(k)) =
mX

i=1

v(pai +gi ) + v(c); (19)

v(r(n(k))) =
mX

i=1

v(pbi +gi ) + v(c): (20)

Hence n is a v-palindrome if and only if

mX

i=1

(v(pai +gi
i ) � v(pbi +gi

i )) = 0: (21)

If ai = bi, then v(pai +gi
i ) � v(pbi +gi

i ) = 0. Thus let those 1 � i � m with ai 6= bi be ordered as

i1 < � � � < it (notice that because n 6= r(n), t � 1). Then (21) becomes

tX

j=1

(v(p
ai j +gi j
ij

) � v(p
bi j +gi j
ij

)) = 0: (22)

But this is a cumbersome notation, so hereafter we denote pij by pj , aij by aj , bij by bj , and

gij by gj . This will not cause any confusion because we will not be referring to the other prime

factors or their corresponding exponents. Then (22) becomes

tX

j=1

(v(p
aj +gj
j ) � v(p

bj +gj
j )) = 0: (23)

For each 1 � j � t, put �j = aj � bj and �j = min(aj ; bj). Then the above can be rewritten,

using the functions ’p;� of Section 2.1, as

tX

j=1

sgn(�j)’pj ;j�j j(�j + gj) = 0: (24)

Now let

U =

8
<

:
(u1; : : : ; ut) 2 Rp1 ;j�1 j � � � � � Rpt ;j�t j :

tX

j=1

sgn(�j)uj = 0

9
=

;
: (25)

Then for integers k � 1, n(k) is a v-palindrome if and only if

_

(u1 ;:::;ut )2U

t̂

j=1

(’pj ;j�j j(�j + gj) = uj): (26)

The above expression depends only on k and we see that only the gj = ordpj (�k;L) (1 � j � t)

change as k increases.
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2.3 The rest of the proof

In Section 2.2, we showed that for integers k � 1, n(k) is a v-palindrome if and only if

(26) holds. Now the truth value of (26) depends only on the truth values of the individual

(’pj ;j�j j(�j+gj) = uj)’s and each of them is equivalent to a simpler condition involving divisibility

properties of k. We need to first define certain numbers hp� as follows.

De�nition 10. For prime powers p� with (p; b) = 1. The order of bL regarded as an element of

(Z=p�+ordp (bL �1)Z)� is denoted by hp� .

Then it follows that we have the sequence of divisibility relations

hp j hp2 j hp3 j � � � : (27)

Each (’pj ;j�j j(�j + gj) = uj) is equivalent to one of the conditions

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

hpj - k;

hpj j k and hp2
j

- k;

hp2
j

j k;

hpj j k;

hp2
j

j k;

impossible;

always true:

(28)

When (pj ; b) = 1, only the last two conditions are possible. The way to determine which of the

above conditions (’pj ;j�j j(�j + gj) = uj) is equivalent to is a bit tedious and the way in the case

of b = 10 is described in [3]. Recall that if x j z, then for y 2 Z, x j y if and only if x j (y + z).

Using this property and in view of (27), we see that a possible choice for ! in Theorem 2 is

! = lcmfhp2
j
: (pj ; b) = 1g: (29)

3 The smallest period and order

The periodic phenomenon described by Theorem 2 raises the following questions.

Question 1. How to find the smallest possible !?

Question 2. Does there exist an integer k � 1 such that n(k)b is a base b v-palindrome?

Based on the above questions, we give the following notation.

De�nition 11. Let b � 2 and n � 1 be integers with b - n and n 6= rb(n). The smallest

possible ! in Theorem 2 is denoted by !0(n)b. If there exists a k � 1 such that n(k)b is a base

b v-palindrome, then the smallest one is called the order of n with respect to b and denoted by

c(n)b; otherwise we set c(n)b = 1.

132



表 1: Table of !0(n)10 and c(n)10.

n !0(n)10 c(n)10

13 6045 15

17 337960 280

18 1 1

19 15561 819

26 6045 15

37 32412 12

39 6045 15

48 21 3

49 22701 3243

56 273 3

79 4781712 624

Although (29) provides a possible !, it is often too large. A way for finding !0(n)10 and c(n)10

is given in the speaker’s preprint [2], which is easily adapted to a general base. Whether that is

the most efficient way, we are still not sure. In essence, a function called the indicator function

is constructed from which both !0(n)10 and c(n)10 can be derived quite easily. We describe the

indicator function, for a general base. We need to first define certain functions Ia as follows.

De�nition 12. For integers a � 1, define a function Ia : Z ! f0; 1g by

Ia(k) =

8
<

:
1; if a j k,

0; if a - k.
(30)

That is, Ia is the indicator function of aZ in Z.

De�nition 13. Let b � 2 and n � 1 be integers with b - n and n 6= rb(n). We define the

indicator function Ib
n : Z ! f0; 1g by

Ib
n(k) =

8
<

:
1; if n(k)b is a base b v-palindrome,

0; if n(k)b is not a base b v-palindrome,
(31)

for k � 1, and then extending periodically (which is possible due to Theorem 2) to the whole Z.

Then we have the following.

Theorem 3 ([2, Theorm 5.8], for a general base). Let b � 2 and n � 1 be integers with b - n

and n 6= rb(n). Then there exist unique integers q � 0, 1 � a1 < � � � < aq, and �1; : : : ; �q 6= 0

such that

Ib
n = �1Ia1 + �2Ia2 + � � � + �qIaq : (32)

From (32), !0(n)b and c(n)b can be derived as follows.

Theorem 4 ([2, Corollary 6.5 and Corollary 7.2], for a general base). Let b � 2 and n � 1 be

integers with b - n and n 6= rb(n). Suppose that Ib
n is expressed in the form (32), then

!0(n)b = lcmfa1; : : : ; aqg; c(n)b = inffa1; : : : ; aqg: (33)
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A definite procedure for expressing the indicator function I10
n in the form (32) is given in [2],

which is easily adapted to a general base.
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Surjectivity of some local cohomology maps and the second

vanishing theorem

�Ô�Š�G�¶�G�¶�Ã
ï�ù�,
Å�J�¶�Z�€�J�•�•	Ø�C
:�g�J�¶
•�È

�•	Ó�y	û�í�p (Shinnosuke Ishiro)

�“�A

�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�x�D�õ���æ�w	O�A�s�Z�€�0	Å�w�°�m�p�K�”�}�›�t�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�U	«�Ó�b

�”	Ú�E�›�Ð�‚�”�\�q�x�|�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�U���[�^�•�o�Ž�R�|�Z�€�^�•���Z�o�M�”�}�Š�Ø�p�x�Á

	t�¯�×�Þ�é�´�”�w	«�Ó���g�w�°�m�p�K�”�|�H�Ë	«�Ó���g�t���b�” M. Asgharzadeh �¯�q�<�i
:
�

�¯�q�w�ž�‰�Z�€�t�m�M�o	º�p�b�”�}

�Š�Ø�x M. Asgharzadeh�¯�q�Ô�Š�G�¶�w�<�i
:
��¯�q�w�ž�¶�æ�� [1] �t�,�n�X�}�‡�h R �x�D�õ�É�”

�»�”���| I �x R �w� �Ã�ž�ç�q�b�”�}

* 1R �U���g
:�. Q �›���‰�q�V R �x 
ª
: 0 �w�� �p�K�”�q�M�M�| R �U���v�. Fp �›���‰�q�V R �x 
ª
:

p > 0 �w�� �q�M�O�}�›�t
ª
: 0 �q
ª
: p > 0 �w���›�‡�q�Š�o �s
ª
:�w�� �q�M�O�}�‡�h�s
ª
:�p�s�M��

�¢�.�›���‡�s�M���£�› ��
ª
:�w�� �q�M�O�}

�« 0.1. 1. ���g
:�. Q 	Í�w���ò�Ü���•�Õ�©�ƒ
:���x�|
ª
: 0 �w���p�K�”�}

2. ���v�. Fp 	Í�w���ò�Ü���•�Õ�©�ƒ
:���x
ª
: p �w���p�K�”�}

3. p 
�
T
:�� Zp 	Í�w���ò�Ü���•�Õ�©�ƒ
:���x��
ª
:�w���p�K�”�}

1 �Á	t�¯�×�Þ�é�´�”

�‡�c�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�›���[�b�”�}�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�x 1961 �å�t A. Grothendieck �t�‘�l�o

Harvard �G�¶�w�·�Û�Æ�”�t�o���[�^�•�h�}

���[ 1.1. R-�C�� M �t�0�`�o

� I (M ) := f x 2 M j I �K�”�×
µ
: n > 0 �U���O�`�o I n x = 0 �U
R�“�q�m�} g

�q���[�b�”�}�\�w�q�V��	� � I (� ) �x�ž�!�s�(�ì
¶��	��p�K�“�|�\�w i �Í�È�‹�R��	��› i �Í�Á	t�¯�×�Þ

�é�´�” �q�z�|�| H i
I (� ) �›
¯�b�}

�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�›���[�b�”�M�O�x���t�‹ Cech
ó�.�›�;�M�h���[�U�K�”�U�|	Ä�I�x [2] �• [7] �›�€

	°�w�\�q�}�×�Þ�é�´�”�E
:�w�°
`�æ�T�’�Í�w�Õ�ì
¶�»�U�˜�’�•�”�}

* 1 
ª
:�x�É�”�»�”
Q�x
ž�A�s�M�}
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�Ë�J 1.2. R �C���w�y�ì
¶�»
0 ! L ! M ! N ! 0

�t�0�`�o�Í�w�Õ�ì
¶�»�U�˜�’�•�”�€

� � � ! H i � 1
I (N ) ! H i

I (L ) ! H i
I (M ) ! H i

I (N ) ! H i +1
I (L ) ! � � � :

�‡�h���[�‘�“�Ž�<�U
R�“�q�m�}

�Ë�J 1.3. M �› R �C���q�b�”�}�Ú�™�w i > 0�|�Ú�™�w x 2 H i
I (M ) �t�0�`�o�K�” n � 0 �U���O�`�o

I n x = 0 �p�K�”�}

1.1 �Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�w	«�Ó�ð�J

�Í�w�ð�J�x�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�U���[�^�•�o�T�’�Z�€�^�•���Z�o�M�”�}

�ð�J 1 (�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�w	«�Ó�ð�J (Grothendieck'61)). (R; m) �›�Á	t���| n �›
T
:�q�b�”�}�\�w

�q�V�Ú�™�w i > n �t�0�`�o H i
I (M ) = 0 �q�s�”	Ú�E�›�)�Q�‘�}

n = dim R �w�Ì�x 1961�å�t Grothendieck �×
��t�‘�l�o�)�Q�’�•�¢ Grothendieck �w	«�Ó���g �£�|

n = dim R � 1 �w�Ì�x 1968�å�t Hartshorne �t�‘�l�o�)�Q�’�•�h (Hartshorne-Lichtenbaum �w

	«�Ó���g )�} n = dim R � 2 �w�Ì�x �H�Ë	«�Ó���g �q�z�y�•�o�M�”�}

���[ 1.4. ([cf. [10, De�nition 1.2]) ( R; m) �› d �Í�i�Á	t���| eR �› R �w�ì
‹�=�w�§�Ô�ï�¸�ç�=�w�ì


‹�=�| em �x eR �w�Ã�G� �Ã�ž�ç�q�b�”�}�\�w�q�V R �t�0�`�o �H�Ë	«�Ó���g�U
R�“�q�m �q�x�Ž�<�U�‰�‹

�p�K�”�\�q�›�M�O�€

1. 
¶�o�w i > d � 2 �q R-�C�� M �t�0�`�o H i
I (M ) = 0 �U
R�“�q�m�|

2. dim(R=I ) � 2 �T�m eR=I eR �w punctured spectrum Spec� ( eR=I eR) := Spec( eR=I eR)nf emg �U�È

�A�p�K�”�}

�H�Ë	«�Ó���g�t�x�Õ�M�º�™�U�K�”�}�\�w���g�x�| 1968�å�t Hartshorne[3] �t�‘�l�o�ù�è���7�.�t

�0�`�o	Â�Ì�^�•�|�Ú�™�w
Y���Á	t���t�0�`�o
R�“�q�m�\�q�U�'
Ý�^�•�h�} 1993�å�t
ª
: p �w	Ô�ù�›

Peskin-Szpiro[9]�U	Â�Ì�`�|�‰�å�t
ª
: 0 �w	Ô�ù�› Ogus[8]�U	Â�Ì�`�h�} 1977�å�t�x Hartshorne-

Speiser[5]�t�‘�l�o�| Frobenius �^�;�›�;�M�h�|
ª
: p �w	Ô�ù�w��	Â�Ì�U�)�Q�’�•�h�}�f�w�™ 1990

�å�t Huneke-Lyubeznik[4]�t�‘�l�o�|
ª
: 0 �q
ª
: p �›�à���`�s�M	Â�Ì�U�)�Q�’�•�h�}

��
ª
:�w	Ô�ù�x�Õ�å
��2�x�s�T�l�h�U�| 2018�å�t Hern�andez-Betancourt-Perez-Witt[6] �t�‘�l

�o
Æ
ü�0�s
Y���Á	t�� (p 2 mnm2 �›�¬�h�b ) �w�›���s	Ô�ù�t	Â�Ì�›�)�Q�h�¢
t�’�x�\�w���g�› 	ý�H�Ë

	«�Ó���g �q�z�œ�p�M�”�£�}�^�’�t 2021�å�t arXiv �t�K�[�’�•�h Zhang �w�Ó�è�Ó�æ�ï�Ä [10] �p�x
Æ
ü

�0�s	Ô�ù�t�H�Ë	«�Ó���g�U
R�“�q�m�\�q�›	Â�Ì�`�h�}�q�O�p�x
ü�0�`�o�M�”
Y���Á	t���¢ p 2 m2 �›

�¬�h�b�£�w	Ô�ù�w�ˆ�°�r�>�ð�J�p�K�”�}

�è��	��’�x
ü�0�`�o�M�”
Y���Á	t���w	ý�H�Ë	«�Ó���g�t���b�”�Z�€�›�æ�s�l�h�}	��A�L�›	\�‚�”
²

�t [6] �w	ý�H�Ë	«�Ó���g�t�m�M�o
†�Ì�b�”�}
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���g 1.5. ([6, Theorem 3.8]) (R; m) �›	Ò�(�.�U
ü�m���.�p�K�” d �Í�i
Æ
ü�0�s��
ª
:�w�ì
‹
Y���Á

	t���| I �› R �w� �Ã�ž�ç�q�b�”�} I �w�Ú�™�w�Ã	–
É� �Ã�ž�ç q �t�0�`�o dim(R=q) � 3 �U
R�“�q�m�q

�>���b�”�}�\�w�q�V�Ž�<�x�‰�‹�p�K�”�}

1. H d� 1
I (R) = 0.

2. Spec� (R=I ) �U�È�A�p�K�”�}

���g 1.5 �w	Â�Ì�p�x�|�Í�w�4�J�¢���g 1.5 �w I �U
É� �Ã�ž�ç�w	Ô�ù�£�U�›�t	O�A�p�K�” * 2�}

�4�J 1.6. ([6, Lemma 3.7]) (R; m) �›	Ò�(�.�U
ü�m���.�p�K�” d �Í�i
Æ
ü�0�s��
ª
:�w�ì
‹
Y���Á

	t���| p �› R �w
É� �Ã�ž�ç�q�b�”�}�\�w�q�V dim(R=p) � 3 �q�>���b�”�q�| H d� 1
p (R) = 0 �U
R�“

�q�m�}

�«�™ 1.7. 1. Cohen�w�Ï�����g�‘�“�Ž�<�U	H�O�}

�¢ a�£ d �Í�i
Æ
ü�0�ì
‹
Y���Á	t�� (R; m) �x C(k)[[x2; : : : ; xd]] �q�‰���p�K�”�}�h�i�` C(k) �x

	Ò�(�. k �U R=m �q�‰���p�K�”�‘�O�s�ì
‹�m�„
Ç�‹���p�K�”�}

�¢ b�£
ü�0�`�o�M�” d �Í�i
Y���Á	t�� (R; m) �x C(k)[[x1; : : : ; xd]]=(p � f ) ( f 2 m2) �q�‰���p

�K�”�}�«�Q�y Zp[[x; y]]=(p � xy) �x
ü�0�`�o�M�” 2 �Í�i
Y���Á	t���p�K�”�}

2. �Á	t
T�¬�w punctured spectrum �x�È�A�p�K�” (cf. [7, Exercise 15.6])�}�`�h�U�l�o�4�J 1.6

�t�S�M�o Spec� (R=p) �x�È�A�p�K�”�}

���o�t�4�J 1.6 �w	Â�Ì�w�“�t�›	\�‚�”�}

�4�J 1.6 �w	Â�Ì . p 2 p �w	Ô�ù�w�ˆ	Â�Ì�b�”�}�Ë�J 1.2 �‘�“�|�y�ì
¶�»

0 ! R
� p
��! R ! R=pR ! 0

�t�0�`�o�Õ�ì
¶�»

� � � ! H d� 2
p (R=pR) ! H d� 1

p (R)
� p
��! H d� 1

p (R) ! H d� 1
p (R=pR) ! � � � (1)

�U�˜�’�•�”�}�«�™ 1.7 �‘�“ R �x C(k)[[x2; : : : ; xd]] �q�‰���s�w�p R=pR �x d � 1 �Í�i
Y���Á	t���p

�K�”�}�‡�h p(R=pR) � R=pR �x
É� �Ã�ž�ç�s�w�p�«�™ 1.7.2 �‘�“ (R=pR)=p(R=pR) �w punctured

spectrum �x�È�A�p�K�”�}�`�h�U�l�o�s
ª
:�w�H�Ë	«�Ó���g�T�’ H d� 2
p (R=pR) = 0 �U�˜�’�•�”�}

�‘�l�o�Õ�ì
¶�» (1) �‘�“ H d� 1
p (R)

� p
��! H d� 1

p (R) �U�o�ù�p�K�”�}�\�\�p H d� 1
p (R) 6= 0 �q�>���b�”

�q�|�Ë�J 1.3 �‘�“�|�K�” 0 �p�s�M�i x 2 H d� 1
p (R) �q�×
µ
: n > 0 �U���O�`�o pn x = 0 �U
R�“�q

�m. �›�t p 2 p �‘�“ pn x = 0 �U
R�“�q�m�}�\�w�q�V n �x pn � 1x 6= 0 �q�s�”�‘�O�t�q�•�”�U�|�\�•�x

H d� 1
p (R)

� p
��! H d� 1

p (R) �U�o�ù�p�K�”�\�q�t�Ã	l�b�”�}�`�h�U�l�o H d� 1
p (R) = 0 �p�K�”�}

�f�‘�x���g 1.5 �›�i�t�`�o�|
ü�0�`�o�M�”	Ô�ù�‹�{�Q�”�‘�O�t�~�‘�b�”�\�q�›�è
ª�t�`�h�}�ð�J

�x�|
ü�0�`�o�M�”	Ô�ù�x R=pR �U
Y���Á	t���t�s�’�s�M�\�q�p�K�”�}�\�w�ð�J�›�r	«�b�”�h�Š�t�f�‘

�x�Í�w���g�›	Â�Ì�`�h�}

* 2 ���g 1.5 �w	��Á 1 ⇒ 2 �w	Â�Ì�x Huneke-Lyubeznik[4] �w	Â�Ì�›�f�w�‡�‡�&�;�b�”�\�q�U�p�V�”�}	��Á 2 ⇒ 1 �p�x I

�U
É� �Ã�ž�ç�w	Ô�ù�U�U	Â�Ì�p�V�•�y�|�™�x Huneke-Lyubeznik[4] �w	Â�Ì�U�&�;�p�V�”�}
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	����g 1. ([1, Theorem 3.4]) (R; m) �›
ª
: p > 0 �w d �Í�i
Y���Á	t���| I � R �›� �Ã�ž�ç�q�b�”�}


‡
Û
T
: i � 0 �t�0�`�o lR (H d� i
I (R)) < + 1 �q�>���b�”�}�\�w�q�V H i

I (R) �x�D	†�C���p�K�”�}�b

�s�˜�j�Ú�™�w
‡�µ�¼�  x 2 R �t�0�`�o H i
I (R) � x��! H i

I (R) �x
¶�ù�p�K�”�}

�f�‘�x�\�w���g�›� �;�`�o�|���g 1.5 �›�K�”�>���w�i�p
ü�0�~
Æ
ü�0�›�à���`�s�M	Â�Ì�›�)�Q�h�}

	����g 2. ([1, Theorem 1.1]) (R; m) �›	Ò�(�.�U
ü�m���.�p�K�”��
ª
:�w d �Í�i�ì
‹
Y���Á	t���|

I � R �›� �Ã�ž�ç�q�b�”�} I �w�Ú�™�w�Ã	–
É� �Ã�ž�ç q �t�0�`�o dim(R=q) � 3 �T�m lR (H 2
m(R=pR+

q)) < + 1 �U
R�“�q�m�q�>���b�”�}�\�w�q�V�Ž�<�x�‰�‹�p�K�”�}

1. H d� 1
I (R) = 0.

2. Spec� (R=I ) �x�È�A�p�K�”�}

	����g 2 �p�‹ I �U
É� �Ã�ž�ç�w	Ô�ù�|�m�‡�“�Í�w�4�J�U	O�A�p�K�”�}

�4�J 1.8. ([1, Lemma 4.4]) (R; m) �›	Ò�(�.�U
ü�m���.�p�K�”��
ª
:�w d �Í�i�ì
‹
Y���Á	t���| q �›

dim(R=q) � 3 �p�K�” R �w
É� �Ã�ž�ç�q�b�”�} J := pR + q �q�S�X�}�\�w�q�V lR (H 2
m(R=J)) < + 1

�q�>���b�”�q H d� 1
q (R) = 0 �U
R�“�q�m�}

�7�™�t�é�.�«�›	\�‚�”�}�Í�x
ü�0�`�o�M�”
Y���Á	t���w�Á	t�¯�×�Þ�é�´�”�w
‡	«�Ó�w�«�p�K�”�}

�« 1.9. ([1, Example 4.5]) k �›
ª
: p > 0 �w�E
:���.�| C(k) �›	Ò�(�.�U k �w�ì
‹�m�„
Ç�‹���q�b

�”�} R := C(k)[[X 1; X 2; X 3; X 4; Y1; Y2; Y3; Y4]]=(p� X i Yj )�| I = ( X 1; X 2; X 3; X 4) \ (Y1; Y2; Y3; Y4)

�q�S�X�}�\�w�q�V H 7
I (R) 6= 0 �U
R�“�q�m�}

�è���p�x	����g 1 �›�;�M�h�4�J 1.8 �w	Â�Ì�w�“�t�•�«�w�-�‰�M�O�›	º�p�b�”�}
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Rational function semifields of tropical curves are finitely

generated over the tropical semifield

東京都立大学大学院 理学研究科 数理科学専攻
宋珠愛 (Chue SON)

�“ �A

We prove that the rational function semi�eld of a tropical curve is �nitely generated as
a semi�eld over the tropical semi�eld T := ( R [ f�1g ; max; +) by giving a speci�c �nite
generating set.

1 Introduction

This manuscript is on tropical geometry. Tropical geometry is an algebraic geometry over
the tropical semi�eld T := ( R [ f�1g ; max; +), which is developing from the bigining of this
century. In tropical geometry, we study tropical varieties. Tropical varieties are polyhedral
complexes obtained from algebraic varieties by a limit operation calledtropicalization . Tropical
curves, one-dimensional tropical varieties, correspond to algebraic curves. In this manuscript,
an (abstract) tropical curve means a metric graph, i.e., the underlying metric space of the pair
(G; l ), where G is an unweighted, undirected, �nite, connected, nonempty multigraph that may
have loops (in what follows, we call such a multigraph agraph simply), l : E (G) ! R is a
length function, and E(G) stands for the set of edges ofG. For a tropical curve � , a map
f : � ! R [ f�1g is a rational function on � if f is a continuos piecewise a�ne function with
integer slopes, or a constant function of�1 . The set Rat(� ) of all rational functions on �
becomes a semi�eld overT with the pointwise maximum operation as its addition � and the
pointwise usual addition as its multiplication � . We call Rat( � ) the rational function semi�eld
of � . The following theorem is our main theorem:

Theorem 1. Let � be a tropical curve. Then, the rational function semi�eld Rat( � ) is �nitely
generated as a semi�eld overT .

This is a tropical analogue of the fact that the function �eld of an algebraic curve over C is
generated by two elements overC . To prove this theorem, the following lemma is our key:

Lemma 2 ([1, Lemma 2]). Let � be a tropical curve. Then, Rat( � ) is generated by all chip
�ring moves and all constant functions as a group with� as its binary operation.

Here, a chip �ring move CF(� 1; l ) is the rational function de�ned by the pair of a subgraph
� 1 and a number l 2 R > 0 as follows: CF(� 1; l )(x) := � minf dist( � 1; x); lg, where asubgraphis a
closed subset with a �nite number of connected components and dist(� 1; x) denotes the distance
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between � 1 and x. By this lemma, it is enough to �nd a �nite set of rational functions which
generates all chip �ring moves as a semi�eld overT .

Note that this manuscript is based on [2]. In [2], a tropical curve may have edges of length
1 . Even a tropical curve has an edge of length1 , the assertion of Theorem 1 holds.

2 Proof of Theorem 1

Let � be the tropical curve obtained from the pair (G; l ) of a graph G and a length function
l . Then, the pair (G; l ) is called a model for � . There are many possible models for� . We
frequently identify a vertex (resp. an edge) of G with the corresponding point (resp. the
corresponding closed subset) of� . The canonical model (G� ; l � ) for � is de�ned as follows: if �
is not homeomorphic to a circle, then letV (G� ) := f x 2 � j val(x) 6= 2g; otherwise, let V (G� ) be
consist of arbitrary one point of � , where val(x) denotes the minimum number of the connected
components ofU n f xg with any neighborhood U of x. Let G� be the graph which hasV(G� )
as its set of vertices and the set of all closures of connected components of� n V (G� ) as its set
of edges, andl � the length function which maps each edge ofG� to its length. Fix a direction
on edges ofG� . Let each e 2 E(G� ) be identi�ed with the interval [0 ; l � (e)] with this direction.
For each edgee 2 E(G� ), let xe = l � (e)

4 , ye = l � (e)
2 , and ze = 3l � (e)

4 . We de�ne rational functions

f e := CF
�

f yeg;
l � (e)

2

�
; ge := CF

�
f xeg;

l � (e)
4

�
; he := CF

�
f zeg;

l � (e)
4

�
:

Let d be the diameter of � , i.e., d = supf dist(x; y) j x; y 2 � g = max f dist(x; y) j x; y 2 � g. Let
R be the semi�eld generated byf e, ge, he for any e 2 E(G� ) and CF(f vg; d)(= � dist(v; �)) for
any v 2 V(G� ) over T . We will show that this semi�eld R coincides with Rat(� ).

In Algorithm 1, ei n S denotes the closure ofei nS, and if S consists of only one pointx, then
we write lx instead of l f xg.

Remark 3. Let � be a tropical curve and S1 a proper connceted subgraph of� . Let l � lS1

and S2 := f x 2 � j dist(S1; x) � lg. With a := min f k 2 Z > 0 j l=k � lS2 g, m := min f k 2
Z > 0 j lS2 =k � l=ag and any l0 > 0, by the de�nition of chip �ring moves, we have

CF
�

S2;
l
a

�
= CF

�
S1;

l
a

�
�

aK

k=1

K

x02 � :
dist( S1 ;x0)= kl

a

�
CF

�
f x0g;

l
a

�
�

l
a

�
;

CF
��

x 2 � j dist(S2; x) �
klS2

m

�
;
lS2

m

�
= CF

��
x 2 � j dist(S2; x) �

(k � 1)lS2

m

�
;
lS2

m

�

�
K

x02 � :

dist( S2 ;x0)=
kl S2

m

�
CF

�
f x0g;

lS2

m

�
�

lS2

m

�
;

CF(S2; lS2 ) =
�

CF
�

S2;
l
a

�
�

�
�

lS2

m

��
�

m� 1K

k=1

CF
��

x 2 � j dist(S2; x) �
klS2

m

�
;
lS2

m

�
;

and
CF(S1; l + l0) = CF( S1; l ) � CF(S2; l0):
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Algorithm 1
Input: � : a tropical curve

E(G� ) = f e1; : : : ; eng : a labeling of edges of the canonical model for�
S : a proper connected subgraph of�

Output: lS
1: i  1
2: while i � n do
3: if ei \ S = ∅ then
4: l i  (the diameter of � ); i  i + 1
5: else f S � ei g
6: l i  (the diameter of � ); i  i + 1
7: else f S � @ei g
8: l i  (the length of ei n S)=2; i  i + 1
9: else f S � e�

i g
10: l i  minf dist(S; x) j x is one of the endpoints ofei g; i  i + 1
11: else
12: l i  (the length of ei n S); i  i + 1
13: end if
14: end while
15: lS  minf l1; : : : ; lng
16: return lS

Lemma 4. Let e be an edge ofG� and v; w the endpoint(s) of e (possibly v = w). Let x be in
en f v; wg. Then, CF(f xg; lx ) 2 R.

Proof. If x is the midpoint of e, then CF(f xg; lx ) = f e 2 R. Suppose thatx is not the midpoint
of e. Assume that 0 < l x � l � (e)

4 and ge(x) = � l � (x)
4 . Then

CF(f xg; lx ) =
��

l � (e)
2

� lx

�
� f e �

�
lx �

l � (e)
2

�
� f � (� 1)

e

� � (� 1)

�
�

�
l � (e)

4

�
� g� (� 1)

e � (� lx ) 2 R:

Similarly, if 0 < l x � l � (e)
4 and he(x) = � l � (e)

4 , then CF(f xg; lx ) 2 R.
When l � (e)

4 < l x � l � (e)
3 and ge(x) = � l � (e)

4 , we have

CF(f xg; lx ) =
��

l � (e)
2

� lx

�
� f e �

�
lx �

l � (e)
2

�
� f � (� 1)

e

� � (� 1)

�
��

�
l � (e)

4

�
� g� (� 1)

e

� � 2

� (� lx ) 2 R:

Similarly, if l � (e)
4 < l x � l � (e)

3 and he(x) = � l � (e)
4 , then CF(f xg; lx ) 2 R.
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When l � (e)
3 < l x < l � (e)

2 and ge(x) = � l � (e)
4 , we have

CF(f xg; l � (e) � 2lx ) =
��

l � (e)
2

� lx

�
� f e �

�
lx �

l � (e)
2

�
� f � (� 1)

e

� � (� 1)

�
��

�
l � (e)

4

�
� g� (� 1)

e

� � 2

� (2lx � l � (e)) 2 R:

Similarly, if l � (e)
3 < l x < l � (e)

2 and he(x) = � l � (e)
4 , then CF(f xg; l � (e) � 2lx ) 2 R.

Let x be in the �fth case. Since

CF
��

x1 2 � j dist(x; x 1) �
l � (e)

2
� lx

�
;
l � (e)

2
� lx

�

= CF
�

f xg;
l � (e)

2
� lx

�
�

K

x12 e:
dist( x;x 1 )= l � ( e)

2 � lx

�
CF

�
f x1g;

l � (e)
2

� lx

�
�

�
l � (e)

2
� lx

��
2 R;

with inputs l = l � (e)
2 � lx , S1 = f x1 2 � j dist(x; x 1) � l � (e)=2 � lxg in Remark 3, we have

CF(f xg; lx ) 2 R.
When x is in the sixth case, by the same argument, we have CF(f xg; lx ) 2 R.

Note that lx coincides with min(dist(x; v); dist(x; w)) in the setting of Lemma 4.
By Remark 3 and Lemma 4, we prove the following three lemmas.

Lemma 5. For any x 2 � and any positive real numberl , CF(f xg; l ) is in R.

Proof. For any x 2 � and l > 0, by the de�nition of chip �ring moves, we have CF( f xg; l ) =
CF(f xg; d) � (� l ). Hence it is su�cient to check that CF( f xg; d) 2 R. If x 2 V (G� ), then
CF(f xg; d) 2 R.

Suppose that there exists an edgee 2 E(G� ) which does not havex as an endpoint. Consid-
ering Remark 3 with l = lx ; S1 = f xg, by Lemma 4, we have

CF(S2; lS2 ) 2 R

and
CF(S1; l + lS2 ) = CF( S1; l ) � CF(S2; lS2 ) 2 R:

SinceS2 contains a lot of whole edges ofG� more than S1 and the set of edges ofG� is �nite,
by repeating inputs of l = lS2 , S1 = S2 in Remark 3, we have CF(f xg; d) 2 R.

Lemma 6. For any proper connected subgraph� 1 and any positive real numberl , CF(� 1; l ) is
in R.

Proof. By Lemma 5, if � 1 consists of only one point, then we have the conclusion. Assume that
� 1 does not consist of only one point.

Suppose that � 1 contains no whole edges ofG� and that there exists an edgee 2 E(G� )
containing � 1. Let x1 and x2 be the endpoints of� 1. Let x be the midpoint of � 1. By Lemma
5, for any positive real number l , we have

CF(� 1; l ) =
h
f CF(f xg; l + dist( x1; x)) � dist(x1; x)g� (� 1) � 0

i � (� 1)
2 R:
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Suppose� 1 contains p edges. Let@�1 [ (V (G� ) \ � 1) = f x1; : : : ; xqg. We may assume that
x1; : : : ; xq are distinct. Let � 11; : : : ; � 1s be connected components of� 1nf x1; : : : ; xqg. For a su�-
ciently small positive real number " , let � 0

1i be the connected subgraphf x 2 � 1i j for any j; dist(x; x j ) �
"g of � . Then, we have

CF(� 1; " ) =

( qM

k=1

CF(f xkg; " )

)

�
sK

k=1

�
" � CF(� 0

1k ; " )
�

:

The last divisor is in the �rst case, and thus it is in R. By inputting l = " , S1 = � 1 and by
repeating inputs l = lS2 , S1 = S2 in Remark 3, we have CF(� 1; d) 2 R. From this, for any l > 0,
we have CF(� 1; l ) = CF( � 1; d) � (� l ) 2 R.

Lemma 7. For any proper subgraph� 1 and any positive real numberl , CF(� 1; l ) is in R.

Proof. Let � 1 be a proper subgraph of� . Let s be the number of connected components of
� 1. If s = 1, then the conclusion follows Lemma 6. Assumes � 2. Let � 0

1; : : : ; � 0
s be all the

distinct connected components of� 1. For l0 > 0, let � 0
k (l0) := f x 2 � j dist( � 0

k ; x) � l0g. If l0

is su�ciently small, then the intersection of � 0
1(l0); : : : ; � 0

s(l0) is empty. Let l01 be the minimum
value of l0 such that this intersection is nonempty. By induction on s, CF (

S s
k=1 � 0

k (l01); d) 2 R.
On the other hand,

CF(� 1; l01) =
sM

k=1

CF(� 0
k ; l01) 2 R:

Hence

CF(� 1; d) = CF( � 1; l01) � CF

 
s[

k=1

� 0
k (l01); d

!

2 R:

In conclusion, for any l > 0, we have

CF(� 1; l ) = CF( � 1; d) � (� l ) 2 R:

From Lemmas 2, 5, 6, 7, we have Theorem 1.
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`�Ò�2�?��
:�q�M�O�y�/�$�s��
:�›�;

�M�o�G	\�p�V�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” . �Š�Ø�p�x , Hesse cubic �Â
¢�t�0�`�o�f�w�è�ª�á�è�”�»�”�›

�-�‰�` , �°
`�Ò�2�?��
:�• Kampé de Fériet �w�Ò�2�?��
:�p�G	\�p�V�”�\�q�›	º�p�b�” .

1 �è�ª�á�è�”�»�”�ø
þ


:�æ�2�?�¶�w�Z�€�0	Å�x	��t�E
:���7�.�q�M�O , �M�X�m�T�w���ò�Ü�w�µ�:	B�ù�p
¯�^�•�”
$���p�K

�” . �E
:���7�.�t
Ç
5�b�” L ��
:�w
T
:�:�p�w�‹�x�›	��‹ * 1�q�z�y�•�” . L ��
:�w�›	��‹�x�E
:���7

�.�w
Æ�!�”�q�A�|�m�M�o�M�”�q	ô�a�’�•�o�S�“ , �y�X�T�’�Z�€�U�s�^�•�o�M�” . ���Ê�s�«�q�`�o , �Ž�<

�p�•�[�”�¨
:�¬�Ü�U�K�[�’�•�” . K �›�E
:�. , X = SpecK �q�b�”�q , X �w L ��
:�x Dedekind �¸�”

�»��
:

� K (s) =
X

a

1
(N a)s =

Y

p

1
1 � (N p) � s (s 2 C)

�q�°�•�b�” . �h�i�` , �è�x OK �w 0 �p�s�M
T� �Ã�ž�ç
¶�.�›�ˆ�V , N a �x a �w�Ê�ç�Ü * 2�›
¯�b . �‡�h ,

p �x 0 �p�s�M
É� �Ã�ž�ç
¶�.�›�ˆ�X . K = Q �w�q�V�x , �y�/�$�s Riemann �¸�”�»��
:

� Q(s) =
1X

n =1

1
ns =

Y

p:prime

1
1 � p� s

�q�s�” . r 1 �› K �w�î
É�:�w�x
: , r 2 �›
ó
É
É�:�w�x
:�q�` , n = r 1 + 2 r 2 �q�S�X .

ZK (s) =

 p
jdK j

2r 2 �
n
2

! s

�( s=2)r 1 �( s)r 2 � K (s)

�q�S�X�q , ��
:�s�Ü
ZK (1 � s) = ZK (s)

�U
R�“�q�m . �\�\�p , dK �x�E
:�. K �w
Q���Ü , �( s) �x�¨�ï�Ú��
:�›
¯�b . Dedekind �¸�”�»��
:�x�ž

�Ó�æ�¦�æ�t�x Re(s) > 1 �p�`�T	)���`�s�M�U , 	Í�G�w��
:�s�Ü�›�;�M�o C 
¶�.�t���g���t�r
s
€���b

�”�\�q�U�p�V�” * 3.

* 1 
Y�¬�t�x L ��
:�›�ƒ
:�2�‰�`�h�q�V�w
Œ�„�ò�w��
: .
* 2 OK =a �w�i�w�x
: .
* 3 s = 1 �p�w�ˆ 1 �•�w�Ã�›�‹�j , �f�w���w�:�p�x
Y���p�K�” .
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���g 1.1 (�¨
:�¬�Ü ). � �
K (0) �› � K (s) �w s = 0 �p�w
Œ�„�ò�w��
: * 4�q�b�” . �\�w�q�V ,

� �
K (0) = �

hK RK

wK

�\�\�p , hK = #Pic( OK ) �x�¨
: , wK = # O�
K; tor , RK �x�è�ª�á�è�”�»�”�p�K�“ * 5, �f�•�g�•�E
:�.

K �t
Ç
5�b�”
Æ�!�”�p�K�” .

RK �x�Í�w�‘�O�t���[�^�•�” . � 1; : : : ; � r 1 �›�î�’�Š���ˆ , � r 1 +1 ; : : : ; � n �›�•�’�Š���ˆ�p � r 1 + r 2 + i =

� r 1 + i (i = 1 ; 2; : : : ; r 2) �›�¬�h�b�q�b�” . �y�/�$�s�è�ª�á�è�”�»�”�ø
þ�›

r : O�
K 
 Z Q � Q !

Y

� i :K, ! C

R = Rr 1 + r 2 ; u 2 O �
K �y 7! (N i log j� i (u)j) i

�p���[�b�” . �h�i�` ,

N i =
�

1 (1 � i � r 1)
2 (r 1 + 1 � i � r 1 + r 2)

�p�K�“ , �H 2 
R
ü�w Q �x�0�¯�$�t�’�Š���‰ . �\�w�q�V , Dirichlet �w�o
:���g�T�’ r 
 Q R �x�‰���q�s

�”�w�p , Im( r ) �x Rr 1 + r 2 �w Q �¨�  * 6�q�s�“ , RK �›�f�w�¨� �w�,�Š�–�¬�w�.
u�q�`�o���[�b�” .

�« 1.2. K = Q(
p

2) �q�b�”�q , r 1 = 2 , r 2 = 0 �p�K�“ , O�
K

�= f (1 +
p

2)n j n 2 Zg �p�K�” . �`�h

�U�l�o , RK = log(1 +
p

2) �p�K�” .

hK ; wK 2 Z � 1 �p�K�”�\�q�t�«�™�b�”�q , �è�ª�á�è�”�»�”�x Dedekind �¸�”�»��
:�w�›	��‹�w�Ò�ý


æ
ü�›�G	\�`�o�M�”
Æ�!�”�p�K�”�\�q�U�_�o	��•�” .

k �›�E
:�.�q�b�” . k 	Í���[�^�•�h�È�’�T�s�ù�è�E
:���7�. X �t�0�`�o , SpecC �q�w�Ñ�•� �Ì�”


u�› X C �q	{�X . Q(n) = (2 �i )n Q �q�S�X . �\�w�q�V , �ô�Í Chern �¦
ª�w�g�æ�›�;�M�”�\�q�p�è�ª�á

�è�”�»�”�ø
þ * 7

reg : H i +1
M (X C; Q(n)) ! H i +1

D (X C; Q(n))

�›���[�b�”�\�q�U�p�V�” (cf. [12]). �\�\�p , �(�%�x�Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�q�z�y�•�”�E
:�$ K

���›�;�M�o���[�^�•�” Q �Õ�«�Ä�ç�í�� , �È�%�x Deligne �¯�×�Þ�é�´�”�q�z�y�•�” Deligne 
ó�.�w�¯

�×�Þ�é�´�”���p�K�” (	Ä�`�M���[�x [12] �›�€	° ). �›�t , X = Spec K , i = 0, n = 1 �w	Ô�ù�›�ß�Q�”

�q , 	Í�w�è�ª�á�è�”�»�”�x

reg : (K 
 Q C) � 
 Z Q !
Y

� :K, ! C

(C=Q(1))

�q�s�” . �\�•�t�’�Š���ˆ

O�
K 
 Z Q ,! K � 
 Z Q ,! (K 
 Q C) � 
 Z Q

* 4 s = 1 �p 1 �•�w�Ã�›�‹�m�\�q�T�’��
:�s�Ü�‘�“ ords=0 � K (s) = r 1 + r 2 � 1 �q�s�”�w�p ,

� ∗
K (0) = lim

s→0
s−r 1 −r 2 +1 � K (s):

* 5 Pic( OK ) �x SpecOK �w�¼� �¨�� , O∗
K; tor �x
T
:�� O∗

K �w�ç�•
æ
ü���›
¯�b .
* 6 V �› R �Õ�«�Ä�ç�í���q�`�h�q�V , 
æ
ü Q �Õ�«�Ä�ç�í�� H �U Q �¨� �p�K�”�q�x , H 
 Q R �= V �U
R�“�q�m�\�q�p�K�” .
* 7 �‘�“�°
`�t�Þ�½�”�Ñ�t�0�`�o�‹�‰�7�t�è�ª�á�è�”�»�”�ø
þ�›���[�b�”�\�q�U�p�V�” .

148



�q�ù�è Y

� :K, ! C

(C=Q(1)) !
Y

� :K, ! C

R

�›�ù
R�`�h�‹�w�x�y�/�$�s�è�ª�á�è�”�»�”�ø
þ�q�°�•�b�” . �`�h�U�l�o , �E
:�� �7�.�w�è�ª�á

�è�”�»�”�ø
þ�x�E
:�.�w�è�ª�á�è�”�»�”�ø
þ�w�°
`�=�p�K�”�\�q�U�_�o	��•�” . �¨
:�¬�Ü�‰�7 , �è

�ª�á�è�”�»�”�ø
þ�›�–�l�o L ��
:�w�›	��‹�w�Ò�ý
æ
ü�›�G	\�b�”�\�q�U�p�V�”�q�'
Ý�^�•�o�M�”

(Beilinson �'
Ý , [3])

�\�\�p�x , X �› C 	Í���[�^�•�h�È�’�T�s�ù�è�E
:���7�.�q�` , i = 1, n = 2 �w	Ô�ù�›�ß�Q�” . X (1)

�p X �w�(�Í�i 1 �w	B�ù�›
¯�b�\�q�t�b�” . �\�w�q�V , �Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�x

H 2
M (X; Q(2)) = Ker

0

@K M
2 (C(X )) 
 Q

T 
 Q
���!

M

x 2 X (1)

C(x) � 
 Q

1

A

�q�‰���p�K�” (cf. [10]). �\�\�p , C(X ) �x X �w��
:�. , K M
2 (C(X )) �x�Û�ç�Æ�” K ���q�z�y�•�”�³�ï

�Ø�ç f f; g g 2 C(X ) � 
 C(X ) � �p
\
R�^�•�”���› f f; 1 � f g = 0 ( f 6= 0 ; 1) �q�M�O���� * 8�p�Â�l�h

�ž�”�Õ�ç���p�K�” . T = ( Tx ) �x Tame �³�ï�Ø�ç�q�z�y�•�”�ø
þ�p�K�“ ,

Tx (f f; g g) = ( � 1)ord x ( f )ord x (g)

 
f ord x (g)

gord x ( f )

!

(x)

�p���[�^�•�” . �‡�h Deligne �¯�×�Þ�é�´�”�t�‹

H 2
D (X; Q(2)) ��! H 1(X (C); C=Q(2)) = Hom( H1(X (C); Z); C=Q(2))

�q�M�O�‰���U�K�” * 9(cf. [12]). �Ž�™�Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�q Deligne �¯�×�Þ�é�´�”�›	Í�w�‰��

�›�è�`�o�È�%�q�‰�°�¹�` , �è�ª�á�è�”�»�”�ø
þ

reg : H 2
M (X; Q(2)) ! Hom(H1(X (C); Z); C=Q(2)) ; f f; g g 7! (
 7! hreg(f f; g g) j 
 i )

�›	Ä�`�X�ß�o�b�” .

2 �Ò�2�?��
:

�\�w
…�p�x�°
`�Ò�2�?��
:�•�f�w 2 �!
:�•�w�¦�Á�p�K�” Kamp�e de F�eriet �w�Ò�2�?��
:�w
î	6

�›�b�” . �y�/�$�t�Œ�’�•�o�M�”�Ò�2�?��
:�x Gauss�w�Ò�2�?��
:�q�z�y�•�”�Í�p���[�^�•�”��
:�p

�K�” .

2F1

�
a; b
c

�
�
�
� x

�
:=

1X

n =0

(a)n (b)n

(c)n

xn

n!
:

* 8 Steinberg relations �q�M�O.
* 9 H 1 (H 1 ) �x�f�•�g�• Betti �¯�×�Þ�é�´�” ( �×�Þ�é�´�” ) �p�K�” . �\�•�x . X (C) �›
ó
É���7�.�q�_�s�`�h�q�V�w�•
ì�$

�¯�×�Þ�é�´�” ( �×�Þ�é�´�” ) �p�K�” .
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�\�\�p , (a)n := �( a + n)=�( a) = a(a + 1) � � � (a + n � 1) �x Pochhammer �G�ø�›
¯�b . �\�w��
:�w

�Í�å�Ý�”�»�”�›�°
`�=�b�”���p�°
`�Ò�2�?��
:

r Fs

�
a1; : : : ; ar

b1; : : : bs

�
�
�
� x

�
:=

1X

n =0

(a1)n � � � (ar )n

(b1)n : : : (bs)n

xn

n!

�U���[�^�•�” . �‡�h�°
`�Ò�2�?��
:�w 2 �!
:�•�w�¦�Á�q�`�o Kamp�e de F�eriet �w�Ò�2�?��
:

F A ;B ;B 0

C ;D ;D 0

�
a1; : : : ; aA

c1; : : : ; cC
;
b1; : : : ; bB

d1; : : : ; dD
;
b0

1; : : : ; b0
B 0

d0
1; : : : ; d0

D 0

�
�
�
� x; y

�

:=
1X

m;n =0

Q A
i =1 (ai )m + n

Q B
i =1 (bi )m

Q B 0

i =1 (b0
i )n

Q C
i =1 (ci )m + n

Q D
i =1 (di )m

Q D 0

i =1 (d0
i )n

xm yn

m!n!
:

�U���[�^�•�” [5]. �\�•�’�w�ƒ
:�x�°
`�t jxj < 1, jxj; jyj < 1 �p	)���b�”�U , �Í�å�Ý�”�»�”�U�K�”	Ú

�E�›�¬�h�d�y�f�w�¥�„ x = 1, x = y = 1 �p�‹	)���b�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” (cf. [7]).

�« 2.1 (Euler-Gauss�w�è�¬�Ü , cf. [2, 1.3]). Re(a) + Re( b) < Re(c), c �U
Û�w
T
:�p�s�M�q�V ,

2F1

�
a; b
c

�
�
�
� 1

�
=

�( c)�( c � a � b)
�( c � 1)�( c � b)

:

Kapm�e de F�eriet �w�Ò�2�?��
:�w�Í�å�Ý�”�»�”�U�›	��s	Ô�ù�t�x�°
`�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�b

�”�\�q�‹�p�V (cf. [6, 9]), �«�Q�y�Ž�<�w�‘�O�s�A�L�U�Œ�’�•�o�M�” .

���g 2.2 ([6, (2.2)]).

F 1;2;1
1;1;0

�
a
b
;
b� e; c

d
;

e
�

�
�
�
� z; z

�
=

1
(1 � z)a 3F2

�
a; b� e; d� c

b; d

�
�
�
�

z
z � 1

�
:

3 �è�ª�á�è�”�»�”�q�Ò�2�?��
:

�°
`�Ñ�•� �Ì�”�t
X t = f � 1(t) : (xn � 1)(ym � 1) = 1 � t

�›�‹�m�Ñ�•� �Ò�è�”�³�ã�ï f : X ! P1 �›�ß�Q�” . �\�•�x�Ç
Ô�¯�•�G�ö�¯�t�‘�l�o���[�^�•�h

Fermat ���w�Ò�2�?�Ñ�•� �Ò�è�”�³�ã�ï�q�z�y�•�”�E
:���7�.�w�� * 10 �p , �f�w	*�8�•�è�ª�á�è�”

�»�”�U�°
`�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�p�V�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” [1, 4]. �Ú�™�w i; j (1 � i � n � 1,

1 � j � m � 1) �t�0�`�o , ai := 1 � i=n, bj := 1 � j=m �q�b�” . �‡�h , ! i;j �›
Y��
•
ü���Ü

! i;j = x i � 1yj � 1 m� 1

ym � 1(xn � 1)
dx

�q�b�” . �\�w�q�V , �K�”�•
ì�$ 1 �±� �«�ç � �U���O�`�o	*�8�x

Z

�
! i;j = �

1
nm

� 2�
p

� 12F1

�
ai ; bj

1

�
�
�
� 1 � t

�

* 10 �Ò�2�?�Ñ�•� �Ò�è�”�³�ã�ï�x Fermat ���w���t�‹ Gauss ���•�*���Ñ�•� �Ò�è�”�³�ã�ï�s�r�w�«�U�K�” . �Ç
Ô�¯�x [1] �p

�f�•�’�w�è�ª�á�è�”�»�”�‹�-�‰�` , �°
`�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�`�o�M�” .

150



�q Gauss�w�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�b�”�\�q�U�p�V�” . K 2 �è�ª�á�è�”�»�”�‹�‰�7�t�°
`�Ò�2�?��
:

4F3 �›�;�M�o�G	\�b�”�\�q�U�p�V�” .

���g 3.1 ([1, Theorem 3.2]). �K�”�Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�w�i � (� 1; � 2) �q�K�”�•
ì�$ 1 �±� 

�«�ç � �U���O�`�o , �Ú�™�w j1 � t j < 1 �t�0�`�o modulo Q(1) �p

1

2�
p

� 1
hreg(� (� 1; � 2)jt ) j � i = � log(nm(1 � � 1)(1 � � 2)) + log(1 � t)

+
n � 1X

i =1

m � 1X

j � 1

(1 � � � i
1 )(1 � � � j

2 )
nm

� ai bj (1 � t)4F3

�
ai + 1 ; bj + 1 ; 1; 1

2; 2; 2

�
�
�
� 1 � t

�

�U
R�“�q�m . �h�i�` , � 1; � 2 6= 1 �x�f�•�g�• 1 �w n 	Ð���q m 	Ð���p�K�” .

	Â�Ì�w�M
��›���o�t	\�‚�” . 	Â�Ì�x (1) �Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�w�i�w�Ï
R , (2)dlog �ø
þ�w�-

�‰, (3) �è�ª�á�è�”�»�”�w�-�‰ (��
:�ò�›	†�X ), (4) ��
:�ò�w�>���q�M�O�w 4 �µ�Â�¿�Ó�t
ü�T�•�” . �‡

�c�x�Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�w�i

� (� 1; � 2) :=

(
x � 1
x � � 1

;
y � 1
y � � 2

)

2 H 2
M (X nY;Q(2))

�›�Ï
R�b�” . �\�\�p , Y = f � 1(1) �p�K�” . �\�•�w dlog �ø
þ

dlog : H 2
M (X nY;Q(2)) ! �( X; 
 2

X (log Y)) ; f f; g g 7!
df
f

^
dg
g

�w
þ�›���[�t�`�h�U�l�o�-�‰�b�”�q

dlog(� (� 1; � 2)) = �
n � 1X

i =1

m � 1X

j =1

(1 � � � i
1 )(1 � � � j

2 )
dt

t � 1
! i;j

�U�˜�’�•�” . �è�ª�á�è�”�»�” F (t) = hreg(� (� 1; � 2)jt ) j � i �x t �t���b�”�Á	t
Y����
:�t�s�”�U , �f�w


•
ü�U dlog �ø
þ�›�;�M�o�G	\�p�V�”�\�q ([1, Proposition 3.1]), �b�s�˜�j

1

2�
p

� 1

dF
dt

= �
n � 1X

i =1

m � 1X

j =1

(1 � � � i
1 )(1 � � � j

2 )
1

t � 1

Z

�
! i;j

�q�s�”�\�q�q , 	*�8�U�Ò�2�?��
:�p
¯�d�”�\�q�›�–�O�q

1

2�
p

� 1
F (t) = C0 + C1 log(1 � t)

+
n � 1X

i =1

m � 1X

j � 1

(1 � � � i
1 )(1 � � � j

2 )
nm

� ai bj (1 � t)4F3

�
ai + 1 ; bj + 1 ; 1; 1

2; 2; 2

�
�
�
� 1 � t

�

�q�-�‰�p�V�” . ��
:�ò�w
æ
ü�›�x���t�^�æ�b�”�\�q�t�‘�l�o���g�›�˜�” .
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4 Hesse cubic�Â
¢�w	*�8�q�è�ª�á�è�”�»�”

Hesse cubic�Â
¢
f : X ! P1; X t = f � 1(t) : x3 + y3 + 1 = 3 txy

�›�ß�Q�” . 1 �w�j�• 3 	Ð�� e2�i= 3 �› � �p
¯�` , Y = f � 1(1) [ f � 1(� ) [ f � 1(� 2) [ f � 1(1 ) �q�b�” . �\

�w�q�V , f �x X nY �p�È�’�T�p�K�” .

�4�J 4.1 ([11]). �Ú�™�w jt j < 1 �t�0�`�o , X t 	Í�w
•
ü���Ü�›

! Hes =
dy

x2 � ty
; � Hes =

xydy
x2 � ty

�q�S�X . �\�w�q�V , f ! Hes; � Hesg �x H 1
dR (X t (C)) �w�,���t�s�” .

Hesse cubic�Â
¢�w	*�8�x Gauss�w�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�b�”�\�q�U�p�V�” .

���g 4.2 ([8, 11]). �Ú�™�w jt j < 1 �t�0�`�o , X (C) 	Í�w�•
ì�$ 1 �±� �«�ç � �U���O�`�o

Z

�
! Hes = � (1 � � )B 1

3
2F1

�
1
3 ; 1

3
2
3

�
�
�
� t3

�
+ (1 � � 2)B 2

3
t2F1

�
2
3 ; 2

3
4
3

�
�
�
� t3

�
;

Z

�
� Hes = � (1 � � 2)B 2

3
2F1

�
� 1

3 ; 2
3

1
3

�
�
�
� t3

�
�

1 � �
2

B 1
3
t2

2F1

�
1
3 ; 4

3
5
3

�
�
�
� t3

�
:

�\�\�p , Bs �x�Õ�”�»��
: B (s; s) �›
¯�b .

Hesse cubic�Â
¢�w�è�ª�á�è�”�»�”�‹	*�8�q�‰�7�t , �f�w�‹�›�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�b�”�\�q�U

�p�V�” .

���g 4.3 ([11]). �K�”�Þ�½�ð�Ÿ�¿�«�~�¯�×�Þ�é�´�”�w�i � 1 , � Hes 2 H 2(X nY;Q(2)) �q�•
ì�$�±� �«

�ç 
 2 H 1(X; Q) �U���O�`�o , modulo Q(2) �p�Í�U
R�“�q�m .

1. �Ú�™�w jt j < 1, Re(t) < 1
2 �t�0�`�o

hreg(� 1 jt ) j 
 i

= �
9� 2

(1 � t3)
1
3
B 1

3
t3F2

�
1
3 ; 1

3 ; 1
3

4
3 ; 2

3

�
�
�
�

t3

t3 � 1

�
�

9�

2(1 � t3)
2
3
B 2

3
t2

3F2

�
2
3 ; 2

3 ; 2
3

5
3 ; 4

3

�
�
�
�

t3

t3 � 1

�
:

2. �Ú�™�w jt j < 1 �t�0�`�o ,

hreg(� Hes jt ) j 
 i = � (1 � � )B 1
3
t3F2

�
1
3 ; 1

3 ; 1
3

4
3 ; 2

3

�
�
�
� t3

�
+ (1 � � 2)B 2

3

t2

2 3F2

�
2
3 ; 2

3 ; 2
3

5
3 ; 4

3

�
�
�
� t3

�
:

�Ï
R�T�’ � Hes �x H 2
M (X nY;Q(2)) �w�¤�p

� Hes = � 1 + � � + � � 2

�q
ü�r�b�”�\�q�U�p�V�” . �¤�‘ �t �0�`�o�f�w�è�ª�á�è�”�»�”�w�‹�›�-�‰�b�”�\�q�p , �f �•�’ �›

Kamp�e de F�eriet �w�Ò�2�?��
:�›�;�M�o�G	\�b�”�\�q�U�p�V�” . t 2 Pnf 1; �; � 2; 1g �t�0�`�o ,
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F1 : X t (C) ! X t (C) �›�Á�v�Ñ�é�Õ�Ç�µ�ø
þ * 11�q�` , H1(X t (C); Z)F1= � 1 �› F1 �U � 1 
��p�^�;�b

�”�{���í���›
¯�b . �\�w�q�V , �è�ª�á�è�”�»�”�w�‹�¬�›

Hom(H1(X t (C); Z)F1= � 1; C=Q(2)) ! Hom(H1(X t (C); Q)F1= � 1; R(1))

! Hom(H1(X t (C); Q)F1= � 1; R)

�t
M�v�`�h�‹�w�›�î�è�ª�á�è�”�»�”�q�‘�| , reg �q�w�ù
R�› regR �q
¯�b . �\�\�p , 1 �m�è�w�ø
þ�x�ù

�è C=Q(2) ! R(1) =
p

� 1R, 2 �m�è�w�ø
þ�x�‹�¬�t (2�
p

� 1)� 1 �›�T�Z�”�\�q�p�˜�’�•�” .

���g 4.4 ([11]). jt j < 1 �›�¬�h�b�Ú�™�w t 2 R �t�0�`�o , �K�” 
 2 H1(X t (C); Q)F1= � 1 �U���O�`

�o , �Í�U
R�“�q�m .

regR(� 1jt )( 
 ) =

p
3

4�

 

K 1(t) + K 2(t) �
3
2
K 3(t) + 2 C

!

;

regR(� � jt )( 
 ) =

p
3

4�

 

K 1(t) � 2K 2(t) �
3
2
K 3(t) � C

!

;

regR(� � 2 jt )( 
 ) =

p
3

4�
(K 1(t) + K 2(t) + 3 K 3(t) � C) ;

�\�\�p ,

K 1(t) = B 1
3
t3F2

�
1
3 ; 1

3 ; 1
3

4
3 ; 2

3

�
�
�
� t3

�
+ B 2

3
t2

3F2

�
2
3 ; 2

3 ; 2
3

5
3 ; 4

3

�
�
�
� t3

�
;

K 2(t) = B 1
3
t3F 1;2;1

1;1;0

�
1
2
;

1
3 ; 1

3
2
3

;
1
�

�
�
�
� t3; t3

�
� B 2

3
t3F 1;2;1

1;1;0

�
1
2
;

2
3 ; 2

3
4
3

;
1
�

�
�
�
� t3; t3

�
;

K 3(t) = B 1
3
t2F 1;2;1

1;1;0

�
2
3
5
3
;

1
3 ; 1

3
2
3

;
1
�

�
�
�
� t3; t3

�
�

B 2
3

2
t4F 1;2;1

1;1;0

�
4
3
7
3
;

2
3 ; 2

3
4
3

;
1
�

�
�
�
� t3; t3

�
;

C = 3B 1
3

3F2

�
1
3 ; 1

3 ; 1
4
3 ; 2

3

�
�
�
� 1

�
�

3
2
B 2

3
3F2

�
2
3 ; 2

3 ; 1
5
3 ; 4

3

�
�
�
� 1

�
:

���g 4.3, ���g 4.4 �w	Â�Ì�x , ��
:�ò�Ž�Ž�w
æ
ü�t���`�o�x���g 3.1 �q�‰�a	��O�›�;�M�”�\�q�t�‘�l

�o�˜�’�•�” . ��
:�ò�w
æ
ü�x , t = 0 �p�w�Ñ�•� �Ì�”�w�7� �›�x���t�ˆ�”�\�q�p�>���b�”�\�q�U�p

�V�” .
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放物接続のモジュライ空間の双有理構造

神戸大学大学院 理学研究科 数学専攻
松本 孝文 (Takafumi MATSUMOTO)

概 要
放物接続とは線形微分方程式系の幾何学的対応物であり、そのモジュライ空間はパンルヴェ方程式や

幾何学的ラングランズ対応と密接に関係している。放物接続を調べる方法として放物ベクトル束や見かけ
の特異点との関係を探る方法があり、射影空間上で 2階の場合はこれによりモジュライ空間の構造が把握
されていた。本講演ではこれらの詳細を述べるとともに、モジュライ空間の双有理構造について 2階で種
数が一般の場合に得られた結果を紹介する。

1 導入
複素領域上の線形微分方程式系に対しモノドロミー表現と呼ばれる基本群の表現が定まる．モノドロミー
表現を変えないような微分方程式の変形はモノドロミー保存変形と呼ばれ，ある非線形微分方程式を用い
て特徴付けられることが知られている．R. Fucksは P1 上の 4 点で確定特異点のみをもつ 2階線形微分方
程式のモノドロミー保存変形の非線形微分方程式としてパンルヴェ第 VI 方程式が現れることを発見した．
この研究がきっかけとなり，今日では線形微分方程式系のモノドロミー保存変形により得られる非線形微
分方程式はパンルヴェ性をもつ，すなわち解の動く特異点が高々極のみであることが期待され，この指導
原理をもとに多くの研究がなされている．
複素数体 C上の非特異射影代数曲線 C 上のベクトル束で指定された点に旗構造が入っているものを放物
ベクトル束といい，旗構造と整合的な接続を放物接続という. 複素領域上の線形微分方程式系は CP1 上の
ベクトル束の有理接続とみなせる．特に，確定特異点のみを許す線形微分方程式系は P1上の対数的接続と
みなせる．稲場・岩崎・齋藤 [IIS1][IIS2][In]は確定特異点型の放物接続に安定性を導入し安定放物接続の
モジュライ空間を構成した．さらに安定放物接続のモジュライ空間から放物接続に対するモノドロミー表
現を対応させることでモノドロミー表現のモジュライ空間への解析的写像を定義し，これが固有かつ全射
な双有理写像であることを証明した．この結果から代数曲線上の確定特異点のみをもつ線形微分方程式系
に対し，そのモノドロミー保存変形により得られる非線形微分方程式のパンルヴェ性が従う．上記の対応
は Riemann-Hilbert対応と呼ばれるものであり，この対応を通してモノドロミー保存変形により得られる
非線形微分方程式は放物接続のモジュライ空間上のあるハミルトンベクトル場が与えるハミルトン系とし
て捉えることができる．
上記のハミルトン系の明示的な記述を与えることは可積分系の研究において重要である．ハミルトン系
を具体的に書き下すためには放物接続のモジュライ空間上にダルブー座標を与える必要がある．Loray・齋
藤は P1上で 2階の場合に見かけの特異点写像 Appと放物ベクトル束 P�への忘却写像 Bunを通して放物
接続のモジュライ空間M�(�)上にダルブー座標を与えた．すなわち次の定理を証明した．

定理 1.1. (Loray-Saito [LS]) �; � が然るべき条件を満たすとき有理写像

App � Bun: M�(�) � � � ! PN � P�

は双有理写像．

ところで，モジュライ空間の研究において双有理構造を調べること，特に有理性の判定は基本的である．
Boden・横川 [BY]は行列式直線束を固定した放物ベクトル束のモジュライ空間が full flagの場合を含む多
くの場合に有理多様体になることを証明した．このことと定理 1.1から�と � が特定の条件を満たすとき，
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P1上の 2階の放物接続のモジュライ空間が有理多様体になることがわかる．ダルブー座標の導入やモジュ
ライ空間の有理性の観点から定理 1.1を一般の種数や階数の場合に拡張することが望まれる．
本稿では種数が 1以上で 2階の場合に定理 1.1の拡張として得られた結果を概説する．

2 安定放物接続のモジュライ空間
この節では放物接続を定義し放物接続のモジュライ空間の性質を述べる．C を種数 gの C上の非特異射
影代数曲線とし，t = (t1; : : : ; tn)を C の異なる n点とする．またD = t1 + � � � + tn を C 上の有効因子と
する．

定義 2.1. � 2 Cを固定する．r : E ! E 
 Ω1
C(D)をベクトル束の間の写像とする．組 (E; r)が (C; t)上

の対数的 �-接続であるとは，任意の局所切断 a 2 OC ; � 2 E に対し

r(a�) = �� 
 a + ar(�)

が成り立つときをいう．

(E; r)を (C; t)上の対数的 �-接続とする．留数行列 resti(r) 2 End(Ejti) ’ Mr(C)の順序の付いた固有
値の集合 f�

(i)
0 ; : : : ; �

(i)
r�1gをrの ti における局所指数という．

補題 2.2. (E; r)を (C; t)上の対数的 �-接続とし，� = (�
(i)
j )1�i�n

0�j�r�1を (E; r)の局所指数の集合とする．
このとき，

nX
i=1

r�1X
j=0

�
(i)
j = �� deg E = ��d:

各 r; n 2 N; d 2 Z; � 2 Cに対し，

N (n)
r (d; �) :=

8<:(�
(i)
j )1�i�n

0�j�r�1 2 Cnr

������
nX

i=1

r�1X
j=0

�
(i)
j = ��d

9=;
とする．

定義 2.3. � 2 N (n)
r (d; �)とする．以下の条件を満たす組 (E; r; l� = fl

(i)
� g1�i�n)を (C; t)上の �-放物 �-

接続と呼ぶ．

(1) (E; r)は (C; t)上の対数的 �-接続．

(2) l
(i)
� : E 
 k(ti) = l

(i)
0 ) l

(i)
� ) � � � ) l

(i)
r�1 ) l

(i)
r = f0gは E の ti における放物構造であり，任意の i; j

に対し (resti
(r) � �

(i)
j id)(l

(i)
j ) � l

(i)
j+1 が成立．

� = 1のとき，�-放物 �-接続を単に �-放物接続という．

注意 2.1. � = 0のとき，�-放物 �-接続は �-放物 Higgs束に他ならない．� = 0のとき �-放物 Higgs束を
単に放物 Higgs束という．

重み � = f�
(i)
j g1�i�n

1�j�r を任意の i = 1; � � � ; nに対し 0 < �
(i)
1 < �

(i)
2 < � � � < �

(i)
r < 1となる相異なる実

数の組とする．

定義 2.4. �-放物 �-接続 (E; r; l�)が�-安定であるとは，ゼロでない部分束 F ( Eでr(F ) � F 
 Ω1
C(D)

なる全ての F に対し，不等式
pardeg �F

rank F
<

pardeg �E

rank E

が成り立つときをいう．
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(C; t); � 2 N (n)
r (d; �)を固定する．粗モジュライ空間を

M�
(C;t)(�; r; d; �) := f(E; r; l�g1�i�n) j (C; t)上の階数 r，次数 dの �-安定な �-放物 �-接続 g= ’

により定義する．ただし，同値関係 � は �-放物 �-接続の間の自然な同型写像から得られるものとする．
� 6= 0なら射 (E; r; l�) 7! (E; 1

� r; l�)により

M�
(C;t)(�; r; d; �)

��! M�
(C;t)(�=�; r; d; 1)

となる．

定理 2.5. M�
(C;t)(�; r; d; �)は非特異準射影的スキームであり，空でなければその次元は 2r2(g �1)+nr(r �

1) + 2である．

証明. � 6= 0のときは � = 1の場合に帰着される．この場合の証明は [IIS1][IIS2][In]を参照．また � = 0，
すなわち放物 Higgs束の場合は [Yo1] [Yo2]を参照．

� = (�
(i)
j )1�i�n

0�j�r�1 2 N (n)
r (d; �)に対し，tr(�) = (

Pr�1
j=0 �

(i)
j )1�i�n とする．

det : M�
(C;t)(�; r; d; �) �! M�

(C;t)(tr(�); 1; d; �)

を det((E; r; l�)) = (det E; trr)で定める．(L; rL) 2 M�
(C;t)(tr(�); 1; d; �)に対し，

M�
(C;t)(�; r; (L; rL); �) := det�1((L; rL))

=
n

(E; r; l�) 2 M�
(C;t)(�; r; d; �) j (det E; tr r) ’ (L; rL)

o
とする．� 6= 0なら射 (E; r; l�) 7! (E; 1

� r; l�)により

M�
(C;t)(�; r; (L; rL); �)

��! M�
(C;t)(�=�; r; (L; 1

� rL); 1)

となる．

定理 2.6. (Inaba [In]) � 6= 0とする．g = 0; r � 2; n � 4または g = 1; n � 2または g � 2; n � 1のとき，
M�

(C;t)(�; r; (L; rL); �)は (r � 1)(2(r + 1)(g � 1) + rn)次元の既約な非特異準射影代数多様体である．

3 見かけの特異点
この節では 2階の場合の見かけの特異点写像を紹介する．一般の場合は [SS]を参照．
(E; r; l�)を �-放物接続とし，� 2 H0(C; E)をゼロでない切断とする．このとき層の準同型 ’(r;�) を
合成

OC
��! E

r�! E 
 Ω1
C(D) ! E=OC 
 Ω1

C(D)

により定める．’(r;�) がゼロでないとき Coker ’(r;�) は C 上のねじれ OC-加群となる．ここで

App((E; r; l�; �)) := Supp Coker ’(r;�)

とする．d = 2g � 1のとき，App((E; r; l�; �))の長さはM�(�; d) = M�
(C;t)(�; 2; d; 1)の次元の半分と

なる (この値を N とする)．さらにこのとき generic な (E; r; l�) に対し dim H0(C; E) = 1 であり，し
たがって App((E; r; l�; �)) は � に依らず (E; r; l�) のみから定まることがわかる． M�(�; (L; rL)) =

M�
(C;t)(�; 2; (L; rL); 1)とする．

定義 3.1. d = 2g � 1とする．このとき見かけの特異点写像 Appを

App: M�(�; d) � � � ! SN (C)

(E; r; l�) 7�! App((E; r; l�; �))

で定める．
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AppをM�(�; (L; rL))上へ制限したとき，その像は jL 
 Ω1
C(D)j = PH0(C; L 
 Ω1

C(D))に含まれる．
すなわち有理写像

App: M�(�; (L; rL)) � � � ! jL 
 Ω1
C(D)j

を得る．

4 主結果
この節では [T]の主結果について述べる．P�(L)を �-安定な 2階の放物ベクトル束で行列式直線束が L

であるもののモジュライ空間とする．

命題 4.1. g � 1とし，
Pn

i=1(�
(i)
2 ��

(i)
1 ) < 1とする．集合 V0 � P�(L)を次の条件を満たす (E; l�) 2 P�(L)

全体からなる集合とする．

(1) (E; l�)は (L; t)の (OC ; ;)による拡大．

(2) H0(C; E) = 1，すなわち E は OC と同型な部分直線束をただ一つのみもつ．

このとき，V0 は P�(L)の空でない開集合である．

上の命題より V0から PExt1((L; t); (OC ; ;)) = jL 
 Ω1
C(D)j�への自然な開埋め込みが存在することがわ

かる．jL 
 Ω1
C(D)j � jL 
 Ω1

C(D)j� の部分多様体 Σを次で定める;

Σ := f(�; �) j h�; �i = 0g:

また接続を忘れる有理写像を Bunで表す．すなわち

Bun: M�(�; (L; rL)) � � � ! P�(L)

(E; r; l�) 7�! (E; l�)

である．さらにM�(�; (L; rL))の部分集合M0 を

M0 = f(E; r; l�) 2 M�(�; (L; rL)) j (E; l�) 2 V0g:

で定める．M0 はM�(�; (L; rL))の Zariski開集合である．

定理 4.2. d = 2g � 1,
Pn

i=1 �
(i)
0 6= 0,

Pn
i=1(�

(i)
2 � �

(i)
1 ) < 1 とする．このとき射

App � Bun: M0 �! (jL 
 Ω1
C(D)j � V0) n Σ

は同型である．したがって有理写像

App � Bun: M�(�; (L; rL)) � � � ! jL 
 Ω1
C(D)j � P�(L)

は双有理写像である．

M�
H(L) = M�

(C;t)(0; 2; (L; 0); 0)とする．すなわちM�
H(L)は 2階の �-安定な放物 Higgs束で行列式直

線束及び誘導する準同型の組が (L; 0)であるもののモジュライ空間である．各 (E; l�) 2 P�(L)に対し自然
な同型

T �
(E;l∗)P

�(L) ’ fΘ 2 H0(C; EndE 
 Ω1
C(D)) j tr Φ = 0g:

が存在する．これにより T �P�(L)からM�
H(L)への自然な開埋め込みが存在することがわかる．

命題 4.3. d = 2g � 1,
Pn

i=1 �
(i)
0 = 0，

Pn
i=1(�

(i)
2 � �

(i)
1 ) < 1とする．このときM0は V0の余接束 T �V0の

全空間と同型であり，忘却写像Bun: M0 ! V0 は射影 T �V0 ! V0に対応する. したがってM�(�; (L; rL))

はM�
H(L)と双有理同値である.

定理 4.2と命題 4.3より次を得る．

系 4.4.
Pn

i=1(�
(i)
2 � �

(i)
1 ) < 1とする. このとき M�(�; (L; rL))は有理多様体である.
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対称群による判別的配置 B(6; 3; A); B(6; 2; A)の分類

北海道大学大学院 理学院 数学専攻

齋藤琢弥 (Takuya SAITO)

概要

判別的配置 B(n; k; A)は組紐配置の高次化として導入された超平面配置である．これは固定し

た k 次元空間の一般の位置にある n枚の超平面からなる配置 Aに対し，その各超平面の平行移
動全体のなす空間に定義される．この配置の組合せ型は Aに依存し，固定した n; k に対して組

合せ型が最大になるときAを very generic，そうでないとき non-very genericと呼ばれている．

本稿では n = 6; k = 2; 3 の場合に 6 元集合の分割との対応づけを与えることができることを紹

介する．

1 導入

組紐配置はよく研究されてきた超平面配置であり，組紐群や A 型ルート系などと関連している

（cf.[OT92]）．この組紐配置の高次化として判別的配置（discriminantal arrangements）はManinと

Schectmanによって 1989年に導入された [MS89]．k 次元空間の一般の位置にある n枚からなる超

平面配置 Aを一つ固定し，その各超平面の平行移動全体のなす空間 S(A)を考える．判別的配置は

S(A)に構成される
�

n
k+1

�
枚の超平面から構成される配置である．この組合せ型は導入された時点で

は Aに依存しないと考えられていたが，1994年，[Fal94]で Falkによってそうでないことが指摘さ

れた．この論文では B(n; k;A)が適当な構成によって Aから得られる n� k 次元空間の n点集合が

生成する超平面配置と線形同型になることが示され，これを用いて n = 6; k = 3とき組合せ型が一

致しない 2つの例が構成された．この一般の位置にある点が生成する超平面配置としての視点での研

究は [KNT12][NA12]でもされている．

一般の位置にある超平面配置全体のなす空間のある Zarisky開集合 Z 上では B(n; k;A)の組合せ

型は一定，特に最大になることが知られている．Bayer，Brandtらは [BB97]で元の配置 Aが Z に
含まれているとき very generic，そうでないとき non very genericと分類した．加えて彼らは Aが
very genericな場合の B(n; k;A)の組合せ型を予想し，Athanasiadisによって [Ath99]で肯定的に

解決された．一方で non very genericな場合の組合せ型や，Z の明示的な構成は与えられていない．
non very generic な場合の組合せ型と関連する最近の研究は [LS18, SSY17, SSY19, SY21] などが

ある．特に [SSY19]では本稿と関連する結果として Pappusの定理や Hesseの配置と関わりや，実

配置の場合 non very genericな点は高々 4であることを指摘している．

実は Manin と Schectman 以前以降にもいくつかの文脈で同値な定義がなされてきた．例えば

1985年に [Cra85]で Crapoによって geometry of circuitsと呼ばれる線形表現されたマトロイドか

ら構成される判別的配置と同値な概念を考えている．彼は特に n = 6; k = 2の場合の例について詳
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細な議論をしている．本稿でもこの例と Falk の n = 6; n = 3 の例について分類を与える．この他

の同値な概念として [Lon80]で Longyearによって 2値マトロイドの circuitsの研究として derived

matroid が定義され，Oxley と Wang によって一般の体上で表現されたマトロイドへ拡張された

[OW19]．これと関連する最近の研究は [CFW21]や [FHK21]などがある．特に後者では線形符号や

秘匿情報検索への応用が示唆されている．

この他に関連する話題としては高次の組紐群やその高次圏への応用（cf.[MS89, KV94]）や高次

Bruhat順序や fiber zonotopesと呼ばれる多面体との関わり（cf.[FZ01]）などもある．

2 準備

2.0 記号と約束

本稿では体 Kは可換であるとし，Kk は縦ベクトルからなるものとする．k; nは k � nを満たす

自然数とし．有限集合 f1; 2; : : : ; ng を [n] と書く．また，有限集合 S の濃度を jSj，S の k 元部分

集合全体を
�

S
k

�
で表すこととする．有限集合 S の部分集合族 T1;T2 � 2S に対して，ある自己全

単射 f : S ! S が存在して，任意の I1 2 T1 について f(I1) 2 T2 かつ任意の I2 2 T2 について

f�1(I2) 2 T1 であるときに T1 と T2 は同型であるという．また，S の部分集合族 T � 2S の補構造

T� を fS n I j I 2 Tgによって定義しておく．さらに有限次元 affine空間 Aとその部分空間 A0 に対

し余次元を codimA0 = dim A � dim A0 によって定義する．

2.1 分割

自然数をいくつかの正整数の和で表すことを自然数の分割と呼ぶ．より正確には正整数の単調

有限列 � = (�1 � : : : � �r) が n =
P

1�i�r �i を満たすとき，� を n の分割と呼ぶ．分割 � が

(d1 = � � � = d1| {z }
a1

< d2 = � � � = d2| {z }
a2

< � � � < dl = � � � = dl| {z }
al

)であるとき � = da1
1 da2

2 � � � dal

l と表すことと

する．例えば 6の分割であれば次の 11個の分割がある．

16; 1421; 1331; 1222; 1241; 112131; 23; 1151; 2141; 32; 61:

また，有限集合 V の部分集合族 V(63 ;) であって
S

V 02V V
0 = V と任意の V 0; V 00 2 V に対して

V 0 \ V 00 = ; を満たすとき V の分割という．V の分割全体は V の部分集合族の集合であるから同

型から定まる同値関係 � が定まる．この同値類は適当な代表元を取ることで，自然数 jV j の分割
� = (jV1j � � � � � jVrj)として記述できる．この同値類の元を型 � の分割と呼ぶことにする．

2.2 超平面配置

Affine 空間 Ak = Kk の超平面とは余次元 1 の affine 部分空間のことである．また，有限個

の affine 超平面からなる集合 A = fH1; : : : ; Hng を affine 空間 Kk 上の超平面配置 (hyperplane

arrangement)と呼ぶ．以降 affineという枕詞をつけず，超平面配置あるいは配置，また n; k を強調

したいときは用語としてあまり一般的ではないが (n; k)-配置と呼ぶことにする．一般に超平面は適

当な �i 2 Kk と ti 2 Kを使い Hi = fv 2 Kk j �i � v = tigと書ける．ここで � � v は � 2 Kk の転
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置 �T と v との積 �Tv である．この �i は定数倍を除いて一意的であり，K = R;Cの場合に倣って
Hi の法線ベクトルと呼ぶことにする．

超平面配置の部分集合を部分配置と呼ぶ．(n; k)-配置 A の任意の部分配置 A0 に対して jA0j � k

なら codim
T

H2A0 H = jA0j，そうでないなら
T

H2A0 = ; であるとき A が一般の位置にあるとい
う．超平面配置 Aが

T
H2A H 6= ;を満たすとき中心的であるという．

超平面配置Aに対して，その組合せ型 (combinatorics)あるいは交差順序集合 (intersection poset)

とは Aの超平面の非空な交わり全体からなる階数付き順序集合 L(A)である．この階数は余次元に

よって与えられる．つまり，L(A) =
�T

H2A0 H 6= ;
�� A0 � A

	
; rank(W ) = codim (W ) である．

一般に超平面配置の組合せ型は結び半束となる．特に中心的であるとき，組合せ型は交わりも持ち束

になる．また，S を Aの添字集合としたとき組合せ型の元W 2 L(A)に対してW を通る超平面の

添字集合を T(W ) = fi 2 S j W � Higとして定義する．さらに超平面配置の階数を L(A)の階数と

して定義する．つまり rank(A) = maxW 2L(A) rankW である．

例 1 (組紐配置). 組紐配置 Bn とは Kn の中心的配置 fHij j i < jg である．ここで各超平面は
Hij = f(x1; : : : ; xn)T 2 Kn j xi = xjg として定義される．

T
H2Bn

H = f(x1; : : : ; xn)T 2 Kn j
x1 = : : : = xng 6= ; であり，rank(

T
H2Bn

H) = n � 1 であることから rank(Bn) = n � 1 がわか

る．例えば n = 4のとき適当な affine部分空間での断面は図 1のようになり，この組合せ型 L(B4)

の Hasse 図は図 2 のようになる．ここで T(Fi1i2i3
) = fi1i2; i2i3; i1i3g;T(Fi1i2=i3i4

) = fi1i2; i3i4g
とした．つまり Fi1i2i3

= Hi1i2
\Hi2i3

\Hi1i3
; Fi1i2=i3i4

= Hi1i2
\Hi3i4

である．

H12

H13H23

H34

H14 H24

図 1 組紐配置 B4 の断面

K4 =
T

H2; H

H23 H14 H24 H13 H12 H34

F14=23 F234 F124 F13=24 F123 F134 F12=34

T
H2B4

H

図 2 組紐配置 B4 の組合せ型 L(B4)

また，Ak を K上の射影空間 Pk = P(Kk+1)の部分空間だと考えると，超平面H 2 Aの閉包H を

とれる．このH を集めることで Pk 上の超平面配置が得られる．これを無限遠超平面H1 = Pk n Ak

上に制限したものを A1 = fH1;i = H1 \Hi j Hi 2 Agと書くことにする．

2.3 判別的配置

さて，本研究の主題である判別的配置を定義していこう．

定義 2 (判別的配置 [MS89]). 一般の位置にある (n; k)-配置 A = fH1; : : : ; Hng を固定する．
t = (t1; : : : ; tn)T 2 Kn に対してHi 2 Aの t-平行移動をHt

i = fv 2 K j �i � v = tigによって定義す

163



る．さらに A の t-平行移動 At を fHt
1; : : : ; H

t
ng をして定義する．A の t-平行移動全体のなす空間

を S(A) = fAt j t 2 Kng �= Kn とすると，At が一般の位置にないようなもの全体はいくつかの超平

面 DL の和集合として記述される．この超平面 DL 全体の集合として判別的配置 B(n; k;A)を定義

する．ここで Lは [n]の k + 1元部分集合全体を走り，DL =
�

At 2 S(A)
�� T

i2L H
t
i 6= ;

	
である．

つまり，B(n; k;A) = fDL j L 2
�

[n]
k+1

�
gである．

判別的配置 B(n; k;A) は階数 n � k で中心的な (
�

n
k+1

�
; n)-配置である．実際

T
D2B(n;k;A) D =�

At 2 S(A) j
T

Ht2At Ht 6= ;
	
であり，

T
Ht2At Ht 6= ;となるような tは H1; : : : ; Hk まで勝手な

平行移動ができるから，このような平行移動全体は k次元空間をなす．よって rank
�T

Ht2At Ht
�

=

n� k を得る．さて，判別的配置が組紐配置の一般化になっていることを確認しておこう．

例 3. k = 1とする．(n; 1)-配置 A = fH1; : : : ; Hngは Kの中の点配置である．この t-平行移動 At

は Ht
i = fv 2 K j v = tig = ftigとして記述される．また，DL の添字集合はは

�
[n]
2

�
あるから自然

数 1 � i < j � nに対して超平面を Dij と書こう．また Ht
i \ Ht

j 6= ;は ti = tj と同値であるから

Dij
�= f(t1; : : : ; tn)T 2 Kn j ti = tjgとなる．従って B(n; 1;A)は例 1の組紐配置 Bn と一致する．

判別的配置の超平面 DL; L = fi1; : : : ; ik+1g 2
�

[n]
k+1

�
の法線は Kn �= S(A)の標準基底を feig1�i�n

とすることで

�L = det

�
ei1

� � � eik+1

�i1
� � � �ik+1

�
と書かれることが知られている (cf.[BB97])．従って B(n; k;A) の組合せ型は A の t-平行移動に依

存せず A1 のみで決定されることがわかるため，B(n; k;A1)と書くことにする．

一般の位置にある配置の 2つのクラスを Bayer，Brandt [BB97]，Athanasiadis [Ath99]に従って

定義する．

� K = Cとする．このとき，組合せ型の濃度 jL (B(n; k;A1))jが最大であるような一般の位置
にある (n; k)-配置Aを very generic と呼ぶ．very genericな (n; k)-配置から得られる判別的

配置を B(n; k)と書く．

� 任意の体 K 上の一般の位置にある (n; k)-配置 A が L(B(n; k;A1)) �= L(B(n; k)) となると

き，Aも very genericと呼ぶ．

� very genericでない一般の位置にある配置 Aを non very generic と呼ぶ．

W 2 L(B(n; k))を very genericな点という．また，W 0 2 L(B(n; k;A1))に対して very genericな

点W が存在して T(W )と T(W 0)が同型であるときW 0 も very genericな点という．逆に non very

genericな配置 Aに対してW 2 L(B(n; k;A1))が very genericな点でないとき non very generic

な点であるという．m(A)を L(B(n; k;A))の極小な non very genericな点の個数とする．

さて，(n; k)-配置 Aと T = fL1; : : : ; Lrg �
�

[n]
k+1

�
に対して At が次の条件を満たすときKT-移動

と呼ばれる；任意の L 2 T; j =2 Lに対して
T

i2L H
t
i 6= ;かつ Ht

j \
�T

i2L H
t
i

�
= ;（cf.[SY21]）.

例 4 (Crapoの例 [Cra85]). A = fH1; : : : ; H6gを一般の位置にある実 (6; 2)-配置，T = ff1; 2; 3g;
f1; 5; 6g; f2; 4; 6g; f3; 4; 5gg とする．この very generic な配置 A について，相異なる 3 元

L1; L2; L3 2 T は 4 通りの選び方があるから，階数 3 の点 DL1
\ DL2

\ DL3
が 4 つ得られる．例
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えば F = D123 \ D156 \ D345 を考えると，その元 At 2 F は図 3 のような配置になる．このとき

F 6� D246 であり，KT-移動にならない．一方でAがある種の代数方程式を満たすときKT-移動が存

H1
H6

H2

H3 H4

H5

図 3 L(B(6; 2; A))の very genericな点

H1
H6

H2

H3 H4

H5

図 4 L(B(6; 2; A))の non very genericな点

在し，これが non very genericな点になる．実際，very genericな配置では 4点あった階数 3の点

が 1つの点 D123 \D156 \D246 \D345 に退化していることがわかる．[6]の部分集合族がこの例の

Tと同型であるとき 4-集合と呼ばれる（cf.[SY21]）．4-集合 Tに対するKT-移動 At と同じ組合せ型

を持つ配置を Crapo の配置と呼ぶことにする．rank(B(6; 2;A)) = 4 であることを考えると (6; 2)-

配置 Aが non very genericであることの必要十分条件は Aの平行移動が存在し，Crapoの配置に

なることだと分かる．

例 5 (Falk の例 [Fal94]). A = fH1; : : : ; H6g を一般の位置にある実 (6; 2)-配置，T =

ff1; 2; 3; 4g; f1; 2; 5; 6g; f3; 4; 5; 6gg とする．このとき KT-移動 At が存在すれば，それらのな

す集合は階数 2 の non very generic な点になる．KT-移動 At が得られたとき K3 の中の 3 直

線 Ht
1 \ Ht

2;H
t
3 \ Ht

4;H
t
5 \ Ht

6 が同一平面上にあることになる．これを A1 で解釈すると 3 点

H1;1 \ H1;2;H1;3 \ H1;4;H1;5 \ H1;6 が共線であることに他ならない（cf.[LS18]）．この例の

ように [6] の部分集合族が [6] の23 型の分割の補構造になっているとき，その部分集合族は good

6-partition と呼ばれる（cf.[SSY17],[SSY19]）．rank(B(6; 3;A)) = 3 であることを考えると (6; 3)-

配置 Aが non very genericであることの必要十分条件は good 6-partitionTから得られる KT-移動

が存在することだと分かる．

より高次元，一般の non very genericな例は [LS18],[SY21]などを参照されたい．

2.4 グラフ

グラフとは有限集合 V とその 2 元部分集合の族 E �
�

V
2

�
の組 G = (V;E) である．E =

�
V
2

�
であるとき完全グラフと呼びこのグラフを KV，特に V = [n] であるとき Kn と書く．V の元

を頂点，E の元を辺と呼ぶ．G = (V;E) の辺の部分集合 E0 � E が，V の分割を与えていると

き，辺集合 E0 を G の 1-因子と呼ぶ．G の 1-因子の族 fE1; : : : ; Erg が E の分割を与えていると

き，この族を G の 1-因子分解という．E0 = E \
�

V 0

2

�
で定めたとき (V 0; E0) を誘導部分グラフと

いい G[V 0] と書く．これを一般化し V の分割 V = fV1; : : : ; Vrg に対して誘導部分グラフ G[V] を

(V;E[V]); E[V] =
Sr

i=1 E \
�

Vi

2

�
によって定める．頂点と辺の部分集合 V 0 � V;E0 � E \

�
V 0

2

�
の

組 (V 0; E0)を部分グラフという．また，相異なる頂点の列 v0; : : : ; vk 2 V が任意の i 2 [k]について

fvi�1; vig 2 E であるとき v0 と vk を結ぶ道と呼ぶ．頂点の部分集合 V 0 � V が任意の v; v0 2 V に
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対して v と v0 を結ぶ道があるとき V 0 を Gの連結成分と呼ぶ．

さて，完全グラフ KV に対して，V の型 da1
1 da2

2 � � � dal

l の分割 V が与えられたときの誘導部分グ
ラフ KV [V]を考えておこう．完全グラフであるから KV [V]の辺の数は V の型のみに依存し，それ
は m(da1

1 da2
2 � � � dal

l ) =
P

1�j�l aj

�
dj

2

�
によって与えられる．jV j = 6 であるとき以下のように計算

できる．
m(16) = 0; m(1421) = 1; m(1331) = 3; m(1222) = 2;

m(1241) = 6; m(112131) = 4; m(23) = 3; m(1151) = 10;

m(2141) = 7; m(32) = 6; m(61) = 15:

(1)

2.5 6次対称群の外部自己同型 �と完全グラフKϕ([6])

S6 の (12)(34)(56) の共役類を C = ConjS6
((12)(34)(56)) とおく．この小節では C の部分集合

C 0 が生成する部分群 hC 0iに C の元がいくつ含まれているかを 6頂点完全グラフと対応づけること

で考える．まず，6次対称群 S6 には次の外部自己同型 �が存在する．

(12) 7!�((12)) = (15)(26)(34); (23) 7!�((23)) = (12)(35)(46);

(34) 7!�((34)) = (15)(24)(36); (45) 7!�((45)) = (14)(26)(35);

(56) 7!�((56)) = (15)(23)(46):

この外部自己同型によって互換は C の元にうつる．特に互換全体に �を制限したとき，C との間の

全単射を与える．

さて，K6 の辺 fi; jg � [6] を互換 (ij) 2 S6 と同一視し � の像として得られる 6 頂点完全グ

ラフ K�([6]) = (V;
�

V
2

�
)（図 5）を考えよう．つまり，K6 の頂点集合 [6] について � : [6] ! V =

�([6]) = f�(i) j i 2 [6]g; i 7! �(i) とする．K�([6]) の辺集合と C の濃度は共に 15 であるから再び

辺 f�(i); �(j)gを �((ij)) 2 C と同一視する．外部自己同型によって与えられているから K�([6]) の

ϕ(1)

ϕ(2)

ϕ(3)

ϕ(4)

ϕ(5)

ϕ(6)

ϕ((12)) = (15)(26)(34)

(1
4)

(2
3)

(5
6)

(1
3
)(2

5
)(4

6
)

(12)(36)(45)

(16)(24)(35)

(12)(35)(46)

(16)(23)(45)

(13)(24)(56)

(14)(25)(36)

(15)(24)(36)

(16)(25)(34)

(13)(2
6)(4

5)

(14)(26)(35)

(1
2)

(3
4)

(5
6)

(15)(23)(46)

図 5 完全グラフKϕ([6])

1

2

3

4

5

6

(15)(26)(34)

(14)(25)(36)

(13)(25)(46)

(12)(36)(45)

(16)(24)(35)

図 6 �(1)上での 1-因子分解

辺の部分集合 C 0 � C を選んだとき，それらが生成する S6 の部分群 hC 0iに含まれる辺は C 0 が定
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める連結成分によって決定される．つまり部分グラフ (V;C 0) � K�([6]) の連結成分による V の分割

V = fV1; : : : ; Vrgが C \ hC 0iを定める．特に � 型の分割 V なら jC \ hC 0ijは K�([6])[V]の辺の数

m(�)である．いま，V は 6点からなりm(�)は式 (1)で与えられている．

最後に S6 の元による [6] の軌道分解を o : S6 ! 2[6];� 7! fh�ii j i 2 [6]g によって定義
する．特に K�([6]) の辺 (i1i2)(i3i4)(i5i6) 2 C による軌道分解は 1-因子 o((i1i2)(i3i4)(i5i6)) =

ffi1; i2g; fi3; i4g; fi5; i6ggを与える．これは good 6-partitionTの補構造 T� になっていることに注

意しておく．また，任意の頂点 �(i) 2 V に対して接続する辺は K6 の 1-因子分解 fo(�((ij)))gj 6=i

を与えている（cf. 図 6）．逆に，共通の頂点を持たない K�([6]) の 2 辺 �(i1i2); �(i3i4) に対しては

o(�(i1i2)) \ o(�(i3i4)) 6= ;となる．また，oを C に制限した写像 ojC : C ! 2[6] は単射であるから

C と good 6-partition 全体の間に全単射  = (�)� � ojC : C ! fT � 2[6] j Tは good 6-partitiong
があることもわかる．

3 主結果

3.1 B(6; 2; A)の分類

この小節では A = fH1; : : : ; H6g を一般の位置にある (6; 2)-配置とする．射影直線上の複比を使

い計算することで以下の補題がわかる．

補題 6. 以下は同値．

i. ある t 2 K6 が存在して At が 4-集合 (L1; L2; L3; L4) = (fi1; i2; i3g; fi1; i5; i6g; fi2; i4; i6g;
fi3; i4; i5g)によって定まる Crapoの配置になる．

ii.
j�i1

�i5
jj�i2

�i6
jj�i3

�i4
j

j�i1�i6 jj�i2�i4 jj�i3�i5 j
= 1: (2)

iii. 射影直線 H1 上の対合的射影変換 � が存在して �(H0
ij

) = H0
ij+3
を満たす．ここで添字 j は Z6

の元とみなしている．

また，式 (2)に注目することでCrapoの配置が 4-集合 T = fL1; : : : ; L4gから構成されたとき，4-集

合 T� = f[6] n Li j i = 1; 2; 3; 4gから定まる Crapoの配置も生じることがわかる．従って B(6; 2;A)

の non very genericな点の個数は偶数になる．これは [Cra85]でも指摘されている．この対 fT;T�g
から得られる non very genericな点の組を 4重点対と呼ぶことにする．

さて，補題 6の � を添字集合 [6]の上の対称群 S6 の元だと考えると，� = (i1i4)(i2i5)(i3i6) 2 C

を得る．従って C と B(6; 2;A)の non-very genericな点，特に 4重点対との間に 1 : 1の対応がで

き，小節 2.5の議論から次の定理が従う．

定理 7. 任意の A に対して K�([6]) の頂点集合の分割 V が存在して，K�([6])[V] の辺集合が

L(B(6; 2;A))の 4重点対に対応する．このとき Aの型を V の型 � と定める．特にm(A) = 2m(�)．

注意 8. 1. 任意の K で一般射影変換群 PGL(2;K) が 6 重推移的でないことを使えば S6 6�
PGL(2;K)がわかり，ここから 61 型の配置が存在しないことがわかる．
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2. non very genericな点の数が最大になるのは 1152 型の配置のときであり，これは Kの標数が
5の場合に限り存在する．

3.2 B(6; 3; A)の分類

この小節では A = fH1; : : : ; H6gを一般の位置にある (6; 3)-配置とする．Pappusの定理と呼ばれ

る射影幾何学における古典的な定理がある．

定理 9 (Pappus). h1; h2; : : : ; h6 を可換体上の射影平面上の一般の位置にある直線とする．h1 \
h2; h3 \ h4; h5 \ h6 が共線かつ h1 \ h6; h2 \ h3; h4 \ h5 が共線ならば h1 \ h4; h2 \ h5; h3 \ h6 も共

線である．

この定理の 3つの共線な 3点はそれぞれK6 の 1-因子に対応している．従ってこれらはK�([6]) の互

いに頂点を共有する辺とも対応し，特にこの辺と接続する頂点は 3頂点完全グラフを作ることがわか

る．従って T1;T2 を上の共線な 3点に対応する K6 の 1-因子とすると T1 \ T2 = ;である．これら
を例 5での無限遠平面 H1 �= P2 上の直線配置 A1 に適用することで次の系を得る．

系 10. T1;T2 を T1 \ T2 = ;であるような good 6-partitionsとする，�1; �2 2 C を T1 と T2 に対

応する元とする，もし KT1
-移動と KT2

-移動が存在するならば KT3
-移動が存在する．ここで T3 は

�3 = �1�2�1 に対応する good 6-partitionである（図 7参照）.

o(�1) = ffi1; i2g; fi3; i4g; fi5; i6gg

o(�3) = ffi1; i4g; fi2; i5g; fi3; i6gg

o(�2) = ffi1; i6g; fi2; i3g; fi4; i5gg

H1;i2

H1;i1
H1;i3

H1;i4
H1;i6H1;i5

図 7 good 6-partitionの補構造と Pappusの配置

これらと小節 2.5の議論から次の補題が従う．

定理 11. 任意の A に対して K�([6]) の頂点集合の分割 V が存在して，K�([6])[V] の辺集合が

L(B(6; 3;A))の good 6-partitonから得られる non very genericな点に対応する．このとき Aの型
を V の型 � と定める．特にm(A) = m(�)．

定理 11を用いて計算をすることで次の分類を得ることができる．

定理 12. Kを標数 0，Aを K3 上の genericな配置とする．型 � を持つ一般の位置にある配置 Aが
実現される最小の体は以下の表のようになる；

� 16 1421 1331 1222 1241 112131 23 1151 2141 32 61

K Q Q Q Q Q Q ? Q(
p

5) ? Q(
p

�3) ?
:
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ここで ?は型 � の配置が標数 0の可換体上で実現されないことを意味する．

注意 13. 最後に幾つかの補足を加えておく．

1. 32 型の (6; 3)-配置は H1 上で Hesse の配置に対応している．これは [SSY19]Theorem 6.5.

で指摘されている．一方でこの分類は実 (6; 3)-配置から得られる判別的配置の non very

genericな点の数が 4であることの反例を構成している．

2. 1151 型の (6; 3)-配置は正 12面体の各面と平行な平面として構成される（図 8）．B(6; 2;A)の

図 8 正 12面体の各面と平行な平面から構成される配置

場合と合わせて考えると対称性が高いほど non-very genericな点が多いことが期待される．

3. (6; 3)-配置は 61 型であるとき，non very genericな点の数は最大になるが，標数 0の体上で

この型を持った配置の最小が実現する最小の体は 4元数体 F4 = f0; 1; !; !2 = ! + 1gで，そ
の法線ベクトル �i (i = 1; � � � ; 6)は以下のように与えられる；

(�1�2�3�4�5�6) =

0@1 0 0 1 ! !2

0 1 0 1 !2 !
0 0 1 1 1 1

1A :

実はマトロイド理論における禁止マイナーを考えることで，61 型の配置は 4元以上からなる

標数 2の体上にのみ構成されることがわかる．
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三次元多様体におけるWeber問題
東京理科大学大学院 理工学研究科 数学専攻

吉崎彪雅 (Hyuga YOSHIZAKI)

概要
Weber 問題とは，素数 p に対して，有理数体上の Zp 拡大の中間体の類数を求める，数論に
おける未解決問題である．一方で，代数体と三次元多様体には，興味深い類似が指摘されている．
講演者は，代数体のイデアル類群と三次元多様体の整係数 1 次ホモロジー群の類似性をもとに，
三次元多様体におけるWeber問題を考察した．そして，数論側と同様の結果 (類数の収束性)を
得たので，紹介する．
本講演は，植木潤氏 (東京電機大学)との共同研究に基づくものである．

1 導入-類似研究-

数論的位相幾何学とは，代数体と三次元多様体の類似性に焦点を当て，一方の理論の他方での類似
を考察することによる相互発展を目指す分野である．特に，代数体の素イデアルと三次元多様体に埋
め込まれた結び目の類似は，古くから指摘されている ([Mo])．この類似を軸として，両分野の諸概
念の類似が考案され，「類似対応の辞書作り」が進んでいる．今回は，数論における類数問題のトポ
ロジー側での類似を研究した結果を紹介するため，このセクションではイデアル類群と 1 次ホモロ
ジー群の類似について言及しておく．代数体 F に対し，JF を分数イデアル全体，PF を単項生成イ
デアル全体とするとき，F のイデアル類群 ClF は，

ClF := JF =PF

で定義される．そして，これは有限群であることが知られており，その位数を F の類数という．代
数体の類数決定問題は，Gaussを発端とする歴史ある課題であるにもかかわらず，未だに類数 1 の代
数体がどのくらい存在するか (有限か無限かも)分かっていない．一方で，三次元多様体 M に対し，
その 1-サイクルを Z1(M) ，1-バウンダリーを B1(M) とするとき，M の 1 次ホモロジー群は，

H1(M) := Z1(M)=B1(M)

で定義されるのであった．代数体の整数環は Dedekind環であるため，JF は素イデアルで生成され
る自由アーベル群である．また，Z1(M) は，M 内の結び目で生成される自由アーベル群である．素
イデアルと結び目の類似に基づき，イデアル類群とホモロジー群の類似が見て取れる．本研究では，
類数問題の中でも，次に紹介するWeberの類数問題の類似を考察した．
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2 背景-Weber問題-

p を素数として，有理数体 Q 上の Zp 拡大を Bp とする．Zp 拡大とは，無限次 Galois拡大で，そ
の Galois群が p 進整数環 Zp の加法群と同型なものである．正の整数 n に対して，Bp の pn 次の
中間体がただ一つあり，それを Bp;n とする．Weber問題とは，全ての素数 p と，正の整数 n に対
して，Bp;n の類数 hp;n を求める問題である．また，様々な結果により，次のように予想されている．

予想 2.1. 全ての素数 p と正の整数 n に対して，hp;n = 1 だろう．

特に p = 2 の場合，Weber [We]以来様々な研究者によって進展してきたが，現状 h2;6 = 1 まで
しか分かっていない ([Mi])．他にも，h2;n を割らない素数の決定という観点からも近年研究が進ん
でいる (ごく一部であるが，たとえば [Ho, FK, MO])．
一方で，Zp 拡大の中間体の類数には，岩澤理論における興味深い性質がある．中でも今回注目す

るのは，類数を数列 fhp;ngn�1 とみなしたとき，数列の p 進的振る舞いに関する特徴である．

定理 2.2. 全ての素数 p に対し，類数列 fhp;ngn�1 は，Zp において収束する．

証明の概略. 相対ノルム Np;n=n�1 : Bp;n ! Bp;n�1 からイデアル類群間の写像 Np;n=n�1 : ClBp;n !
ClBp;n�1 が定まり，これは全射になることが知られている．よって，完全系列

0 ! ker Np;n=n�1 ! ClBp;n
! ClBp;n�1

! 0

があり，# ker Np;n=n�1 = hp;n=hp;n�1 となる．ker Np;n=n�1 には Galois 群 Gal(Bp;n) �= Z=pnZ
が作用するため，ker Np;n=n�1 の軌道分解の位数を考えることによって，

hp;n

hp;n�1
� 1 (mod pn) (1)

が得られる．これは，数列 fhp;ngn�1 が p 進 Cauchy列であることを表し，Zp の完備性から，収束
する．実際には，(1)式の証明は，各素数 l パートごとに考え，l 6= p の場合は軌道分解を，l = p の
場合は次の岩澤の有名な結果から従う；

定理 2.3 (岩澤 [I]). 全ての素数 p と正の整数 n に対し，p - hp;n．

Weber問題は未解決であり，hp;n が決定されている (p; n) は有限個しかない．よってその収束先
は見当もつかない．しかし，次のセクションで紹介する，類数の収束性のトポロジーにおける類似で
は，数論側より分かることが多く，収束先が決定できる場合がある．

3 結果-類数の収束性-

まず，トポロジー側における Zp 拡大の類似を紹介する．代数体の拡大の類似は，三次元多様体の
被覆空間である．K を三次元球面 S3 に埋め込まれた結び目とするとき，K で分岐する S3 の pn 重
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巡回被覆空間 MK;pn が存在する（分岐被覆の定義は，たとえば [Rol]）．結び目 K で分岐するとは，
その被覆写像の分岐集合が K となることである．pn 重巡回被覆とは，被覆変換群 Deck(MK;pn=S3)

が Z=pnZ に同型となることである（被覆変換群は，被覆写像を保つような同相写像で，代数体に
おける Galois 群の類似である）．MK;pn の 1 次ホモロジー群は有限群であることが知られており，
その位数を hK;pn = #H1(MK;pn) とする．Weber 問題の数論側の類似として，以下の結果が得ら
れた．

定理 3.1. 全ての結び目 K に対し，数列 fhK;pngn�1 は，Zp において収束する．

数論側と同様に，H1(MK;pn) の n に関する相対的な写像の ker に対し，被覆変換群による作用を
考えることで証明できる．一方で，類体論を用いた証明もできるため，今回は後者を紹介する．

4 証明
いくつか準備をする．結び目 K に対し，Alexander多項式 ∆K(t) という整数係数相反多項式が

定まる．たとえば，三葉結び目に対しては ∆K(t) = t � 1 + t�1 となり，８の字結び目に対しては
∆K(t) = �t + 3 � t�1 となる．さらに，hK;pn について，∆K(t) を用いて計算できる公式が知られ
ている．

定理 4.1. 全ての結び目 K，素数 p，正の整数 n に対して，

hK;pn =

pn�1Y
i=0

j∆K(�i
pn)j (2)

が成立．ただし，�pn = exp(2�
p

�1=pn)．

また，岩澤の結果 (定理 2.3)の類似として，次の植木の結果がある；

定理 4.2 (植木 [U]). 全ての結び目 K，素数 p，正の整数 n に対して，p - hK;pn．

次に定理 3.1の証明を紹介する．

定理 3.1の証明. 定理 2.2と同様，
hK;pn

hK;pn�1

� 1 (mod pn) (3)

が証明できれば十分である．∆K(t) は相反多項式であることから，∆K(�pn) は，Q(�pn) の最大実部
分体 Q(�pn)+ の元とみなせる．よって (2)から，

hK;pn

hK;pn�1

=

pn�1Y
i=0

j∆K(�i
pn)j=

pn�1�1Y
i=0

j∆K(�i
pn�1)j

=

pn�1Y
p-i

j∆K(�i
pn)j

= NQ(�pn )+=Q(∆K(�pn))2

(4)
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となる．ここで，NQ(�pn )+=Q は Q(�pn)+ の Q 上のノルムである．一方で，Q のイデアル pnZ を
法とする射類体は Q(�pn)+ であるから，相互法則より，

Ip(Q)=Pp(Q)NQ(�pn )+=Q(Ip(Q(�pn)+) �= Gal(Q(�pn)+=Q) �= (Z=pnZ)=f�1g

となる．ここで，Ip(Q)， Pp(Q)，Ip(Q(�pn)+ はそれぞれ，p と互いに素な Q のイデアル，Q の単
項イデアル，Q(�pn)+ のイデアルである．定理 4.2によれば，∆K(�pn) で生成される Q(�pn)+ のイ
デアルは p と互いに素なので，相互法則の対応から，

NQ(�pn )+=Q(∆K(�pn)) � �1 (mod pn)

となる．よって，
hK;pn

hK;pn�1

= NQ(�pn )+=Q(∆K(�pn))2 � 1 (mod pn)

を得る．

5 例
K として三葉結び目を考えると，∆K(t) = t � 1 + t�1 となる．そして，∆K(�pn) = �pn + ��1

pn � 1

は，(p; n) = (2; 1); (3; 1) のときを除いて Z[�pn + ��1
pn ] の単数である．一方，(4)より，

hK;pn =

(
j∆K(1)∆K(�1)jN22(∆K(�22))2 � � � N2n(∆K(�2n))2 p = 2

j∆K(1)jNp1(∆K(�p1))2 � � � Npn(∆K(�pn))2 2 - p
(5)

である．ここで，Npn は，代数体 Q(�pn) \ R のノルムである．よって全ての n � 1 に対し，

hK;pn =

8><>:
j∆K(�1)j = 3 p = 2

N31(∆K(�31))2 = 4 p = 3

1 p � 5

(6)

となる．
K として８の字結び目を考えると，∆K(t) = �t + 3 � t�1 となる．∆K(�pn) は単数にはならず，

hK;pn は n � 1 に対して狭義単調増大する．以下，p = 2; 3 に対する hK;pn の計算結果である．

nnp 2 3

1 5 16

2 45 5776

3 2205 192900153616

4 4870845 34桁

急速に増大しているが，hK;pn (mod pn) を計算すると，

hK;2n �

8>>><>>>:
�3 (mod 21)

�3 (mod 22)

�3 (mod 23)

�3 (mod 24)

(7)
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hK;3n �

8>>><>>>:
�2 (mod 31)

�2 (mod 32)

�2 (mod 33)

�2 (mod 34)

(8)

が確認でき，それぞれ �3; �2 に，p 進的に収束していると予想できる．実際，∆K(t) の根に関する
p 進解析的な議論により証明できるが，そのためには多項式の終結式によるホモロジー群の位数の公
式を導入する必要があるため，ここでは割愛し，結果だけ記す．

定理 5.1. ８の字結び目 K に対し，

lim
n!1

hK;pn =

8>>><>>>:
�3 p = 2

�2 p = 3

�4 p = 5p
2 � 2 p = 7:
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ハイゼンベルグダブルの一般化とその性質

東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系 数理・計算科学コース

太田 洋平 (Yohei OTA)

1 導入

ホップ代数の中でも，準 3角ホップ代数は普遍 R行列をもち，この普遍 R行列は 6角関係式とい
う性質を満たしている．一般にホップ代数 H から準 3角ホップ代数 D(H)を構成する手続きが知ら
れており，この D(H)を H のドリンフェルトダブルと呼ぶ．ホップ代数の一般化である準ホップ代

数においてもドリンフェルトダブルが存在し，準 3 角準ホップ代数を構成できることが知られてい
る．一方，双代数H に対して，ハイゼンベルグダブルと呼ばれる代数 H(H)が構成でき，H(H)に
は S 行列が存在し，この S 行列は 5角関係式を満たすことが知られている．本稿では準双代数に対
して，ハイゼンベルグダブルを定義し，5角関係式の類似が成立することを説明する．

2 準ホップ代数

定義 2.1 (k 代数). k を体，Aを k 上のベクトル空間，µA : A⊗ A → A, ηA : k → Aを k 線形写像

とする．以下の図式が可換となるときは k 代数 (k-algebra)であるという．

A⊗A⊗A A⊗A k ⊗A A⊗A A⊗ k

A⊗A A A

µA⊗1A

1A⊗µA µA

ηA⊗1A

∼=
µA

1A⊗ηA

∼=

µA

また，k 代数 (A,µA, ηA), (A′, µA′ , ηA′)と k 線形写像 f : A → A′ に対して，以下の図式が可換とな

るとき，f は k 代数の射であるという．

A⊗A A′ ⊗A′ A A′

A A′ k

f⊗f

µA µA′

f

f

ηA′ηA

注意 2.2. 以降では異なる整数の組 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jm ≤ lと，A⊗mの元 x =
∑
x1 ⊗· · ·⊗xmに対し

て，xj1...jm をA⊗mの元で，1 ≤ i ≤ mに対し xiを ji番目のテンソル積におき，残りの成分は 1とし
たものとする．例えば，x =

∑
x1⊗x2⊗x3に対し，x231 =

∑
x3⊗x1⊗x2, x234 =

∑
1⊗x1⊗x2⊗x3

などとなる．

定義 2.3 (ホップ代数). (H,µH , ηH)を k 代数とし，∆H : H → H ⊗H, εH : H → k を k 代数の射

とする．（ここで，H の元 hに対して，∆(h) =
∑

(h) h
(1) ⊗ h(2) と表すことにする．）以下の図式が

177



可換となるとき，(H,µH , ηH ,∆H , εH)は双代数 (bialgebra)であるという．

H H ⊗H k ⊗H H ⊗H H ⊗ k

H ⊗H H ⊗H ⊗H H

∆H

∆H 1H⊗∆H

εH⊗1H 1H⊗εH

∆H⊗1H

∆H ∼=∼=

また，上記の条件に加えて，k 線形同型 γH : H → H が H の元 hに対して，∑
(h)

h(1)γH(h(2)) = εH(h)1H =
∑
(h)

γH(h(1))h(2)

を満たすとき，(H,µH , ηH ,∆H , εH , γH)はホップ代数 (Hopf algebra)であるという．

注意 2.4. (H,µH , ηH ,∆H , εH)が有限次元双代数のとき，µH∗ = ∆∗
H ,∆H∗ = µ∗

H , ηH∗ = ε∗
H , εH∗ =

η∗
H とすると，H

∗ はまた双代数の構造を持つ．特に f, g ∈ H∗ に対して µH∗(f ⊗ g)を f ∗ gと書く．
H が有限次元ホップ代数の時は上記の構成に加え，γH∗ = γ∗

H とすることで H∗ はホップ代数とし

ての構造を持つ．

定義 2.5 (準ホップ代数). (H,µH , ηH)を k 代数とし，∆H : H → H ⊗H, εH : H → k を k 代数の

射とする．また ΦH =
∑

i φ
i
1 ⊗ φi2 ⊗ φi3 を (H ⊗H ⊗H)× の元とする．任意の H の元 hに対して

以下の式が成立するとき，(H,µH , ηH ,∆H , εH ,ΦH)は準双代数 (quasi-bialgebra)であるという．

(1H ⊗ ∆H)(∆H(h)) = ΦH((∆H ⊗ 1H)(∆H(h)))Φ−1
H

(εH ⊗ 1H)(∆H(h)) = h = (1H ⊗ εH)(∆H(h))

(1H ⊗ 1H ⊗ ∆H)(ΦH)(∆H ⊗ 1H ⊗ 1H)(ΦH) = (ΦH)234((1H ⊗ ∆H ⊗ 1H)(ΦH))(ΦH)123

(1H ⊗ εH ⊗ 1H)(ΦH) = 1H ⊗ 1H

また k 準双代数 (H,µH , ηH ,∆H , εH ,ΦH) と H の元 α, β と全単射な反代数射 γH : H → H

(γH(h1h2) = γH(h2)γH(h1), S(1H) = 1H を満たす写像)が H の元 hに対して以下の条件を満たす

とき，(H,µH , ηH ,∆H , εH ,ΦH , γH , α, β)は準ホップ代数 (quasi-Hopf algebra)であるという．∑
(h)

γH(h(1))αh(2) = εH(h)α,
∑
(h)

h(1)βγH(h(2)) = εH(h)β

∑
i

φi1βγH(φi2)αφi3 = 1H ,
∑
i

γH(ψi1)αψi2βγH(ψi3) = 1H

ただし，Φ−1
H =

∑
i ψ

i
1 ⊗ ψi2 ⊗ ψi3 とする．

注意 2.6. 以降準双代数および準ホップ代数の ΦH を
∑

i φ
i
1 ⊗ φi2 ⊗ φi3 で，Φ−1

H を
∑

i ψ
i
1 ⊗ψi2 ⊗ψi3

で表すことにする．

注意 2.7. 準双代数・準ホップ代数が，Φ = 1 ⊗ 1 ⊗ 1を満たすとき，これらは双代数・ホップ代数と
なる．よって，準双代数・準ホップ代数は双代数・ホップ代数の一般化となっている．
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定義 2.8 (準 3 角準ホップ代数). (H,µH , ηH ,∆H , εH ,ΦH) を双代数とし，R を (H ⊗ H)× の元と

する．任意の H の元 h に対して，以下が成立するとき，(H,µH , ηH ,∆H , εH ,ΦH , R) は準 3 角準
双代数 (quasi-triangular quasi-bialgebra) であるという．また R を H の普遍 R 行列 (universal
R-matrix)という．

(∆H(h))21 = R∆H(h)R−1

(1H ⊗ ∆H)(R) = (Φ231)−1R13Φ213R12(Φ123)−1

(∆H ⊗ 1H)(R) = Φ321R13(Φ132)−1R23Φ123

また，準ホップ代数 H と (H ⊗H)× の元 Rに対して，H が準双代数として，準 3角準双代数とな
るとき，H は準 3角準ホップ代数 (quasi-triangular quasi-Hopf algebra)であるという．

命題 2.9 (6 角関係式). (H,µH , ηH ,∆H , εH ,ΦH , R) を準 3 角準双代数とするとき以下の式が成立
する．

R12Φ312R13(Φ132)−1R23Φ123 = Φ321R23(Φ231)−1R13Φ213R12

3 準ホップ代数のドリンフェルトダブル

定義 3.1 (モノイダル圏). C を圏，⊗ : C × C → C を関手，a : (− ⊗ −) ⊗ − → − ⊗ (− ⊗ −)を自然同
型とする．また，I を C の対象，l : I ⊗ 1C → 1C , r : 1C ⊗ I → 1C を自然同型とする．(C,⊗, a, I, l, r)
が以下の 2 条件を満たすとき，モノイダル圏 (monoidal category) であるという．また a を結合子

(associator)，l, rをそれぞれ左単位子 (left unit)，右単位子 (right unit)，I を単位対象 (unit object)
という．

(pentagon axiom) 任意の C の対象 X,Y, Z,W に対して以下の図式が可換となる．

((X ⊗ Y ) ⊗ Z) ⊗W

(X ⊗ (Y ⊗ Z)) ⊗W (X ⊗ Y ) ⊗ (Z ⊗W )

X ⊗ ((Y ⊗ Z) ⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

aX,Y,Z⊗1W aX⊗Y,Z,W

aX,Y ⊗Z,W aX,Y,Z⊗W

1X⊗aY,Z,W

(triangle axiom) 任意の C の対象 X,Y に対して以下の図式が可換となる．

(X ⊗ I) ⊗ Y X ⊗ (I ⊗ Y )

X ⊗ Y

aX,I,Y

rX⊗1Y 1X⊗lY

定義 3.2 (ブレイドモノイダル圏). (C,⊗, a, I, l, r)をモノイダル圏，τ : C × C → C × C を第一成分と
第二成分を入れ替える関手，c : − ⊗ − → (− ⊗ −) ◦ τ を自然同型とする．(C,⊗, a, I, l, r, c)がブレ
イドモノイダル圏 (braided monoidal category)であるとは，以下の条件を満たすことをいう．
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(hexagon axiom) C の対象 X,Y, Z,W に対して以下の図式が可換となる．

X ⊗ (Y ⊗ Z) (Y ⊗ Z) ⊗X

(X ⊗ Y ) ⊗ Z Y ⊗ (Z ⊗X)

(Y ⊗X) ⊗ Z Y ⊗ (X ⊗ Z)

cX,Y ⊗Z

aY,Z,XaX,Y,Z

cX,Y ⊗1Z

aY,X,Z

1Y ⊗cX,Z

(X ⊗ Y ) ⊗ Z Z ⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ (Y ⊗ Z) (Z ⊗X) ⊗ Y

X ⊗ (Z ⊗ Y ) (X ⊗ Z) ⊗ Y

cX⊗Y,Z

a−1
Z,X,Y

a−1
X,Y,Z

1X⊗cY,Z

a−1
X,Z,Y

cX,Z⊗1Y

注意 3.3. 一般にモノイダル圏 C からブレイドモノイダル圏 Z(C)を構成する方法（ドリンフェルト
センター）が知られている．特に C がリジッドモノイダル圏という構造を持つとき，Z(C)はリジッ
ドブレイドモノイダル圏となる．

H を有限次元準ホップ代数とすると，有限次元 H 加群の圏 H -modはリジッドモノイダル圏の構
造を持つ．Z(H -mod) は注意 3.3より，リジッドブレイドモノイダル圏構造を持つが，淡中双対と
呼ばれる圏と代数の対応により，このような圏はある有限次元準 3角準ホップ代数 D(H)の加群の
圏となることが知られている．このD(H)をH のドリンフェルトダブル (Drinfeld double)という．
D(H)は集合としては H∗ ⊗H であり，D(H)の元を f ./ hと書くとき，D(H)の積構造は以下の
ように定まる．ただし，?は不定元の入る場所を指している．

(f ./ a) · (g ./ b) =
∑

(f ∗ g)
(

(γ)−1(a(3))?a(1)
)

⊗ a(2)b

H がホップ代数の時は，D(H)は比較的簡単な構造をしているが，H が準ホップ代数の時のD(H)
の構造はかなり複雑である．具体的な表示は [BCPO19]などに記載がある．まだD(H)の普遍 R行

列は H の基底 {ei}とその双対基底
{
ei

}
を用いて以下のように表すことができる．

R =
∑
i

(1 ./ ei) ⊗ (ei ./ 1)

定義 3.4 (イエッター・ドリンフェルト加群). H を準双代数とし，(M,µM )を左H 加群，∆M : M 3
m 7→

∑
(m) m

(0) ⊗m(1) ∈ M ⊗H を k線形写像とする．任意のH の元 hとM の元mに対して以

下が成立するとき，(M,µM ,∆M )はイエッター・ドリンフェルト加群 (Yetter-Drinfeld module)で
あるという．∑ (

ψi2m
(0)

)(0)
⊗

(
ψi2m

(0)
)(1)

ψi1⊗ψi3m(1) = Φ−1
H

∑
(ψi3m)(0)⊗

(
(ψi3m)(1)

)(1)
ψi1⊗

(
(ψi3m)(1)

)(2)
ψi2∑

εH

(
m(1)

)
m(0) = m,

∑
h(1)m(0) ⊗ h(2)m(1) =

∑ (
h(2)m

)(0)
⊗

(
h(2)m

)(1)
h(1)
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また H 上のイエッター・ドリンフェルト加群 (M,µM ,∆M ), (N,µN ,∆N ) と左 H 加群の射 f :
M → N に対して，f が以下の条件を満たすとき，イエッター・ドリンフェルト加群の射であると

いう．
(f ⊗ 1H) ◦ ∆M = ∆N ◦ f

これによりイエッター・ドリンフェルト加群の圏 H YDH を定義することができる．また，有限次元

イエッター・ドリンフェルト加群の圏を H YDH
fd と表す．

命題 3.5. H を k 上の有限次元準ホップ代数とする．このとき，次の圏同値が成立する．

Z(H -mod) ' H YDH
fd ' D(H) -mod

4 ホップ代数のハイゼンベルグダブル

定義 4.1 (ホップセンター). (B,⊗, a, I, l, r, c) をブレイドモノイダル圏，C をモノイダル圏とし，
F : C → B を quasi-monoidal functorとする．

定義 4.2 (ホップ加群). H を双代数とし，(M,µM )を右 H 加群，∆M : M 3 m 7→
∑

(m) m
(−1) ⊗

m(0) ∈ H ⊗M を k 線形写像とする．任意の H の元 hとM の元mに対して以下が成立するとき，

(M,µM ,∆M )はホップ加群 (Hopf module)であるという．

(∆H ⊗ 1M ) ◦ ∆M = (1H ⊗ ∆M ) ◦ ∆M∑
(m)

εH(m(−1))m(0) = m

∑
(m),(h)

m(−1)h(1) ⊗m(0)h(2) =
∑
(mh)

(mh)(−1) ⊗ (mh)(0)

またH 上のホップ加群 (M,µM ,∆M ), (N,µN ,∆N )と右H 加群の射 f : M → N に対して，f が以

下の条件を満たすとき，ホップ加群の射であるという．

(1H ⊗ f) ◦ ∆M = ∆N ◦ f

これによりホップ加群の圏 H MH を定義することができる．また，有限次元ホップ加群の圏を
H Mfd

H と表す．

H を有限次元双代数とすると，有限次元 H 加群の圏 mod-H はモノイダル圏である．ドリンフェ
ルトセンターと同様に，モノイダル圏 C から圏 H(C) を構成する方法（ホップセンター）が知られ
ており，H(mod-H)はある k 代数H(H)の右H(H)加群の圏と圏同値であることが知られている．
この H(H) を H のハイゼンベルグダブル (Heisenberg double) という．H(H) は D(H) と同様に
集合としてはH∗ ⊗H であり，H(H)の元を f#hと書くとき，H(H)の積構造は以下のように定ま
る．ただし，?は不定元の入る場所を指している．

(f#a) · (g#b) =
∑

f ∗ g(?a(1))#a(2)b
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命題 4.3. H を k 上の有限次元双代数とする．このとき，次の式が成立する．

H(mod-H) ' H Mfd
H ' mod-H(H)

命題 4.4 (5角関係式). H を k 上の双代数とし，{ei}を H の基底，
{
ei

}
をその双対基底とする．

S =
∑
i

(1#ei) ⊗ (ei#1)

とするとき，以下の式が成立する．
S12S13S23 = S23S12

命題 4.5. H をホップ代数とし，φ : D(H) → H(H) ⊗H(H)op を以下の式で定める．

φ = µH(H)⊗H(H)op ◦ ((1H∗ ⊗ ηH)⊗2 ⊗ (ηH∗ ⊗ 1H)⊗2) ◦ (1H∗ ⊗ (γ−1
H )∗ ⊗ 1H ⊗ γH) ◦ (∆op

H∗ ⊗ ∆H)

このとき，φは代数の埋め込みを与え，以下の性質を満たす．

φ(εH ./ ei) =
∑

εH#e(1)
i ⊗ εH#γH(e(2)

i )

φ(ei ./ 1H) =
∑

(ei)(2)#1H ⊗ γ−1
H

∗((ei)(1))#1H

またこのような性質を満たす代数の射はただ一つである．

注意 4.6. ホップ代数におけるドリンフェルトダブルとハイゼンベルグダブルには，上記の関係があ
るが，この関係は準ホップ代数のドリンフェルトダブルとハイゼンベルグダブルでは成立しない．第

6節でこのような例の構成を行う．

5 主結果

この節では第 4節の内容の準双代数の場合への拡張を考察する．

定義 5.1 (準双代数のホップ加群). H を準双代数とし，(M,µM ) を右 H 加群，∆M : M 3 m 7→∑
(m) m

(−1) ⊗m(0) ∈ H ⊗M を k線形写像とする．任意のH の元 hとM の元mに対して以下が

成立するとき，(M,µM ,∆M )はホップ加群 (Hopf module)であるという．∑
m(−1) ⊗

(
m(0)

)(−1)
⊗

(
m(0)

)(0)
=

∑ (
m(−1)

)(1)
ψi1 ⊗

(
m(−1)

)(2)
ψi2 ⊗m(0)ψi3∑

εH

(
m(−1)

)
m(0) = m,

∑
(m),(h)

m(−1)h(1) ⊗m(0)h(2) =
∑
(mh)

(mh)(−1) ⊗ (mh)(0)

またH 上のホップ加群 (M,µM ,∆M ), (N,µN ,∆N )と右H 加群の射 f : M → N に対して，f が以

下の条件を満たすとき，ホップ加群の射であるという．

(1H ⊗ f) ◦ ∆M = ∆N ◦ f

これによりホップ加群の圏 H MH を定義することができる．また，有限次元ホップ加群の圏を
H Mfd

H と表す．
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注意 5.2. H が双代数のときはこれらは定義 4.2で定義したものと同じになる．

定義 5.3 (準双代数のハイゼンベルグダブル). H を準双代数とし，H∗#H をH∗ ⊗H に以下の積と

H の右作用を入れたものとする．

(f#a) · (g#b) =
∑

f(?ψ1) ∗ g(?ψ2a
(1))#ψ3a

(2)b (f#a, g#b ∈ H∗#H)

(f#a) / h = f(h?)#a

またこの積の単位元は εH#1H となる．作用によりH∗#H は右H 加群の構造を持ち，H∗#H は圏
Mod-H における代数の構造を持つ．

注意 5.4. H∗#H は圏Mod-H における代数であるが，k 代数の構造は持たない．

ここで，k 線形空間M に対し，µM : M ⊗H∗#H 3 m⊗ (f#a) → m · (f#a) ∈ M という k 線

形写像が定義されていて，M の元mと，H∗#H の元 f1#a1, f2#a2, f3#a3 に対して以下が成立す

るとき，M を右 H∗#H 加群と呼ぶことにする．

m · (εh#1H) = m

(m · (f1#a1)) · (f2#a2) = m · ((f1#a1) · (f2#a2))

m · (((f1#a1) · (f2#a2)) · (f3#a3)) = m · ((f1#a1) · ((f2#a2) · (f3#a3)))

また通常の加群の射と同じ定義で右 H∗#H 加群の射が定義すると，(有限次元)右 H∗#H 加群の
圏Mod-H(H) (mod-H(H))を構成することができる．

命題 5.5. H を有限次元準ホップ代数とするとき，つぎの圏同値が成立する．

H(mod-H) ' H Mfd
H ' mod-H(H)

定理 5.6. H を有限次元準双代数とし，{ei}を H の基底，
{
ei

}
をその双対基底とする．

((f1#a1) ⊗ (f2#a2) ⊗ (f3#a3)) ↼ (h1 ⊗ h2 ⊗ h3) = (f1#a1h1) ⊗ (f2#a2h2) ⊗ (f3#a3h3)

S =
∑
i

(1#ei) ⊗ (ei#1)

とするとき，(S12S13)S23 = S12(S13S23)が成立し，これらを S12S13S23 と表記すると以下の式が成

立する．
(S12S13S23) ↼ Φ = S23S12

6 具体例の計算

位数 n の巡回群 Cn の体 k 上の群環 k[Cn] は自然なホップ代数構造（g ∈ Cn に対して ∆(g) =
g ⊗ g, ε(g) = 1K , γ(g) = g−1）が定まるが，k[Cn]に非自明な結合子 Φを定め，準ホップ代数とみ
なすことができる．この節では，位数が 2と 3の巡回群に対して，上記の方法で非自明な準ホップ代
数を構成し，そのドリンフェルトダブルとハイゼンベルグダブルの計算例を紹介する．ここで，写像

φは命題 4.5で定義した写像である．
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例 6.1. C2 の生成元を g と書き，p+ = 1
2 (1 + g), p− = 1

2 (1 − g),Φ = 1 ⊗ 1 ⊗ 1 − 2p− ⊗ p− ⊗ p−

と定めると，k[C2]は準ホップ代数構造を持つ．この準ホップ代数を h(2)と表す．このとき h(2)の
ドリンフェルトダブル D(h(2))とハイゼンベルグダブルの H(h(2))の積の演算表は以下のとおりで
ある．

D(h(2)) p∗
+ ./ p+ p∗

+ ./ p− p∗
− ./ p+ p∗

− ./ p−

p∗
+ ./ p+ p∗

+ ./ p+ 0 p∗
− ./ p+ 0

p∗
+ ./ p− 0 p∗

+ ./ p− 0 p∗
− ./ p−

p∗
− ./ p+ p∗

− ./ p+ 0 p∗
+ ./ p+ 0

p∗
− ./ p− 0 p∗

− ./ p− 0 −p∗
+ ./ p−

H(h(2)) p∗
+#p+ p∗

+#p− p∗
−#p+ p∗

−#p−

p∗
+#p+ p∗

+#p+ 0 0 p∗
−#p−

p∗
+#p− 0 p∗

+#p− p∗
−#p+ 0

p∗
−#p+ p∗

−#p+ 0 0 −p∗
+#p−

p∗
−#p− 0 p∗

−#p− p∗
+#p+ 0

また，D(h(2))の基底を φにより H(h(2)) ⊗H(h(2))op へ送った先での演算の表は以下のとおり

である．

φ(p∗
+ ./ p+) φ(p∗

+ ./ p−) φ(p∗
− ./ p+) φ(p∗

− ./ p−)
φ(p∗

+ ./ p+) φ(p∗
+ ./ p+) 0 φ(p∗

− ./ p+) 0
φ(p∗

+ ./ p−) 0 φ(p∗
+ ./ p−) 0 φ(p∗

− ./ p−)
φ(p∗

− ./ p+) φ(p∗
− ./ p+) 0 φ(p∗

+ ./ p+) 0
φ(p∗

− ./ p−) 0 φ(p∗
− ./ p−) 0 −φ(p∗

+ ./ p−)

よって φは代数の射となっていることが分かる．また H(h(2))において，

S = ε#p+ ⊗ p+
∗#1 + ε#p− ⊗ p∗

−#1

となり，この S に関して定理 5.6が成立していることが確認できる．また，H(h(2))の演算表から

((p∗
−#p−) · (p∗

−#p+)) · (p∗
−#p−) 6= (p∗

−#p−) · ((p∗
−#p+) · (p∗

−#p−))

が成立することが確認でき，H(h(2))が非結合的代数であることが確認できる．

例 6.2. g を C3 の生成元として，k[C3]∗ を k[C3]の双対ホップ代数とする．このとき p0 = 1∗, p1 =

g∗, p2 = (g2)∗ とすると，これらは k[C3]∗ の基底となる．また ω = −1 +
√

3
2

として，Φ =
1 ⊗ 1 ⊗ 1 + (ω − 1)(p1 ⊗ p1 ⊗ p1 + p1 ⊗ p2 ⊗ p2 + p2 ⊗ p1 ⊗ p2 + p2 ⊗ p2 ⊗ p1) + (ω2 − 1)(p2 ⊗
p1 ⊗ p1 + p1 ⊗ p2 ⊗ p1 + p1 ⊗ p1 ⊗ p2 + p2 ⊗ p2 ⊗ p2)と定めると，k[C3]∗ は準ホップ代数の構造を
持つ．この準ホップ代数を h(3)と表す．このとき h(3)のドリンフェルトダブル D(h(3))とハイゼ
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ンベルグダブルの H(h(3))の積の演算表は以下のとおりである．

D(h(3)) p∗
0 ./ p0 p∗

0 ./ p1 p∗
0 ./ p2 p∗

1 ./ p0 p∗
1 ./ p1 p∗

1 ./ p2 p∗
2 ./ p0 p∗

2 ./ p1 p∗
2 ./ p2

p∗
0 ./ p0 p∗

0 ./ p0 0 0 p∗
1 ./ p0 0 0 p∗

2 ./ p0 0 0
p∗

0 ./ p1 0 p∗
0 ./ p1 0 0 p∗

1 ./ p1 0 0 p∗
2 ./ p1 0

p∗
0 ./ p2 0 0 p∗

0 ./ p2 0 0 p∗
1 ./ p2 0 0 p∗

2 ./ p2
p∗

1 ./ p0 p∗
1 ./ p0 0 0 p∗

2 ./ p0 0 0 p∗
0 ./ p0 0 0

p∗
1 ./ p1 0 p∗

1 ./ p1 0 0 ωp∗
2 ./ p1 0 0 ω2p∗

0 ./ p1 0
p∗

1 ./ p2 0 0 p∗
1 ./ p2 0 0 ω2p∗

2 ./ p2 0 0 ωp∗
0 ./ p2

p∗
2 ./ p0 p∗

2 ./ p0 0 0 p∗
0 ./ p0 0 0 p∗

1 ./ p0 0 0
p∗

2 ./ p1 0 p∗
2 ./ p1 0 0 ω2p∗

0 ./ p1 0 0 ωp∗
1 ./ p1 0

p∗
2 ./ p2 0 0 p∗

2 ./ p2 0 0 ωp∗
0 ./ p2 0 0 ω2p∗

1 ./ p2

H(h(3)) p∗
0#p0 p∗

0#p1 p∗
0#p2 p∗

1#p0 p∗
1#p1 p∗

1#p2 p∗
2#p0 p∗

2#p1 p∗
2#p2

p∗
0#p0 p∗

0#p0 0 0 0 0 p∗
1#p2 0 p∗

2#p1 0
p∗

0#p1 0 p∗
0#p1 0 p∗

1#p0 0 0 0 0 p∗
2#p2

p∗
0#p2 0 0 p∗

0#p2 0 p∗
1#p1 0 p∗

2#p0 0 0
p∗

1#p0 p∗
1#p0 0 0 0 0 ωp∗

2#p2 0 ωp∗
0#p1 0

p∗
1#p1 0 p∗

1#p1 0 p∗
2#p0 0 0 0 0 (−ω − 1)p∗

0#p2
p∗

1#p2 0 0 p∗
1#p2 0 (−ω − 1)p∗

2#p1 0 p∗
0#p0 0 0

p∗
2#p0 p∗

2#p0 0 0 0 0 (−ω − 1)p∗
0#p2 0 (−ω − 1)p∗

1#p1 0
p∗

2#p1 0 p∗
2#p1 0 p∗

0#p0 0 0 0 0 ωp∗
1#p2

p∗
2#p2 0 0 p∗

2#p2 0 ωp∗
0#p1 0 p∗

1#p0 0 0

また，D(h(3))の基底を φにより H(h(3)) ⊗H(h(3))op へ送った先での演算の表は以下のとおり

である．ただし，pij = p∗
i#pj , pijkl = p∗

i#pj ⊗ p∗
k#pl とする．

φ(p00) φ(p01) φ(p02) φ(p10) φ(p11) φ(p12) φ(p20) φ(p21) φ(p22)
φ(p00) φ(p00) 0 0 φ(p10) 0 0 φ(p20) 0 0
φ(p01) 0 φ(p01) 0 0 φ(p11) 0 0 φ(p21) 0
φ(p02) 0 0 φ(p02) 0 0 φ(p12) 0 0 φ(p22)
φ(p10) φ(p10) 0 0 P2211+

ωP2012+
ω2P2110

0 0 P0000+
ωP0202+
ω2P0101

0 0

φ(p11) 0 φ(p11) 0 0 P2112+
ωP2210+
ω2P2011

0 0 P0201+
ωP0100+
ω2P0002

0

φ(p12) 0 0 φ(p12) 0 0 P2010+
ωP2111+
ω2P2212

0 0 P0102+
ωP0001+
ω2P0200

φ(p20) φ(p20) 0 0 P0000+
ωP0202+
ω2P0101

0 0 P1122+
ωP1220+
ω2P1021

0 0

φ(p21) 0 φ(p21) 0 0 P0201+
ωP0100+
ω2P0002

0 0 P1020+
ωP1121+
ω2P1222

0

φ(p22) 0 0 φ(p22) 0 0 P0102+
ωP0001+
ω2P0200

0 0 P1221+
ωP1022+
ω2P1120

このとき，上記の表と D(h(3))の表を比べると，φは代数の射となっていないことが分かる．（上
記の表の ω, ω2 を 1に置き換えると，代数の射となっている.)つまり，命題 4.5の類似はそのままの
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形では成立しないことが分かる，また H(h(3))において，

S = ε#p0 ⊗ p0
∗#1 + ε#p1 ⊗ p∗

1#1 + ε#p2 ⊗ p∗
2#1

となり，この S に関して定理 5.6が成立していることが確認できる．また，H(h(3))の演算表から

((p∗
1#p2) · (p∗

1#p1)) · (p∗
2#p2) 6= (p∗

1#p2) · ((p∗
1#p1) · (p∗

2#p2))

が成立することが確認でき，H(h(2))が非結合的代数であることが確認できる．
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Geometric Structure of Affine Deligne-Lusztig Varieties

島田了輔 (東京大学大学院数理科学研究科数理科学専攻)

k = Fqとし, k̄をkの代数閉包とする. さらにF = k((t)); L = k̄((t))とおき, O = k̄[[t]]

と書く. �をL=FのFrobenius射とする. Gをk上の split connected reductive groupと
し, Tをその split maximal torusとする. BをGのBorel部分群でTを含むものとする.

任意の cocharacter � 2 X�(T )に対し t�を t 2 Gm(F )の� : Gm ! Tによる像とする.

以下, dominant cocharacter � 2 X�(T )を固定する. このときアファインDeligne-

Lusztig多様体X�(b)とはアファインGrassmannianの中の局所閉集合で

X�(b)(k̄) = fxG(O) 2 G(L)=G(O) j x�1b�(x) 2 G(O)t�G(O)g

によって定まるものである. 似たようにして任意の parahoric部分群 (特に岩堀部分
群)に対するアファインDeligne-Lusztig多様体も定義することができる. アファイン
Deligne-Lusztig多様体X�(b)には�-中心化群

Jb = Jb(F ) = fg 2 G(L) j g�1b�(g) = bg

が作用する. この作用はX�(b)の既約成分の集合への作用も誘導する.

定義から明らかなようにアファインDeligne-Lusztig多様体は古典的なDeligne-Lusztig

多様体のループ群に対しての類似である. JbはX�(b)のホモロジーに対しても自然に作
用するが, Deligne-Lusztig多様体が有限簡約代数群の表現論において決定的な役割を果
たしていることを鑑みると, X�(b)のホモロジーから得られるJbの表現もまた非常に興
味深い対象であると言える. こうした方向での研究の最近の展開としてChan-Ivanovに
よる (岩堀の場合の)アファインDeligne-Lusztig多様体を用いた局所Langlands対応の
実現がある [1]. その証明は全て純粋に局所的で, こうした研究はLanglands対応を理解
する上で重要な直感を与える. 一方でX�(b)の幾何学的構造は古典的なDeligne-Lusztig

多様体に比べてはるかに難しく,様々な観点から研究が行われている.

アファインDeligne-Lusztig多様体がいつ空でないかを決定する簡単な判定法はKot-

twitzとRapoportにより予想され,最終的にGashiにより証明されている [2]. 加えて
X�(b) 6= ;に対し次元公式

dimX�(b) = h�; � � �bi � 1

2
def(b)

が知られている [3]. ここで �bは bのNewton vector, �はpositive rootの和の半分,そし
てdef(b)は bのdefectを意味する. また,このようなアファインDeligne-Lusztig多様体
の幾何学的性質に関する結果自体も数論幾何学への応用を持ち, 例えばXiaoとZhuは
ある場合の既約成分を調べ,その結果を志村多様体のbasic locusに応用している [4].

岩堀部分群に対する場合にはChanと Ivanovにより特定のGLnのアファインDeligne-

Lusztig多様体に対し明示的な描写がなされた [1]. そこで与えられた直和分解の各成分
は古典的Deligne-Lusztig多様体と有限次元アファイン空間の積である.

本研究 [5]ではアファインGrassmannianの中のGL3のアファインDeligne-Lusztig多
様体を bがbasicであると仮定して調べる. このためには bのNewton vectorが ( i

3
; i

3
; i

3
)

(i = 0; 1; 2)である場合を調べれば十分である. 任意のdominant cocharacter � 2 X�(T )

とX�(b) 6= ;に対し, X�(b)の既約成分を完全に決定する.
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定理 1. X�(b)の既約成分は
⊔

�2M Jb=K�により添字付けられる. ここでMは�によっ
て決まる dominant cocharacterの有限集合で, K�は�によって決まる latticeのJbの作
用による固定部分群である. また,各既約成分は簡単な多様体上のaffine bundleである.

群 Jbは添字集合に左からかけることによって作用する. 多くの場合既約成分は有限
次元アファイン空間のopen subschemeであり,それ自体もまたアファインである. この
結果の系として, X�(b)の既約成分が全て古典的Deligne-Lusztig多様体とアファイン空
間の積であるような (�; b)が特定できる. その場合, X�(b)は既約成分の直和である.

定理 2. Ωをk上の2次元Drinfeld upper half spaceとし, Aを有限次元アファイン空間
とする. 上のような (�; b)に対して次が成り立つ.

1. b = 1のとき, k̄上の多様体として

X�(1) �=
⊔

J1=K0

Ω � A または

X�(1) �= (
⊔

J1=K1

Ω � A) t (
⊔

J1=K2

Ω � A):

ここでKiはある latticeのJ1の作用による固定部分群である.

2. bが ( i
3
; i

3
; i

3
) (i = 1; 2)という形のNewton vectorを持つとき, k̄上の多様体として

X�(b) �=
⊔

Jb=Hb

A または

X�(b) �= (
⊔

Jb=Hb

A) t (
⊔

Jb=Hb

A):

ここでHbはある latticeのJbの作用による固定部分群である.

証明の方針は次の通りである: SL3に対するBruhat-Titsの建物を用いてX�(b)(k̄)を
閉部分集合の和に分解し,それらが実際には既約成分であることを示す. このために上
述した次元公式も用いる. 各既約成分の構造は Schubert cellへの埋め込みによって決
定される. これらの各過程で重要なのはKottwitzによる先行研究 [6]の結果である.
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Factorial GP関数のChevalley公式

杉本奨吾（Sugimoto Shogo）

早稲田大学大学院基幹理工学研究科数学応用数理専攻

1 導入

Factorial GP 関数はmaximal orthogonal Grassmannian varietyの torus同変 K-theoryの Schubert類を表す特殊関
数である. この関数は Ikeda–Naruse[2]らによって導入され, strict partitionによって添字づけられる. この論文の中
で factorial GP 関数は 4つの表示-対称群を使った表示（Hall-Littlewood型公式）,pfaffianの有理式（Nimmo型公
式）,tableaux表示,diagrams表示-が与えられた. またこの関数は特殊化すれば Schurの P関数となる.

Schubert calcurusの基本問題の 1つは構造定数を求めることである. つまり factorial GP 関数の積を factorial GP
関数の 1次式で表したときの係数を求めることである. 一般の strict partitionを添字にもつ GP関数の構造定数に関
してはまだわかっていないが Chevalley公式という一方を特別な partitionつまり one boxに制限したときの構造定数
は Buch–Chaput–Mihalcea–Perrin[1]らによって与えられた. この公式を紹介する.

2 記号

nを自然数とする. (x) = (x1; x2; � � � ; xn); (b) = (b1; b2; � � � ); � を formal parameterとする. Sn を n次対称群とする.
R(T ) = Z[e�t1 ; � � � ; e�tn+1 ]とおく.

定義 2.1. GΓn を次の条件を満たす多項式 f の集合とする.

(1) Z[�][x1; x2; � � � ; xn]の元

(2) 変数 x1; x2; � � � ; xn で対称

(3) f に 1 � i < j � nである i; j に対して xi = t; xj = 	t(= � t
1+�t )を代入したときこの多項式は tに依存しない.

ここで集合 GΓn は環になっている.

例 1.
Qn

i=1(1 + �xi)は GΓn の元である. (3)の条件は 1 + �(	t) = 1 � �t
1+�t = 1+�t��t

1+�t = (1 + �t)�1 より (1 + �t)

は打ち消しあうことからわかる. 条件 (1); (2)は明らか.

定義 2.2. 自然数の狭義単調減少列 � = (�1; �2 � � � ; �‘) （つまり �i > �i+1）を strict partitionといい ‘を �の長
さ (length)という（また ;は長さ 0の strict partitionと考える）. 長さ n以下の strict partitionの集合を SPnとお
く. つまり

SPn = f� = (�1 > �2 > � � � > �‘)j‘ � n; �i 2 Z>0g

とおく. また第 1成分が n以下である strict partitionの集合を SP(n)とおく.つまり

SP(n) = f� = (�1 > �2 > � � � > �‘)j�1 � n; �i 2 Z>0g

とおく.
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この 2つの集合は SP(n) � SPn という包含関係がある.
strict partition �は次のように shifted Young diagram D(�) = f(i; j) 2 Z � Zji � j � �i + i � 1; 1 � i � ‘(�)g

と同一視できる.
例えば � = (5; 3; 2)は次の図形と対応させる.

� � � � � � 5個の箱
� � � � � � 3個の箱
� � � � � � 2個の箱

これは 1 行目に 5 個の箱,2 行目に 3 個の箱,3 行目に 2 個の箱を 1 つずらして並べたものである. この partition
� = (5; 3; 2)の長さは 3であるから � 2 SP3 であるが � 62 SP(3)である (∵ �1 = 5 > 3).
今後はこの同一視で strict partitionと shifted young diagramを区別せずに用いる. つまり

SP(3) =
n

; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

o

と同一視する. 一般の SPn; SP(n)に関しても同様である. この同一視のもとで rook stripを定義する.

定義 2.3. �; �を strict partitionsとする. � � �で �i � �i; (1 � i � n)を表す. � � �である 2つの partitionsにつ
いて �=�で �の diagramから �を除いた diagramを表す. �=�が rook stripとは同じ行 同じ列には 2つ以上の箱
がないことをいう. 言い換えると �は �に各行各列高々1個の箱をくっつけて得られる partitionである. また �=�も
（これは ;となる）rook stripに含める.

例 2. � = (1) = のとき �=�が rook stripとなる strict partition �は (1) = ; (2) = の 2つである.

� = (3; 1)のとき �=�が rook stripとなる strict partionとなる �は (3; 1); (3; 2); (4; 1); (4; 2)の 4つでこれは次の
ように diagramを描けばわかる. ただし斜線部は (3; 1)を表している.

@
@
@@

;
@

@
@@

;
@
@
@@

;
@
@
@@

R(T ) 
Z[�] GΓn 上に演算 �; 	を次で定義する.

x � y = x + y + �xy; x 	 y =
x � y

1 + �y
:

ここで �は結合法則が満たされ 0が単位元となり 	は �の逆演算である. また 	x = �x
1+�x である. k 2 Z>0 に

対して

[xjb]k = (x � b1)(x � b2) � � � (x � bk)

と定義する. またこれを長さ ‘の strict partition � = (�1; �2 � � � ; �‘)に拡張して

[xjb]� =
‘Y

j=1

[xj jb]�j

で定義する.

2
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3 Factorial GP 関数とそのChevalley公式

定義 3.1. [2] � 2 SPn; ‘を �の長さとする. 関数 GP�(xjb)を次で定義する.

GP�(xjb) :=
1

(n � ‘)!

X
w2Sn

w

"
[xjb]�

Y
1�i<j�n;i�‘

xi � xj

xi 	 xj

#
:

ここで xは n変数 x1; � � � ; xn を Sn は n次対称群を表し w 2 Sn は xの添字に作用する. また GP;(xjb) = 1とおく.

定義から Factorial GP 関数は (� = 0; 8bi = 0で)特殊化すれば Schurの P関数が得られることがわかる.

命題 3.2. [2] � 2 SPn に対して GD
(n)
� (xj1 � et) 2 R(T ) 
Z[�] GΓn を

GD
(n)
� (xj1 � et) =

(
GP�(x1; x2; � � � ; xnj1 � et1 ; � � � ; 1 � etn+1 ; 0; � � � ) n : even

GP�(x1; x2; � � � ; xn; 0j1 � et1 ; � � � ; 1 � etn+1 ; 0; � � � ) n : odd

とおく. このとき fGD
(n)
� (xj1 � et)j� 2 SPngは R(T ) 
Z[�] GΓn の R(T )�basisとなる.

OG(n+1; 2n+2)を even orthogonal Grassmanninan varietyとし,KT (OG(n+1; 2n+2))をOG(n+1; 2n+2)の
torus同変K理論とする. Ω�を �に対する Schubert variety,O
�

をその構造層とするとこれはKT (OG(n+1; 2n+2))
の元 [O
�

]T を定める. さらにKT (OG(n + 1; 2n + 2))は f[O
�
]T j� 2 SP(n)gを R(T )�加群としての基底に持つこ

とが知られていてKT (OG(n + 1; 2n + 2))は環構造を持つことから,�; � 2 SP(n)に対して

[O
�
]T [O
�

]T =
X

�2SP(n)

c�
�;�[O
� ]T

と展開できることがわかる. Schubert calculusの基本的な問題の 1つはこの係数 c�
�;� を求めることである. しかし一

般の �; � 2 SP(n)に対してこの係数を求めることは難しい. そこで � = (1)という特別な partitionに制限したとき
の c�

�;�を考える. これはChevallay公式とよばれ,[1]で与えられている. また � = (�1)というもう少し一般の場合は
Pieri公式と呼ばれ,まだ未解決である.

定理 3.3. [2] 次の写像は R(T )�代数として準同型でかつ全射である.

�n : R(T ) 
Z[�] GΓn �! KT (OG(n + 1; 2n + 2)) GD
(n)
� (xj1 � et) 7!

(
[O
�

]T � 2 SP(n)

0 � 62 SP(n)

この対応により GD(n)(xj1 � et)が つまり（偶数変数の）factorial GP 関数が Schubert類を表す特殊関数である
ことがわかる.

定理 3.4. [1](Chevalley公式)
nを偶数,� 2 SPn; ‘を �の長さとする. このとき

GP�(xjb) � GP (xjb) = ��1fΠ(b�) � 1gGP�(xjb) + Π(b�)
X

�=�:r;s;�6=�;�2SPn

�j�=�j�1GP�(xjb)

が成り立つ. ここで

Π(b�) =

(Q‘
i=1(1 + �b�i+1)�1 ‘ : even

f
Q‘

i=1(1 + �b�i+1)�1g(1 + �b1)�1 ‘ : odd

を表す. また �=� : r; s は rook strip を表す（� は � に各行各列高々1 個の箱をくっつけて得られる shifted young
diagram）.

例 3. � = のとき �としてとれる partitionは ‘ ‘ ‘ の 4通りであった. これより

GP (xjb) � GP (xjb) = ��1
�
Π(b ) � 1

�
GP (xjb) + Π(b )

�
GP (xjb) + GP (xjb) + �GP (xjb)

�
である. ここで ‘(�) = 2より Π(b ) = (1 + �b4)(1 + �b2) である.

3
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An explicit construction of derived moduli stacks of

Harder-Narasimhan filtrations

早稲田大学大学院 基幹理工学研究科 数学応用数理専攻
水野　雄貴 (Yuki Mizuno)

1 導入，本レポートについて
■著者について 著者の専門分野は代数幾何学である．代数幾何学は多項式の零点で記述される多様体につい
て研究する分野である．その中でも，著者は代数多様体 (またはスキーム) 上の層のモジュライ空間について
研究している．ここで，代数多様体 (またはスキーム) X上の層とは， X上の開集合全体からなる圏 ouv(X)

から集合の圏 Setsへの反変関手である種の張り合わせの条件の成立するもののことを指す．また，X上の層
のモジュライ空間とは代数多様体 (またはその一般化であるスキーム)で各点が X上の層をパラメトライズし
ているものを指す．特に著者はベクトル束や連接層のモジュライ空間について研究している，ここで連接層と
は，大雑把に言って局所的には有限生成な加群に付随する層として実現される層のことである.

■スタックの動機 一般に X 上の連接層全てをパラメトライズするような代数多様体やスキームは存在しな
い．もし，モジュライ空間をスキームとして実現する場合，パラメトライズする層を制限する必要がある．こ
の時に制限される層は，(半)安定層と呼ばれるクラスに属す．一方で，X上の連接層全てをパラメトライズす
るようなモジュライ空間を構成する場合， スキームのさらに一般化であるスタックという概念が必要となる．
このように構成された層のモジュライ空間をモジュライスタックと呼ぶことにする，

■導来代数幾何学の動機 ここからは，導来代数幾何学と呼ばれるものの動機について簡単に説明する．こう
して構成されたモジュライスタックには多様体同様に滑らかさの概念を自然に定義することができる．しかし
ながら，モジュライスタックをいつも滑らかになるとは限らない，Kontsevich や Deligne, Drinfeld たちは，
これらのモジュライ空間はさらに性質の良い (もちろん滑らかな) 幾何学的対象の切り下げとして得られるだ
ろうという哲学を提唱した．これを Hidden Smoothness Philosophy(Principle) という．このような幾何学
的対象が導来スキームや導来スタックと言われるものとなる．スキームが位相空間と環の層の組と表される一
方で，導来スキームは位相空間と次数付き微分代数の層の組として表される，
著者は，Ciocan-Fontanine, Behrend 等らの手法 ([1])を用いることにより，Harder-Narasimahan フィル
トレーションの導来スタックを構成した. このレポートでは最終的にはその結果について紹介できればと思う．

■本レポートについて ここまで，非常に大雑把にではあるが，著者の研究分野のモチベーションについて説
明した．本レポートでは，代数幾何学が専門でない方を想定して，今まで書いてきた専門用語を含めてできる
だけ根本概念から書いていければと思う．このレポートがスタックの概念への入門の手助けとなれば幸いであ
る．そのため，著者の主結果についての説明への比重が少なくなっている．さらに興味を持っていただけた場
合はプレプリントを参照していただければ幸いである.
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2 代数多様体，スキーム
この章の大部分の定義は [3]を参考にしている．さらに詳細な説明についてはそちら参照せよ．k は以下, 代
数閉体とする．

2.1 代数多様体
まずは，スキームの説明に入る前にさらに具体的な代数多様体の定義を行う．

定義 2.1. n次のアフィン空間 Ank (または An)とは，Ank := f(a1; � � � ; an)jai 2 kg.

定義 2.2 (アフィン代数多様体). A(An) := k[x1; � � � ; xn]の部分集合 Sに関して，Z(S) := fp 2 Anjf(p) =

0;8 f 2 Sg. この時，fZ(S)jS � A(An)g は閉集合の公理を満たす，これにより定まる Ank の位相を Zariski

位相という．Zarisiki位相で閉集合となる An の部分位相空間をアフィン (代数)多様体という．さらに，2つ
の互いを含まない閉集合の和として表されるアフィン多様体を既約という. アフィン多様体 X � An に対し
て，I(X) := ffk[x1; � � � ; xn]jf(p) = 0;8 p 2 Xg, A(X) := A(An)=I(X). X � An; Y � Am に対して写像
f : X ! Y が X から Y への射であるとは，f(p) = (f1(p); � � � ; fm(p)); (fi 2 A(X))となることである，

定義 2.3 (代数多様体). X が代数多様体であるとは， X の有限な開被覆X =
S
i2I Ui と各 iについて同相写

像 ’i : Ui ! Vi (ただし，Vi はアフィン多様体)があり，任意の i; j について ’j � ’�1
i が局所的にアフィン代

数多様体の射となっている.

2.2 スキーム
この節では，今の代数多様体の一般化となる概念であるスキームとその周辺概念を行う．ここで書いたこと
よりもさらに細かい定義に関しては，[3, Chapter2,3]を見ていただければと思う．

定義 2.4 (層). X を位相空間とする．X 上の前層 F とは，圏 ouv(X) から　圏 Setsへの反変関手のことを
言う．二つの前層の射は関手の間の自然変換として定義する．ここで，ouv(X) は対象を X の開集合全てと
し，射は開集合の包含とする．前層 F が層であるとは，以下の 2つが成り立つことをいう．

• U 2 ouv(X); s1; s2 2 F (U)，さらに U = [Ui を U の開被覆とした時， s1jUi = s2jUi(8i) ならば，
s1 = s2.

• U;Ui 2 ouv(X)を上記のようにとり，si 2 F (Ui)が sijUi\Uj
= sj jUi\Uj

を満たす時，9s 2 F (U) で
sjUi

= si.

定義 2.5. F を位相空間 X 上の層とし，’ : X ! Y を位相空間間の連続写像とする．この時，前層 ’�F を
’�F (V ) := F (’�1U)として定める．この時，’�F は Y 上の層を定める．また，U � X を開部分集合とした
時，U 上の前層 F jU を F jU (V ) := F (V )として定める，この前層も実際に層となる．

定義 2.6 (環付き空間). X を位相空間，O を X 上の層とした時，O が環の層であるとは F : ouv(X) !
Ring ,! Setsと書ける時をいう．また，環付き空間とは位相空間 X と X 上の環の層 O の組 (X;O)をいう．
さらに，8x 2 X について，OX;x := limU3x OX(U)が局所環となる時，局所環つき空間という．

定義 2.7. (X;OX); (Y;OY ) を環付き空間とした時．その間射 (f; f ])(X;OX) ! (Y;OY ) とは，連続写像
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f : X ! Y と Y 上の環の層の間の射 f ] : OY ! f�OX の組みのことである，さらに，環付き空間たちが局所
環付き空間であるとき，f ]x : OY;f(x) ! OX;x が局所環の準同型となる時，環付き空間の射は局所環付き空間
の射という．

定義 2.8 (アフィンスキーム). R を環とした時，R に付随する環付き空間 (Spec(R);OSpec(R)) を以下のよ
うに定める．Spec(R) := fp � Rjp は素イデアル g, V (a) := fp 2 Spec(R)jp � ag とした時，V (a) 全体は
Spec(R)の閉集合を定める．これにより定まる位相により Spec(R)を位相空間と見る．また，OSpec(R)(U) :=

fs : U !
‘

p2U Apjs(p) 2 Ap; sは局所的に Aの元の商と書ける g これにより，OSpec(X) はX 上の環の層と
なる．
局所環付き空間 (X;OX) がアフィンスキームであるとは，ある環 R が存在して，局所環付き空間の同型

(X;OX) ’ (Spec(R);OSpec(R))が存在することである．

定義 2.9 (スキーム). 局所環付き空間 (X;OX)がスキームであるとは，任意の点 x 2 X に対して x 2 9U � X

で　 (U;OX jU ) がアフィンスキームとなることである. スキームの間の射は局所環つき空間の射として定義
する．

定義 2.10. S をスキーム後した時，圏 Sch/Sを対象をスキームX とX から S への射 ’の組みとする．さら
に，対象は単に ’で表す．また，’ : X ! S から  : Y ! S への射はスキームの射 f : X ! Y で  � f = ’

を満たすものとする．

2.3 連接層，ベクトル束
本レポートで重要な概念である連接層やベクトル束の概念について説明を行う．

定義 2.11. (X;OX)を環つき空間とした時，その上の層 F が OX 加群であるとは，X の各開部分集合 U に
関して F(U)が OX(U)加群であり，V � U を任意の U の開部分集合として時，制限写像 F(U) ! F(V )が
可換間の射 OX(U) ! OX(V )と可換になることである．また，G もその上の OX 加群であるとするとき，そ
の間の射 ’ : F ! G とは層の射であり，各 ’(U) : F(U) ! G(U)が OX(U)加群の射となることである．

定義 2.12 (局所自由層). (X;OX)上の OX 加群 F が局所自由層であるとは，X の開被覆 X =
S
Ui が存在

して，FjUi
が,OUi

の直和と OUi
加群として同型になることを言う．

定義 2.13. Spec(A)をアフィンスキームとする．M を A加群とした時，これに付随する OSpecA 加群 M̃ を
以下でさだめる:

任意の開集合 U � Spec(A) に関して，M̃(U) := fs : U !
‘

p Mpj8p 2 U; s(p) 2 Mp かつ局所的に s =
m
f (m 2 M; f 2 A) と書ける.g.

定義 2.14. スキーム (X;OX) に関してその上の加群 F があるアフィン開被覆 X =
S

Spec(Ai) に関して
FjSpec(Ai) ’ M̃i(9Mi 2 Mod(Ai))となる時，F を準連接層といい，そのMi が有限生成 Ai 加群となる時 F
は連接層であると言う．

注意 2.15. スキームX 上の局所自由層とベクトル束の間には 1対 1の対応を作ることができる ([3, Chapter2,

Exercise 5.18]).　これにより局所自由層とベクトル束は同一視して扱う.
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3 代数空間，スタック
3.1 関手としてのスキーム,代数空間
スキームは関手として見ることができることについて説明する．

定義 3.1. X をスキームとする．関手
HomSch(�; X) : (Sch)op ! Sets

を Y 7! HomSch(Y;X)により定める．

この時，X 7! HomSch(�; X)はスキームの圏からスキーム圏から集合の圏への関手の圏 [(Sch)op; Sets]へ
の忠実充満な関手を定める．また，X ’ Y , HomSch(�; X) ’ HomSch(�; Y ) であることから，Schop �
[(Sch)op; Sets]とみなせる．
F 2 [(Sch)op; Sets]が，Hom(�; X) ’ F (9X 2 (Sch))となる時，F は表現可能であるという.

代数空間とは，大まかに言えば，[(Sch)op; Sets]のなかで，スキームに近いものさらに詳しくは，etale local

にスキームが貼り合わさったものとして定義される．代数空間の定義の前に，必要な定義をいくつか述べる．

定義 3.2. F 2 [(Sch)op; Sets]とした時，F がエタール位相で層であるとは以下が成立することを言う．
8U;Ui 2 Sch, f’i : Ui ! Ug: エタール射の族で S

i Im(’i) = U とする．

• s; t 2 F (U)とした時， F (’i)(s) = F (’i)(t)ならば s = t.

• si 2 F (Ui)とし，F (prij1)(si) = F (prij2)(sj)ならば，9s 2 F (U)で F (’i)(s) = si となる．ただし，
prij1; prij2 は以下のカルテジアン図式のより定義される．

Ui �U Uj

prij1

��

prij2 // Uj

’j

��
Ui

’i // U

�

定義 3.3. � : F ! G 2 Mor([(Sch)op; Sets]) が表現可能であるとは，任意のスキーム U か G への射
� : U ! Gに対し，F ��;G;� U がスキームとして表現可能であることである．また，�が全射 (エタール)で
あるとは，射 F ��;G;� U ! U がエタール射 (全射)となることである．

定義 3.4 (代数空間). F 2 [(Sch)op; Sets]が代数空間であるとは，以下の条件を満たすことである．

1. F はエタール位相で層となる．
2. 対角射 F ! F � F は表現可能.

3. あるスキーム U と表現可能な射 U ! F でエタールな全射が存在する．

注意 3.5. • 上の定義の 3で表現可能な射の存在を要求しているが，実は 2の条件からスキームから F へ
の射は全て表現可能であることが導かれる．

• 関手 F がスキームとして表現される必要十分条件は上の代数空間の定義のエタール射を開埋め込みに
置き換えた条件として書くことができる．

3.2 モジュライ関手,関手としてのスタック
ここでは，モジュライ関手として層のモジュライ関手の定義を述べる．
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定義 3.6. X : k 上の局所有限型スキームとする．この時，X 上の連接層のモジュライ関手を以下で定める:

MX : (Sch =k)op

2

// (Sets)

2

U
� // fE 2 QCoh(X �k U)jE : U 上平坦で局所有限表示される g=同型

注意 3.7. E 2 MX(U)ならば，E の各点 u 2 U へのファイバーへの制限は X 上の連接層となる．

命題 3.8. MX はスキームまたより一般な代数空間によって表現されない．

このようなことが起きる要因としては，MX は局所的に同型な連接層を同一視できないことが要因として挙
げられる．ここで，例えばベクトル束の場合は張り合わせの同型射までモジュライ関手のの情報に含まればこ
のようなことから回避できる．従って，モジュライ関手は同型で割らずにかつ層の同型射の情報まで保つもの
を定義する．

定義 3.9 (関手としての層のモジュライスタック). X は先と同様に定め，X 上の層のモジュライスタック
M0

X を以下の “関手”で定める．

M0
X : (Sch =k)op //

2

(Groupoids)
2

U
� // f対象 : E 2 QCoh(X �k U); U 上平坦で局所有限表示される;射 : 層の自己同型射 g

注意 3.10. 上の定義で “関手”と書いたのは厳密には関手の定義を満たさずに，2-関手と呼ばれるものの定義
を満たすからである．

定義 3.11. M0
X は対象と射に関して貼りあわせの条件を満たす．

定義 3.12 (関手としてのスタック). F : (Sch =k)op ! Setsを 2-関手とする．F が対象と射に関して張り合
わせの条件を満たす時にスタックという．

注意 3.13. 2-関手の定義はここでは述べない. 記述にややスペースをとってしまうのと関手によるスタックの
定義は実用上は用いないためである．詳細については，[7]や [2]を参照せよ．

3.3 圏としてのスタック
関手としてのスタックの定義は動機としてはわかりやすいが実用上は扱いずらい．そこで，よりスタック
の定義を簡単に書くことができないかという考えが浮かぶ．このような動機からここでは，ファイバー圏
(fibered categories)を用いたスタックの定式化について述べる．

定義 3.14 (スキーム S 上のグルーポイド). S をスキームとする．p : X ! Sch/Sが S 上のグルーポイドで
あるとは，以下の条件を満たすことである．(この時，単に X を S 上のグルーポイドいう．)

1. 8f : U ! V 2 Mor(Sch =S), 8x 2 Ob(X )が p(x) = T を満たすとする (この時，xは T 上の対象であ
るという)．この時，9y 2 Ob(X )と 9’ 2 Mor(X )であり，p(y) = U; p(’) = f (f�xで y を表す).

9y_

��

9’ // x_

��
V

f // U
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2. f : U ! V; g : V ! W を S 上のスキームの射，’ : x ! z;  : y ! z を X 上の射とし，
p(’) = g � f; g( ) = g とする．この時，9!� : x ! y で ’ =  � �.

x

’

��9!� //
_

��

y
 //

_

��

�

z_

��
U

g�f

99
f // V

g // W

また，q : Y ! Sch =S も S 上のグルーポイドであるとする時，S 上のグルーポイドの射 Φ : X ! Y とは X
から Y への関手で，q � ’ = p を満たすものである．

定義 3.15. p : X ! (Sch =S)をスキーム S 上のグルーポイドとする．この時，圏 X (U)を X の部分圏で対
象は p(x) = U となるもので，射は p(’) = idU となるようなものとする．

命題 3.16. S 上のグルーポイドを定めると (Sch =S)op から (groupoids)への 2-関手が定まる．この対応によ
り 2-関手の圏と S 上のグルーポイドの圏の間には圏同値が定まる．

例 3.17. 関手 F : (Sch =S)op ! (Sets)は以下の構成により S 上のグルーポイドとみなせる．

対象. (U; x) U は S 上のスキーム．x 2 F (U).

射. 　 f : (U; x) ! (V; y)．ただし，f : U ! V は S 上のスキームの射で F (f)(y) = xを満たす．

これ以降，この対応により F とこのグルーポイドを同一視する．

例 3.18 (層のモジュライ空間). 定義 3.9を S 上のグルーポイドとして表すと以下のようになる．

対象． (U;E) U は k 上のスキーム．E は U �k X 上の準連接層で U 上平坦かつ局所有限表示を持つもの．
射． (f; ’) : (U;E) ! (V; F ) f : U ! V は k 上のスキームの射で，’ : E ! f�F は層の同型射．ただし，

射の合成を定義する際は，層の射の引き戻し関手間の自然な同型 (g � f)� ’ f�g� を用いる．

定義 3.19 (圏としてのスタック). S 上のグルーポイド p : X ! (Sch =S)が S 上のスタックであるとは以下
の条件を満たすことである．
U;Ui 2 Sch =S, ffi : Ui ! Ugを S 上のスキームの射でエタール射の族でありかつ U の被覆となっている
ものとする．

(単一性). x; y 2 X (U)で ’; : x ! y 2 Mor(X )とする. fi
�’ = fi

� ならば，’ =  となる．
(射の張り合わせ). x; y 2 X (U) で ’i : fi

�x ! fi
�y 2 Mor(X ) とする. 8i; j に対して，f�

ij’i = f�
ji’j なら

ば，9’ : x ! y で f�
i ’ = ’i となる．ただし，fij : Uij := Ui �U Uj ! Ui は fj の fi による引き戻し．

(対象の張り合わせ). xi 2 X (Ui)，’ij : f�
ijxi ! f�

jixj 2 Mor(X )とする．’ij はコサイクル条件を満たすと
する．この時，x 2 X (U)と ’i : f�

i x ! xi 2 Mor(X )が存在して，’ij � f�
ij’i = f�

ji’j を満たす．

注意 3.20. 例 3.17の F が代数空間の時，対応する S 上のグルーポイドはスタックとなる．また，例 3.18の
S 上のグルーポイドもスタックとなる．
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3.4 スタックに関する諸定義
定義 3.21 (S 上のグルーポイドのファイバー積). Φ : X ! Z;Ψ : Y ! Z を S 上のグルーポイドの射とす
る．p; q; r を X ;Y;Z の構造射とする．この時，これらのファイバー積 X ��;Z;	 Y (Φ;Ψが明らかな場合は
X �Z Y と書く)を以下の S 上のグルーポイドにより定める．

対象． (x; y; ’) ただし x 2 ob X ; y 2 ob Y で p(x) = q(y)をみたし，’ : Φ(x) ! Ψ(y)は Z の射．
射． (�; �) : (x0; y0; ’0) ! (x; y; ’) � : x0 ! x; � : y0 ! y はそれぞれ X ;Y の射で Ψ(�) �’ = ’0 � Ψ(�)を

満たす．

定義 3.22. Ψ : X ! Y を S 上のグルーポイドの射とする．Ψが表現可能であるとは，任意のスキーム U か
ら Y への射 Ψに関して. X �Y F が代数空間と同型になることである.

定義 3.23. 表現可能な S 上のグルーポイドの射 Φ : X ! Y が滑らか (エタール，全射)であるとは，任意の
スキームから Y への射 Ψ : U ! Y に対して，ファイバー積により得られる射 X �Y U ! U が滑らか (エター
ル，全射)となることである．

定義 3.24 (Artin, Deligne-Mumford スタック). X が S 上のスタックであるとする．この時 X が Artin

(Deligne-Mumford)スタックであるとは，以下が成り立つことである．

1. 対角射 � : X ! X �S X が表現可能．
2. スキーム U から X への全射で滑らか (エタール)な射 Φ : U ! X が存在する．

注意 3.25. 上の定義の一つ目の条件から任意のスキームから X への射が表現可能になるため，U から X への
任意の射は表現可能になる．また，Artinスタックは代数的スタックともいう．

例 3.26 (商スタック). 以降で頻繁に用いられる商スタックの定義を述べる．X を S 上のスキームとして G

を S 上の群スキームでX に作用しているとする，この時，この作用に関する商スタック [X=G]を以下の S 上
のグルーポイドとして定める．

対象． 　 (� : P ! U; � : P ! X), U は S 上のスキーム．� は主 G束であり，�は G同変射．
射． (�; f) : (�0 : Q ! V;  : Q ! X) ! (� : P ! U; � : P ! X) f : V ! U は S 上のスキームの射であ

り，� : Q ! P も S 上のスキームの射で，以下の可換図式を満たす，

Q
� //

�0

��

 

��
P

� //

�

��

�

X

V
f // U

�

4 導来代数幾何学,主結果について
以下では k は標数 0の代数閉対とする．ここから先は，[6], [1]に基づいた主結果の説明を行う．
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4.1 基本的な定義
定義 4.1 (次数付き微分代数 (dga)，次数付き微分リー代数 (dgla)). Rを Z次数付き代数とする．このとき，
d : R ! R は次数が 1 の次数つき代数の準同型とする．この時，(R; d) が次数付き微分代数 (dga) であると
は，d(ab) = (da)b+ (�1)�aa(db)が成り立つことである．
Lを Z次数つき k ベクトル空間とする．[�; �] : L � L ! Lを次数 0の双線型性写像とし，d : L ! Lを次

数 1の線型写像とする．この時 (L; [�; �]; d)が次数付き微分リー代数であるとは，以下が成り立つことである:

(1). [a; b] + (�1)�a�b[b; a] = 0, (2). [a; [b; c]] = [[a; b]; c] + (�1)�a�b[b; [a; c]], (3). d([a; b]) = [da; b] + (�1)�a[a; db].

定義 4.2 (dg-スキーム，dg-スタック). X をスキーム (代数的スタック)とする．RX を X上の Z�0 次数付き
微分代数の層で R0

X = OX．また，Ri
X が準連接層であるとする．この時，(X;RX)を dg-スキーム (スタッ

ク)という．

注意 4.3. スタック上の層は本レポートでは定義していなかった．詳しくは [5]を参照せよ．ただ，本レポート
では商スタック上の準連接層しか考えず，商スタック [X=G]上の準連接層はX 上の準連接層で G同変なもの
と 1対 1に対応することが知られている．そのため，この事実のみ与えておけば本レポートにおいては十分で
ある．

定義 4.4. (X;RX) を dg スキーム (スタック) としたときその下にあるスキーム (スタック) を底空間が
j Spec(H0(R))jで構造層が H0(RX)となるスキーム (スタック)とする．これらを �0(X;R)と表すことにし
て，dgスキーム (スタック)(X;RX)を �0(X;RX)の導来化と呼ぶことにする．

4.2 フィルター付き加群の導来モジュライスタック
定義 4.5. Aを環とする．フィルター付き A加群とは A加群M とM の部分加群のフィルトレーション

0 = F0M � F1M � � � � � FsM = M

の組み (M;FiM) のこととする．また，FiM が明らかな時は単にM と書くことでフィルター付き加群を表
す．さらに (N;F 0

iN)もフィルター付き A加群とした時 (M;FiM)から (N;F 0
iN)への準同型とはM から N

への A加群の準同型でフィルトレーションを保つものとする．さらに，そのようなもの全体を Hom�(M;N)

で表す. 同様な方法で次数付き環 Aに対してフィルター付き次数付き A加群を定義することができ，M;N が
二つのそれとするとき，その間の次数を保つ準同型を HomA�gr;�(M;N)で表す.

以下で，次数つき代数や環等は Z�0 次数付きであるとする．

定義 & 命題 4.6. Aは次数付き k 代数で A0 = k であるとする．V :=
Lq

i=p Vi をフィルター付きで次数付
き k-ベクトル空間で [p; q]の間にのみ 0でない斉次な元があるとする (このことを [p; q]-次数付きと言う)．こ
のとき,

Li� := Homk�gr;�(A
i 
k V; V ) = Homk�gr;�(A
i;End�(V; V )):

このとき，L� :=
L

i L
i
� には以下の構成で，次数付き微分リー代数の構造が入る.

• dは環 Aの積構造により定まる: d�(a1; � � � ; an+ 1) =
Pn
i=i(�1)n�i�(� � � ; aiai+1; � � � )

• [�; �] はベクトル空間の準同型の合成により定める: [�; �0] = � � �0 � (�1)mn�0 � �. ただし，� �
�0(a1; � � � ; am+n) := (�1)mn�(a1; � � � ; am) � �0(am+1; � � � ; am+n)とする.
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注意 4.7. V には，G := GL(V ) =
Lq

i=p GL(Vi) の V のフィルトレーションを保つ放物部分群 P の共役に
よる作用があるため，これの L� への作用が存在する．特に，L1

� をアフィン空間と見なせば，商スタック
[L1

�=P ]が得られる．

定義 4.8. L1
� = Homkf�gr;�(A
k V; V )の元 �に対して，�がモーラーカルタンエレメントであるとは，

d�+
1

2
[�; �] = 0

が成り立つことを言う．さらにこのような元全体をMC(L�)と書くことにする．

注意 4.9. モーラーカルタンエレメントがどのような元を表すか考える．今，� 2 L1
�に対しては，1

2 [�; �] = ���
が成立するので，�がモーラーカルタンであるとは，

d�+ � � � = 0

と書き直すことができる．これは言い換えると �が V の上にフィルター付き次数付き A加群の構造を与える
ことと同値である．ただし，異なるMC(L�)の元が同型な A加群を定めることがあることに注意せよ．

命題 4.10. [L1
�=P ]の商部分スタック [MC(L�)=P ]は次元ベクトルが (0; � � � ; 0; dimVp; � � � ; dimVq; 0; � � � )

となる次数付きフィルター付き A加群のモジュライスタックとなる．

さらに，我々は L� が dglaであることを用いて，[MC(L�)=P ]の導来化を行うことができる．

命題 4.11. ある dgスタックが存在して，その下にあるスタックで [MC(L�)=P ]となるものが存在する．

証明の概略. ここでは具体的な dgスタックの構成についてここでは述べることにする．
まず，M := L1

� 上のベクトル束 Li� := M �k L
i
� を考えることができることに注意せよ．このとき，

L� :=
L

Li� はM 上の curved dglaと呼ばれるものの層となる．
ここで curved dgla の層とは dgla の層の拡張となるもので，d � d 6= 0 であるが，9f 2 L2

� が存在して，
d � d = [�; f ]となるものである．f は曲率と呼ばれる．さらに，Z(f) = MC(L�)が成立する．ここで Z(f)

は f の M での零点. さらに，RM := SymOX
(L�) は L� の d; [�; �] と曲率 f から得られる微分により，可

換次数付き微分代数 (cdga) の層となる．加えて，RM には L� の P による作用により，P -同変層としての
構造が定まる．従って，これにより定まる [M=P ] 上の cdga の層を R[M=P ] と書けば，([M=P ];R[M=P ]) は
[MC(L�)=P ]の導来化となる．

いま定義した dgスタック ([M=P ];R)には接復体というスキームの接空間を拡張した概念を定義すること
ができる.

定義 & 命題 4.12 ([6]). 任意の点 x 2 [MC(L�)=P ]とするとき，xにおける接複体とは，以下で与えられる
k-ベクトル空間の [�1;1]-余複体である．

T[M=P ];x := f� � � ! 0 ! Lie(P ) ! TM:x ! L2jx ! L3jx ! � � � g

ここで，Lie(P ) ’ Hom�(V; V ); TM:x ’ Hom�(A
 V; V )となることに注意せよ．また，この複体の微分 d0

は d0 = d+ [�; x]で与えられる. さらに，Hi(T[M=P ];x) = Exti+1
A�gr;�(x; x)が任意の xについて成立する.

注意 4.13. この命題により導来化したフィルター付き次数付き A加群のモジュライスタックは滑らかになる
ことがわかる．さらに，この導来スタックの切り下げによってフィルター付き次数付き A加群のモジュライス
タックが得られる．すなわち，1で目的とした対象がここで一つ得られたことがわかる．
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4.3 HN-フィルトレーションのモジュライスタックの埋め込み
この節では，HN-フィルトレーションのスタックが前の節で扱ってきたフィルター付き次数付き加群のモ
ジュライスタックに埋め込めることを紹介する．そして，これを用いることで，HN-フィルトレーションのス
タックの導来化を構成する．まずは，連接層の安定性と HN-フィルトレーションの定義について述べる．

定理 & 定義 4.14 ([4]). X を k 上の射影スキーム (cf. [3, Chapter 2.4])とし, F をその上の連接層とする．
このとき，F が pureであるとは，任意の 0でない部分連接層のサポートの次元が退化しないことをいう．こ
こで，層 F のサポートとは Fx := limx2U F 6= 0 であるような X の点 x全体のことを言う．また，X 上の
pureな連接層 F が豊富な直線束 Lについて (半)安定であるとは, 任意の部分連接層 G � F について

p(G; L; t) (�) p(F ; L; t) (t � 0)

が成立することをいう．ここで，

�(X;F 
 L
t) =

dim(X)X
i=0

�i
i!
ti; p(F ; L; t) :=

�(X;F 
 L
t)

�i

とする．さらに任意の pure な連接層 F について，フィルトレーション 0 = F0 � F1 � � � � � Fs = F で，
F̃i := Fi+1=Fi が Lに関する安定性で半安定になりかつ pi(t) := p(F̃i)，L; t) > p(F̃i+1; L; t)となるようなも
のがただ一つ存在する．また，このとき， (p0(t); � � � ; ps�1(t))を F の HN-タイプと言う.

定理 4.15. [6] 固定した HN-タイプをもつ連接層のモジュライスタックM1 について，ある次数付き代数 A

のある次元ベクトルに関する次数付きフィルター付き加群のモジュライスタックM2 が存在して，M1 から
M2 への開埋め込みが存在する．さらに，この開埋め込みの像は安定性の言葉を用いることにより \具体的に"

記述することができる.

定義 4.16. M1;M2 は上記のようにしたとき，M2 の前の節で構成した導来化 M̃2 のM1 に制限したもの
をM1 の導来化と呼ぶ．

以下の定理はこの導来化が適切なものであると言うことを意味している．

定理 4.17 ([6]). F 2 M1 としM2 での対応する点を xとすれば，Hi(T ~M2;x
) ’ Exti+1

� (F ;F)が成立する.
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有限交代多重ゼータ値の

パラメータを持つ重み付き和公式について

名古屋大学大学院多元数理科学研究科

安沢 拓真 Anzawa Takumi

2021/12/19

1 導入

Nr (r 2 N)の元を指数と呼ぶことにする。ここで指数 k := (k1; : : : ; kr) 2 Nr で kr > 1を満たすもの

を取る。多重ゼータ値とは次で定義される実数値である:

�(k) := �(k1; : : : ; kr) :=
X

0<m1<���<mr

1

mk1
1 � � � mkr

r

ここで k := k1 + � � � + kr を kの重さと言い wt kもしくは jkjと書き、r を k の深さと言い dp kと書

く。多重ゼータ値の重さ、深さと言ったりもする。r = 1のときは Riemannのゼータ関数の正の整数点

での特殊値になることに注意する。多重ゼータ値の起源は古く Eulerにより関係式

k�1X
i=2

�(i; k � i) = �(k)

が得られている。これは和公式と呼ばれる関係式 (c.f. [G])X
k1+���+kr=k

kr�2

�(k1; : : : ; kr) = �(k):

の特別なケースである。現在では多重ゼータ値の研究は数論の域にはとどまらず例えば場の理論やファ

インマンダイアグラム、結び目理論 (c.f. [B1], [B2], [LM] など)、と結びついており他にもモチーフ論

(c.f. [T])とも関連性が深い。

多重ゼータ値の反復積分表示を紹介する。そのために多重ポリログを定義する。

DefinitionDefinitionDefinition 1.1. k := (k1; : : : ; kr) 2 Zr とする。このとき複素関数, 多重ポリログ Lik(z) :=

Li(k; z) := Li(k)を次で定める：

Lik(z) :=
X

0<m1<���<mr

zmr

mk1
1 � � � mkr

r

:

Lik(z)は z = 0を中心とする半径 1の開円板上で絶対かつ広義一様に収束する。

RemarkRemarkRemark 1.2. kr > 1のとき多重ポリログ Lik(z)は z = 0を中心とする半径 1の閉円板で収束するため

lim
z!1

Lik(z) = �(k)が成り立つ。
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多重ポリログ Lik(z)は 0 < z < 1のとき以下の反復積分表示と言われる表示を持つ:

Lik(z) =

Z
0<t1<���<tk<z

dt1

1 � t1

dt2

t2
� � � dtkr

tkr| {z }
kr�1 個

dtkr+1

1 � tkr+1
� � � dtk�k1+1

1 � tk�k1+1

dtk�k1+2

tk�k1+2
� � � dtk

tk| {z }
k1�1 個

:

但し k := wt kとする。特に kr > 1ならば z ! 1を取ることで次が得られる:

�(k) =

Z
0<t1<���<tk<1

dt1

1 � t1

dt2

t2
� � � dtkr

tkr| {z }
kr�1 個

dtkr+1

1 � tkr+1
� � � dtk�k1+1

1 � tk�k1+1

dtk�k1+2

tk�k1+2
� � � dtk

tk| {z }
k1�1 個

:

例えば指数として 2を取ると

�(2) =

Z
0<t1<t2<1

dt1

1 � t1

dt2

t2

が得られる。

DefinitionDefinitionDefinition 1.3. 各整数 k � 0に対して Q-線形空間 Zk � Rを Z0 := Q,

Zk :=
X

k1+���+kr=k
r�1;ki�1;kr�2

Q � �(k1; : : : ; kr); (k � 1)

により定める。また

Z :=
1X

k=0

Zk

と定める。

Z 上の全ての線形関係式は正規化複シャッフル関係式と呼ばれる関係式から導かれると予想されてい
る。また Z は Zk の直和で表されると予想されている。即ち Z 上の異なる重さの非自明な線形関係式は
存在しないと予想されている。

さて、多重調和和と呼ばれる多重ゼータ値の部分和

HM (k1; : : : ; kr) :=
X

M>mr>���>m1�1

1

mk1
1 � � � mkr

r

(M; r 2 N; M > r; (k1; : : : ; kr) 2 Nr)

は 2000年代に Hoffmann氏や Zhao氏らによって特にM = p : 素数の場合について研究されていた。

これを基に Kaneko, Zagier氏の両氏は

A =

0@ Y
p:prime

Z=pZ

1A . 0@ M
p:prime

Z=pZ

1A
なる Q-代数で値を取る有限多重ゼータ値を次で定義した。

DefinitionDefinitionDefinition 1.4. (k1; : : : ; kr) 2 Nd とする。 有限多重ゼータ値とは

�A(k1; : : : ; kr) :=

0@ X
p>mr>���>m1�1

1

nk1
1 � � � nkr

r

1A
p

によって定まる Aの元である。
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DefinitionDefinitionDefinition 1.5. 各整数 k � 0に対して Q-線形空間 ZA;k � Aを ZA;0 := Q,

ZA;k :=
X

k1+���+kr=k
r�1;ki�1

Q � �A(k1; : : : ; kr) (k � 1)

により定める。また

ZA :=
1X

k=0

ZA;k

と定める。

Z と同様に ZA は ZA;k の直和で表されると予想されている。

多重ゼータ値と有限多重ゼータ値は形こそ似ているものの果たして有限多重ゼータ値が多重ゼータ

値の有限類似になっているか見えてこない。それを敷衍しているのが次に紹介する金子-Zagier 予想で

ある。

ConjectureConjectureConjecture 1.6 ([Kan], 主予想). 次の Q-代数同型が存在する:

Z=�(2)Z �= ZA:

実際多くの多重ゼータ値の関係式や空間の構造の有限類似が見つかっており実際 [SW] では 1 � i �
n � k � 1なる k, n, i 2 Zに対して

Ik;n;i = f(k1; :::; kn) 2 Zn
�1 j k1 + � � � + kn = k; ki � 2:g

と定めたとき X
(k1;:::;kn)2Ik;n;i

�A(k1; : : : ; kn) = (�1)n�i

��
k � 1

n � i

�
+ (�1)n

�
k � 1

i � 1

��
�k:

が成り立つことを示している。但し �k :=
�

Bp�k

k

�
p>k

2 Aであり Bn はベルヌーイ数と呼ばれる有理

数で (形式的な)べき級数展開
t

et � 1
=

1X
n=0

Bn

n
tn

により定まる。これは先で紹介した和公式の有限類似である。

多重ゼータ値のパラメータ付き重み付き和公式は [EW], [OEL]の着想をもとに門田氏 [Kad]によって

考えられた。鎌野氏 [Kam]によってパラメータ付き重み付き和公式の有限類似が次によって与えられて

いる。

TheoremTheoremTheorem 1.7 ([Kam], main theorem). q1, q2 2 Nを取る。また �1, �2, �1, �2 を変数とする。このと
きAにおいて以下が成り立つ:∑
i1;i2;j1;j2�0

i1+i2=q1
j1+j2=q2

(
(�1)i2+j2 �i1

1 �i2
2 �j1

1 �j2
2 + (�i1

1 �j1
1 + �i1

2 �j1
2 )(�1 + �2)i2 (�1 + �2)j2

)
�

∑
k12Si1;j1
k22Si2;j2

�A(k1;k2) = (0)p

ここで i, j 2 Z�0 に対して Si;j := fk 2 Ni+1 j jkj = i + j + 1gとする。

Theorem 1.7 を特殊化することで次の二つの系を得る。
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CorollaryCorollaryCorollary 1.8 ([Kam], Corollary 2.3). 二つの非負整数 q1 � 0, q2 � 0に対して以下が成り立つ：X
k2Sq1+1;q2

w(k) �A(k) = (�1)r�1 �A(1; : : : ; 1| {z }
q1

; q2 + 1):

ここで k := (k1; : : : ; kn) 2 Nn に対して

w(k) :=

�
0 (k1 > 1)
m (k1 = � � � = km = 1; km+1 > 1)

と定める。

CorollaryCorollaryCorollary 1.9 ([Kam], Corollary 2.5). 非負整数 q1 及び正の偶数 q2 に対してX
k2Sq1+1;q2

2w(k) �A(k) = (0)p

が成り立つ。

さて、有限多重ゼータ値を更に交代化した有限交代多重ゼータ値を紹介する。N := fn j n 2 Ngと定
め D := N [ Nと定義する。D上の符号 sgnを

sgn(�) :=

�
1 � 2 N

�1 � 2 N

とする。ここで � 2 Nに対して � := �としたとき D上の絶対値を

j�j :=

�
� (� 2 N)
� (� 2 N)

により定める。このとき m 2 Z, � 2 Dに対して m� := mj�j と定義する。有限交代多重ゼータ値とは

次で定義される。

DefinitionDefinitionDefinition 1.10. � := (�1; : : : ; �r) 2 Dd とする。 有限交代多重ゼータ値とは

�A(�) :=

0@ X
p>mr>���>m1�1

sgn(�1)n1 � � � sgn(�r)nr

n�1
1 � � � n�r

r

1A
p

によって定まる Aの元である。

RemarkRemarkRemark 1.11. � := (�1; : : : ; �r) 2 Nr のとき有限多重ゼータ値になる。

今回の結果は Theorem 1.7の結果の交代化にあたるのが次の定理である。

TheoremTheoremTheorem 1.12. q1, q2, q3 2 Nを取り, �i, �i, �i (i = 1; 2)を独立変数とする。このとき Aにおいて次
が成り立つ: X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

(�1)i2+j2+k2�i1
1 �i2

2 �j1

1 �j2

2 �k1
1 �k2

2 �
X

�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

sgn(�) �A(�; �)

+
X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

(�i1
1 �j1

1 �k1
1 + �i1

2 �j1

2 �k1
2 )(�1 + �2)i2(�1 + �2)j2(�1 + �2)k2

�
X

�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

�A(�; �) = (0)p:
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ここで i, j, k 2 Z�0 に対して Si;j;k := f� 2 Di+j+1 j j�j = i + j + k + 1gとする。

Theorem 1.7 と同様に Theorem 1.12を特殊化することで次の二つの系を得る。

CorollaryCorollaryCorollary 1.13. q1, q2, q3 2 Nを取る。このとき次を得る。X
�2Sq1+1;q2;q3

wa(�) �A(�) =(�1)q3�1
X

12Sq1;q2;0

�A(1; q3 + 1)

�
X

k1+k2=q3

X
�2Sq1;q2;k2

�A(k1 + 1; �) + �A(k1 + 1; �)

が成り立つ。ここで � := (�1; : : : ; �n) 2 Dn に対して

wa(�) :=

�
0 (j�1j 6= 1)
m (j�1j = � � � = j�mj = 1; j�m+1j > 1)

と定義する。

Proof. Theorem 1.12に (�1; �2; �1; �2; �1; �2) = (1; 0; 1; 0; 0; 1)を代入すれば良い。

CorollaryCorollaryCorollary 1.14. q1, q2 2 N, q3 を正の偶数とする。このときX
�2Sq1+1;q2;q3

Ja(�) �A(�) =
X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

(�1)i2+j2�1
X

�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

sgn(�) �A(�; �)

が成り立つ。ここで � := (�1; : : : ; �n) 2 Dn に対して

Ja(�) :=

�
1 + 2 + � � � + 2wa(�)�1 (wa(�) � 1)

0 (wa(�) = 0)

と定義する。

Proof. Theorem 1.12に (�1; �2; �1; �2; �1; �2) = (1; 1; 1; 1; �1; 1)を代入すれば良い。

次節以降で Theorem 1.12の証明とその準備を行う。

2 証明の準備

有限交代多重ゼータ値を考えるために交代多重ポリログを次で定義する。

DefinitionDefinitionDefinition 2.1. � = (�1; : : : ; �r) 2 Dr とする。このとき複素関数

Li�(z) = Li(�; z) := Li(�) :=
X

nr>���>n1�1

sgn(�1)n1 � � � sgn(�r)nr

n�1
1 � � � n�r

r
znr

を定める。これを交代多重ポリログと言う。Li� は jzj < 1なる複素領域で定義される 複素関数である。

RemarkRemarkRemark 2.2. � = (�1; : : : ; �r) 2 Dr として �i := sgn(�i), �i :=
Qi

j=1 �j とする。0 < z < 1のとき

交代多重ポリログは以下の反復積分表示を持つ:

Li(�; z) =

Z
0<t1<���<t�<z

dt1

�d � t1

dt2

t2
� � � dt�r

t�r| {z }
j�rj�1 個

dt�r+1

1 � t�r+1
� � � dt���1+1

�1 � t���1+1

dt���1+2

t���1+2
� � � dt�

t�| {z }
j�1j�1 個

但し � := wt �とした。
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ここで作用素 Lp : Q[[z]] ! Qを

Lp

 1X
k=0

akzn

!
=

p�1X
k=0

ak

と定める。任意の指数 � 2 Dd に対して Li(�; z)を Q[[z]]の元として見ると

(Lp(Li(�; z)))p = �A(�) 2 A

となる。

DefinitionDefinitionDefinition 2.3. t1, t2 2 (0; 1)に対して

L1(t1; t2) :=

Z t2

t1

dt

1 � t
= log

1 � t1

1 � t2

L0(t1; t2) :=

Z t2

t1

dt

t
= log

t2

t1

L�1(t1; t2) :=

Z t2

t1

�dt

1 + t
= log

�
1 + t1

1 + t2

�
と定める。

証明には以下の補題を用いる

LemmaLemmaLemma 2.4. s 2 N, il, jl, kl 2 N (1 � l � s), 0 < z < 1を取る。このとき

1

i1! � � � is!j1 � � � js!k1! � � � ks!

X
�l2f�1g

1�l�s

Z
0<t1<���<ts<z

Li1
1 (t1; t2) � � � Lis

1 (ts; z)

Lj1

�1(t1; t2) � � � Ljs

�1(ts; z)Lk1
0 (t1; t2) � � � Lks

0 (ts; z)
dt1

�1 � t1
� � � dts

�s � ts

=
X

(�1;:::;�s)2S

Li(�1; : : : ; �s; z)

が成り立つ。ここで S :=
Y

1�l�s

Sil;jl;kl
とする。

LemmaLemmaLemma 2.5. s, t 2 Nとして指数 � := (�1; : : : ; �s) 2 Ds, � := (�1; : : : ; �t) 2 Dt を取る。このとき

(Lp(Li(�) Li(�)))p = sgn(�)(�1)wt � �A(�1; : : : ; �s; �t; : : : ; �1)

が成り立つ。

3 主結果の証明

0 < z < 1に対して

N(z) =
1

q1!q2!q3!

X
�1;�22f�1g

Z
0<s<z
0<t<z

(�1L1(s; z) + �2L1(t; z))q1(�1L�1(s; z) + �2L�1(t; z))q2

(�1L0(s; z) + �2L0(t; z))q3
ds

�1 � s

dt

�2 � t
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と定める。このとき二項展開より

N(z) =
X

�1;�22f�1g

X
i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

1

i1!i2!

1

j1!j2!

1

k1!k2!

�
Z

0<s<z

�i1
1 �j1

1 �k1
1 L1(s; z)i1L�1(s; z)j1L0(s; z)k1

ds

�1 � s

�
Z

0<t<z

�i2
2 �j2

2 �k2
2 L1(t; z)i2L�1(t; z)j2L0(t; z)k2

dt

�2 � t

=
X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

�i1
1 �i2

2 �j1

1 �j2

2 �k1
1 �k2

2

�
�

1

i1!j1!k1!

Z
0<s<z

�i1
1 �j1

1 �k1
1 L1(s; z)i1L�1(s; z)j1L0(s; z)k1

�
ds

1 � s
+

�ds

1 + s

��
�
�

1

i2!j2!k2!

Z
0<t<z

�i2
2 �j2

2 �k2
2 L1(t; z)i2L�1(t; z)j2L0(t; z)k2

�
dt

1 � t
+

�dt

1 + t

��
:

Lemma 2.4の s = 1の場合より

=
X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

�i1
1 �i2

2 �j1

1 �j2

2 �k1
1 �k2

2

0@ X
�2Si1;j1;k1

Li(�; z)

1A0@ X
�2Si2;j2;k2

Li(�; z)

1A
=

X
i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

�i1
1 �i2

2 �j1

1 �j2

2 �k1
1 �k2

2

X
�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

Li(�; z) Li(�; z)

上の式より N(z) 2 Q[[z]][�1; �2; �1; �2; �1; �2] とみなせるので Lp を任意の素数 p で作用させれば

Lemma 2.5より

(Lp (N(z)))p =
X

i1+i2+i3=q1
j1+j2+j3=q2
k1+k2+k3=q3

�i1
1 �i2

2 �j1

1 �j2

2 �k1
1 �k2

2

X
�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

(Lp (Li(�; z) Li(�; z)))p

=
X

i1+i2+i3=q1
j1+j2+j3=q2
k1+k2+k3=q3

(�1)i2+j2+k2+1�i1
1 �i2

2 �j1

1 �j2

2 �k1
1 �k2

2

X
�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

sgn(�) �A(�; �)

となる。他方 N(z)式内の積分範囲を T とすると T は合併
3G

j=1

Tj で表される。ここで

T1 := f(s; t) 2 R2 j 0 < s < t < zg
T2 := f(s; t) 2 R2 j 0 < t < s < zg
T3 := f(s; t) 2 R2 j 0 < s = t < zg

である。いまNj(z)をN(z)の式内の積分範囲を Tj に取り換えたものとする。(1 � j � 3) このとき T3

は測度 0より N3(z) = 0が成り立つことに注意する。

便宜のためここでは N1(z)のみを計算する。

�1L1(s; z) + �2L1(t; z) = �1L1(s; t) + (�1 + �2)L1(t; z)
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が成り立つことに注意すると (L1, L�1 も同様) 二項展開より

N1(z) =
1

q1!q2!q3!

X
�1;�22f�1g

Z
0<s<t<z

(�1L1(s; z) + �2L1(t; z))q1(�1L�1(s; z) + �2L�1(t; z))q2

(�1L0(s; z) + �2L0(t; z))q3
ds

�1 � s

dt

�2 � t

=
1

q1!q2!q3!

X
�1;�22f�1g

Z
0<s<t<z

(�1L1(s; t) + (�1 + �2)L1(t; z))q1

(�1L�1(s; t) + (�1 + �2)L�1(t; z))q2(�1L0(s; t) + (�1 + �2)L0(t; z))q3
ds

�1 � s

dt

�2 � t

=
X

�1;�22f�1g

X
i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

�i1
1 (�1 + �2)i2�j1

1 (�1 + �2)j2�k1
1 (�1 + �2)k2

i1!i2!j1!j2!k1!k2!

Z
0<s<t<z

L1(s; t)i1L1(t; z)i2L�1(s; t)j1L�1(t; z)j2L0(s; t)k1L0(t; z)k2
ds

�1 � s

dt

�2 � t

Lemma 2.4の s = 2の場合より

=�i1
1 (�1 + �2)i2�j1

1 (�1 + �2)j2�k1
1 (�1 + �2)k2

X
�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

Li(�; �)

を得る。上の式より N1(z) 2 Q[[z]][�1; �2; �1; �2; �1; �2]とみなせるので Lp を任意の素数 pで作用させ

ると

(Lp N1(z))p =
X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

�i1
1 (�1 + �2)i2�j1

1 (�1 + �2)j2�k1
1 (�1 + �2)k2

X
�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

�A(�; �) (1)

となる。同様に (Lp N2(z))p は

(Lp N2(z))p =
X

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

�i1
2 (�1 + �2)i2�j1

2 (�1 + �2)j2�k1
2 (�1 + �2)k2 �

X
�2Si1;j1;k1
�2Si2;j2;k2

�A(�; �) (2)

と計算できるため (1)と (2)より Theorem 1:12の式の右辺を得る。

□

参考文献

[B1] D. J. Broadhurst, On the enumeration of irreducible k-fold Euler sums and their roles in knot

theory and �eld theory, preprint, arXiv:hep-th/9604128.

[B2] D. J. Broadhurst, Conjectured enumeration of irreducible multiple zeta values, from knots and

Feynman diagrams, preprint, arXiv:hep-th/9612012.

[EW] M. Eie, C.-H. Wei, A short proof for the sum formula and its generalization, Arch. Math. 91,

330–338 (2008)

[G] A. Granville, A decomposition of Riemann’s zeta-function, Analytic number theory, Kyoto,

1996, London Math. Soc. Lecture Note Ser., 247, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 95-101,

(1997)

210



[Kad] S. Kadota, Certain weighted sum formulas for multiple zeta values with some parameters,

Comment. Math. Univ. St. Pauli 66, 1–2, 1-13, (2017)

[Kam] K. Kamano, Weighted sum formulas for �nite multiple zeta values, J. Number Theory 192,

168–180 (2018)

[Kan] 金子 昌信, 「有限多重ゼータ値」, RIMS Kokyuroku Bessatsu B68, 175–190 (2017)

[LM] T.-Q.-T. Le, J. Murakami, Kontsevich’s integral for the Hom
y polynomial and relations be-

tween values of multiple zeta functions, Topology Appl, 62, 2, 193-206, (1995)

[OEL] Y.L. Ong, M.Eie, W.-C. Liaw, On generalizations of weighted sum formulas of multiple zeta

values, Int. J. Number Theory 9, no. 5, 1185-1198, (2013)

[SW] S. Saito, N. Wakabayashi, Sum formula for �nite multiple zeta values, J. Math. Soc. Japan.

67, 3, 1069-107, (2015)

[T] T. Terasoma, Mixed Tate motives and multiple zeta values, Invent. Math. 149, 2, 339-369,

(2002)

211



212



surreal number 
    


  (Yuto Nakamura)

︣ ︡ surreal number צּ ךּ Ḯ ︡ conway לּךּ טּצּ ḭֿכ conway

surreal number ḭ צּ ךּ ךּ Ḯּ︡כֿ︡פ ︡

Ḯךּ ḭconway surreal number ḭ ︡ḭֿכ ךּ ︣
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︣ Ḯ

 Surreal number ṇ
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surreal number ︡ ḭ טּ 


צּ כֿ Ḯ

כֿ פּ ḭ ￼ ḭ︣ צּ פּ Ḯ

ḭ

צּ ︡ ךּ פּ טּ Ḯ

Ẋ אל surreal number 

נּ כֿ צּ קּ כḭֿצּ לּ surreal number טּ טּ Ḯ

כֿ כֿ לּ ︡ פּ Ḯ

surreal numberצּ טּ כֿ ：

Ὀ צּ ︡ ךּ כֿ פּ Ḯ


surreal numberצּ טּ כֿ ：

Ὀ צּ ︡ ךּ כֿ פּ Ḯ


surreal numberצּ כֿךּ ：

Ὀ ︡surreal number ḭ


צּ ︡ וֹ ךּ 

כֿלּךּ ḭ︣צּ ︡ ךּ Ḯ


notation 
ḭ ךּ לּ ︣ Ḯ


Ẋ אל surreal number ךּ כֿ צּ קּ Ḯ
：


Ὀ צּ ︡ ךּ כֿ פּ Ḯ

：


Ὀ
צּ ךּ כֿ צּ פּ Ḯ


：

Ὀ
צּ ךּ כֿ צּ פּ Ḯ


כֿ︣ צּ קּ Ḯ


notation

כֿ ḭ כֿ 
Ḯשּ

כֿ 
Ḯשּ
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Ḯשּ
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remark
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ḭ
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◆surreal numberの掛け算について以下の性質が成り立つ。証明は省略する。

proposition ([1]Theorem24,25)

とする

以下が成り立つ。

proposition ([1]Theorem26)

とする。このとき


proposition ([1]Theorem27)

とする。このとき


proposition ([1]Theorem28)

とする。このとき


proposition ([1]Theorem29)

任意の に対してある があって

proposition

に対して、


 真クラスをなす可換体構造の構成
◆ で紹介した性質からsurreal numberの足し算と掛け算は可換体のようにふるまう。
しかし、 最後のremarkで述べたように であっても になることがあるので、

のままでは真クラスをなす可換体構造の例を得たことにはならない。
真クラスをなす可換体構造を得るには
による同値類に相当するものを構成する必要がある。
構成に際しては に対して が真クラスになってしまうことに注意しなければならない。

definition

に対して


と定め、

と定める。 は集合であり、 である。

remark


∧XL ⋅ y + x ⋅ YL − XL ⋅ YL = {(a + b) − c|∃xL ∈XL∃yL ∈YL, (xL, y, a)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

∧ (x, yL, b)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

∧ (xL, yL, c)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

}

∧XR ⋅ y + x ⋅ YR − XR ⋅ YR = {(a + b) − c|∃xR ∈XR∃yR ∈YR, (xR, y, a)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ(α,β)

∧ (x, yR, b)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

∧ (xR, yR, c)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

}

∧XL ⋅ y + x ⋅ YR − XL ⋅ YR = {(a + b) − c|∃xL ∈XL∃yR ∈YR, (xL, y, a)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

∧ (x, yR, b)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

　 ∧ (xL, yR, c)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

}

∧XR ⋅ y + x ⋅ YL − XR ⋅ YL = {(a + b) − c|∃xR ∈XR∃yL ∈YL, (xR, y, a)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

∧ (x, yL, b)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

　 ∧ (xR, yL, c)∈⋃(α,β)≺(ξ1,ξ2) Mulκ
(α,β)

}}

x∈NO

0 ⋅ x ∼ x ⋅ 0 ∼ 0

1 ⋅ x ∼ x ⋅ 1 ∼ x

x, y∈NO

x ⋅ y ∼ y ⋅ x

x, y, z∈NO

(x ⋅ y) ⋅ z ∼ x ⋅ (y ⋅ z)

x, y, z∈NO

x ⋅ y + z ∼ x ⋅ y + x ⋅ z

x∈NO ∖ {0} ∈NO
1
x x ⋅ ( ) ∼ 11

x

x, y,x′, y′ ∈NO

x ∼ x′ ∧ y ∼ y′ ⇒ x ⋅ x′ ∼ y ⋅ y′

§5

§4

§1 x ≠ y x ∼ y

NO ∼

x∈NO {y|x ∼ y}

x∈NO

ξx = min{ξ∈ON |∃y∈NO, y ∼ x ∧ ξ = bir(y)}

x̄ = {y∈NOξx |x ∼ y}

x̄ x ∼ y ⇒ x̄ = ȳ

︠ ︠ 4c ︣ טּ ḮP4

と定め、 Mulκ = ⋃(ξ1,ξ2)∈ON 2 Mul
(
κ
ξ1,ξ2)

,Mul = ⋃κ Mulκ

x, y, z∈NOに対してx ⋅ y = zであることを lであることと定める。(x, y, z)∈Mu
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整礎クラス上の超限再帰については以下を参考にした。
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超平面配置の極小セル分割とカスプ付きディバイドによる
Kirby図式

北海道大学大学院 理学院 数学専攻
菅原 朔見 (Sakumi SUGAWARA)

概要
Cl 内のアフィン超平面の有限集合を超平面配置という．超平面配置のトポロジーにおいて，超
平面配置が実超平面を複素化して得られる場合は，補集合のセル分割が実構造を用いて記述され
ることが知られている．本稿では，特に l = 2 すなわち直線配置の場合に対して，より精密な情
報であるハンドル分解を得ることができたので，それを紹介する．また，直線配置の補集合は実
4次元多様体となり，Kirby図式によりハンドル分解を表すことができる．直線配置の補集合の
Kirby図式を，ディバイドの一般化であるカスプ付きディバイドを用いて記述することができた
ので，それについても紹介する．本講演の内容は，吉永正彦氏 (北海道大学) との共同研究に基
づく．

1 導入
Cl 内のアフィン超平面の有限集合 A = fH1; � � � ; Hngを超平面配置という．超平面配置のトポロ

ジーにおいて補集合M(A) = Cl n
S

H2A H は重要な対象であり，「超平面配置の組み合わせ論的な
構造から補集合M(A)のトポロジカルな情報をどれくらい取り出せるか」というのは大きな問題意
識である．また，M(A)の持つトポロジカルな性質として，極小セル分割を持つことがあげられる．
極小セル分割とは，k次の Betti数 bk(M(A))が k次元のセルの個数と等しくなるようなセル分割の
ことである ([DP] ,[R], l = 2の場合については [F]) ．極小セル分割の存在の証明自身は具体的なセ
ルの接着写像は与えていないが，実超平面配置の複素化補集合の場合については，Lefschetz超平面
切断定理を応用する方法 [Y1]や，離散Morse理論を用いた方法 [SS]などで具体的なセルの接着写像
が記述され，補集合のホモトピー型が記述されている．
本研究では，l = 2 の場合について扱う．この場合はM(A) は複素 2 次元のアフィン多様体とな
り，0-,1-,2-ハンドルのみを持つ実 4次元多様体となる．実 4次元多様体に対してはハンドル分解の
情報を表す Kirby図式と呼ばれる絡み目の図式がある (Kirby図式などの 4次元多様体について詳し
く書かれた [GS]があるので参照されたい)．本研究では l = 2について，Lefschetzの超平面切断定
理によるセル分割の方法 ([Y1],[Y2])を精密化して，実直線配置の複素化補集合M(A)の Kirby図式
を得ることができた．
また，得られた Kirby図式を表示する方法として，カスプ付きディバイドの概念を導入して記述す
る．ディバイドとは，有限個の閉区間と S1 からD2 への properで genericなはめこみの像のことで
あり，代数曲線の孤立特異点の近傍の様子を記述するツールとして A’Campoにより導入されたもの
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である [AC]．ディバイドからは接ベクトルを対応させることにより，S3 内の絡み目を得ることがで
きる．ディバイドを用いることにより，本来 3 次元的で複雑である絡み目を円板の 2 次元的な情報
で表示することができる．今回，ディバイドにカスプを許したカスプ付きディバイドへと一般化し，
直線配置の実構造を用いて構成されるカスプ付きディバイドを用いてM(A)の Kirby図式を記述す
る．また，本研究の詳細については [SY]を参照されたい．

2 超平面配置のトポロジー
定義 2.1. Kを体とする．Kl 内のアフィン超平面の有限集合 A = fH1; � � � ; Hngを超平面配置と呼
ぶ．また，その補集合をM(A) = Kl n

S
H2A H と定める．

例 2.2. K = Rとする．このとき補集合M(A) = Rl n
S

H2A H は有限個の連結な開集合に分かれ
る．各連結成分を部屋と呼ぶ．部屋全体の集合を ch(A)と表す．

例 2.3. K = Cとする．このとき補集合M(A) = Cl n
S

H2A H は連結であり，アフィン代数多様
体となる．

超平面配置のトポロジーからの観点では，複素超平面配置 (K = Cの場合)の補集合のトポロジー
を調べるのが重要な問題である．これについて，M(A)は以下に述べる極小セル分割と呼ばれる性質
を持つことが知られている．

定理 2.4. A を複素超平面配置とする．このときM(A) は極小セル分割を持つ．すなわち，k � 0

に対して k 次の Betti数 bk(X) = #(k-セルの個数 )となる CW複体 X とホモトピー同値である．

証明の詳細については触れないが，次の Lefschetz超平面切断定理が鍵になる．

定理 2.5. (Lefschetz超平面切断定理) F を Aと genericに交わる超平面とする．このとき，以下
が成り立つ．

� M(A) \ F はM(A)の (l � 1)-スケルトンにホモトピー同値．
� M(A)はM(A) \ F に有限個の l-セルを接着して得られる CW複体とホモトピー同値．

また，Aが実超平面配置を複素化して得られる場合は，その実構造を用いてM(A)のトポロジー
を記述することができる．

定義 2.6. A = fH1; � � � ; Hng を実超平面配置とする．このとき各超平面に 
C することで複素超
平面配置AC = fH1 
 C; � � � ; Hn 
 Cgが得られる．複素化補集合をM(A) = Cl n

S
H2A H 
 Cと

表す．

実超平面配置 Aと genericに交わる超平面を F に対して，F と交わらない部屋の集合を

chF (A) = fC 2 ch(A) j C \ F = ;g

と定める．M(A)のトポロジーと部屋の個数の関係について，次が成り立つことが知られている．
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命題 2.7. bi = bi(M(A))をM(A)の Betti数とすると，

(1) # ch(A) =
Pl

i=1 bi

(2) # bch(A) = j
Pl

i=1(�1)ibij
(3) # chF (A) = bl

である．ただし，bch(A)は有界な部屋全体の集合である．

特に l = 2 (すなわち直線配置)の場合はM(A) \ F �= Cn(n点)であることに注意し，(3)と定理
2.4を合わせると，以下が得られる．

命題 2.8. Aを R2 上の超平面配置，M(A)を複素化補集合とする．このとき，M(A)は 1-スケルト
ンが S1 の n個の一点和で，2-セルが# chF (A)個接着している CW複体とホモトピー同値である．

例 2.9. Aを図のように 3本が互いに二点ずつで交わるような直線配置とする．このとき複素化補集
合M(A)は 1-セルが 3個あり，そこに C1，C2，C3 2 chF (A)に対応する 2-セルが接着しているよ
うなホモトピー型を持つ．

F

C1

C2

C3

図 1 直線配置の例

3 カスプ付きディバイド
主結果では，カスプ付きディバイドから得られる絡み目を用いた Kirby図式の記述を行う．その

ためにカスプ付きディバイドの準備を述べる．

定義 3.1. 有限個の閉区間と S1 から 2次元円板への連続写像の像 P で，有限個のカスプ点を除けば
properで genericなはめこみになっているようなものをカスプ付きディバイドという．

注意 3.2. カスプがひとつもないものを単にディバイドという．ディバイドは代数曲線の孤立特異点
の近傍の様子を既述する手段として，A’Campoにより導入されたものである [AC]．

定義 3.3. カスプ付きディバイド P からは接ベクトルとの対応により S3 内の絡み目 L(P )が得られ
る．すなわち

L(P ) = f(x; y) j x 2 P，y 2 TxP，jxj2 + jyj2 = 1g � S3

と定め，これをディバイド絡み目と呼ぶ．
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注意 3.4. カスプの部分では関数の微分は定義されないが，接線を引くことは可能である．カスプの
近傍では，L(P )は半捻りが対応する．

x

TxP

図 2 カスプ付きディバイドの例．例えば x 2 P はカスプであるが，接線は定義される．

図 3 カスプの点に対応する L(P )の半捻り

注意 3.5. 絡み目のイソトピーを変えないディバイドの変形として，次のようなものがある．

図 4 L(P )のイソトピーを変えないディバイドの変形

また主結果でカスプ付きディバイドを構成する際の舞台となるD2 や S3 のモデルを準備する．D2
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に対応するものとして，長方形

Rect(R; 1) = [�R; R] � [�1; 1] � D2

と定める．ただし R > 0 を十分大きい実定数である．x 2 Rect(R; 1) に対し，長方形の境界との
(最大値ノルム jj � jj1 についての) 距離を �(x) = minfx1 + R; R � x1; x2 + 1; 1 � x2g とする．
Rect(R; 1)上で接ベクトルを対応させることにより，3-次元球面のモデルを

S3(R; 1) = f(x; y) j x 2 Rect(R; 1)，y 2 TxR2，jjyjj = �(x)g � S3

とする．これは 4次元球体

D4(R; 1) = f(x; y) j x 2 Rect(R; 1)，y 2 TxR2，jjyjj � �(x)g � D4

の境界である．(本稿では単にノルム jj � jjと書けば最大値ノルム jj � jj1 のことを表す．)

4 M(A)のハンドル分解
以降常に A を実直線配置，M(A) を複素化補集合とする．この節では区分的線形写像を用いた

M(A)のハンドル分解について紹介する．詳しくは [SY]の 4節を参照．
各 H 2 Aはアフィン直線であるから，a; b; c 2 Rを用いた一次式

�H(x1; x2) = ax1 + bx2 + c = 0

により定義される．複素化直線 H 
 Cは f(z1; z2) 2 C2 j az1 + bz2 + c = 0gにより定まる．
C2とR2上の接バンドルの全空間 TR2を，x+

p
�1y 7! (x; y)と対応させる (ただし y 2 TxR2)．

この同一視を用いると，M(A)が接ベクトルを用いて次のように記述できる．

命題 4.1.
M(A) = f(x; y) j x 2 R2，y 2 TxR2，H 2 Axならば y =2 TxHg:

ただし，Ax = fH 2 A j x 2 Hgである．(雑に言えば，M(A)は H 2 Aと横断的に交わる接ベク
トル全体のなす集合である．)

証明. (z1; z2) 2 C2，zi = xi +
p

�1yi と表すと，

(z1; z2) 2 H 
 C , az1 + bz2 + c = 0

, a(x1 +
p

�1y1) + b(x2 +
p

�1y2) + c = 0

, ax1 + bx2 + c +
p

�1(ay1 + by2) = 0

, ax1 + bx2 + c = 0　かつ　 ay1 + by2 = 0

となる．接ベクトルとの対応によると，(z1; z2) 2 H 
 C , x 2 H かつ y 2 TxH(� TxR2) とな
る．あとはM(A) = C2 n

S
H2A H 
 Cであることから従う． 2

また適切な座標変換のもと，Aに以下の条件を仮定する．(一般性を失わない)

(i) Aの交点 (x1; x2)の x2 座標は，1 < x2 < R0 を満たす．
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(ii) F = fx2 = 0gは Aと genericに交わる．
(iii) Hi と F のなす偏角 �i について �=4 � �1 � � � � � �n � 3�=4をみたす．

H 2 A，C 2 chF (A)とする．H̃C，C̃ をそれぞれ H 
 C，C のM(A)における十分小さい管状
近傍と定める．

M1 = (C2 n
[

H2A
H̃C) \ f�R � x1 � Rg \ f�1 � x2 � R0g \ fjjyjj � Rg

とする．これはコンパクトな 4次元多様体で，M1 の内部はM(A)に微分同相である ([Dur])．した
がって，M1 の Kirby図式を記述することを考える．

M2 = (M1 n
[

C2ch(A)

C̃) [ f(x; y) j x 2 Rect(R; 1)，jjyjj � Rg n
[

H2A
H̃C

とする．これはM1 から部屋の近傍を抜き去ってできる多様体であるが，C \ F 6= ;をみたす部屋
に対しては，C̃ の接着は D4 との境界和のため微分同相であり，C 2 chF (A)を満たす部屋に対して
は，C̃ の接着は 2-ハンドルの接着である．

M3 = f(x; y) 2 M2 j x2 > 1ならば x2 � x1 + R，x2 � �x1 + R，�(x2) � jjyjj � 1g

とする．ここで � : [1; R0] ! [0; 1],�(h) = (h � 1)=(R0 � 1)である．M3 はM2 の x2 > 1部分につ
いて y の長さを縮めているだけであるから，M3 とM2 は微分同相である．

M4 = f(x; y) j x 2 Rect(R; 1)，y 2 TxR2，jjyjj � �(x)g n
[

H2A
H̃C

とする．

F

C1

C2

eH1

eH2

M1

eC1

eC2

M2

�

M3 M4

h2(C2)

h2(C1)

図 5 M1 からM4 への変形の模式図

また，� : M3 ! M4 を次で定める．

�(x; y) :=

8>><>>:
��

x1 � y1

y2
(x2 � 1 + jjyjj1); 1 � jjyjj1

�
; y

�
; x2 � 1 � jjyjj1 かつ jy1j � jy2j;��

x1 � y2

y1
(x2 � 1 + jjyjj1); 1 � jjyjj1

�
; y

�
; x2 � 1 � jjyjj1 かつ jy1j � jy2j;

(x; y) if x2 � 1 � jjyjj1,
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これは変位レトラクトを与え，また M3 と M4 が微分同相であることがわかる．M4 は定義から
D4(R; 1) から直線の近傍 H̃C を抜き去ったものであり，また直線の交点に対する仮定 (i) から，
D4(R; 1)上では直線は交わらない．従ってM4 は D4(R; 1)から D2 � D2 の非交和を n個除いたも
のであり，一つの 0-ハンドルに 1-ハンドルのみをちょうど n個接着させたハンドル体と微分同相で
ある．さらに抜き去る H̃C について，境界の S3(R; 1)上では

HC \ S3(R; 1) = f(x; y) j x 2 H，y 2 TxH，jjyjj = �(x)g

となっていることから，これは H = H \ Rect(R; 1)を Rect(R; 1)上のディバイドとみなしたとき
に得られる結び目 (自明な結び目)になっていることがわかる．これが Kirby図式における 1-ハンド
ル接着を表す点付き円とみなせる．

Rect(R; 1)

H1 H2 H3

図 6 Hi � Rect(R; 1)．ここから得られるディバイド絡み目が 1-ハンドルの点付き円になる

また，x 2 chF (A)を任意に一つ固定する．C 2 chF (A)と 2-ハンドルが一対一対応しているが，
C に対応する 2-ハンドルは，

f�(x; y) j jjyjj = �(x2)g � @M4

と表すことができる．さらに xを十分近い x0 2 C へ少し動かしても �(x0; y)と �(x; y)は絡まない
ことがわかり，フレーミング係数は 0となる．
以上から 1-ハンドル体であるM4 が得られ，� を用いて 2-ハンドルの接着写像が記述でき，欲し

いハンドル分解を得ることができた．

5 カスプ付きディバイドを用いた Kirby図式
まずは (厳密ではないが)主結果を述べておく．

定理 5.1. M(A)の Kirby図式は "Aの実構造の組み合わせ構造を用いて得られる" Rect(R; 1)上
のカスプ付きディバイドから得られる絡み目として記述できる．

Kirby図式を記述するために，1-ハンドルに対応する点付き円，2-ハンドルに対応する絡み目を準
備する必要がある．まず 1-ハンドルについては，前節でも述べたように，H が対応するカスプ付き
ディバイドの成分である．2-ハンドルについては，C 2 chF (A)との対応があったので，C 2 chF (A)

に応じて Rect(R; 1)内のカスプ付きの曲線を定めれば良い．

定義 5.2. C 2 chF (A)，Hi 2 Aに対して，符号 �i(C)を以下で定める．

�i(C) =

(
+1; if �i(C) > 0;

�1; if �i(C) < 0:
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C 2 chF (A)に対応する Rect(R; 1)上のカスプ付きの曲線 
(C)を以下のようにして定める．

(i) H1 の左側では，�1(C) = +1ならば左向きカスプを書き，�1(C) = �1ならば滑らかな曲線を
図 7のように書く．

(ii) (�i; �i+1) = (+1; �1); (�1; 1)，�i = �i+1 のときはそれぞれ図 8のように Hi と Hi+1 の間に
曲線を書く．

(iii) Hn の右側では，�1(C) = �1ならば右向きカスプを書き，�1(C) = +1ならば滑らかな曲線
を図 9のように書く．

�1(C) > 0

H1

�1(C) < 0

H1

図 7 H1 の左側

�i(C) = +1; �i+1(C) = �1

Hi Hi+1

�i(C) = �1; �i+1(C) = +1

Hi Hi+1

�i(C) = �i+1(C)

Hi Hi+1

図 8 Hn と Hn+1 の間

�n(C) < 0

Hn

�n(C) > 0

Hn

図 9 Hn の右側

また chF (A) = fC1; � � � ; Cbg が複数個の元からなる場合については，各 Cs 上から一点 Ps =

(ks; hs)を 1 < h1 < � � � < hb < R0 となるようにとる．このとき，hsの値が大きい順に，Rect(R; 1)

では，
(Cs)を x2 の座標が小さい順に構成する．

注意 5.3. 順番は一意に定まらないこともある．その場合カスプ付きディバイドとしては異なったも
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のが得られるが，ディバイド絡み目については注意 3:5の変形により移り合うことができ，同じ絡み
目が得られることがわかる．

主定理の正確な主張を述べる．

定理 5.4. M(A)のKirby図式はRect(R; 1)上のカスプ付きディバイド fH1; � � � ; Hn; 
(C1); � � � ; 
(Cb)g
から得られる絡み目として記述できる．ここにHi から得られる結び目は 1-ハンドルの接着を表す点
付き円を，
(Cs)から得られる結び目は 2-ハンドルの接着円を表す．また 2-ハンドルのフレーミン
グ係数は全て 0である．

証明については述べないが，Cs 2 chF (A)に対応する 2-ハンドルの接着円と 
(Cs)がイソトピッ
クになることを示せば十分である．詳細は [SY]の 5.2節を参照．

例 5.5. A = fH1; H2; H3; H4gを genericに交わる直線配置とするとM(A)の Kirby図式を表すカ
スプ付きディバイドは図のようになる．

F

H1

H2H3

H4

P1

P2

P3

P4

P5

P6

H1 H2 H3 H4


1


2


3


4


5


6
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3次元ハイゼンベルグ群の時間的極小曲面の

ワイエルシュトラス型表現公式

北海道大学大学院 理学院 数学専攻

清原悠貴 (Hirotaka KIYOHARA)

概要

3次元ハイゼンベルグ群の左不変ローレンツ計量は 3種類に等長的に分類されることが知られ

ている. 本講演ではそのうちの 1種について, 3次元ハイゼンベルグ群の非垂直な時間的極小曲面

がド・ジッター球面へのローレンツ調和写像によって特徴づけられることを説明する. またルー

プ群の分解定理を用いることで時間的極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式が得られること

を紹介する. 本講演の内容は北海道大学の小林真平氏との共同研究 [15]に基づく.

1 導入

Thurstonの幾何化予想 ([20])の解決以降, 8つのモデル空間をはじめとする 3次元等質空間の平均

曲率一定曲面の研究が盛んに行われてきた ([6], [8], [9], [13]). 特にモデル空間において,ある 2次微分

が平均曲率一定曲面に対して正則になることを明らかにした Abresch-Rosenbergの研究 ([1])やスピ

ノルを用いた行列方程式系によって 3次元等質空間の曲面の積分表示を示した Berdinskĭı-Tăımanov

の研究 (c.f.[7])が 3次元等質空間の研究が発展した大きな要因である. 本講演で扱う 3次元ハイゼン

ベルグ群は Thurston幾何のモデル空間の 1つであり, 特にハイゼンベルグ群の平均曲率零曲面の研

究は今なお重要な課題である.

また 3次元ユークリッド空間 E3 の平均曲率一定曲面の Kenmotsu公式 ([14])やそのミンコフス

キー版である Akutagawa-Nishikawaの空間的平均曲率一定曲面の Kenmotsu型公式 ([2]) など, 平

均曲率一定曲面の表現公式は数多く知られている. 中でも Symの公式と呼ばれる表現公式は元々は

E3 のガウス曲率が負一定の曲面を表現するために A. Sym([18])によって発見された公式であるが,

A. I. Bobenko([3], [4])や T. Taniguchi([19])によって正定値の空間形やミンコフスキー空間の平均

曲率一定曲面にまで拡張された.

Abresch-Rosenberg や Berdinskĭı-Tăımanov をはじめとするこれまでの主要な研究では, 空間の

計量としてリーマン計量を用いることが一般的であった. 3次元ハイゼンベルグ群の極小曲面のワイ

エルシュトラス型表現公式を与えた Dorfmeisterらによる研究 ([10]) では, 対称空間への調和写像と

スピノルの観点から 3次元ハイゼンベルグ群の極小曲面とミンコフスキー空間の平均曲率一定曲面の

間に関係があることを明らかにし, Symの公式を用いて極小曲面の表現公式を与えた. 本講演ではハ

イゼンベルグ群にローレンツ計量を定め, ド・ジッター球面への調和写像による時間的極小曲面の特

徴付けを説明する. また,ミンコフスキー空間の時間的平均曲率一定曲面との関係を示すことで得ら

233



れる時間的極小曲面の表現公式を紹介する.

ユークリッド空間やミンコフスキー空間の平均曲率一定曲面はガウス写像を通して対称空間への調

和写像との関係が深く, それ自体が研究の一分野を築いていると言ってもよい. 曲面から対称空間へ

の調和写像に関する重大な研究として Dorfmeister-Pedit-Wu([12])のワイエルシュトラス型の調和

写像の構成方法が知られており, 論文著者の頭文字をとって DPW法と呼ばれている. DPW法では

ループ群と呼ばれる無限次元リー群の分解を行い, 調和写像の動標構を作り出すことで調和写像を構

成する. 本講演ではこの手法を用いてド・ジッター球面への調和写像の動標構を与えることで得られ

る 3次元ハイゼンベルグ群の時間的極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式について時間の許す限

り紹介したい.

2 ハイゼンベルグ群の時間的曲面

本講演で紹介する手法では曲面の座標系としてパラ複素数を使用する. パラ複素数を用いることに

より, 正定値計量の場合における Abresch-Rosenberg微分 ([1]) と呼ばれる平均曲率一定曲面に対し

て正則な 2次微分に類似した 2次微分が得られ, 時間的極小曲面の構造がより明確になる. 本節では

パラ複素数の定義と性質およびハイゼンベルグ群の時間的曲面がみたす方程式を紹介する.

2.1 パラ複素構造

次の演算を満たす 1と i0 で張られる実代数を C0 で表す：

(i0)2 = 1; 1 � i0 = i0 � 1 = i0:

実代数 C0 = R1 � Ri0 およびその元をパラ複素数という. 任意のパラ複素数 z 2 C0 は複素数と

同様に一意に x; y 2 R が存在して z = x + yi0 と表され, 実部, 虚部, パラ複素共役をそれぞれ

Re z = x; Im z = y; z̄ = x � yi0 と書く. 一方, 複素数とは異なりパラ複素数は次のような性質を

持つ.

定理 2.1. (1) パラ複素数 z = x+ yi0 2 C0 に対し, z = w2 を満たすパラ複素数 w 2 C0 が存在する

必要十分条件は x� y � 0である.

(2) パラ複素数 z = x+ yi0 2 C0 に対し, z = ew を満たすパラ複素数 w 2 C0 が存在する必要十分条

件は x� y > 0である.

(3) パラ複素数 z = x+yi0 2 C0に対し, 逆元 z�1 2 C0が存在するための必要十分条件は x2�y2 6= 0

である.

(4) パラ複素数 z; w 2 C0に対し, (zw)1=2 2 C0が存在するならば, � 2 f�1; �i0gで (�z)1=2; (�w)1=2

が存在するものが取れる.
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2.2 ハイゼンベルグ群

アファイン空間 R3 に次の群構造を備えた Nil3 = (R3(x1; x2; x3); �)を 3次元ハイゼンベルグ群と

いう：

(x1; x2; x3) � (y1; y2; y3) = (x1 + y1; x2 + y2; x3 + y3 +
1

2
(x1y2 � y1x2)):

このときハイゼンベルグ群 Nil3 のリー環 nil3 は R3 に標準基底 e1 = (1; 0; 0); e2 = (0; 1; 0); e3 =

(0; 0; 1)の関係を次で定めたものとして与えられる：

[e1; e2] = e3; [e2; e3] = [e3; e1] = 0:

3次元ハイゼンベルグ群の左不変ローレンツ計量の分類について次が知られている.

定理 2.2 ([17]). 3次元ハイゼンベルグ群の任意の左不変ローレンツ計量は次のいずれかに等長的で

ある：

(1) g1 = �dx2
1 + dx2

2 + !2,

(2) g2 = dx2
1 + dx2

2 � !2,

(3) g3 = dx2
1 � dx2

2 � 2!dx2.

ただし ! = dx3 + 1
2 (x2dx1 � x1dx2) である. さらに各計量に関する等長群の次元は (1); (2) は 4,

(3)は 6である.

左不変ローレンツ計量 g2 については Brander-Kobayashi ([5]) によって空間的極大曲面のワイエ

ルシュトラス型表現公式が研究されている. 本講演では Nil3 に与える計量として g1 を採用し, その

Levi-Civita接続をrとする.

2.3 ハイゼンベルグ群の時間的曲面

向き付け可能で連結な 2次元多様体M から 3次元ハイゼンベルグ群への写像 f : M ! Nil3 を時

間的曲面, すなわち誘導計量がローレンツであるはめ込みとする. このとき誘導されたローレンツ計

量はM 上にローレンツ等角構造を定める. 故にM 上のパラ複素座標 z = x + yi0 で誘導計量 I が

I = eudzdz̄ = eu(dx2 � dy2)の形で表されるものがとれ, M はローレンツ面, f はローレンツ等角

はめ込みと見なすことができる. このとき z をローレンツ等角座標という. またパラ複素座標系 z に

対して 2次形式 Bdz2 がパラ正則であるとは @�zB = 0が成り立つときをいう. このような関数 B は

パラ正則であるという. ローレンツ面の幾何について詳細は [21]を参照されたい.

ローレンツ面M から 3次元ハイゼンベルグ群 Nil3 へのローレンツ等角はめ込み f : M ! Nil3 に

対し, Φ = f�1fz によって nil3 値写像 Φ を定義する. ここで f�1 は f の各点に対する逆元を意味

し, fz の単位元への左移動を表す. このとき次が成立する：

Φ�z � Φz + [Φ;Φ] = 0: (2.1)

さらに N を f の単位法ベクトル場とし, H を N に関する f の平均曲率とすると

Φ�z + Φz +
�

Φ;Φ
	

= euHf�1N (2.2)
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が成立する. ここで f�; �gは fX;Y g = rXY +rY X によって定義される対称双線形写像である. ま

た Φ =
P3

k=1 �kek と展開したとき, 定理 2.1(3)と f の等角性より

�1 = �
�
( 2)2 + ( 1)2

�
; �2 = �i0

�
( 2)2 � ( 1)2

�
; �3 = 2 1 2

を満たす � 2 f�i0gとパラ複素関数  1;  2 が存在することがわかる. このパラ複素関数  1;  2 を f

の生成スピノルという.

命題 2.3 (c.f.[7]). ローレンツ等角写像 f が満たす式 (2.1)(2.2)は次の非線形ディラック方程式に書

き換えられる： �
@z 2 + U 1

�@z 1 + V 2

�
=

�
0
0

�
: (2.3)

ここで U ; V は,

U = V = �H
2
eu=2 +

i0

4
h (2.4)

eu=2 = 2( 2 2 +  1 1); h = 2( 2 2 �  1 1) (2.5)

で与えられる. 関数 U ; V を f のディラックポテンシャルという.

注意 2.4. 関数H; eu=2; hおよび非線形ディラック方程式 (2.3)(2.4)から式 (2.1)(2.2)を得るには解

( 1;  2)が (2.5) を満たしている必要がある. また単位法ベクトル場をスピノルで表すことで, 関数

hがある点で消えていることと, 対応する時間的曲面 f に左不変ベクトル場 E3 がその点で接してい

ることは同値であることがわかる. このことから hが至るところで消えない時間的曲面 f は非垂直

であるという.

注意 2.5. ミンコフスキー空間 L3 の時間的曲面の非線形ディラックポテンシャルを同様に導くと,

Nil3 の時間的曲面の H = 0の場合によく似ていることがわかる. これはミンコフスキー空間のある

時間的平均曲率 1=2曲面とハイゼンベルグ群の時間的H = 0曲面にある種の対応があるためである.

ローレンツ等角写像の単位法ベクトル場を単位元に左移動させた正規ガウス写像は 2つの立体射影

を通じてド・ジッター球面 S2
1 =

�
(x1; x2; x3) 2 L3jx2

1 � x2
2 + x2

3 = 1
	
への写像と見なすことがで

きる.

3 時間的極小曲面

時間的曲面 f : M ! Nil3 の平均曲率が 0であるとき, f を時間的極小曲面という. 時間的極小曲

面に対しては曲面が非垂直であることとディラックポテンシャルが可逆であることは同値である. ま

た,ディラックポテンシャル U が可逆であるとき, あるパラ複素関数 w と �̃ 2 f�1;�i0gが存在して
U = �̃ew=2 と表せる. このとき非線形ディラック方程式は Lax形式に書き換えることができる. 本節

では本講演における主結果である非垂直な時間的極小曲面のローレンツ調和写像による特徴づけと表

現公式を与える.
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3.1 主結果 1

パラ複素平面の単連結領域 D上定義されたディラックポテンシャルが可逆なローレンツ等角写像
f : D ! Nil3 に対し, パラメータ � 2 S1

1 :=
n
ei0t = cosh t+ i0 sinh t 2 C0

��� t 2 R
o
を用いて行列値

1次微分形式の族 �� を
�� := U�dz + V �dz̄;

U� =

�
1
4wz + 1

2Hz �̃e
�w=2eu=2 ���1�̃ew=2

��1B�̃e�w=2 �1
4wz

�
; (3.1)

V � =

�
� 1

4w�z ��B̄�̃e�w=2

��̃ew=2 1
4w�z + 1

2H�z �̃e
�w=2eu=2

�
: (3.2)

で定める. ここで関数 B は Abresch-Rosenberg微分と呼ばれる 2次形式の係数関数である. 曲面の

平均曲率が一定であるとき, この 2次形式はパラ正則になる. 次の定理は 3次元ハイゼンベルグ群の

非垂直な時間的極小曲面を特徴づける本講演の主結果の 1つである.

定理 3.1. 単連結領域 D � C0 上で定義されたディラックポテンシャルが可逆なローレンツ等角写像

f : D! Nil3 に対し, 以下は同値である：

(1) f は時間的極小曲面である.

(2) ディラックポテンシャル U = �̃ew=2 = �H
2 e

u=2 + i0

4 h は純パラ虚数に値を持つ.

(3) d+ �� は全ての �について自明束 D� SU0
1;1 上の平坦接続を与える.

(4) 正規ガウス写像 f�1N はド・ジッター球面 S2
1 � L3

(+;�;+) へのローレンツ調和写像である.

ここで SU0
1;1 は次で与えられるリー群で, 特殊パラユニタリ群という：

SU0
1;1 =

��
� �
�̄ �̄

�
j �; � 2 C0; ��̄� ��̄ = 1

�
:

3.2 主結果 2

定理 3.1より非垂直な時間的極小曲面 f に対し, 微分方程式 (F�)�1dF� = �� は SU0
1;1 値の初期

値に対して SU0
1;1 値の解 F� をもつ. 以下簡単のため h > 0; � = i0 とするが, 他の状況においても同

様の結果が得られる.

定義 3.2. 微分方程式 (F�)�1dF� = �� の SU0
1;1 値の解 F� を時間的極小曲面 f の一般拡張動標構

という. 特に条件

F�j�=1 = F =
1p

 2 2 �  1 1

�
 2  1

 1  2

�
の下で F� を時間的極小曲面 f の拡張動標構という.

例 3.3. 次の Nil3 の曲面 f は x3 = 0平面に値を持つ時間的極小曲面である :

f =

�
2i0(z � z̄)

1 + zz̄
;

2(z + z̄)

1 + zz̄
; 0

�
:
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曲面 f に対する拡張動標構 F� は次で与えられる :

F� =
1

(1 + zz̄)1=2

�
1 �i0��1z
i0�z̄ 1

�
:

ミンコフスキー空間 L3 と特殊パラユニタリ群 SU0
1;1 のリー環

su0
1;1 =

��
ai0 b̄
b �ai0

�
j a 2 R; b 2 C0

�
を次の対応をもって同一視する：

su0
1;1 3

1

2

�
ri0 �p� qi0

�p+ qi0 �ri0
�
 ! (p; q; r) 2 L3

(+;�;+):

ただし su0
1;1 には不定値内積 hX;Y i := 2tr(XY ) を定める. さらに線形同型写像

Ξ : su0
1;1 3

1

2

�
x3i

0 �x2 � x1i
0

�x2 + x1i
0 �x3i

0

�
7! x1e1 + x2e2 + x3e3 2 nil3

をとる. ド・ジッター球面へのローレンツ調和写像はミンコフスキー空間の時間的平均曲率一定曲面

との関連が深く, ローレンツ調和写像から時間的平均曲率一定曲面を与える Symの公式が知られて

いる ([11]). このことを応用して 3次元ハイゼンベルグ群の時間的極小曲面の表現公式を与える次の

定理を得た.

定理 3.4. 単連結領域 D � C0 上定義されたある時間的極小曲面 f に対し, その拡張動標構を F� と

する. リー環 su0
1;1 に値をもつ写像 fL3 と NL3 を

fL3 = �i0�(@�F
�)(F�)�1 � i0

2
Ad(F�)

�
1 0
0 �1

�
; NL3 =

i0

2
Ad(F�)

�
1 0
0 �1

�
で定め, さらに写像 f� : D! Nil3 を

f� := exp �Ξ � f̂ ; f̂ = (fL3)o � i0

2
�(@�fL3)d

により定める. ここで \o",\d"はそれぞれ非対角成分と対角成分を表す. このとき 1に十分近い �に

対して以下が成立する：

(1) 写像 fL3 はミンコフスキー空間 L3 の時間的平均曲率 1=2曲面であり, NL3 を単位法ベクトル場

にもつ.

(2) 写像 f� は 3次元ハイゼンベルグ群 Nil3 の時間的極小曲面であり, 正規ガウス写像を立体射影を

通してド・ジッター球面への写像と見たものが NL3 である. さらに f�j�=1 はオリジナルの時間

的極小曲面 f と等長群の作用を除いて一致する.

注意 3.5. 定理 3.4の fL3 の定義式がミンコフスキー空間の時間的平均曲率 1=2曲面の Symの公式

のパラ複素数を用いた表示である.
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4 拡張動標構のワイエルシュトラス型表現

定理 3.1および定理 3.4より一般拡張動標構を与えることでハイゼンベルグ群の時間的極小曲面を

与えることができる. 本節では拡張動標構をパラ正則関数で記述する, 拡張動標構のワイエルシュト

ラス型表現公式を紹介する.

4.1 ループ群の分解

時間的極小曲面の拡張動標構は C0 n fz(1� i0)jz 2 C0g上でパラメータ �について解析的であるた

め, ループ群と呼ばれる無限次元リー群の一種である以下の群を考える.

Λ0SL2C0
� =

8<:g : S1
1 ! SL2C0

������
g = � � �+ g�1�

�1 + g0 + g1�
1 + � � �

g(��) =

�
1 0
0 �1

�
g(�)

�
1 0
0 �1

� 9=; ;

Λ0+SL2C0
� =

�
g 2 Λ0SL2C0

� j g = g0 + g1�
1 + � � �

	
;

Λ0�SL2C0
� =

�
g 2 Λ0SL2C0

� j g = g0 + g�1�
�1 + � � �

	
;

Λ0+
� SL2C0

� =
�
g 2 Λ0+SL2C0

� j g(0) = id
	
;

Λ0�
� SL2C0

� =
�
g 2 Λ0�SL2C0

� j g(1) = id
	
;

Λ0SU0
1;1� =

�
g 2 Λ0SL2C0

�

�����1 0
0 �1

��
g(1=�̄)

T
��1

�
1 0
0 �1

�
= g(�)

�
:

時間的極小曲面の拡張動標構はループ群 Λ0SU0
1;1� の元である. 次の定理はループ群の基本的な分解

公式である Birkhoff分解・Iwasawa分解 ([16])を応用して得られる.

定理 4.1. (1) Birkhoff分解 : 積をとる写像

Λ0�
� SL2C0

� � Λ0+SL2C0
� ! Λ0SL2C0

�; Λ0+
� SL2C0

� � Λ0�SL2C0
� ! Λ0SL2C0

�

はそれぞれ Λ0SL2C0
� のある稠密開集合への微分同相写像である.

(2) Iwasawa分解 : 積をとる写像

Λ0SU0
1;1� � Λ0+SL2C0

� ! Λ0SL2C0
�

は Λ0SL2C0
� のある稠密開集合への微分同相写像である.

これらの稠密開集合を Λ0SL2C0
� の Big cellという.

4.2 主結果 3

定理 4.1 の Birkhoff 分解を時間的極小曲面の拡張動標構に用いることで拡張動標構のワイエル

シュトラスデータになるパラ正則 1形式が得られた.

定理 4.2. 時間的極小曲面 f に対し, その拡張動標構 F� が Big cell に属しているとする. こ

のとき Birkhoff 分解 F�＝ F�
�F

�
+ (F�

� 2 Λ0�SL2C0
�; F

�
+ 2 Λ0+SL2C0

�) によって定まる F�
� の
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Maurer-Cartan形式 � = (F�
�)�1dF�

� は次で与えられる：

� = ��1

 
0 a(z)

�B(z)
a(z) 0

!
dz: (4.1)

ただし B(z)は時間的極小曲面 f の Abresch-Rosenberg微分の係数関数であり, a(z)は

a(z) = � i
0

4
h2(z; 0)h�1(0; 0)

で定義されるパラ正則関数である. パラ正則 1 形式 � を時間的極小曲面 f の正規ポテンシャルと

いう.

逆に次の定理により式 (4.1)で定義された正規ポテンシャルから 3次元ハイゼンベルグ群の時間的

極小曲面の拡張動標構を構成できることを示した.

定理 4.3. 式 (4.1)で定義されたパラ正則 1形式 � に対し, 2次正方行列 F�
� を方程式

@zF� = F��; F�(z = 0) = id

の解とする. このとき Iwasawa分解 F�
� = F�V+ (F� 2 Λ0SU0

1;1�; V+ 2 Λ0+SL2C0
�) によって定ま

る F� に対し, ある k 2 U0
1 が存在して F�kは適切に座標変換すると 3次元ハイゼンベルグ群の時間

的極小曲面の拡張動標構になる. ここで U0
1 :=

( 
ei0� 0

0 e�i0�

!����� � 2 R

)
である.

5 具体例

例 5.1 (双曲放物面). 正規ポテンシャル � = ��1

 
0 � i0

4

� i0

4 0

!
dz に対して拡張動標構は

F� =

 
cosh ���1z+��z

4 i0 sinh ���1z+��z
4

i0 sinh ���1z+��z
4 cosh ���1z+��z

4

!
で与えられる. 対応する L3 の時間的平均曲率 1=2曲面 fL3 と Nil3 の時間的極小曲面 f� は

fL3 =

�
��1z + �z̄

2
;� sinh i0

���1z + �z̄

2
;� cosh

���1z + �z̄

2

�
f� =

�
� sinh i0

���1z + �z̄

2
;
��1z + �z̄

2
;
��1z + �z̄

4
sinh i0

���1z + �z̄

2

�
である. 時間的極小曲面 f� は双曲放物面 x3 = �x1x2=2を示している.

例 5.2 (B-scroll型時間的極小曲面). パラ正則関数 S(z)を用いて正規ポテンシャル � を

� = ��1

 
0 � i0

4

� 1�i0

2 S(z) 0

!
dz

で定める. このとき, 対応するミンコフスキー空間の時間的平均曲率 1=2曲面は B-scrollと呼ばれる

null曲線による線織面である. また, 対応するハイゼンベルグ群の時間的極小曲面も線織面になって

いる.
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非平面グラフとリー環 sl(N)のウェイトシステム

東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系

今里優樹 Imasato Yuki

概要

ウェイトシステムとは有限次元のリー環を 1つ固定したとき, 3-正則グラフに対して値を与える関数であ

り, リー環 sl(N)に対するウェイトシステムの値はグラフの平面性と関係がある. 本講演ではまずはじめに

グラフの諸定義およびグラフの平面性に重要なワグナーの定理を紹介する. その後ウェイトシステムの定義

と sl(N)に対するウェイトシステムの性質を紹介し, 最後にいくつかのグラフに対する sl(N)のウェイト

システムの計算結果を考察する.

1 グラフ

グラフを定義する.

定義 1. 有限集合 V;E と, E から V の冪集合への写像  : E ! P (V )に対して, 任意の e 2 E で j (e)jが 1

または 2であるとき, これら 3つの組 (V;E;  )をグラフという. グラフ Gに対して V を頂点集合, E を辺集

合という. また V の元を頂点, E の元を辺という.

グラフ G = (V;E;  )の頂点 v 2 V と辺 e 2 E に対して v 2  (e)であるとき eは v に接続するといい, v

に接続する辺の数を v の次数という. グラフとは上記のように 2つの有限集合と写像の組のことであるが, 頂

点を点, 辺を接続する頂点を結ぶ曲線として平面に描く表し方が一般的である.

例 1. V = fv1; v2; v3; v4g; E = fe1; e2; e3; e4; e5g;
 (e1) = fv1; v2g;  (e2) = fv1; v3g;  (e3) = fv2; v3g;  (e4) = fv2; v4g;  (e5) = fv3; v4g
となるグラフ (V;E;  )は以下のように表される.

図 1 グラフの例

定義 2. k を自然数とする. Gにおいて全ての頂点の次数が k であるとき, Gは k-正則グラフという.

定義 3. G において, 頂点と辺の交互列 W = v0e0v1e1v2 � � � vn�1en�1vn を道という. ただし  (ek) =
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図 2 3-正則グラフの例

fvk; vk+1gとする. このとき v0 を始点, vn を終点という.

定義 4. Gの任意の頂点 v; w において v を始点, wを終点とする道が存在するとき Gは連結であるという.

定義 5. G = (V;E;  )から辺 eを取り除いたグラフ (V;Enfeg;  Enfeg)を辺 eの削除という. Gを非連結に

するのに削除しなければならない最小の辺の数を辺連結度といい, 辺連結度が k以上のグラフを k-辺連結グラ

フという.

定義 6. グラフを平面に描くとき全ての頂点を異なる点として描き, 全ての辺が端点以外で他の辺と交わらな

いように描けるとき, グラフは平面的であるという.

例 2. 下の 2つの図は同一のグラフを表しており, 左図は辺が交差しているが, 辺をずらすと右図のように交

差なくかけるのでこのグラフは平面的である.

図 3 平面的グラフ

例 3. 非平面的グラフの例としてはK3;3 やK5 がある.

図 4 非平面的グラフK3;3 及びK5

定義 7. G = (V;E;  )の頂点 v に接続する辺の集合を Ev とする. Gから v 及び v に接続する辺を全て取り

除いたグラフ (V nfvg; EnEv;  EnEv
)を頂点 v の削除という.

定義 8. G = (V;E;  ) の辺 e0 に対して  (e0) = fu;wg とする. このとき V に新たな頂点 vuw 追加

し, V 0 = V [ fvuwgnfu;wg, E0 = Enfeg とする. ここで辺 e 2 E0;  (e) = fv1; v2g に対して; 写像
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 0 : E0 ! P (V 0)を

 0(e) =

8><>:
fv1; v2g (fv1; v2g \ fu;wg = �)

fv1; vuwg (v2 = uまたは v2 = w)

fvuw; v2g (v1 = uまたは v1 = w)

とする. このときグラフ G0 = (V 0; E0;  0)を Gの縮約といい, eが縮約されたという.

定義 9. Gから縮約と辺・頂点の削除を繰り返して得られるグラフを Gのマイナーという.

定理 1 (ワグナーの定理 [2]). グラフが平面的であることの必要十分条件は, マイナーとして K5 または K3;3

を含まないことである.

2 ウェイトシステムの定義

定義 10. Gを 3-正則グラフとする. Gの各頂点に対して, 接続する 3つの辺に巡回的な向きが決まっている

とき, Gは頂点に向きのついた 3-正則グラフという.

図 5 向きのついた 3-正則グラフの例

以下, 頂点に向きのついた 3-正則グラフについてのみ考える.

有限次元のリー環 Lに対して, 以下の 3つの性質を満たす双線形形式 h�; �i : L� L ! Cが定まっていると
する.

� 対称性をもつ. すなわち ha; bi = hb; aiとなる.

� 非退化である. すなわち任意の bに対して ha; bi = 0ならば a = 0となる.

� ad-invariant性を持つ. すなわち h[c; a]; bi + ha; [c; b]i = 0となる.

このときウェイトシステムとは, グラフ Gに対して値WL(G)を返す写像WL である. WL(G)を定義するた

めに tij 及び fijk を以下で定義する.

定義 11. Lの基底を fLigdimL
i=1 とし tij = hLi; Ljiとしたとき, h�; �iの非退化性から行列 (tij)dimL�dimL は

正則であることがいえる. そこで (tij)の逆行列を (tij)とおく. また fijk = hLi; [Lj ; Lk]iとする.

このときWL(G)は以下の手順で定義される.

step.1 辺の半分をラベリングする.

step.2 1つの辺に対して, その辺上のラベルを読み t�� を割り当てる.

step.3 1つの頂点に対して, その頂点の周りのラベルを向きづけられた順に読み f��� を割り当てる.
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step.4 辺の分だけ tを, 頂点の分だけ f を掛け合わせる.

step.5 step.4の式に対して, 各ラベルに 1から dimLを代入したものを足し合わせる.

なお基底を変えてもにウェイトシステムの値は変わらない.

例 4. 上記の手順に従って図 5のグラフ GのWsl(2)(G)を計算する. ただし sl(2)に対して双線形形式として

は hLi; Lji = tr(Li; Lj)を用いると対称性, 非退化性, ad-invariant性を満たすのでこれを用いる.

sl(2)の基底として,

L1 =

�
1 0
0 �1

�
; L2 =

�
0 1
1 0

�
; L3 =

�
0 �1
1 0

�
を用いると,

(tij) =

0@ 1
2 0 0
0 1

2 0
0 0 � 1

2

1A ; fijk =

8><>:
1 ((i; j; k) = (1; 2; 3); (2; 3; 1); (3; 1; 2)のとき)

�1 ((i; j; k) = (3; 2; 1); (2; 1; 3); (1; 3; 2)のとき)

0 それ以外のとき

となる. 次に辺の半分をラベリングすると下の右図のようになる.

次に辺に対して tを, 頂点に対して f を対応させる. 例えば e1 に対しては taa1 , v4 に対しては fc1c2c3
を対

応させる. 次に全ての頂点, 辺に対応する t, f を掛け合わせ,

taa1
tbb1

tcc1
ta3b2

tb3c2
tc3a2

fabcfa1a2a3
fb1b2b3

fc1c2c3

を得る. 最後に各変数 a; b; c; � � � ; c3 に 1から dim(sl(2)) = 3までを代入し足し合わせたものがWsl(2)(G)で

ある. すなわち

Wsl(2)(G) =
3X

a;b;c;��� ;c3=1

taa1
tbb1

tcc1
ta3b2

tb3c2
tc3a2

fabcfa1a2a3
fb1b2b3

fc1c2c3

となる.

3 リー環 sl(N)ウェイトシステム

以下 sl(N)のウェイトシステムについて考えていく. ただし双線形形式としては hLi; Lji = tr(Li; Lj)を用

いる. ここで以下の補題が成り立つ.

補題 1. N を変数と見なしたとき, 任意の連結グラフ Gに対してWsl(N)(G)は N の多項式となる. また G

の頂点数を v としたとき, N の多項式Wsl(N)(G)の次数は高々 v
2 + 2次となる.
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定義 12. 連結グラフ Gに対して, Wsl(N)(G)の v
2 + 2次の係数をW top

sl(N)(G)と表す.

このとき次の定理が成り立つ.

定理 2 (Bar-Natan[1]). Gは連結であるとする. このとき Gが 2-辺連結ならば jW top
sl(N)(G)jは, Gの球面へ

の埋め込みの数と等しくなり, 辺連結度が 1ならばW top
sl(N)(G) = 0となる.

この定理から 2-辺連結であるGに限ると, Gが平面的ならばW top
sl(N)(G) 6= 0, 非平面的ならばW top

sl(N)(G) =

0となることが言える.

以下上記の補題と定理を示す. まずは以下の補題を示す.

補題 2. 任意のグラフ G, 自然数 N に対してWsl(N)(G) = Wgl(N)(G)となる.

補題 2の証明. sl(N)の定義より,
gl(N) = sl(N) � fcEjc 2 Cg

となるので sl(N), fcEjc 2 Cgの基底として, fLigN2�1
i=1 , LN2 = E をそれぞれ取ると, fLigN2

i=1 は gl(N)の

基底となる. ここで行列リー環の括弧積の定義より [Li; E] = 0 となるので, i; j; k のいづれかが N2 のとき

fijk = fLi; [Lj ; Lk]g = 0となる. よって,

Wgl(N)(G) =
N2X

a;b;c;���=1

taa1tbb1 � � � fabcfa1a2a3
� � �

=

N2�1X
a;b;c;���=1

taa1tbb1 � � � fabcfa1a2a3 � � �

= Wsl(N)(G)

となる.

よって以下Wsl(N)(G)の代わりにWgl(N)(G)について考える.

gl(N) の基底として fLijgN
i;j=1(Lij = Eij) をとる. ここで t(ij)(kl); f(ij)(kl)(mn) を定義に沿って計算する

と, t(ij)(kl) = �il�jk; f(ij)(kl)(mn) = �jk�lm�ni � �jm�nk�li となる. これを用いてWgl(N)(G)を以下の手順で

計算する.

step.1 gl(N)の基底は (ij)や (kl)のように 2つの文字からなるので, グラフ Gの辺を二重化し, それぞれの

辺の半分にラベルをつける. 例えば図 5のグラフは下図のようになる.

図 6 辺を 2重化したグラフ
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step.2 t(ij)(kl) = �il�jk となることから, Wgl(N)(G)を計算する際 i 6= lまたは j 6= kとなる項は考えなくて良

い. よって 1本の線に対してラベリングされた 2つの文字をつなげ, 1つの文字でラベリングする. こ

のとき t(ij)(kl) は全て 1になるので, Wgl(N)(G) =
PN

i;j;k;���=1 f(ij)(kl)(mn)f��� � � � となり, あとは f だ

けを考えれば良い. すなわち下図のようなラベリングを考えれば良い.

step.3 f(ij)(kl)(mn) = �jk�lm�ni � �jm�nk�li となることから各頂点に対して以下のような図を割り当てる.

step.4 上の図の第 1 項に注目すると, j = k; l = m;n = i のとき 1, それ以外のときは 0 になるので

i; j; k; l;m; nに 1から N までを代入すると,

NX
i;j;��� ;n=1

�jk�lm�ni = #f1 � i; j; � � � ; n � N jj = k; l = m;n = ig

= N3

これは N(辺の数) と思うことができる.

step.5 各頂点に対して step.3の右辺の第 1項または第 2項の図を割り当て N(辺の数) を計算し, それを全通

り足し合わせたものがWgl(N)(G) = Wsl(N)(G)となる. 例えば図 5のグラフに対してWsl(N)(G)は以

下のような式で表せる. ただし #(
)は
の辺の本数を表すとする.

これらをまとめると,

Wgl(N)(G) =
X

M :Gの marking

sign(M)N b(TM ) (1)

ただし Gの marking M や TM は以下で定める.

� Gの各頂点に符合 +または �を割り当てたものを Gの markingと呼び, Gの marking M の全ての

頂点の符号の積を sign(M)と表す.

� M から得られる境界付き向きづけ可能な平面 TM を以下で定める.
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{ M で +の頂点および �の頂点にそれぞれ下図のように向き付け可能な平面片を割り当てる. ここ

で辺が反時計回り並んでいるように見える側から頂点を見たとき, +の頂点は表面を whiteで裏面

を black, �の頂点は表面を blackで裏面を whiteと名付ける.

{ 平面片を辺の対応に従って繋げた境界付き向きづけ可能な平面が TM である. ただし各平面片を繋

ぐとき, white面と white面, black面と black面が繋がるようにする.

� TM の境界の要素数を b(TM )と表す.

Gの marking M に対して, TM の全ての境界を 2次元円盤で埋めた向きづけ可能な平面を SM と表す. �を

オイラー数, g を種数とすると,

2 � 2g(SM ) = �(SM ) = �(TM ) + b(TM ) = �(G) + b(TM )

が成り立つ. Gは 3-正則であったので, �(G) = v � e = v � 3
2v = � v

2 となる. よって

b(TM ) = ��(G) + 2 � 2g(SM ) =
v

2
+ 2 � g(SM )

を得る. この式と式 (1)から補題 1が証明できる. さらに SM が球面となるような marking M を spherical

と呼ぶことにすると, 以下の式が得られる.

W top
sl(N)(G) = W top

gl(N)(G) =
X

Gの spherical marking M

sign(M)

よって定理 2を示すには, Gが 2-辺連結ならば
P
Gの spherical marking M sign(M)の絶対値が Gの球面

への埋め込みの数になっていて, 2-辺連結でなければ
P
Gの spherical marking M sign(M) = 0となること

を示せば良い. このうち前半は, 2-辺連結グラフ Gの spherical markingと Gの球面への埋め込みが 1対 1対

応することと, Gの 2つの spherical marking M;M 0 に対して sign(M)と sign(M 0)が打ち消し合わないこ

とを示せば良い.

定理 2の証明.

まずは 2-辺連結な G に対して, spherical marking と G の球面への埋め込みが 1 対 1 対応することを示す.

写像

Θ : fGの spherical marking Mg ! fGの球面への埋め込み g

を Gの SM への自然な埋め込みとして定義できる. また Gの球面への埋め込みに対して, 球面の片側から見

て頂点の向きが時計回りか反時計回りかを見ることにより頂点に +と �のどちらが割り当てられているかが
わかり, spherical marking M を再現できるので, 写像 Θは全単射である.

次に spherical marking M に対して sign(M)が打ち消し合わないことを示す. これは, whitneyの定理か

ら 2-辺連結な Gに対して, Gの球面への埋め込みは下図のような flipで移り合うことから言える. 逆に 2-辺

連結でない Gに対しては, spherical marking M が存在したとしても sign(M)と sign(M 0)が打ち消し合う

ような spherical marking M 0 が存在するので
P
Gの spherical marking M sign(M) = 0となる.
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図 7 
ip

4 Wsl(N) の計算結果

ここからは様々なグラフに対して Wsl(N)(G) をコンピュータを用いて計算した結果を紹介する. なお

Wsl(N)(G) の計算は, 定理 2 の証明に用いた Wgl(N)(G) を計算する方法, すなわち marking M に対して

b(TM )を計算し, 全ての markingに対して sign(M) � N b(TM ) を足し合わせる方法で求めた. またグラフの 1

つの頂点の向きを変えてもWsl(N)(G)は �1倍されるだけであるので, ウェイトシステムの �1倍の違いは無

視してグラフの頂点の向きは考えないものとする.

まずは以下のグラフのウェイトシステムについて考察する. このグラフを Gbenz と呼ぶことにする. Gbenz

は平面的なので, W top
sl(N)(Gbenz) 6= 0 となるはずである. Gbenz の頂点数は 4 なので, W top

sl(N)(Gbenz) は

Wsl(N)(Gbenz)の 4
2 + 2 = 4次の係数である.

実際に計算するとWsl(N)(Gbenz) = 2N4 � 2N2 となるので, W top
sl(N)(G) = 2 6= 0となることがわかる.

次に非平面的グラフのウェイトシステムを考察する. ワグナーの定理より, グラフK3;3 とK5 は非平面的グ

ラフの中で, マイナーに関して極小なグラフと思うことができるのでまずは K3;3 と K5 のウェイトシステム

について考察する.

図 8 K3;3 及びK5

K3;3 は非平面的グラフなので, W top
sl(N)(K3;3) = 0 となるはずである. K3;3 の頂点数は 6 なので,

W top
sl(N)(K3;3) は Wsl(N)(K3;3) の 6

2 + 2 = 5 次の係数である. 実際に計算すると Wsl(N)(K3;3) = 0 とな

り, 5次の係数だけでなく全ての係数が 0になることが分かる.

そこで, 他の非平面的グラフ Gに対してもWsl(N)(G)の全ての係数が 0, すなわちWsl(N)(G) = 0となる

かどうかについて考えていく. 他の非平面的グラフとして, K3;3 に辺と辺を繋ぐ橋をかけたグラフを考える.

このとき橋の掛け方は, 1つの辺にかける, 1つの頂点に接続する 2つの辺にかける, 同じ辺に接続しない 2つ

の辺にかける, の 3通りあり, それぞれ K3;3 � bridge1, K3;3 � bridge2, K3;3 � bridge3と呼ぶことにする.

これら 3つのグラフは以下のようにかける.
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図 9 K3;3 − bridge1, K3;3 − bridge2, K3;3 − bridge3

ワグナーの定理からこれらは非平面的でありことが言える. これらのウェイトシステムを計算すると,

Wsl(N)(K3;3 � bridge1) = 0

Wsl(N)(K3;3 � bridge2) = 0

Wsl(N)(K3;3 � bridge3) = 24N4 � 24N2

となる. K3;3 � bridge3のウェイトシステムに注目するとWsl(N)(K3;3 � bridge3)の 6次の係数が 0すなわ

ちW top
sl(N)(K3;3 � bridge3) = 0になっているが, Wsl(N)(K3;3 � bridge3) 6= 0すなわち全ての項が 0になる訳

ではないことが分かった. 次に K3;3 � bridge1と K3;3 � bridge2を組み合わせたグラフを K3;3 � bridge12,

K3;3 �bridge2とK3;3 �bridge3を組み合わせたグラフをK3;3 �bridge23, K3;3 �bridge1とK3;3 �bridge3

を組み合わせたグラフをK3;3 � bridge13と呼ぶことにする.

図 10 K3;3 − bridge12, K3;3 − bridge23, K3;3 − bridge13

これらも非平面的グラフである. これらのウェイトシステムを計算すると,

Wsl(N)(K3;3 � bridge12) = 0

Wsl(N)(K3;3 � bridge23) = 24N5 � 24N3

Wsl(N)(K3;3 � bridge13) = 48N5 � 48N3

となる.

最後の K5 のウェイトシステムについて考える. K5 は 3-正則グラフではないので, そのままウェイトシス

テムを計算することはできない. よって, 縮約をすると K5 になる 3-正則グラフのウェイトシステムを考える.

以下の 2つのグラフは共に 5回縮約をするとK5 になる 3-正則グラフである. これら 2つのグラフをそれぞれ

K5 � vertical, K5 � horizontalと呼ぶことにする.

図 11 K5 − vertical及びK5 − horizontal
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これらのウェイトシステムを計算すると,

Wsl(N)(K5 � vertical) = 0

Wsl(N)(K5 � horizontal) = 32N5 � 32N3

となり, こちらも K3;3 をマイナーに持つグラフのウェイトシステムと同様に全体が 0になるものとそうでな

いものが出てきた.

参考文献

[1] D.Bar-Natan, Lie Algebras and the Four Color Theorem, Combinatorica, 17 (1997) 43–52.
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(1991).

[4] R.J.ウィルソン, グラフ理論入門 原著第 4版 (西関隆夫・西関裕子訳) 近代科学社 (2001).
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有向絡み目図式の dual graph diagram

大阪大学大学院 理学研究科 数学専攻

新井克典 (Katsunori ARAI)

概要

有向絡み目は, S3 へ埋め込まれた有限個の向き付けられた円周 S1 の非交和である。dual

graph diagramは, D. Needell氏と S. Nelson氏によって導入された有向絡み目図式の表示方法

である。しかし, 与えられた dual graph diagram が有向絡み目図式を表さない場合がある. 本

研究では連結な dual graph diagramが有向絡み目図式を表すための必要十分条件を与えた.

1 導入

3次元球面 S3 に滑らかに埋め込まれた �個の円周 S1 を �成分の絡み目という.とくに, 1成分の

絡み目を結び目という.向きが指定されている絡み目を有向絡み目という. 2つの有向絡み目 L1 と

L2 は, S3 の向きを保つ滑らかな自己同相写像 ’ : S3 ! S3 で,向きを込めて ’(L1) = L2 を満たす

ものが存在するとき同じとみなす.

射影 p : S3 ! S2 であって,絡み目 Lの像 p(L)の他重点が有限個で,その全てが横断的 2重点に

なるような射影を考える.このとき,像 p(L)を絡み目 Lの正則射影図という. 絡み目の正則射影図に

おいて,各 2重点に上下を付けたものを絡み目図式という.

図 1: ホップ絡み目の正則射影図（左）とホップ絡み目の絡み目図式（右）

結び目図式にチェッカーボード彩色を施すことで,チェッカーボードグラフという S2 上に埋め込

まれたグラフを構成できる.さらにチェッカーボードグラフを 1つとり,各辺に結び目図式の各交差

から定まる符号を与えると, S2 上に埋め込まれた符号付きグラフができる. 逆に, S2 上に埋め込まれ

た符号付きグラフから結び目図式を構成することができる.

D. Needell氏と S. Nelson氏は有向絡み目図式のチェッカーボードグラフの和の各辺に,ある対応

で向きまたは符号を与えたものを導入し,これを dual graph diagram と呼んでいる [1]. さらに [1]で

は S2 上に埋め込まれたグラフとその双対グラフの和の各辺に,ある対応で向きまたは符号をつけた

ものから node付き有向絡み目図式を構成する方法を与えた.
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しかし, この方法は常に適用できるとは限らない. そこでどのような場合に適用できるのかについ

て述べる. また,この方法が適用できる場合に,有向絡み目図式を構成できるための必要十分条件も与

えることができた. 本文ではこれらの結果について報告する.

本文の構成は次の通りである. 2章でチェッカーボードグラフの定義とその性質について述べ, 3章

で D. Needell氏と S. Nelson氏が導入した dual graph diagram [1]について述べる. 最後に 4章で

連結な dual graph diagramが有向絡み目図式を表すための必要十分条件を与える.

2 チェッカーボードグラフ

2.1 グラフと双対グラフ

定義 2.1.1 グラフ Gとは,頂点の集合 V (G)と辺の集合 E(G)の組をいう.

本文では,グラフは常に有限で,多重辺やループを許すものとする.また, S2 上に埋め込まれたグラ

フを単に S2 上のグラフと呼ぶことにする.

図 2: 多重辺（左）とループ（右）

S2 上のグラフ Gに対して, Gを埋め込みの像とみるとき jGjと書くことにする. S2 � jGjの連結
成分を Gの領域という.

定義 2.1.2 Gd が Gの双対グラフであるとは,次の方法で構成される S2 上のグラフをいう:

1. Gの各領域から 1点をとり,それらを Gd の頂点とする.

2. 任意の e 2 E(G) に対し, e の両側にある G の領域に対応する Gd の頂点を, e の端点以外と

ちょうど 1点で交わるように結ぶ曲線を Gd の辺とする.

図 3: S2 上のグラフ G（左）と Gの双対グラフ Gd（右）

双対グラフは常に連結である.また,双対グラフは S2 上のアイソトピーの差を除いて一意的に定ま

るとは限らない.
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次の例では Gd と Gd0
はどちらも Gの双対グラフであるが, S2 上のアイソトピーで移り合わない.

G = Gd = Gd0
=

2.2 チェッカーボードグラフ

絡み目の正則射影図 U に対して, S2 � U の連結成分を U の領域と呼ぶ.

定義 2.2.1 U のチェッカーボード彩色とは, U の各領域を白黒で塗る彩色で,隣接領域を異なる色で

塗るものである.

命題 2.2.2 S2 上の任意の絡み目正則射影図はチェッカーボード彩色可能である.

定義 2.2.3 U を絡み目の正則射影図で,チェッカーボード彩色されたものとする.

Gb (resp. Gw)が U のチェッカーボードグラフであるとは, Gb (resp. Gw)が次の方法により構成

される S2 上のグラフであることをいう:

1. 各黒色 (resp.白色)領域から 1点をとり, Gb (resp. Gw)の頂点とする.

2. U の各交差において,向かい合う黒色 (resp.白色)領域を結び, Gb (resp. Gw)の辺とする.

本文では, fGb; Gwgをチェッカーボードグラフペアと呼ぶことにする.

U = Gb = Gw =

一般に Gb と Gw は互いに双対なグラフではない.
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次の例では, Gb と Gw はともに非連結であるので,互いに双対なグラフではない.

U = Gb = Gw =

また,一般にチェッカーボードグラフは一意的に定まるとは限らない.次の例では, Gw と Gw
0 が S2

上のアイソトピーで移り合わない.

Gw = Gw
0 =

チェッカーボードグラフが互いに双対なグラフになる十分条件をとして次が成り立つ.

命題 2.2.4 (known) U を S2 上の絡み目正則射影図で, チェッカーボード彩色されたものとし,

fGb; Gwg を U のチェッカーボードグラフペアとする. このとき, U が連結で交点を少なくとも 1

つ持つならば Gb と Gw は互いに双対なグラフになる.

系 2.2.5 U を S2 上の絡み目正則射影図で,チェッカーボード彩色されたものとし, fGb; Gwgを U

のチェッカーボードグラフペアとする. このとき, Gb と Gw がともに連結かつ孤立頂点を持たないな

らば Gb と Gw は互いに双対なグラフになる.

注意 2.2.6 Gb と Gw がともに連結かつ孤立頂点を持たないならば U が連結で交点を少なくとも 1

つ持つ.

双対グラフがある絡み目正則射影図のチェッカーボードグラフになる条件を述べるために,必要な

準備を行う.

Gを S2 上のグラフとし, Gd を Gの双対グラフとする.

Gの辺は Gd のある 1つの辺と 1点で交わる.この点を辺交差と呼ぶ.

G [ Gd から得られる S2 上のグラフ eGとは, G [ Gd の辺交差も頂点とする S2 上のグラフをいう.
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図 4: G [ Gd（左）と eG（右）
G [ Gd の領域を eGの領域として定める.

G [ Gd の 4辺形領域とは,領域の周りに 4つの辺があるような領域のことをいう. G [ Gd の 4辺

形領域は次の場合に限られる:

図 5: G [ Gd の 4辺形領域

補題 2.2.7 Gを S2 上のグラフとし, Gd を Gの双対グラフとする.このとき,次は同値である: Gは

連結かつ孤立頂点を持たないならば G [ Gd の各領域が 4辺形である.

命題 2.2.8 Gを S2 上のグラフとし, Gd を Gの双対グラフとする.このとき, Gが連結かつ孤立頂

点を持たないならばある絡み目正則射影図 U が存在して,
�

G; Gd
	
は U のチェッカーボードグラフ

ペアになる.

3 Dual graph diagram

3.1 Dual graph diagram

定義 3.1.1 (Needell-Nelson [1]). D を S2 上の有向絡み目図式, fGb; Gwgを D のチェッカーボー

ドグラフペア,そして O(E(Gb)); O(E(Gw))を Gb; Gw の辺の向きの集合とする.

(fGb; Gwg ; f) が D の dual graph diagram であるとは, Gb; Gw の和 Gb [ Gw と次を満たす

写像
f : E(Gb) [ E(Gw) ! f�g [ O(E(Gb)) [ O(E(Gw))

の組をいう:

� f は D の各交差において,
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+

I

�

I

を満たす.

注意 3.1.2 Dual graph diagramは有向絡み目図式のみからは定まらない.実際,チェッカーボード

グラフが一意的に定まらないような有向絡み目図式からは,複数通りの dual graph diagramが考え

られる.

次の例は八の字結び目の図式 D から, dual graph diagram を構成するものである. D のチェッ

カーボードグラフ Gb と Gw の和 Gb [ Gw において,各辺に D の各交差から対応 f によって定まる

向きまたは符号を与えて D の dual graph diagram (fGb; Gwg ; f)になる.

I

D =

I

Gb =

I

Gw =

(fGb; Gwg ; f)

Gb J
�

�

I

J
J

+

+

Gw

定義 3.1.3 (
�

G; Gd
	

; f) が (一般の) connected dual graph diagram であるとは, S2 上の連

結かつ孤立頂点を持たないグラフ G とその双対グラフ Gd の和 G [ Gd と次を満たす写像 f :

E(G) [ E(Gd) ! f�g [ O(E(G)) [ O(E(Gd))の組をいう:

e 2 E(G); e0 2 E(Gd), e \ e0 6= ∅ ) (f(e); f(e0)) 2 f�g � O(E(Gd)) [ O(E(G)) � f�g
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J
I

J
I

� �

+

+

I

+

（一般の）connected dual graph diagramから node付き有向絡み目図式を対応させる方法を述べる.

但し node付き有向絡み目図式とは次の 2価頂点を許した有向絡み目図式をいう:

I J J I

命題 3.1.4 (cf. Needell-Nelson [1]). （一般の）connected dual graph diagram (G; Gd; f)は次の

方法により, node付き有向絡み目図式を表す.

(Step1) (G; Gd; f)の各 edge crossing毎に,以下の局所的な交差を対応させる.

H

+

H

�

(Step2) 各領域内にある交差の端点を結ぶ.
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例 3.1.5

J
I

J
I

� �

+

+

Step1
J

I

J
I

� �

+

+

Step2
J

I

J
I

� �

+

+

I

+

Step1
I

+

Step2
I

+

.

4 主結果

4.1 主結果

定理 4.1.1 （一般の）connected dual graph diagram (
�

G; Gd
	

; f) が有向絡み目図式を表すた

めの必要十分条件は,各 4辺形領域において,各頂点の入次数の和と出次数の和が等しくなることで

ある.

I
I

�

�

�

I

図 6: 各頂点の入次数と出次数の和が等しくなる例.

但し,頂点の入次数とはその頂点を終点にもつような向きの付いた辺の本数をいう.また,頂点の出

次数とはその頂点を始点として持つような辺の本数をいう.

さらに,Theorem 4.1.1から次の結果を得た.

定理 4.1.2 次の 2つの集合は定義 3.1.1と命題 3.1.4の対応によって 1対 1の対応が与えられる.

� 定理 4.1.1 の条件を満たす（一般の）connected dual graph diagram全体の集合.

� 連結で交差を 1つ以上持つ有向絡み目図式全体の集合.
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定理 4.1.2の証明には次の 2つの補題を用いる.

補題 4.1.3 定理 4.1.1の条件を満たす（一般の）connected dual graph diagramが表す有向絡み目

図式は連結で交差を 1つ以上持つ.

補題 4.1.4 連結で交差を 1つ以上持つ有向絡み目図式の dual graph diagramは定理 4.1.1の条件を

満たす（一般の）connected dual graph diagramである.

参考文献

[1] D. Needell, S. Nelson, Biquasiles and dual graph diagrams, J. Knot Theory Ramifications

10 (2017), no. 8, 1750048.
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一葉双曲面上のカンドルと結び目の不変量
九州大学大学院 数理学府 数理学専攻
米村 拳太郎 ∗ (Kentaro YONEMURA)

概要
一葉双曲面上に定義されたカンドルの構造と、それに関係した結び目の不変量 \longitudinal map"につ
いて述べる。

1 結び目理論の概説
この節では、結び目理論の目的と必要な概念の紹介を行う。まず、結び目の定義を行う。

定義 1.1（結び目とその射影図） 結び目とは、滑らかな埋め込み S1 ,! S3 のことである。これを平面に射
影し、上下交差を明示したものを射影図という。射影図は、弧 (arc)と交点 (crossing)により構成されている。
図 1も参照。

結び目理論では、結び目全体の集合に適当な同値関係を入れる。文献や目的によって、考える同値関係は微
妙に異なるので、ここでは述べない。以上を踏まえると、結び目理論の目的を述べることが出来る。
結び目理論の目的� �
結び目を、同値なものを除いて全て分類する。� �
特に、結び目を分類する際は、「不変量」と呼ばれる結び目が同値であるための必要条件を構成して調べるこ
とが多い。
これ以降は、この文献を読む際に必要な用語の解説なので、飛ばしてしまっても構わない。
結び目そのものを考えることは難しいので、結び目の補空間を考えることが多い。

図 1 結び目の射影図の例

∗ Email:3MA20009Y@s.kyushu-u.ac.jp
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図 2 赤色の線がメリディアン、青色の線がロンジチュード。

定義 1.2（結び目の補空間） 結び目K : S1 ,! S3 の像と円盤 D の積を考え、その内部 int(Im K � D)を取
り除いたものを結び目の補空間といい、S3 n K と書く。つまり

S3 n K = S3 n int(Im K � D)

である。これは 3次元多様体の構造を自然に持つ。

定義 1.3（結び目群） K を結び目とする。K の補空間*1の基本群

�K = �1(S3 n K)

をK の結び目群という。

定義 1.4（結び目群のメリディアンとロンジチュード） Kを結び目とする。結び目の補空間の境界 @(S3nK)

は 2次元トーラス S1 � S1 に同相である。この事実から、境界 @(S3 n K)からメリディアン (経線)とロンジ
チュード (緯線)(図 2 参照) に相当するループを考えることが出来る。結び目群の元において、メリディアン
m 2 �K とロンジチュード l 2 �K を境界のメリディアンとロンジチュードに相当するループから得られる元
とする。

2 カンドルを用いて結び目理論を研究する理由
カンドルは、1982年に Joyce[6]とMatveev[8]のよって独立に定義された代数系である。この節では、カン
ドルを用いて結び目理論の研究を行う理由を述べる。
カンドルを用いて結び目理論の研究を行うのは、ほぼ完全な結び目の不変量が構成されているからである：
結び目K に対して、Joyce[6]とMatveev[8]は独立に現在「結び目カンドル」や「基本カンドル」と呼ばれて
いる結び目の不変量 QK を構成した。結び目カンドル QK に対して、次の性質が知られている。

定理 2.1（Joyce[6], Matveev[8]） K1; K2 を向きづけられた結び目とする。このとき、QK1 と QK2 がカン
ドルとして同型であることは、K1 が K2 または K2 の向き付けを逆にして鏡像を取った結び目 (�K2)� と
ambient isotopicであることと同値である。

一般的には、カンドルを用いて結び目を調べることで、未知の不変量を構成することが出来るのではないか、
と期待されている。著者個人としては、様々な分野の知見を取り込んで構成されている結び目理論をカンドル
を用いて統一的に記述しなおすことが出来るのではないか、と期待している。

*1 定義 1.2参照。
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3 カンドルの概説
この節では、この文献を読む際に必要なカンドルに関する概念を述べる。詳細に関しては、野坂 [9]や鎌田

[7]を参照されたい。
まず、カンドルの定義を述べる。

定義 3.1（カンドル [6, 8]） カンドル (quandle) とは空でない集合 X と二項演算 . : X � X ! X の組
(X; .)で次の Q1～Q3の条件を満たすものである：

Q1 （冪等性）任意の x 2 X に対して x . x = xが成り立つ。
Q2 （逆元）任意の x; y 2 X に対して x = z . y を満たす z 2 X が一意に存在する。
Q3 （自己分配性）任意の x; y; z 2 X に対して (x . y) . z = (x . z) . (y . z)が成り立つ。

定義 3.1における条件 Q1～Q3は、それぞれ Reidemister移動 I～IIIと呼ばれる、結び目の射影図に対する
操作に対応していることが知られている。
いくつかカンドルの例を挙げておこう。

例 3.2（二面体カンドル [11]） X = Z=nZとし、二項演算 .を

x . y = 2y � x

と定めると、(X; .)はカンドルとなる。このカンドルは二面体カンドルと呼ばれている。

例 3.3（共役カンドル） Gを群とし、二項演算 .を

g . h = h�1gh

と定めると、(G; .)はカンドルとなる。このカンドルは共役カンドルと呼ばれている。

以下、この文献を読む際に必要な概念を述べてこの節を終わる。

定義 3.4（カンドル準同型とカンドル同型） X; Y をカンドルとするとき、写像 f : X ! Y が

f(x . y) = f(x) . f(y)

を満たすとき、カンドル準同型写像という。特に、カンドル準同型写像 f が全単射であるとき、カンドル同型
写像という。

4 この文献で扱う一葉双曲面上に定義されたカンドル
この文献で主に扱うカンドルを構成する。

命題 4.1 r > 0とする。S2
1(r)を �

er 0
0 e�r

�
2 SL(2; R)

に関する SL(2; R)の共役類とする。このとき、二項演算 . : S2
1(r) � S2

1(r) ! S2
1(r)を

g . h = h�1gh

として定めると (S2
1(r); .)はカンドルとなる。
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この文献では、命題 4.1で構成したカンドルも単に S2
1(r)と表すことにする。S2

1(r)は一葉双曲面と微分同相
であることに注意されたい。
カンドルの研究者にとっては、次の見方から S2

1(r)は取り立てて珍しいカンドルではない。

• S2
1(r)は SL(2; R)に関する共役カンドルの部分カンドルである。

• 京都大数理解析研究所の石川氏による未発表論文で 2次元の smooth quandle (多様体としての構造を
併せ持つカンドル)の分類が完了している。

5 幾何学的形状とカンドル構造
前節で構成したものとは異なる方法で一葉双曲面上にカンドルを構成し、それが前節で構成したカンドルと
同型でないことを述べる。これにより、幾何学的な構造が同じでも、性質の全く異なるカンドル構造が入るこ
とが分かる。
この節では双線形形式 h�; �i : R3 � R3 ! Rをある種のMinkowski内積

h(x0; x1; x2); (y0; y1; y2)i = �x0y0 + x1y1 + x2y2

とする。

定義 5.1 一葉双曲面 S2
1 = fx 2 R3 : hx; xi = 1g 上に二項演算 . : S2

1(r) � S2
1(r) ! S2

1(r)を

x . y = 2hx; yiy � x

と定めると、(S2
1 ; .)はカンドルとなる。このカンドルを S2

1 R と表わすことにする。

次の命題により、S2
1(r) と S2

1 R は幾何的な構造は一致するが、カンドルとして同型ではない。紙幅の都合
上、証明は省略する。

命題 5.2 S2
1 R は対合性

8x; y; (x . y) . y = x

を満たすが、任意の r > 0に対して S2
1(r)は対合性を満たさない。

注意 5.3 この節を設けたのは、Azcan-Fenn[1]の「球面カンドル」の構成と、Clark-Saito[3]の「球面カンド
ル」の構成が全く異なっていたことに起因する。この場合には、偶然にも整合性が取れている。

6 longitudinal mapに関係するカンドルを用いた結び目の不変量
この文献の目的のひとつとして、longitudinal map の具体例を計算することがある。まず、longitudinal

mapの定義を述べよう。

定義 6.1（longitudinal map[3]） K を結び目、Gを群とする。さらに、m; l 2 �1(S3 n K)をそれぞれ K の
メリディアンとロンジチュードとする。x 2 Gをひとつ決めたとき、写像

Lx
G : ff 2 Hom(�1(S3 n K); G) : f(m) = xg ! G f 7! f(l)

を longitudinal mapという。

この節では、定義 6.1で述べた longitudinal mapが生まれた経緯を述べる。
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図 3 (2, n)型トーラス結び目の射影図

1999年、Carterら [2]により、カンドルコサイクル不変量が構成された。これは、極めて強力な結び目の不
変量である。著名な応用として、井上-蒲谷 [5]による双曲結び目の複素体積のカンドルコサイクル不変量によ
る実現が知られている。カンドルコサイクル不変量の難点は、

• 考えるカンドルの 2コサイクルを具体的に分からなければならない
• 考えるカンドルによる彩色を全て記述する必要があり、そのために考えるカンドルの集合としての濃度
が有限であることが望ましい

ことである。
2007年、Eisermann[4]は colouring polynomialを構成した。この結び目の不変量の良いところは、考えて
いるカンドルの 2コサイクルを具体的に分かる必要がないことである。さらに、

• colouring polynomialはカンドルコサイクル不変量の真の拡張である。つまり、カンドルコサイクル不
変量で見分けられる結び目は colouring polynomialで見分けられる。

• colouring polynomialは Yang-Baxter不変量として実現できる。

ことが Eisermann自身により証明されている。
2019年、Clark-Saito[3]は、colouring polynomialを集合としての濃度が有限でないカンドルに対しても定
義することが出来る不変量へ拡張するため、longitudinal mapを構成した。

7 (2; n)型トーラス結び目の S2
1(r)による彩色

結び目K とその射影図 D、そしてカンドル X が与えられたとき、写像

C : fD の弧全体 g ! X

でカンドル準同型 f : QK ! X を誘導するものを、X によるDの彩色という。ここでの QK は、結び目カン
ドルと呼ばれる K に対して定まるカンドルである。X による D の彩色全体を ColX(D)とかく。結び目の射
影図 D によって ColX(D)は異なるが、その濃度は一致することが知られている。
この節では、S2

1(r)による彩色を述べる。

定理 7.1 図 3のような射影図 D を持つ (2; n)型トーラス結び目の彩色は

ColS2
1 (r)(D) =

[
f2Inn SL(2;R)

ff � C0g [

(
f � Cj;b;c :

j = 1; 3; � � � ; n � 2

bc = � 4 sin2 �j(sin2 �j+sinh2 r)

sinh2 r

)
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である。

紙幅の都合上、記号の説明と証明は省略する。証明のポイントは、行列の対角化によって冪乗を具体的に求め
ることが出来ることである。彩色を計算するときに学部で習う線形代数が前面に出るのは、実は珍しいことで
ある。
著者は「線形代数の恩恵を受け易いため、この文献で扱ってるような smooth quandle (多様体構造を併せ
持つカンドル)について研究をしよう」という PRを行っている。この文献を読んで興味を持っていただけた
ら幸いである。

8 S2
1(r)による彩色と双曲型 SL(2; R)表現の関係

r > 0, K を結び目とする。SL(2; R)における�
er 0
0 e�r

�
2 SL(2; R)

と共役な元を、この文献では双曲元ということにする。

定義 8.1（双曲型 SL(2; R)表現） m 2 �1(S3 n K)とする。このとき、表現 f : �1(S3 n K) ! SL(2; R)に
対して、f(m)が双曲元であるとき、双曲型 SL(2; R)表現とこの文献ではいうことにする。

野坂 [10]の結果を用いることにより、S2
1(r)による彩色と双曲型 SL(2; R)表現の間には、自然な 1対 1対応

が得られる。

定理 8.2 K を結び目、D をK の射影図、そして r > 0とする。このとき、1対応 1対応

ΨK;r : ColS2
1 (r)(D)

��! ff 2 Hom(�1(S3 n K); SL(2; R)) : f は双曲表現 g

を具体的に構成することが出来る。

さらに、系として、次の自然な対応が誘導される。

系 8.3 K を図のような射影図 D を持つ (2; n) 型トーラス結び目とし、K のメリディアン m を �0 とする。
このとき、ΨK;r から次のような 1対 1対応が誘導される。

fC 2 ColS2
1 (r)(D) : C(�0) =

�
er 0
0 e�r

�
g ’ ff 2 Hom(�1(S3 n K); SL(2; R)) : f(m) =

�
er 0
0 e�r

�
g

9 (2; n)型トーラス結び目の SL(2; R)-longitudinal mapの計算例
定義 6.1において、K を (2; n)型トーラス結び目、G = SL(2; R)、そして

x =

�
er 0
0 e�r

�
2 SL(2; R)

とした場合の計算例を述べる。ただし、r > 0とする。

補題 9.1 定理 7.1の記号を用いる。u0 = exp Cj;b;c(�0); u1 = exp Cj;b;c(�1) とする。このとき、

(u0u1)n =

�
�1 0
0 �1

�
である。
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定理 9.2 系 8.3の対応を考えると、

Lx
G(ΨK;r(C0)) =

�
1 0
0 1

�
Lx

G(ΨK;r(Cj;b;c)) =

�
�e�2nr 0

0 �e2nr

�
証明 k � 1を用いて、n = 2k + 1とする。ここでは、結び目群はWirtinger表示という、図式の弧を生成
元とするような、図式から得られる表示で表されているとする。�0; � � � ; �n�1 2 �1(S3 n K)を用いて、ロン
ジチュード l 2 �1(S3 n K)を

l = ��n
0 (�1�3 � � � �2k�1)(�0�2 � � � �2k)

と表せる。このとき、[3, Lemma 6.3]の証明と同様の議論を行うことで、

l = ��2n
0 (�0�1)n

であることが従う。これを用いて、longitudinal map Lx
G(f)を計算する。

(f = ΨK;r(C0)のとき)

C0(�0) = C0(�1) =

�
er 0
0 e�r

�
より、

Lx
G(f) =

�
er 0
0 e�r

��2n

(

�
er 0
0 e�r

� �
er 0
0 e�r

�
)n =

�
1 0
0 1

�
である。
(f = ΨK;r(Cj;b;c)のとき)補題 9.1より、

Lx
G(f) =

�
er 0
0 e�r

��2n �
�1 0
0 �1

�
=

�
�e�2nr 0

0 �e2nr

�
である。
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圏と関手を用いた Kuperberg不変量の研究

東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系 数理・計算科学コース
岩木隼太 (Hayata IWAKI)

概要

Kuperberg 不変量とは 3 次元多様体の Heegaard 図式と有限次元 Hopf 代数から得られる 3 次元多様体の
不変量である. 本講演では Hopf 代数 H を用いた S3 内の絡み目の補空間の Kuperberg 不変量と Drinfel’d

double D(H) を用いた絡み目の Reshetikhin-Turaev 不変量のひとつが一致するという Kuperberg の主張に
厳密な証明を与える. また, Heegaard図式の圏を定義し, タングルの圏や o-タングルの圏, ベクトル圏との間の
関手を構成し, 上記の関係を圏と関手を用いて書き表す. 最後に, タングルや o-タングル, Heegaard図式の圏と
それらの間の関手についての関係を考察する.

1 Kuperberg不変量
Kuperberg不変量は 3次元多様体の Heegaard図式と有限次元 Hopf代数を用いて計算される. Heegaard図式
は多様体のハンドル分解を表したものである. 不変量はその図式より Hopf代数H 上のテンソルネットワークを得
ることで計算される. まず, Hopf代数とテンソルネットワークについて述べ, 絡み目の補空間に対する Kuperberg

不変量を考察する.

1.1 Hopf代数

定義 1. (k-Hopf代数).

S : H ! H とする. (H; M; i; ∆; "; S)が k-Hopf代数とは, (H; M; i; ∆; ")が k-双代数であり, S について以下の
式が成り立つものである.

M(idH 
S)∆ = M(S 
 idH)∆ = i":

Hopf代数 (H; M; i; ∆; "; S)を単に H と書くこともある. また, S2 = idH であるとき Hopf代数 H は involutory

であるという.

今後, 特に断りがなければ Hopf代数は有限次元で involutoryなものを考えることとする.

定義 2. (integral, cointegral).

(H; M; i; ∆; "; S)を Hopf代数とする. �L [resp. �R]が left [resp. right] integralとは, 以下を満たすものである.

(�L 
 idH)∆ = i�L [resp : (idH 
�R)∆ = i�R]

また, eL [resp. eR]が left [resp. right] cointegralとは, 以下を満たすものである.

M(eL 
 idH) = eL" [resp : M(idH 
eR) = eR"]
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これまでに定義した写像を視覚的に捉えるため, テンソルネットワークを導入する. V を体 k 上の有限次
元ベクトル空間とする. V 上のテンソルネットワークとは, テンソルを表す向き付きグラフである. テンソ
ル T 2 (V �)i1


 (V �)i2

 � � � 
 (V �)im


 Vo1

 Vo2

� � � 
 Von
に対して, T に入る辺として反時計回りの順に

i1; i2; : : : ; im, T から出ていく辺として時計回りの順に o1; o2; : : : ; on を持つグラフ

T

i1

i2

im

...

o1

o2

on

...

を T のテンソルネットワークと呼ぶ.

テンソル T は線形写像 V 
m ! V 
n と思うことができる. テンソルネットワークを用いて Hopf代数の各写像
を以下のように表す.

M i ∆ " S

次に, Hopf代数の満たす性質を紹介する.

系 3. H が involutoryな Hopf代数のとき, 以下の 2つのテンソルは right integralかつ left integralである.

M M

前者を T 2 H� と表し, trace と呼ぶ. と表す. さらに以下の 2 つのテンソルは right cointegral かつ left

cointegralである.

∆ ∆

前者を C 2 H と表し, cotraceと呼ぶ.

1.2 Kuperberg不変量

1.2.1 ハンドル体
定義 4. (ハンドル).

� 2 f0; 1; 2; : : : ; mg次元円盤とm � �次元円盤の直積

D� � Dm��
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をm次元 �-ハンドルという.

定義 5. (ハンドル体).

以下のようなものをm次元ハンドル体と呼ぶ.

1. m次元 0-ハンドル Dm はm次元ハンドル体である.

2. m 次元ハンドル体 N に C1 級の埋め込み ’ : @D� � Dm�� ! @N によって � を貼り付けた N [ D� �
Dm�� はm次元ハンドル体.

C1 級の埋め込み ’ : @D� � Dm�� ! @N を接着写像と呼ぶ. さらに, @D� を接着球面と呼ぶ.

定理 6. (多様体のハンドル分解).

任意の閉じたm次元多様体M について, M はあるm次元ハンドル体で表すことができる.

閉 3次元多様体を同じ種数の 2つのハンドル体の境界に沿った張り合わせに分解することを Heegaard分解と呼
ぶ. この境界を Heegaard曲面と呼ぶ. この分解で得られたハンドル体をそれぞれ upper, lowerと名付ける. 2つ
のハンドル体が lower upperで名付けられているとき, Heegaard曲面の向きから 2つのハンドル体を境界に沿っ
て張り合わせてできた多様体の向きを定めることができる. S が閉曲面であるとき, S 上のハンドル体図式 dを次
のように定めることができる. S へのハンドルの埋め込みの非交和な接着球面で ci の近傍を S から除いたものが
平面へ埋め込めるものの集合を fcigとする. このとき, (S; fcig)をハンドル体図式と呼ぶ.

定義 7. (Heegaard図式).

閉曲面 S 上の 3次元閉多様体の Heegaard図式とは, その多様体の Heegaard分解によって得られた 2つの同じ種
数のハンドル体に対応する S 上のハンドル体図式 du; dl と Heegaard曲面 S の組 (S; du; dl)である.

Kuperberg 不変量は Heegaard 図式の upper circle と lower circle の各交点にテンソルネットワークを対応さ
せてそれを縮約したものを正規化したものである. D を lower circleと upper circleが向き付けられた Heegaard

図式とする. さらに, H を次元が 1 以上の有限次元 involutory Hopf 代数とする. これらを用いて次のように
#(D; H)を定義する. ただし, 定義に使う正交点, 負交点はそれぞれ以下のものとする.

正交点 負交点

図の, 上を通る辺は upper circle, 下を通る辺は lower circle に対応している. upper circle uが, m個の lower

circleと交わっているとき, m本の辺が入るテンソルネットワークを対応させる. ここで, m本の辺は反時計回り
に交点と対応している. ただし, uと lower circleの交点が負交点ならば, 下図のようにM に入る辺を置き換える.

M�
� �

S

次に, lower circle lが, n個の upper circleと交わったいるとき, n本の辺が出るテンソルネットワークを対応さ
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せる. ここで, n本の辺は時計回りで交わる順に交点と対応している.

∆ �
��

最後にそれぞれの交点に対して, その交点を構成する upper circleと lower circleのテンソルネットワークの対
応する辺を縮約し, 新たなテンソルネットワークを得る. この操作を全ての circleに対して行いできたテンソルの
値を Z(D; H)とする. この Z(D; H)を用いて Heegaard図式から k 上の値を得る.

定義 8. S を閉曲面, D を S 上の Heegaard 図式, H を有限次元 involutory Hopf 代数とする. このとき,

#(D; H) 2 k を
#(D; H) = Z(D; H)(dim H)g(S)�nu�nl

と定める. ただし, g(S)は曲面 S の種数であり, nu; nl はそれぞれ upper circle, lower circleの数である.

定理 9. #(D; H)は 3次元 bordismの不変量である. 特に, 閉 3次元多様体の不変量である.

ここで, ３次元 bordismとは 3次元多様体M の内部から B3 を取り除き, その閉包を得る操作による同値関係
から得られる 3次元多様体の同値類である.

1.3 絡み目の補空間に対する Kuperberg不変量

絡み目の補空間の Heegaard図式から Kuperberg不変量を得ることができる. 絡み目の各交点について次のよ
うなテンソルネットワークを対応させる.

a

b

c

d

a b

c d

∆ M

S

a

b

c

d

d c

b

a∆ M

S

この操作を全ての交点について行い, 絡み目に沿ってテンソルネットワークをつなげることにより, Kuperberg

不変量 #(D; H)が得られる.

Reshetikhin-Turaev 不変量 [3] は絡み目 L の不変量である. Drinfel’d double D(H) の自身への有限次元
表現を H� 
 C へ制限したものに付随する Reshetikhin-Turaev 不変量と Hopf 代数 H を用いた S3 内の絡
み目 L の補空間 Kuperberg 不変量が一致していることが知られている. (H; M; i; ∆; "; S) を Hopf 代数と
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する. Drinfel’d double D(H) とは 6 つ組 (H� 
 H; MD(H); iD(H); ∆D(H); "D(H); SD(H)) である. ただし,

MD(H); iD(H); ∆D(H); "D(H); SD(H) は以下の通りである.

MD(H) : H� 
 H 
 H� 
 H 3 f 
 a 
 g 
 b 7! fg(S�1(a000)?a0) 
 a00b 2 H� 
 H;

iD(H) : k 3 1k 7! iH∗ 
 iH = " 
 i 2 H� 
 H;

∆D(H) : H� 
 H 3 f 
 a 7!
∑

f 00 
 a0 
 f 0 
 a00 2 H� 
 H 
 H� 
 H;

"D(H) : H� 
 H 3 f 
 a 7! f(i)"(a) 2 k;

SD(H) : H� 
 H 3 f 
 a 7!
∑

f 0(S�1(a000))f 000(a0)S�1(f 00) 
 S�1(a00) 2 H� 
 H:

Drinfel’d double D(H)は Hopf代数の構造を持つ. さらに, R 2 D(H) 
 D(H)を

RD(H) =
∑

j

"H 
 ej 
 ej 
 iH

と定義すると, (H� 
 H; MD(H); iD(H); ∆D(H); "D(H); SD(H); RD(H))は準三角 Hopf代数である.

絡み目の正交点に対して Kuperberg不変量の構成は次のようなテンソルネットワークを与えた.

a

b

c

d

a b

c d

∆ M

S

このテンソルネットワークを H� 
 H� から H� 
 H� への線形写像と思うと,

f 
 g 7! f(3)S(f(1))g 
 f(2) (1)

という写像が得られる. 一方で, 正交点に対して Drinfel’d double D(H)の自身への有限次元表現を H� 
 C へ制
限したものに付随する Reshetikhin-Turaev不変量は次の H-準同型写像を対応させる.

f 
 C 
 g 
 C 7!
∑

k

MD(H)((e
k 
 i) 
 (g 
 C)) 
 MD(H)((" 
 ek) 
 (f 
 C))

=
∑

k

g(1)(S
�1(i))g(3)(i)e

kg(2) 
 iC 
 f(1)(S
�1(ek(3)

))f(3)(ek(1)
)"f(2) 
 ek(2)

C

=
∑

k

ekg 
 C 
 f(1)(S
�1(ek(3)

))f(3)(ek(1)
)f(2) 
 ek(2)

C

=
∑

k

ekg 
 C 
 f(1)(S
�1(ek(3)

))f(3)(ek(1)
)f(2) 
 "(ek(2)

)C

=
∑

k

ekg 
 C 
 f(1)(S
�1(ek(2)

))f(3)(ek(1)
)f(2) 
 C

=
∑
k;l

ekelg 
 C 
 f(1)(S
�1(el))f(3)(ek)f(2) 
 C

= f(3)S
�1(f(1))g 
 C 
 f(2) 
 C

H の involutory性より S�1 = S であるから, この写像は (1)と同一視することができる. 負交点についても同様
の結果が得られる.
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2 タングル, o-タングル
以降, 絡み目をタングルとして扱う. o-タングルとはタングルに仮想交点を許したものである. 仮想交点とは, 交
点を通る辺に上下を付けないものである. o-タングルは branched spineを表したものである. ここで, 次のような
タングルと o-タングルの対応を考える.

このようにして絡み目 Lを表すタングルから得られた o-タングルが表す branched spineは S2 � [�1; 1]から絡
み目 L の開近傍を取り除いたものを表す [2]. また, branched spine から Heegaard 図式を得ることができる [4].

次のようにして o-タングルから Heegaard図式を得られる.

+

+

+

�

�

+

�

�

3 いろいろな圏と関手
タングルや o-タングルを射にした圏を定義する. タングル圏 T は対象が ff+; �gの列 g [ ;であり, 射がタング
ルであるような圏である. o-タングル圏は対象が ff+; �gの列 g [ ;であり, 射を o-タングルであるような圏であ
る. Heegaard図式圏は対象が ff+; �g � fu; lgの列 g [ ;であり, 射がタングルであるような圏である. Heegaard

図式圏の対象が他の 2つの圏のものと異なるのは, upper circleと lower circleを区別するためである.

1. tangle圏 T .

276



� (対象) Ob(T ) = ff+; �gの列 g [ ;.

� (射) HomT ("; "0) = f("; "0)型の tangleの isotopy classg.

� (恒等射) id; は空のタングル, id" は区間 f1; 2; : : : ; ng � f0g � [0; 1]で構成される ("; "0)型の tangleの
isotopy class.

� (合成射) L 2 HomT ("; "0), L0 2 HomT ("0; "00)に対して, L � L0 は tangle Lの上部に tangle L0 を置
いて繋げたもの.

� (対象のテンソル積) " = ("1; "2; : : : ; "k); "0 = ("0
1; "0

2; : : : ; "0
l) 2 Ob(T ) に対し, " 
 "0 =

("1; : : : ; "k; "0
1; : : : ; "0

l).

� (射のテンソル積) L; L0 2 Hom(T )に対し, L 
 L0 は Lの右側に L0 を置いたもの.

2. o-tangle圏 O.

� (対象) Ob(O)) ff+; �gの列 g [ ;.

� (射) Hom(O)) = f("; "0)型の o-タングルの isotopy classg.

� (恒等射) id;は空の o-タングル, id"は区間 f1; 2; : : : ; ng�f0g� [0; 1]で構成される o-tangleの isotopy

class.

� (合成射) L 2 HomO("; "0), L0 2 HomO("0; "00)に対して, L � L0 は o-タングル Lの上部に o-タングル
L0 を置いて繋げたもの.

� (対象のテンソル積) " = ("1; "2; : : : ; "k); "0 = ("0
1; "0

2; : : : ; "0
l) 2 Ob(O) に対し, " 
 "0 =

("1; : : : ; "k; "0
1; : : : ; "0

l).

� (射のテンソル積) L; L0 2 Hom(O)に対し, L 
 L0 は Lの右側に L0 置いたもの.

3. Heegaard図式圏Hee.

� (対象) Ob(Hee) = ff+; �g � fu; lgの列 g [ ;.

� (射) Hom(Hee) = ("; "0)型の o-タングルの isotopy classg.

� (恒等射) id; は空の o-タングル, id" は区間 f1; 2; : : : ; ng � f0g � [0; 1] で構成される o-タングルの
isotopy class.

� (合成射) L 2 HomO("; "0), L0 2 HomO("0; "00)に対して, L � L0 は o-タングル Lの上部に o-タングル
L0 を置いて繋げたもの.

� (対象のテンソル積) " = ("1; "2; : : : ; "k); "0 = ("0
1; "0

2; : : : ; "0
l) 2 Ob(Hee) に対し, " 
 "0 =

("1; : : : ; "k; "0
1; : : : ; "0

l).

� (射のテンソル積) L; L0 2 Hom(Hee)に対し, L 
 L0 を Lの右側に L0 置いたもの.

これらの圏の間の関手を定める.

1. Heeから V ectk への functor F V ectk

Hee .

F V ectk
Hee : Ob(Hee) 3 (+; u); (+; l) 7! H 2 Ob(V ectk);

Ob(Hee) 3 (�; u); (�; l) 7! H� 2 Ob(V ectk);

Hom(Hee) 3 M ∆ 2 Hom(V ectk)
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Hom(Hee) 3 M ∆S 2 Hom(V ectk)

2. Heeから O への functor F O
Hee.

対象の遷移は u; lの色を忘れたものとする. すなわち, (+; u); (+; l) 7! +; (�; u); (�; l) 7! �である. 射は
同じものへと写す.

3. Reshitikhin-Turaev不変量を表す functor RT .

RT : T ! V ectk

はタングルの Drinfel’d doubleD(H) の自分自身への有限次元表現を H� 
 C に制限したものに付随する
Reshetikhin-Turaev不変量を対応させる関手である.

4. T から O への functor F O
T .

F O
T : Ob(T ) 3 +; � 7! (�; +) 2 Ob(O);

Hom(T ) 3 2 Hom(O)

Hom(T ) 3 2 Hom(O)

Hom(T ) 3 2 Hom(O)

5. T からHeeへの functor F Hee
T .

F Hee
T : Ob(T ) 3 (+; u); (+; l) 7! H 2 Ob(Hee);

Ob(T ) 3 (�; u); (�; l) 7! H� 2 Ob(Hee);

Hom(T ) 3 2 Hom(Hee)
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Hom(T ) 3 2 Hom(Hee)

6. O からHeeへの functor F Hee
O .

F Hee
O : Ob(O) 3 + 7! ((+; u); (�; u); (�; u)) 2 Ob(Hee);

Ob(O) 3 � 7! ((+; u); (+; u); (�; u)) 2 Ob(Hee);

Hom(O) 3 2 Hom(Hee)

Hom(O) 3 2 Hom(Hee)

1は Kuperberg不変量の構成の一部である Heegaard図式からテンソルネットワークを得る方法を表している.

2は Heegaard図式の upper circleと lower circleを忘れることで o-タングルとみる関手である. 3はタングルか
ら結び目の不変量である Reshetikhin-Turaev不変量を計算する関手である. 4は [2]の構成である. 絡み目 Lに対
して 4で写された o-タングルは S2 � [�1; 1]から絡み目 Lの開近傍を取り除いた branched spineを表す. 5は絡
み目からその補空間の Heegaard図式を作る関手である. 6は branched spineから Hegaard図式を作る関手であ
る [4].

4 各圏の間の関係

T O

Hee V ectk
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これまでに定義した圏や関手を用いると上のような図式が考えられる. H を用いた絡み目 L の補空間の
Kuperberg不変量と Drinfel’d double D(H)の自分自身への有限次元表現を H� 
 C に制限したものに付随する
Reshetikhin-Turaev不変量が一致することにより,

F V ectk

Hee � F Hee
T = RT

であることがわかる. また, F O
T によって作られる branched spineは S2 � [�1; 1]内の元のタングルの補空間を表

すが,
F Hee

O � F O
T 6= F V ectk

Hee � F Hee
T

であることがテンソルネットワークを計算することによりわかる.
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Witten-Reshetikhin-Turaev 不変量と Homological block

東北大学大学院 理学研究科 数学専攻
森　祥仁 (Akihito MORI)

概要

Gukov-Pei-Putrov-Vafaは homological blockと呼ばれる q級数を定義してその radial limit

が WRT 不変量と一致することを予想した. 今回の研究では H グラフで表される 3 次元ホモ
ロジー球面に対して彼らの予想が正しいことを証明した. その結果としてそのような多様体の
WRT不変量が深さ 2, 重さ 1, 量子集合 Qの量子モジュラー形式であることがわかる. この発表
は村上友哉氏（東北大学）との共同研究 [MM21]に基づく.

1 序
1.1 WRT不変量の先行研究

量子トポロジーは量子不変量を研究する分野である. 特に Witten-Reshetikhin-Turaev (WRT)

不変量は注目に値する. WRT 不変量は向き付け可能な閉 3 次元多様体の位相不変量である.

Witten [Wit89] は場の理論を用いて 3次元多様体の位相不変量を構成した. しかし彼の構成は経路
積分を用いるため, 数学者にとって扱いに困るものであった. Reshetikhin-Turaev [RT91]はWitten

の仕事から着想を得て位相不変量を構成した. 我々はこれを WRT 不変量と呼ぶ. Witten 及び
Reshetikhin-Turaevの仕事が量子トポロジー誕生のきっかけになったのである.

WRT不変量は向き付け可能な閉 3次元多様体の不変量であるが, そのような多様体は Dehn手術
で得られることが知られている.

定義 1.1. L = {Li}n
i=1 を S3 内の絡み目とする. Lの管状近傍N(L)と書き S3 ! N(L)を E(L)と

書く. V = {Vi}n
i=1 をソリッドトーラスの集合とする. このとき, 同相写像 f : ∂V → ∂E(L)による

V と E(L)の貼り合わせを Dehn手術という. 貼り合わせ写像は有理数で表されることが知られてい
る. 絡み目図式と有理数を合わせて手術図式という.

各 Li が自明な結び目の場合は各 Li を頂点とし, Li, Lj が絡まっていれば対応する頂点の間に辺を
伸ばすことで手術図式をグラフで読み替えることができる.

定義 1.2. 木 G = (V, E)と重み w : V → Zの組を plumbedグラフという. w(v)を wv と書く. 手
術図式が plumbedグラフで与えられるような多様体を plumbed多様体という.

∗ 本研究は JSPS科研費 JP 21J10271, JP 20J20308の助成を受けたものである.
† akihito.mori.s5@dc.tohoku.ac.jp
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x1x2

図 1: 手術図式の例 (xi ∈ Q)

x1x2

図 2: 手術図式に対応するグラフ

plumbed多様体の例として Brieskorn多様体や Seifert多様体が挙げられる. Brieskorn多様体は
三叉のグラフで表され, Seifert多様体は中心から足が幾つか生えているグラフで表される.

図 3: Brieskorn多様体 図 4: 手術図式に対応するグラフ

その重要性から, 現在に至るまで多くの研究者がWRT 不変量を研究対象に選んだ. 中でも本研
究と目標を同じくする主だったものを以下に列挙する. Lawrence-Zagier [LZ99] は Poincaéホモロ
ジー球面 Σ(2, 3, 5)に対するWRT不変量がある false theta関数の radial limitで書けることを証明
した. 樋上 [Hik06]は Seifertホモロジー球面に対するWRT不変量が Eichler積分とその微分の極
限値の和として書けることを証明している.

これらの事実から WRT 不変量を復元する整数係数 q 級数の存在が示唆される. Gukov-Pei-

Putrov-Vafaは plumbed多様体に対して homological blockと呼ばれる q級数を定義し, その radial

limitの線形和がWRT不変量と一致することを予想した [GPPV20]. 藤-岩木-村上-寺嶋 [FIMT20]

は Seifertホモロジー球面に対してWRT関数と呼ばれる q級数を定義してその radial limitがWRT

不変量と一致することを証明した. Andersen-Misteg̊ard [AM20]はWRT関数が Seifert多様体に対
する homological block と同等であることを証明し, 藤-岩木-村上-寺嶋とは別の方法で Seifert 多様
体に対する homological blockの radial limitから Seifert多様体に対するWRT不変量を復元でき
ることを証明した. 以下に homological blockと radial limitの定義を述べる.

定義 1.3 ([GPPV20, Subsection 3.4]). G = (V, E, w) を plumbed グラフとする. δ = (δv)v∈V

を deg(v) が奇数なら δv = 1, 偶数なら δv = 0 で定める. このとき, plumbed 多様体 M3(G) と
b ∈ (H1(M3(G), Z) + δ)/{±1} ∼= (2ZN /2W (ZN ) + δ)/{±1}に対して homological blockが以下の
式で定義される.

ẐG,b(q) = q−
∑

v∈V (wv+3)/4v.p.

∫

|zv=1|,v∈V

∏

v∈V

dzv

2π
√

−1zv
(zv − 1/zv)2−deg(v)Θ−W,b(z)

ただし v.p.は Cauchyの主値で, W は plumbedグラフに対応する手術図式 G の絡み行列であり,

Θ−W,b(q; {zv}v∈V ) :=
∑

l=t(lv)v∈V ∈2W (Z|V |)+b

q−tlW −1l/4
∏

v∈V

zlv
v
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とする.

定義 1.4. 開円盤 {x ∈ Rn | |x| < 1}上で定義された関数 f を考える. 円盤の境界上の点 x0 をとる.

このとき極限 limt→1−0 f(tx0)を radial limitという.

1.2 量子モジュラー形式の先行研究

モジュラー形式とは高い対称性を持つ正則関数のことで, 数論の分野でよく研究されているが, 他
にも Langlands 予想やムーンシャインなど様々な数学に姿を現す興味深い対象である. モジュラー
形式には多様な変種が存在するが, 中でも量子モジュラー形式は量子トポロジーとの関連から最近盛
んに研究されている. 以下に Zagier [Zag10]による量子モジュラー形式の定義を述べる.

定義 1.5 ([Zag10]). kを整数, Γを SL2(Z)の部分群, Qを Qの部分集合とする. 写像 f : Q → Cが
以下の条件を満たすとき f を重さ k, 群 Γ, 量子集合 Qの量子モジュラー形式という:

任意の γ ∈ Γに対して f − f |k γ が Rの開集合上の解析関数に拡張できる.

ただし γ =

(
a b

c d

)
に対して slash operatorを (f |k γ)(x) = (cτ + d)−kf(γx)で定義する.

この定義は Bringmann-Kaszian-Milas [BKM19]によって一般化されている.

定義 1.6 ([BKM19]). k を整数, Γを SL2(Z)の部分群, Qを Qの部分集合とする. Ql(Γ)を重さ l,

群 Γ, 量子集合Qの量子モジュラー形式全体の集合とし, O(R)を Rの開集合 R上の解析関数全体の
集合とする. 写像 f : Q → Cが以下の条件を満たすとき f を深さ 2, 重さ k, 群 Γ, 量子集合 Qの量
子モジュラー形式という: 任意の γ ∈ Γに対してある開集合 R ⊂ R, k1, . . . , kr ∈ 1/2Zが存在して

f − f |k γ ∈ O(R) ⊕
r⊕

i=1

Qki(Γ)O(R)

が成り立つ.

深さ 2の量子モジュラー形式と homological blockに関して以下の定理が知られている.

定理 1.7 ([BMM20]). H グラフから定まるホモロジー球面の homological block は深さ 2, 重さ 1,

群 SL2(Z), 量子集合 Qの量子モジュラー形式である.

2 主定理
我々は Seifert多様体でない場合に homological blockとWRT不変量を研究する. 特に Hグラフ

で表される多様体を考える.

定理 2.1. WRTk をWRT不変量, Γを Hグラフ, M(Γ)を手術図式 L(Γ)で表される 3次元多様体,

ẐΓ(q)を Hグラフに対する homological block, ζk を 1の原始 k 乗根とする. wi ∈ Z<0, Γの隣接行
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w1 w2

w3

w4

w5

w6

図 5: Hグラフ Γ

w1 w2

w3

w4

w5

w6

図 6: 手術図式 L(Γ)

列W は負定値で行列式は 1とする. このとき以下の等式が成り立つ.

WRTk(M3(Γ)) = − 1

2
(
ζ2k − ζ−1

2k

) lim
q→ζ−1

k
|q|<1

ẐΓ (q) . (1)

Bringmann-Mahlburg-Milas [BMM20] は ẐΓ(q)が深さ 2の量子モジュラー形式になることを証
明している. 彼女らの結果と我々の結果を合わせるとWRT不変量が量子モジュラー形式であること
がわかる.

定理 2.2. fΓ : Q → C を以下の式で定める.

fΓ

(
h

k

)
=

1

k2

∑

γ=t(α,β)∈(2S)−1(Z2)∩[0, k)2

ε(γ)e

(
h

k
Q(γ)

)
αβ

ただし h/k ∈ Qは既約分数であって, QはW −1 の左上の 2 × 2行列が定める 2次形式とする. この
とき fΓ は深さ 2, 重さ 1, 量子集合 Qの量子モジュラー形式であって, 任意の k ∈ Z>0 に対して

fΓ

(
− 1

k

)
= −

2
(
ζ2k − ζ−1

2k

)

ζ
−(18+

∑6
i=1 wi+

∑6
i=3 1/wi)/4

k

WRTk(M3(Γ))

が成り立つ.

3 証明の概略
まず記号を準備する.

• h/k は既約分数,

• M, N, a, c ∈ Z>0, b ∈ Zで ac − MNb2 = 1を満たす,

• Q(x, y) := Max2 + 2MNbxy + Ncy2,

• 写像 χ : 1
2M Z/Z → C,

• 写像 ψ : 1
2M Z/Z → C,

• 写像 C : 1
2M Z/kZ → C.

証明する際に重要なのが以下の命題である.

命題 3.1 ([MM21]). χは以下の条件を満たすとする.
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•
∑

α∈ 1
2M Z/Z χ(α) = 0

• χ(α) )= 0なる αの既約分数表示の分母は 2M

• Mα, Mα2 mod Zは χ(α) )= 0なる αの取り方に依らない.

ψ も同様の条件を満たすとする. このとき
∑

(α,β)∈( 1
2M Z/kZ)×( 1

2N Z/kZ)

χ(α)ψ(β)C(α)e2π
√

−1 h
k Q(α,β) = 0

が成り立つ.

直接計算と命題 3.1を使うことでWRT不変量を重み付き Gauss和で表示できる. 一方で Euler-

Maclaurin の和公式と命題 3.1 を使うことで homological block の radial limit を重み付き Gauss

和で表示できる. 両者の表示が一致することから定理 2.1 が証明できる. 定理 2.1 と Bringmann-

Mahlburg-Milas [BMM20] の主結果を合わせることで定理 2.2 が証明できる. 以上が主結果の証明
の概略である.
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Closed normal o-graph による閉 3次元多様体の表現と
Kuperberg 不変量

東京工業大学 情報理工学院 数理・計算科学系 数理・計算科学コース
村松滉平 (Kohei Muramatsu)

概要

任意の閉 3 次元多様体は closed normal o-graph と呼ばれる図式で表現でき, 3 次元多様体
の同相類を与える図式の同値関係が知られている. 本研究では, Benedetti と Petronio による
考察を元に normal o-graph を用いて Kuperberg 不変量を再定義し, closed normal o-graph

の同値関係とテンソルネットワークを用いてその不変性の証明を行った. また, closed normal

o-graph の変形の 1つである (0,2) move の一般化について考察した.

1 導入
3次元多様体の位相不変量 f , すなわちある写像 f であって, 2つの 3次元多様体 M1; M2 が同相

であれば f(M1) = f(M2) を満たすものは様々なものが考案されている. 3次元多様体は直接扱うに
はやや高次元な図形なので, 細かいパーツに分解して組み合わせ的に扱うことが多い. 本研究ではそ
の組み合わせ的な手法のうち, ヒーガード分解と spine によるグラフ表現を用いて 3次元多様体を扱
い, 不変量を考察する.

ヒーガード分解は多様体を 2つのハンドル体の貼り合わせとして表現する方法である. 3次元の場
合は, 同じ種数 (穴の数)の 2つのソリッドトーラスを貼り合わせることとなる. 同じトーラスどうし
でも貼り合わせ方によって得られる 3次元多様体は異なるが, その貼り合わせ方はトーラス上の閉曲
線の組で一意に定めることができる. この閉曲線の組はヒーガード図式と呼ばれている. すなわち,

ヒーガード分解は 2次元の閉曲面と 1次元の閉曲線の組で 3次元多様体を表現する [7].

spine は, 「潰す」「膨らませる」という操作で境界付き 3次元多様体と対応づけさせた 2次元多面
体である. spine は基本的なパーツの組み合わせで得られ, そのパーツの組み合わせ方は重み付きの
グラフで表現できる. すなわち, spine によるグラフ表現は重み付きグラフで 3次元多様体を表現す
る. 特に, 閉 3次元多様体の同相類は closed normal o-graph と呼ばれるグラフを 3種類の局所移動
で割った同値類と一対一対応することが知られている [2].

ヒーガード図式から定義される不変量として, Kuperberg 不変量がある [4]. [2] では, spine を表
すグラフそのものをハンドル体とみなし, グラフの各辺から局所的にヒーガード図式及び Kuperberg

不変量を構成する考察がされている. 本研究ではこの考察を受け, normal o-graph から Kuperberg

不変量を再定義し, その不変性の証明を行った. 特に, 0-2 move の一般化である Reidemeister II

move について Kuperberg 不変量が不変となる場合分けを得た.

287



本稿では第 2 章で spine の理論を紹介し, spine のグラフ表現と 2 次元多面体の対応を説明する.

第 3章でヒーガード図式と Kuperberg 不変量の定義を行う. 第 4章で主結果を紹介する.

2 spine と closed normal o-graph

定義 1. K を単体複体, � 2 K を principal, すなわち � * � (8� 2 K n f�g) とし, �0 2 K を � の
free な面, すなわち �0 6= � であり �0 * � (8� 2 K n f�; �0g) を満たす � の面であるとする. この
とき, K から K n f�; �0g を得る操作を K の elementary collapse という. P を多面体, Q を P

の部分多面体とし, P, Q のある単体分割 K, L が存在して, elementary collapse の繰り返しによっ
て K から L を得ることができるとき, P は Q に collapse するといい, P & Q と書く.

定義 2. M をコンパクトで連結な境界つき 3次元多様体とする. M の部分多面体 P に対し M & P

であるとき, P を M の spine という. 連結閉 3次元多様体 M の spine は, M n Int B3 (B3 � M)

の spine とする.

コンパクトな 2次元多面体 P は, 8x 2 P の近傍が下図のいずれかと同相なとき, simple である
という.

x

(1)

x

(2)

x

(3)

また, simple な多面体 P について, P の特異点集合を S(P ) = fx 2 P j xの近傍が (2)(3)g, 頂点集
合を V (P ) = fx 2 P j xの近傍が (3)g と定義する. P が以下の 2条件を満たすとき, P は special

であるという.

(a) S(P ) n V (P ) の各連結成分は 1胞体と同相,

(b) P n S(P ) の各連結成分は 2胞体と同相.

3次元多様体の spine P が special な多面体であるとき, spine P は special であるという.

定理 1. ([1, Theorem1.2])任意のコンパクトで連結な境界つき 3次元多様体は頂点を 2つ以上持つ
special spine を持つ. 同相な多様体から得られる頂点を 2つ以上持つ special spine P; P 0 は, 下図
で定義される Matveev-Piergallini move とその逆を繰り返し施すことによって互いに移り合う.

従って, コンパクトで連結な境界つき 3 次元多様体の同相類集合を M, 2 つ以上の頂点を持つ
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specialな多面体のうち 3次元多様体の spineとなりうるものの集合を P, Matveev-Piergallini move

で移り合うという同値関係で P を割った商集合を P= � とすると, M と P= � の間には全単射
Φ: M ! P= � が存在する.

n 頂点の special な多面体は, 以下で定義される 2次元多面体 C; D を, それぞれ 2n 個と n 個組み
合わせることで本質的に一意に得ることができる ([1, Lemma1.3]). その構成の仕方は 2つの D を
1つの C がどのように接続させるかで説明でき, D をグラフの頂点, C をグラフの辺, 接続の仕方を
グラフの辺の重みとみなしてグラフで表現することができる. 特に, 向きづけられた多様体の場合は
o-graph で表現することができる.

C

branching

D

branching

定義 3. 以下の性質を備えた連結な有限 4価グラフを o-graph という.

1. 1つ以上の頂点を持ち, 各 4価頂点の近傍には R2 内の 2つの線分が直交するような埋め込み
が 1つ指定され, その埋め込みには結び目図式の交点と同様の上下表記がある,

2. 各辺は Z3 の元で重み付けられている.

定理 2. ([1, Theorem0.1])

� 全ての o-graph にはコンパクトかつ連結な向きづけられた境界付き 3次元多様体の向きを保
存する同相類が一意に定まり, 任意のコンパクトかつ連結な向きづけられた境界付き 3次元多
様体は 2つ以上の頂点を持つある o-graph から得られる.

� o-graph Γ1; Γ2 が 2 つ以上の頂点を持つとし, それぞれから得られる 3 次元多様体を
M(Γ1); M(Γ2) とする. このとき, M(Γ1); M(Γ2) が向きを保って同相 , Γ1; Γ2 が
C; MP move とその逆移動で移り合う.

C

1

1

1 1 0 MP 0

1

�1

1

�1

最後に, spine に branching という構造を与える. spine の branching は 3次元多様体のベクトル
場の構成などと関連する話であるが, 本研究では 3次元多様体に関する branching の性質は扱わず,

単に spine のグラフ表現の応用として branching を導入するため, C; D の 2次元円板の接続を滑ら
かにする操作として branching を定義する. branching を使うと, 閉 3次元多様体を closed normal

o-graph で表現できることが知られている.

定義 4. 交点を端点とする各辺に重みの代わりに向きを与え, 交点を挟んだ辺は同じ向きをもつよ
うにした o-graph を normal o-graph という. 以下の 3 つの公理を満たす normal o-graph を
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closed normal o-graph という.

1. 頂点周りで上下どうしの辺のみをつなげて得られる閉曲線は連結,

2. 規則 A によってグラフから得られる 3価グラフは連結,

3. 規則 B によってグラフから得られる向きづけられた閉曲線の数はグラフの頂点の数よりちょ
うど 1つ多い.

A

+

+

A

�

�

A

+

�

A

�

+

A

B B

+

+

B

�

�

B

+

�

B

�

+

B

定理 3. ([2, Theorem1.4.2])closed normal o-graph Γ1; Γ2 それぞれから得られる閉 3次元多様体を
M(Γ1); M(Γ2) とする. このとき, M(Γ1); M(Γ2) が同相 , Γ1; Γ2 が 0-2, MP, CP move とその
逆移動で移り合う.

0 � 2 CP

MP MP

MP MP

ここで MP move は, 図中の無向辺への向きの与え方によって全部で 16 通り存在する. これに
よって, 閉 3次元多様体の同相類集合を M, closed normal o-graph の集合を G, G を 0-2, MP, CP
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move で移り合うという同値関係で割った商集合を G= � とすると, M と G= � の間には全単射
Φ: M ! G= � が存在する.

3 ヒーガード図式と Kuperberg 不変量
V1; V2 を同じ種数の 2つの向きづけられたハンドル体とする. 向きを逆にする同相写像 f : @V2 !

@V1 によって対応する点を同一視して得られる商空間は向き付け可能閉 3次元多様体であり, それを
M とする. 同一視された @V1; @V2 を @V1 = @V2 = F としたとき, (V1; V2; F ) または単に (V1; V2)

を M のヒーガード分解といい, F を M のヒーガード曲面という. F の種数をヒーガード分解の種
数という.

F の種数を g とし, @V1; @V2 上のそれぞれ g 本の互いに交わらない単純閉曲線
f�1; �2; � � � ; �gg; f�1; �2; � � � ; �gg は, @V1 n (

S
i =1;2;��� ;g �i ); @V2 n (

S
i =1;2;��� ;g �i ) がそれぞ

れ S2 から 2g 個の 2次元円板を除いた曲面と同相となっているとき, それぞれ完備メリディアン円
板系を表す. 写像 f : @V2 ! @V1 は完備メリディアン円板系の像で定めることができることが知ら
れており, (@V1; f�1; �2; � � � ; �gg; ff(�1); f(�2); � � � ; f(�g)g) の組を M のヒーガード図式といい,

ff(�1); f(�2); � � � ; f(�g)g を upper circle, f�1; �2; � � � ; �gg を lower circleという.

単純閉曲線に条件を与えず, 単に互いに交わらないだけの lower circle と 互いに交わらないだけの
upper circle で一般化ヒーガード図式を定義することができ, 今後ヒーガード図式というときはこの
一般化ヒーガード図式のことを指すこととする.

定理 4. ([7, Theorem6.2])任意の向き付け可能な閉 3次元多様体はヒーガード分解を持つ.

ヒーガード図式によってヒーガード曲面へ 2 次元円板を貼り合わせて得られる 2 次元多面
体は, 得られる 3 次元多様体の spine となっている. この spine が special である, すなわち
F n (

S
i =1;2;��� ;g �i [ �i ) が 2 次元円板となっている場合は, upper circle と lower circle の交点を

自然に頂点とみなし, 辺の重みを全て 0とすることでヒーガード図式を o-graph として表現できる.

さらに, uppper circle と lower circle の F との接続箇所は任意に滑らかにすることができ, 従って
branching を与えることができるため normal o-graph による表現が可能である. upper circle と
lower circle に向きを与えたものを向きづけられたヒーガード図式といい, normal o-graph の辺の向
きと自然に同一視する.

以下, Kuperberg 不変量の定義を行う. D＝ (F; fu1; u2; � � � ; un u g; fl1; l2; � � � ; ln l
g) を一般化ヒー

ガード図式, (H; M; i; ∆; "; S) を involutory なホップ代数, すなわち S2 = idH を満たすものとす
る. u1; u2; � � � ; un u

; l1; l2; � � � ; ln l
それぞれに任意に向きを与え, 以下の手順でテンソルネットワー

クを与える.

各 upper circle には ∆ を, 各 lower circle には M を与え, ある upper circle に与えられた ∆ テ
ンソルにはその upper circle が lower circle と交わっている交点の数だけ ∆ から出ていく矢印を与
え, 同様に M テンソルには upper circle との交点の数だけ M テンソルに入る矢印を与える. ∆ の
各矢印は, その upper circle の向きに沿った交点の順に, 交わっている lower circle に与えられた M

テンソルの矢印と時計回りの順に接続する. M の各矢印も同様に, lower circle の向きに沿った交点
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の順に, ∆ テンソルと反時計回りの順に接続する. 矢印の接続の際, upper circle と lower circle の
負の交点では S を間に挟んで接続させる.

正の交点 負の交点

以上の手順で得られるテンソルネットワークを Z(H), F の種数を g(F ) としたとき, 以下で与え
られる #(D; H) をKuperberg quantityという. 特に, (dimH)g(F )�n u �n l の部分を Kuperberg

quantity の正規化項という.

#(D; H) = Z(H)(dimH)g(F )�n u �n l

ここでテンソルネットワークとは, テンソル積の元を扱う図式のことであり, テンソル空間
H
k 
 H�
n �k の元を T 1;:::;k

k+1;:::;n と表し以下の図式を与えるものである. 例えば, ホップ代数の余積
∆: H ! H 
 H 2 H
2 
 H� の余結合律は以下の等式で表される.

T

n

...

k + 2
k + 1

k

...

2
1

∆
∆

= ∆
∆

定義 5. M を 3 次元多様体の同相類集合とする. M 2 M に対し Int(M) n B3 の閉包を得る操
作を puncture move という. M1; M2 2 M の同値関係 M1 �bor M2 を, M1 と M2 が有限回の
puncture move とその逆移動で移り合うこととしたとき, この同値関係から得られる 3次元多様体の
同値類 M= �bor を bordism という.

定理 5. ([4, Theorem5.1])Kuperberg quantity #(D; H) は bordism の不変量である. 特に, 閉 3次
元多様体の不変量である.

4 closed normal o-graph と Kuperberg 不変量
spine P は 2 次元多面体であったが, S(P ) の 3 次元近傍をハンドル体とみなすと, P n S(P ) の

S(P ) への貼り合わせを upper circle と対応させたヒーガード分解を得る. すなわち, o-graph Γ が
与えられると Γ の各辺と頂点の近傍において局所的に M(Γ) のヒーガード図式を得ることができる
[2]. それに加え, 前章で紹介したヒーガード図式の normal o-graph 表現と Kuperberg 不変量の定
義を用いると, normal o-graph から Kuperberg 不変量の再定義を得る.

branched spine を表す normal o-graph を Γ とする. Γ の各辺と頂点に対し, 以下の対応規
則によって向き付けられたヒーガード図式を表す normal o-graph H� を得る. H� から前章の
Kuperberg 不変量と同様の定義を用いて得られる #(Γ; H) を Kuperberg quantity と呼ぶ. ただし,

正規化項の指数のうち g(F ) は Γ の頂点数 v� を用いて v� + 1 とする.
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�

�

+

�

�

+

定理 6. M を向きづけられた閉 3次元多様体とし, M を表す closed normal o-graph を Γ とする.

この時 Kuperberg quantity #(Γ; H) は M の位相不変量となっている.

Proof. 0-2 move, MP-move, CP-move のそれぞれについて, Kuperberg quantity が不変であるこ
とを確認すればよい. ここでは 0-2 move についての略式のみ記す. 証明に用いる等式変形は [5]に
おける bordism の同値類を表す変形に対応している.
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=
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0-2 move は normal o-graph における RII move の特別な形であるが, 本研究では upper circle

の大域的な接続に関する条件で場合分けをすることで一般の RII move における Kuperberg 不変量
の不変性を示した.

定義 6. normal o-graph の RII move について, 下図で示す upper circle ∆; ∆0 が大域的に接続さ
れていない際の RII move を case 1, そうでない場合を case 2 と呼ぶ.

�0

�

�0

�

�0

�

�0

�

定理 7. closed normal o-graph Γ について, Kuperberg invariant #(Γ, H) は case 1 の RII move

で不変.

証明の方針を紹介する. まず, RII move の局所範囲内でテンソルネットワークの等式変形をする
ことで, 局所範囲内で閉じている upper circle と 1 つの lower circle を除き次元のスカラー倍を得
て, 残りの lower circle M を ∆; ∆0 のみと交わらせることができる ( 1
). case 1 の定義より ∆; ∆0

はそれぞれ別の upper circle であり, ∆ と lower circle との交点を M1; M2; � � � ; Mn とする. lower

circle の他の交点に本質的に影響を与えることなく, 各交点を順に ∆ から外して ∆0 へ移す等式変形
を行うことができ ( 2
), ∆ が M とのみ交わるまで他の交点を外すと, ∆; M を除き次元のスカラー
倍を得る等式変形が行える. 最後に, 余分な lower circle を外して次元のスカラー倍を得る ( 3
). 以
上の変形で得られるテンソルネットワークは RII move 前のものと一致しており, #(Γ; H) は不変で
あることが示せる.
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#(Γ0; H) = Z�0(H)(dimH)v�0+1�n u �0�n l �0

=
�
Z�(H)(dimH)4

�
(dimH)(v�+2)+1�(n u �+2)�(n l �+4) = #(Γ; H)

この主結果を用いると, MP move を RII move で割ることで定理 6の証明で示すべき move の場合
の数を減らすことができる. また, Kuperberg 不変量は既約な閉 3次元多様体については完全不変量
である [4]ことから以下の主張を得る.
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系 1. Γ; Γ0 を, Γ; Γ0 から得られる閉 3 次元多様体 M(Γ); M(Γ0) が既約となる closed normal

o-graph とする. Γ; Γ0 が case 1 の RII move で互いに移り合う時, M(Γ); M(Γ0) は同相である.
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Quantitative estimates for the Bakry-Ledoux isoperimetric

inequality

Osaka University, Department of Mathematics
MAI Cong Hung (joint work Shin-ichi Ohta)

1 Introduction

Our work studied a quantitative isoperimetric inequality under Ricci curvature bound condition
on (non-compact) weighted Riemannian manifolds.

Curvatures is an important concept in geometry as they are the geometric measures of the
non 
atness of geometric shapes. From an analytic point of view, di�erential equations that
describe the physical phenomena in curved spaces are a�ected by the distortion of geometric
quantities that arose from the non 
atness of the underlying spaces. Therefore, curvatures are
important in the study of functional analysis, di�erential equations, and the analysis of curved
spaces. Among various notions of curvatures, Ricci curvature is of interest. Ricci curvature can
be characterized by the measurement of how a shape is deformed as one moves along geodesics.
The lower bound of Ricci curvature allows one to extract global geometric and topological
information by comparison with a model space of constant curvature. For instance, positive
Ricci curvature bound implies the bound of diameter and degree of volume distortion of a ball
with respect to its radius.

In recent years, the theory developed by Lott, Sturm, and Villani has shed new light on
studies of lower bounds on Ricci curvature by connecting di�erential geometry with Wasserstein
geometry and optimal transport. Ricci curvature can be used to measure the distortion of
optimal transports between subsets in curved spaces, hence the study of Ricci curvature is
connected to the theory of optimal transport. Weighted Ricci curvature is modi�ed to include
the appearance of density and based on the generalization of Brunn{Minkowsky inequality,
which extracts the relation between optimal transport and geometry of lower Ricci curvature
bound. In Riemannian setting, we can study this relation in the sense of weighted manifolds.

In weighted manifolds and metric measure spaces, the weighted Ricci curvature RicN in-
volving a parameter N called the e�ective dimension. On a weighted Riemannian manifold, the
weighted Ricci curvature bound RicN � K is equivalent to the curvature dimension condition
CD(K; N ) in the theory of Lott, Sturm, and Villani. The parameters K and N are interpreted
as \a lower bound of the Ricci curvature" and \an upper bound of the dimension", respectively.
It is interesting that the condition Ric N � K > 0 would be satis�ed by non-compact manifolds
when N = 1 . In this work, I would study the stability problem of the isoperimetric inequality
in Riemannian manifolds of Ric1 � K > 0 or the Bakry{Ledoux isoperimetric inequality.

The rigidity (to characterize a space attaining equality or model space) and stability (to show
that the space is close to the model space when equality nearly holds) problems are important
subjects in geometric analysis as they are connected with the theory of convergence of spaces.
Theses tasks in non-compact weighted manifolds are challenging because one might not be
able use traditional approach like maximal diameter argument. But a breakthrough named
needle decompositionwas introduced by Klartag in ([Kl]) provided an e�cient approach to
the rigidity and stability problems in non-compact weighted manifolds. Needle decomposition
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is a localization technique to reduce high-dimensional inequalities into their one-dimensional
counterpart which enable one to use real analysis to verify.

In [Ma2], the author gave an alternative proof of the equality case of the Bakry{Ledoux
isoperimetric inequality via needle decomposition induced from the L1-optimal transport of the
isoperimetric minimizer. By reviewing this process, one might obtained the respected rigidity
result. It stated that if a weighted manifold satis�es the equality in isoperimetric inequality,
it must be isometric to the product of Gausian space and a hypersurface. This observation
comes from the fact that distance functions (or guiding function of the needle decomposition)
on needles playing the role of an eigenfunction in the sharp spectral gap inequality in [CZ].

Based on this observation, we studied a quantitative estimate of Bakry{Ledoux inequality
on weighted Riemannian manifolds with Ric1 � K > 0. We followed the proof in [Ma2] to
obtain an upper bound of the volume of the symmetric di�erence between a Borel set and
a sub-level set of the guiding function arising in the needle decomposition, in terms of the
de�cit in Bakry{Ledoux's Gaussian isoperimetric inequality. This work is the �rst quantitative
isoperimetric inequality on non-compact spaces besides Euclidean and Gaussian spaces so far.
Our main result is the following theorem.

Main Theorem (Theorem 7.5) Let (M; g; m) be a complete weighted Riemannian manifold
such thatRic1 � 1 and m(M ) = 1 . Fix � 2 (0; 1)n f 1=2g and " 2 (0; 1), take a Borel setA � M
with m(A) = � , and assume thatP(A) � I (R;
 ) (� ) + � holds for su�ciently small � > 0 (relative
to � and "). Then, for the guiding function u associated withA such that

R
M u dm = 0 , we have

min
n

m
�
A 4 f u � a� g

�
; m

�
A 4 f u � a1� � g

� o
� C(�; " )� (1� " )=(9� 3" ) :

We would explain the notions and geometric meaning of this result on the following sections.

2 Preliminaries

A weighted Riemannian manifold means a triple (M; g; m), where (M; g) be a connected, com-
plete C1 -Riemannian manifold of dimension n � 2 without boundary and m = e � 	 volg is
a measure modifying the volume measure volg of (M; g) with a C1 weight function 	. In a
weighted Riemannian manifold, the Ricci curvature is modi�ed as follow:

De�nition 2.1 (Weighted Ricci curvature) Given v 2 TxM and N 2 R n f ng, the weighted
Ricci curvature RicN (v) is de�ned by

RicN (v) := Ric g(v) + Hess 	( v; v) �
hr 	( x); vi 2

N � n
:

As the limits of N ! 1 and N # n, we also de�ne

Ric1 (v) := Ric g(v) + Hess 	( v; v);

Ricn (v) :=

(
Ricg(v) + Hess 	( v; v) if hr 	( x); vi = 0 ;

�1 otherwise:

where Ricg(v) is the original Ricci curvature. We note that Ric N (cv) = c2 RicN (v) for all c 2 R.
We also write RicN � K for K 2 R when RicN (v) � K jvj2 holds for all v 2 TM .

Remark 2.2 (i) By de�nition Ric N enjoys the monotonicity

Ricn (v) � RicN (v) � Ric1 (v) � RicN 0(v)
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for N 2 [n; 1 ) and N 0 2 (�1 ; n). Therefore, Ric1 � K is weaker than RicN � K with
N 2 [n; 1 ).

(ii) The range N 2 [n; 1 ] has been intensively studied by Bakry and his collaborators via �-
calculus (see [BaGL]), including the Bakry{Ledoux isoperimetric inequality under Ric1 �
K > 0 ([BL]).

(iii) The curvature bound Ric N � K is equivalent to the curvature-dimension condition CD(K; N )
in the sense of Lott{Sturm{Villani, see [LV2, St1, St2, Vi].

We also de�ne the Laplacian associated withm.

De�nition 2.3 (Weighted Laplacian) The weighted Laplacianacting on u 2 C1 (M ) is de-
�ned by

� mu := � u � hr u; r 	 i ;

where � is the Laplacian with respect to g.

The Green formula also holds form:
Z

M
� � mu dm = �

Z

M
hr �; r ui dm;

for � 2 C1 (M ) with compact support.
The condition Ric1 � K > 0 implies m has a Gaussian decay andm(M ) < 1 holds ([St1,

Theorem 4.26]). Without loss of generality, we can normalizem as m(M ) = 1 since adding a
constant to 	 does not change Ric1 . From Ric1 � K > 0 we also have the lower bound of the
�rst nonzero eigenvalue of � � m as � 1 � K , equivalent to the sharp Poincar�e inequality .

Var (M; m) (u) :=
Z

M
u2 dm �

� Z

M
u dm

� 2

�
1
K

Z

M
jr uj2 dm: (2.1)

The rigidity problem was investigated in [CZ] as a counterpart to the celebrated Obata
rigidity theorem ([Ob]).

Theorem 2.4 (Rigidity of spectral gap) Let (M; g; m) be a complete weighted Riemannian
manifold satisfying m(M ) = 1 and Ric1 � K > 0. If equality � 1 = K is achieved with an
eigenfunction u, then:

(i) ( M; g; m) is isometric to the product spaceR� � as weighted Riemannian manifolds, where
� = u� 1(0) and (� ; g� ; m� ) is an (n � 1)-dimensional weighted Riemannian manifold of
Ric1 � K , and R is equipped with the Gaussian measure

p
K=(2� )e� Kx 2=2 dx.

(ii) The function u is constant on f tg � � for each t 2 R, and we can moreover choose as
u(t; x ) = t.

3 Isoperimetric inequalities

To state the isoperimetric inequality, we de�ne the perimeter of a Borel set A � M with
m(A) < 1 as

P(A) := inf
f � i gi 2 N

lim inf
i !1

Z

M
jr � i j dm; (3.1)

where f � i gi 2 N runs over all sequences of Lipschitz functions converging to the indicator function
� A in L 1(m). When P(A) < 1 , we haveP(X n A) = P(A).
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Normalizing m(M ) = 1, we de�ne the isoperimetric pro�le as

I (M; m) (� ) := inf f P(A) j A � M; m(A) = � g

for � 2 (0; 1), where A runs over all Borel sets with m(A) = � . An isoperimetric inequality
under the condition Ric1 � K > 0 was �rst shown by Bakry{Ledoux [BL] in the same form in
Gaussian spaces. Under a combination of RicN � K and the diameter bound diam(M ) � D ,
Milman [Mi1, Mi2] studied the following isoperimetric inequality:

Theorem 3.1 (Isoperimetric inequalities) Let (M; g; m) be a complete weighted Rieman-
nian manifold satisfying m(M ) = 1 , diam(M ) � D with D 2 (0; 1 ], and RicN � K for
N 2 (�1 ; 0) [ [n; 1 ] and K 2 R. Then we haveI (M; m) (� ) � I (K;N;D ) (� ) for all � 2 (0; 1),
where I (K;N;D ) depends only onK; N and D.

This inequality is sharp in all the parameters K; N and D, and I (K;N;D ) is independent from
the dimension n of M . For the precise formulas of the functionI (K;N;D ) , we refer to [Mi1, Mi2].
Here we give the formula in the caseK > 0 and N = 1 as in Bakry{Ledoux inequality. Without
the diameter bound (D = 1 ), the model space is the Gaussian space and

I (K; 1 ;1 ) (� ) =

r
K
2�

e� Ka 2
� =2; where

r
K
2�

Z a�

�1
e� Kt 2=2 dt = �:

For D 2 (0; 1 ), we have
I (K; 1 ;D ) (� ) = inf

� 2 [� D; 0]
f �;D (� )

with

f �;D (� ) :=
e� Kb 2

�;�;D =2

R� + D
� e� Kt 2=2 dt

; where

Rb�;�;D
� e� Kt 2=2 dt
R� + D

� e� Kt 2=2 dt
= �:

The following lemma gives a look on how the diameter in
uences the isoperimetric pro�le.

Lemma 3.2 (Di�erence between I (K; 1 ;D ) and I (K; 1 ;1 ) ) Let K; D 2 (0; 1 ). For � 2 (0; 1),
we have

I (K; 1 ;D ) (� ) � I (K; 1 ;1 ) (� ) >

p
K
�

e� KD 2

p
KD + 1

:

Moreover, the pro�le I (K; 1 ;1 ) is strictly concave by the following lemma.

Lemma 3.3 (Concavity of I (K; 1 ;1 ) ) For � 2 (0; 1), we have

I 00
(K; 1 ;1 ) (� ) = �

K
I (K; 1 ;1 ) (� )

:

The rigidity result of Bakry{Ledoux inequality was provided Morgan [Mo, Theorem 18.7]
and an alternative proof based on the needle decomposition was introduced in [Ma2, Section 3].

Theorem 3.4 (Rigidity of isoperimetric inequality) Let (M; g; m) be a complete weighted
Riemannian manifold satisfying m(M ) = 1 and Ric1 � K for some K > 0. If m+ (A) =
I (K; 1 ;1 ) (� ) holds for someA � M with � = m(A) 2 (0; 1), then we have the following.

(i) ( M; g; m) is isometric to the product spaceR� � as weighted Riemannian manifolds, where
(� ; g� ; m� ) is an (n � 1)-dimensional weighted Riemannian manifold ofRic1 � K , and R
is equipped with the Gaussian measure

p
K=(2� )e� Kx 2=2 dx.

(ii) The set A is a half-space in this product structure, in the sense thatA coincides with
(�1 ; a� ] � � or [a1� � ; 1 ) � � .

Our motivation is to study a quantitative version of this theorem.
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4 Needle decomposition

Our main approach on this study is the localization method calledneedle decomposition(also
called the localization), introduced by Klartag [Kl]. Via the needle decomposition one can reduce
an inequality on a high-dimensional space to those on geodesics.

At �rst, we de�ne transport rays associated with a 1-Lipschitz function.

De�nition 4.1 (Transport rays) Let u be a 1-Lipschitz function on M . We say that X � M
is a transport ray associated withu if ju(x) � u(y)j = d(x; y) holds for all x; y 2 X and if, for all
z 62X , there exists x 2 X such that ju(x) � u(z)j < d (x; z).

Any transport ray is a closed set and necessarily the image of a minimal geodesic. Hence
each transport ray is equipped with the natural distance in real analysis. The next theorem is
the needle decomposition ([Kl, Theorems 1.2, 1.5]) with distance-likeguiding function u acting
as a `guide' of the decomposition.

Theorem 4.2 (Needle decomposition) Let (M; g; m) be a complete weighted Riemannian
manifold satisfying RicN � K , and take a function f 2 L 1(m) such that

R
M f d m = 0 andR

M jf (x)jd(x0; x) m(dx) < 1 for some x0 2 M . Then there exists a1-Lipschitz function u on
M , a partition f X qgq2 Q of M , a measure� on Q and a family of probability measuresf mqgq2 Q

on M satisfying the following.

(i) For any measurable setA � M , we havem(A) =
R

Q mq(A) � (dq). Moreover, for � -almost
every q 2 Q, we havesupp(mq) = X q.

(ii) For � -almost everyq 2 Q, X q is a transport ray associated withu. Moreover, if X q is not
a singleton, then the weighted Ricci curvature of(X q; j � j ; mq) satis�es RicN � K .

(iii) For � -almost everyq 2 Q, we have
R

X q
f d mq = 0 .

Our approach on quantitative isoperimetric inequalities based on Klartag's proof in [Kl] of
the isoperimetric inequality (Theorem 3.1) via the needle decomposition. Here we give an outline
of this proof as we would give the quantitative estimate based on it.

Let (M; g; m) satisfy RicN � K , diam(M ) � D and m(M ) = 1. Given the volume parameter
� 2 (0; 1), we �x an arbitrary Borel set A � M such that m(A) = � . We consider the needle
decomposition associated with the functionf (x) := � A (x) � � . Then we �nd

R
M f d m = 0, and

obtain (Q; � ) and f (X q; mq)gq2 Q associated withf as in Theorem 4.2. (iii) in Theorem 4.2 implies
mq(A) = � for � -almost every q 2 Q. Moreover, (X q; j � j ; mq) preserving the curvature condition
CD(K; N ) by (ii) and diam( X q) � D trivially. Therefore, the 1-dimensional isoperimetric
inequality yields P(A \ X q) � I (K;N;D ) (� ) for � -almost every q 2 Q, where P(A \ X q) denotes
the perimeter of A \ X q in (X q; j � j ; mq). By Lemma 6.2 in the later section, we obtain

P(A) �
Z

Q
P(A \ X q) � (dq) � I (K;N;D ) (� ):

Taking the in�mum in A gives I (M; m) (� ) � I (K;N;D ) (� ).

5 One-dimensional analysis

From this section, we normalize asK = 1 without loss of generality. In this section, we consider
1-dimensional spaces enjoying CD(1; 1 ) represent needles in the needle decomposition. Let
I � R be a closed interval equipped with a measurem = e �  dx, wheredx denotes the Lebesgue
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measure and is locally Lipschitz. If ( I; j � j ; m) satisfying CD(1; 1 ) then  is 1-convex in the
following sense:

 
�
(1 � t)x + ty

�
� (1 � t) (x) + t (y) �

(1 � t)t
2

jx � yj2

for any x; y 2 I and t 2 (0; 1).
The following lemma in ([Bo, Proposition 2.1]) enables one to simplify the calculation on

isoperimetric minimizer to 1-dimensional halfspaces.

Lemma 5.1 Let m = e �  dx be a probability measure on a closed intervalI � R such that
 is convex. Then the minimum of P(A) on the class of all Borel setsA � I with m(A) = �
coincides with the minimum on the subclass consisting of the(semi-in�nite ) intervals (�1 ; a]\ I
and [b;1 ) \ I .

The next proposition is the core estimate in 1-dimensional analysis as we shall comparem
on I with the Gaussian measureγ on R with mean 0 and variance 1, denoted by

γ :=
1

p
2�

e� x2=2 dx = e �  g (x) dx; ψg(x) := log
� p

2�
�

+
1
2

x2:

Proposition 5.2 (Di�erence of weight functions) Let I � R be a closed interval equipped
with a probability measurem = e �  dx such that  is 1-convex. Fix � 2 (0; 1) and assume that

Z

I \ (�1 ;a� ]
e�  dx = � (5.1)

and that
e�  (a� ) � e�  g (a� ) + � (5.2)

holds for su�ciently small � > 0 (relative to � ). Then we have

 (x) � ψg(x) �
�
 0

+ (a� ) � a�
�
(x � a� ) � ! (� )� (5.3)

for every x 2 I , and

 (x) � ψg(x) �
�
 0

+ (a� ) � a�
�
(x � a� ) + ! (� )

p
� (5.4)

for every x 2 [S; T] such that lim � ! 0 S = �1 and lim � ! 0 T = 1 , where  0
+ denotes the right

derivative of  and ! (� ) is a constant depending only on� .

With the help of Proposition 5.2, we obtain the following result as a quantitative version of
Lemma 5.1 in 1-dimensional spaces. It states that a set with small isoperimetric de�cit would
have small symmetric di�erence with a half space.

Proposition 5.3 (Small symmetric di�erence) Let I � R be a closed interval equipped with
a probability measurem = e �  dx such that  is 1-convex. Fix � 2 (0; 1) and assume that, for a
Borel set A � I with m(A) = � ,

P(A) � e�  g (a� ) + �

holds for a su�ciently small � > 0. Then we have

min
n

m
�
A 4 (�1 ; r �

m(� )]
�
; m

�
A 4 [r +

m(� ); 1 )
� o

�
P(A) � I (I; m) (� )

C1(�; � )
; (5.5)

where r �
m(� ); r +

m(� ) 2 I are de�ned by

m
�
I \ (�1 ; r �

m(� )]
�

= m
�
I \ [r +

m(� ); 1 )
�

= �;

and lim � ! 0 C1(�; � ) = 1 .
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6 Reverse Poincare inequality

To study the well-behavior of the guiding function when the isoperimetric de�cit is small, we
consider the reverse direction of the Poincar�e inequality as the guiding function of the needle
decomposition plays the role of eigenfunction in the equality case of sharp Poincar�e inequality.
In 1-dimensional space with a small isoperimetric de�cit, we obtain:

Proposition 6.1 (Reverse Poincar�e inequality on needles) Let I � R be a closed interval
equipped with a probability measurem = e �  dx such that  is 1-convex. Fix � 2 (0; 1) and
assume(5.1) and e�  (a� ) � e�  g (a� ) + � . Then, given " 2 (0; 1), if � > 0 is su�ciently small
(relative to � and "), we have

Var (I; m) (u) :=
Z

I
u2 dm �

� Z

I
u dm

� 2

�
1

�( �; "; � )

Z

I
ju0j2 dm (6.1)

for every a�ne function u(x) = ax + b with a; b2 R, where �( �; "; � ) � (1 � C2(�; " )� (1� " )=2) � 1

and, in particular, lim � ! 0 �( �; "; � ) = 1 .

Put f := � A � � and denote by (Q; � ) and f (X q; mq)gq2 Q the elements of the needle decom-
position as in Theorem 4.2 that we used to prove the isoperimetric inequality. (X q; mq) enjoys
Ric1 � 1 (or CD(1; 1 )) for � -almost every q 2 Q and we de�ne Aq := A \ X q for q 2 Q.

To extend the reverse Poincar�e inequality to the high-dimensional manifold, we would make
use of the following lemma which gives the nice decomposition of the isoperimetric de�cit.

Lemma 6.2 (Decomposition of de�cit) We have

P(A) � I (R;
 ) (� ) �
Z

Q

�
P(Aq) � I (R;
 ) (� )

�
� (dq);

where P(Aq) denotes the perimeter ofAq in (X q; mq).

Let u : M �! R be the guiding function associated with f = � A � � above. A reverse
inequality is obtained by integrating (6.1) on needles.

Theorem 6.3 (Reverse Poincar�e inequality) Let (M; g; m) be a complete weighted Rieman-
nian manifold such that Ric1 � 1 and m(M ) = 1 . Fix �; " 2 (0; 1) and take a Borel setA � M
with m(A) = � and P(A) � I (R;
 ) (� ) + � for su�ciently small � > 0 (relative to � and "). Then
the guiding function u associated withf = � A � � satis�es

Var (M; m) (u) �
1

� 0(�; "; � )
=

1
� 0(�; "; � )

Z

M
jr uj2 dm;

where � 0(�; "; � ) � (1 � C0
2(�; " )� (1� " )=(3� " ) ) � 1 and in particular lim � ! 0 � 0(�; "; � ) = 1 .

7 Quantitative Bakry{Ledoux inequality

In this section we would give an outline of approach to our main result. Let (M; g; m) be a
weighted Riemannian manifold with Ric1 � 1 and m(M ) = 1, �x � 2 (0; 1) and take a Borel
set A � M with m(A) = � . We consider the needle decomposition associated withf := � A � �
and obtain the guiding function u with

R
M u dm = 0, a partition ( X q; mq)q2 Q and a probability

measure� on Q. Set Aq := A \ X q as in the previous section.
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We set � (A) := P(A) � I (R;
 ) (� ) and de�ne the 'long' needles (as small de�cit implies large
diameter):

Q` :=
�

q 2 Q
�
� P(Aq) � I (R;
 ) (� ) <

p
� (A)

	
(7.1)

The decomposition of de�cit in Lemma 6.2 implies the following.

Lemma 7.1 ( Q` is large) We have� (Q` ) � 1 �
p

� (A).

To study the behavior of long needles, we de�ne two sets of di�erent directions of the isoperi-
metric minimizers:

Q�
` :=

�
q 2 Q`

�
� mq

�
Aq 4 (�1 ; r �

mq
(� )]

�
�

p
� (A)

	
;

Q+
` :=

�
q 2 Q`

�
� mq

�
Aq 4 [r +

mq
(� ); 1 )

�
�

p
� (A)

	
;

(7.2)

where X q is parametrized by u and r �
mq

(� ) 2 X q are de�ned by

m
�
X q \ (�1 ; r �

mq
(� )]

�
= m

�
X q \ [r +

mq
(� ); 1 )

�
= �

as in Proposition 5.3.
The next lemma is a consequence of Proposition 5.3.

Lemma 7.2 ( Q�
` [ Q+

` is large) If � (A) is su�ciently small, then we have

�
�
Q` n (Q�

` [ Q+
` )

�
�

p
� (A):

Via the reverse Poincar�e inequality, we obtain the following proposition which shows the
guiding function u behaves well when the de�cit is small.

Proposition 7.3 ( u is nearly centered on most needles) If � (A) is su�ciently small, then
there exists a measurable setQc � Q such that � (Qc) � 1 � � (A)(1� " )=(9� 3" ) and

max
�

ja� � r �
mq

(� )j; ja1� � � r +
mq

(� )j
	

� C3(�; " )� (A)(1� " )=(9� 3" ) (7.3)

holds for everyq 2 Qc \ Q` .

By the well-behavior of the guiding function, one might obtain that one of Q�
` and Q+

` has
a small volume or most of needles have the same direction of the isoperimetric minimizers. We
need an additional assumption� 6= 1=2 as a technical condition.

Proposition 7.4 (One of Q�
` and Q+

` is small) Assume� 6= 1=2. Then we have

minf � (Q�
` ); � (Q+

` )g � C4(� )� (A)(1� " )=(9� 3" ) ;

provided that � (A) is su�ciently small.

Now we would give the proof of the main theorem by applying the previous results on this
section.

Theorem 7.5 (Quantitative isoperimetry) Let (M; g; m) be a complete weighted Rieman-
nian manifold such that Ric1 � 1 and m(M ) = 1 . Fix � 2 (0; 1) n f 1=2g and " 2 (0; 1), take
a Borel set A � M with m(A) = � , and assume thatP(A) � I (R;
 ) (� ) + � holds for su�ciently
small � > 0 (relative to � and "). Then, for the guiding function u associated withA such thatR

M u dm = 0 , we have

min
n

m
�
A 4 f u � a� g

�
; m

�
A 4 f u � a1� � g

� o
� C(�; " )� (1� " )=(9� 3" ) : (7.4)
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Proof. By Proposition 7.4, we �rst assume � (Q+
` ) � C4(� )� (1� " )=(9� 3" ) without loss of general-

ity. From Lemmas 7.1 and 7.2,

� (Q n Q�
` ) = � (Q n Q` ) + �

�
Q` n (Q�

` [ Q+
` )

�
+ � (Q+

` ) � 2
p

� + C9(� )� (1� " )=(9� 3" ) :

Therefore we obtain

m
�
A 4 f u � a� g

�

�
Z

Q �
`

mq
�
Aq 4 (�1 ; a� ]

�
� (dq) + � (Q n Q�

` )

�
Z

Q �
`

mq
�
(�1 ; a� ] 4 (�1 ; r �

mq
(� )]

�
� (dq) +

Z

Q �
`

mq
�
Aq 4 (�1 ; r �

mq
(� )]

�
� (dq)

+ � (Q n Q�
` )

�
Z

Q �
`

mq
�
(�1 ; a� ] 4 (�1 ; r �

mq
(� )]

�
� (dq) + 3

p
� + C4(� )� (1� " )=(9� 3" ) : (7.5)

Proposition 7.3 implies that ja� � r �
mq

(� )j � C3(�; " )� (1� " )=(9� 3" ) for q 2 Qc \ Q` . Hence,

mq
�
(�1 ; a� ] 4 (�1 ; r �

mq
(� )]

�
= mq

�
minf a� ; r �

mq
(� )g; maxf a� ; r �

mq
(� )g

�

� C(�; " )� (1� " )=(9� 3" )

for q 2 Qc \ Q` . Substituting into (7.5), we obtain

m
�
A 4 f u � a� g

�

� C(�; " )� (1� " )=(9� 3" ) + � (Q�
` n Qc) + 3

p
� + C4(� )� (1� " )=(9� 3" )

� C(�; " )� (1� " )=(9� 3" ) :

2
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�¬�å�Ñ�å�Ó�å�³�ž�ï�w�{���‹�t�0�b�”
Ó�'
Æ�s�Ü

�f�z�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È

	–�›�y���°�à (Shinichiro KOBAYASHI)

�“�A

�å�Ó�å�³�ž�ï�w�µ�Ö�«�Ä�å�Ü�x�í���w�2�?�¶�$
Q�í�›
S�é�b�”	O�A�s
Æ�!�”�p�K�” . �r�w�‘

�O�s
:�»�U�µ�Ö�«�Ä�å�Ü�q�`�o�q�•�˜�”�T , �q�M�O�ð�J�x�µ�¯
��M�ð�M�p�K�” . Payne–Pólya–

Weinberger (1956) �x , Euclid �í���º�w���„�–�¬�t�S�Z�” Dirichlet �å�Ó�å�³�ž�ï�w�µ�Ö�«�Ä�å

�Ü�t�0�b�”
Ó�'
Æ�s�Ü�›�_	Z�`�h . �f�w�™ , �7�‘�s�M�²
Q�p�°
`�=�~
^�µ�=�^�•�o�M�” . �Š�è���p

�x , �ß�o�w�0	Å�›�m�„�$�s�í�� , �b�s�˜�j�¬�å�Ñ�t�”�V�õ�Q�h	Ô�ù�w�å�Ó�å�³�ž�ï�w�µ�Ö�«�Ä�å�Ü

�t�0�b�”
Ó�'
Æ�s�Ü�q�f�w	*�%�›	º�p�`�h�M .

1 �‹�Ö

1.1 Euclid�í���º�w���„�–�¬�t�0�b�” Dirichlet �{���‹�ð�J

�å�Ó�å�³�ž�ï �w�{���‹�x�í���w	Ø�C�›���X
S�é�b�”	O�A�s
Æ�!�”�p�K�“ , ���X�w
:�¶	��›�±�ƒ�`�o

�V�h . Euclid �í���º�w���„�–�¬ 
 �t�0�`�o��
: � �U Dirichlet �{���‹ �p�K�”�q�x , �K�”
‡�×�Ì�s��


: u �U���O�`�o (
� � u = �u in 
 ;
u = 0 on @


�U
R�“�q�m�\�q�p�K�” . �\�\�p � �x Euclid �í��	Í�w��
:�t�^�;�b�”�å�Ó�å�³�ž�ï�p�K�” . 	O
ó�‹��

�Š�h Dirichlet �{���‹
¶�.�› �µ�Ö�«�Ä�å�Ü �q�M�O. �‘�X�Œ�’�•�o�M�”�‘�O�t , �µ�Ö�«�Ä�å�Ü�x
Y�w�î
:

�Ú
¢�º�w�m�„	B�ù�p�K�“ , �Á�v�G�t
C�„�b�” . �µ�Ö�«�Ä�å�Ü f � i = � i (
) g1
i =1 �›

0 < � 1 � � 2 � � � � ! 1

�q���‚�h�q�V , Weyl �w�O���•

� k � 4�
�

j
 j
�(1 + n=2)

� 2=n

k2=n as k ! 1

�U
R�“�q�m . Stewartson{Waechter [6] �x�µ�Ö�«�Ä�ç�o�ð�J�w�°�m�q�`�o�Í�w�ð�J�›	•�Q�h�•

�ð�J 1.1. 
:�» f ai g1
i =1 �U�)�Q�’�•�h�q�V , �K�” Euclid �í���º�w�–�¬ 
 �U���O�`�o�Ú�™�w i =

1; 2; : : : �t�0�`�o ai = � i (
) �q�s�”�i�–�O�T .

�\�w�ð�J�t�0�b�”�ž�Ó�é�”�½�w�°�m�q�`�o�Í�w�M�O�U�•�[�’�•�”�•

(1) �Ú�™�wDirichlet �µ�Ö�«�Ä�å�Ü�t�0�`�o�–�¬�t�‘���`�s�M 
Q�í (P) �›�)�Q�” .
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(2) 
Q�í (P) �›�¬�h�^�s�M
:�»�x�M�T�s�”�–�¬�w Dirichlet �µ�Ö�«�Ä�å�Ü�t�‹�s�’�s�M .

Payne{P�olya{Weinberger [5], Thompson [7] �x�Ž�<�w
Æ�s�Ü�›�Ô�`�h�• n �Í�i Euclid �í���º�w��

�„�–�¬�w Dirichlet �µ�Ö�«�Ä�å�Ü f � i g1
i =1 �t�0�`�o

� k+1 � � k �
4

kn

kX

i =1

� i ; k = 1 ; 2; : : : (1.1)

�U
R�“�q�m . �\�w
Æ�s�Ü�x�–�¬�t�‘���`�s�M . �‘�l�o , 
Æ�s�Ü (1.1) �›�¬�h�^�s�M
:�»�x�M�T�s�”�–�¬

�w Dirichlet �µ�Ö�«�Ä�å�Ü�t�‹�s�’�s�M . �«�Q�y , 
:�» f akm g1
k=1 , a > 0; m � 4 �x
Æ�s�Ü (1.1) �›�¬

�h�^�s�M . 
Æ�s�Ü (1.1) �x���X�w
:�¶	��t�‘�“�~�‘�^�• , �›�t Yang [8] �x�Ž�<�w
Æ�s�Ü�›�Ô�`�h�• n

�Í�i Euclid �í���º�w���„�–�¬�w Dirichlet �µ�Ö�«�Ä�å�Ü f � i g1
i =1 �t�0�`�o

kX

i =1

(� k+1 � � i )2 �
4
n

kX

i =1

(� k+1 � � i )� i ; k = 1 ; 2; : : : (1.2)

�›�Ô�`�h . Yang �w
Æ�s�Ü (1.2) �x���X�w�%�›
\�ˆ	Z�b . �«�Q�y , � k+1 �q � 1 �w
z � k+1 =� 1 �w
z�›�Š

�í�$�t k �w�ˆ�t�‘���b�”��
:�t�‘�”	Í�T�’�w
°�A�›�˜�”�•

� k+1

� 1
� Ck2=n ; k = 1 ; 2; : : : : (1.3)

1.2 ���æ�”�Ú�ï���7�.�t�0�b�”�{���‹�ð�J

�È�A�p�¥�„�›�Ë�h�s�M�¯�ï�Í�«�Ä Riemann ���7�.�t�0�`�o�¥�„	Ú�E�w�Á�M�å�Ó�å�³�ž�ï�w�{���‹

�›�ß�Q�”�\�q�U�p�V�” . �b�s�˜�j , �È�A�s�� Riemann ���7�. (M; g) �t�0�`�o��
: � �U�{���‹�p�K�”

�q�x , M 	Í�w�K�”
‡�×�Ì�s��
: u �U���O�`�o

� � gu = �u in M

�U
R�“�q�m�\�q�p�K�” . �\�\�p � g �x M 	Í�w Riemann �-�” g �T�’���‡�”�å�Ó�å�³�ž�ï�p�K�” . �µ�Ö

�«�Ä�å�Ü f � i = � i (M; g)g1
i =0 �›

0 = � 0 < � 1 � � 2 � � � � ! 1

�q���‚�” . Dirichlet �¥�„	Ú�E�w	Ô�ù�q�x�Ÿ�s�“ , �¸�é�‹�{���‹�p�K�” . �ð�J 1.1 �w�!	��q�`�o�Í�w�ð

�J�›�ß�Q�”�•

�ð�J 1.2. 
:�» f ai g1
i =0 �U�)�Q�’�•�h�q�V , �K�”�È�A�s�� Riemann ���7�. (M; g) �U���O�`�o�Ú�™�w

i = 0 ; 1; : : : �t�0�`�o ai = � i (M; g) �q�s�”�i�–�O�T .

�ð�J 1.2 �x�Í�i�U 3 �Ž	Í�T�m���v�»�w	Ô�ù�x�à���$�t�r�>�^�•�o�M�” [2]. �b�s�˜�j , �Ú�™�w3 �Í

�i�Ž	Í�w���7�. M �q�Ú�™�w
‡�n	—�s���v�î
:�» f ai gN
i =0 �p a0 = 0 �›�¬�h�b�‹�w�t�0�`�o M 	Í

�w Riemann �-�” g �U���O�`�o�Ú�™�w i = 0 ; 1; : : : ; N �t�0�`�o ai = � i (M; g) �U
R�“�q�m . �‘�l�o ,

Payne{P�olya{Weinberger, Yang �w
Æ�s�Ü�w�‘�O�s�A�L�x�� Riemann ���7�.
¶�.�t�0�`�o�x�8�4�p
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�V�s�M�\�q�U�˜�T�” . �`�T�` , Cheng{Yang [1] �x�Í�i�U 2 �Ž	Í�w �s�í �s�� Riemann ���7�.�w�µ�Ö�«

�Ä�å�Ü f � i g1
i =0 �t�0�`�o Yang ���w
Ó�'
Æ�s�Ü�›�_	Z�`�h�•

kX

i =0

(� k+1 � � i )2 �
kX

i =0

(� k+1 � � i )(4� i + � 1); k = 1 ; 2; : : : : (1.4)

Riemann ���7�. M �U�s�í�p�K�”�q�x , �f�w�s�Õ�!�õ���U M �t
*� �$�t�^�;�b�”�\�q�p�K�” . ���q

�Ä�”�å�µ�•�•�Ø�x�s�í�p�K�” .

1.3 �¬�å�Ñ�t�S�Z�”�{���‹�ð�J

�Š�è���p�x�¬�å�Ñ�q�M�l�h�’�ç�”�Ó�•��	O�%�›���‡�s�M�‹�w�q�b�” . �¬�å�Ñ G �t�0�`�o VG �›�f�w

�Ö�:	B�ù , EG �›�%	B�ù�q�b�” . �Ë�Ö�: x; y 2 V �t�0�`�o f x; yg 2 EG �w�q�V x � y �q�‹
¯�b . �G�ø

dx �p�Ö�: x �w�Í
:�›
¯�b . �¬�å�Ñ�U �Á	t���v �p�K�”�q�x , �¤�Ö�:�w�Í
:�U���v�p�K�”�\�q�›�M�O . �Á

	t���v�¬�å�Ñ G �t�0�`�o 
Y�F�=�å�Ó�å�³�ž�ï � G �› VG 	Í�w��
: u �t�0�`�o

� G u(x) =
1
dx

X

y2 V : y � x

(u(y) � u(x)) ; x 2 V

�t�‘�l�o���Š�” . �¬�å�Ñ	Í�w�å�Ó�å�³�ž�ï�w�µ�Ö�«�Ä�å�Ü�t�0�`�o 1.1 
…, 1.2 
…�q�‰�7�w�\�q�U
R�“

�q�m�T�r�O�T�›�ß�Q�” . �–�¬ 
 � VG �U�)�Q�’�•�h�q�V , �f�w �¥�„ @
 �›

@
 = f x 2 VG n 
 j y � x for somey 2 
 g

�t�‘�l�o���Š�” . �–�¬ 
 �t�0�`�o��
: � �U Dirichlet �{���‹ �p�K�”�q�x , 
 [ @
 	Í�w�K�”
‡�×�Ì�s

��
: u �U���O�`�o (
� � G u = �u in 
 ;
u = 0 on @


�U
R�“�q�m�\�q�p�K�” . �–�¬ 
 �U n �Ö�:�p�K�”�q�V , Dirichlet �{���‹�x	O
ó�›���Š�o n �x���O�b�” .

�µ�Ö�«�Ä�å�Ü f � i = � i (
) gn
i =1 �›

0 < � 1 � � 2 � � � � � � n

�q���‚�” . Hua{Lin{Su [3] �x 1.1 
…�w�¨�Å�q�`�o n �Í�i
T
:�¨� �¬�å�Ñ Zn �º�w���v�–�¬�w Dirichlet

�µ�Ö�«�Ä�å�Ü f � i gi � 1 �t�0�`�o Yang ���w
Æ�s�Ü�›�˜�h�•

kX

i =1

(� k+1 � � i )2(1 � � i ) �
4
n

kX

i =1

(� k+1 � � i )� i ; k = 1 ; 2; : : : :

1.4 	��A�L

�f�•�p�x 1.2 
…�w�¨�Å�x�r�O�s�”�p�K�–�O�T . �����7�.�w�¨�Å�q�`�o���v�¬�å�Ñ�›�ß�Q�”�\�q�x�×


µ�p�K�”�q�¥�˜�•�” . ���v�¬�å�Ñ G �t�0�`�o��
: � �U�{���‹ �p�K�”�q�x , VG 	Í�w�K�”
‡�×�Ì�s��
:

u �U���O�`�o
� � G u = �u in VG
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�U
R�“�q�m�\�q�p�K�” . �¬�å�Ñ G �U n �Ö�:�p�K�”�q�V , �{���‹�x	O
ó�›���Š�o n �x���O�b�” . �µ�Ö�«

�Ä�å�Ü f � i = � i (G)gn � 1
i =0 �›

0 = � 0 � � 1 � � � � � � n � 1

�q���‚�” . �°�M , ���7�.�w�s�í
Q�t�0� �b�”�¬�å�Ñ�w	Ú�E�x�°�™�t�x�>�‡�’�s�M . �«�Q�y

• �Ö�:
*� 
Q�•�Ú�™�w�Ë�Ö�: x; y �t�0�`�o�K�”�×�~�‰�� 
 �U���O�`�o y = 
 (x) �U
R�“�q�m .

• �%
*� 
Q�•�Ú�™�w�Ë�% e1; e2 �t�0�`�o�K�”�×�~�‰�� 
 �U���O�`�o e2 = 
 (e1) �U
R�“�q�m .

�s�r�¬�å�Ñ�t�0�`�o�x
ó
:�w�s�í
Q�w�“�æ�U�K�” . �ì
¶�¬�å�Ñ�•�±� �«�ç�¬�å�Ñ�x�%
*� �$�T�m�Ö�:


*� �$�p�K�” . �Š�è���w	��A�L�w�°�m�x�Ž�<�p�K�”�•

���g 1.3 ([4]). f � i gn � 1
i =0 �› n �Ö�:�T�’�s�” �%
*� �$ �¬�å�Ñ�w�µ�Ö�«�Ä�å�Ü�q�b�” . �\�w�q�V , 0 �p�‹

1 �p�‹�s�M�Ú�™�w�{���‹ � �q k = 0 ; 1; : : : ; n � 2 �t�0�`�o

kX

i =0

(� k+1 � � i )2(1 � � i ) �
kX

i =0

(� k+1 � � i )(2(2 � � )� i + � ) (1.5)

�U
R�“�q�m . �›�t k = 0 ; 1; : : : ; n � 2 �t�0�`�o

kX

i =0

(� k+1 � � i )2(1 � � i ) �
kX

i =0

(� k+1 � � i )(4� i + � 1) (1.6)

�U
R�“�q�m .

�% 1.4. ���g 1.3 �q�‰�a�>���w�‹�q , �Ž�<�U
R�“�q�m�•

• �Ú�™�wk = 0 ; 1; : : : ; n � 2 �t�0�`�o

� k+1 �
P k

i =0 ((5 � 2� 1)� i � � 2
i + � 1)

P k
i =0 (1 � � i )

:

• 
Y
: � < 1 �t�0�`�o � k � 1 � � �s�’�y

� k+1

� 1
� C(� )k2=�

�U
R�“�q�m . �h�i�`

C(� ) =
�

1 +
4
�

� �
5
64

� +
9
16

� 1=2

:

�°�M , ���g 1.3 �w�>���›�Ö�:
*� �$�¬�å�Ñ�t�”�V�õ�Q�”�\�q�x�p�V�s�M�\�q�‹
ü�T�”�•

�Ë�J 1.5. �K�”�Ö�:
*� �$�¬�å�Ñ�T�’�s�”�» f Gj g1
j =1 �U���O�`�o , �Í�U
R�“�q�m�•

� 2(Gj )
� 1(Gj )

" + 1 as j ! 1 :

�f�•�g�•�w�Z�€�t�S�M�o
¶�.�w�í���•�¥�„	Ú�E�x�Ÿ�s�l�o�M�”�U , �,�Š�$�s�M
��x�‰�a�p�K�” . �b

�s�˜�j , �Ú�™�w��
:�t�0�`�o�4	•�$�s�¯
�
°�A�›�æ�M , ��
:�q�`�o�Ð�è��
:�•�{����
:�s�r�w�‘�M��


:�›�ß�Q�”�q�{���‹�w
Ó�'
Æ�s�Ü�›�˜�” . �Ž�<�w
…�p	����g�w	Â�Ì�t�;�M�”�“�é�q�Ë�J 1.5 �›�¬�h�b

�«�›	º�p�b�” .
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2 �¯
�
°�A

G �›�Á	t���v�¬�å�Ñ�q�b�” . �Ö�:	B�ù VG 	Í�w�î
:�‹��
:
¶�.�w�í���› C(VG ) �q
¯�b . 
Y�F�=�å

�Ó�å�³�ž�ï � G : C(VG ) ! C(VG ) �x

� G u(x) =
1
dx

X

y � x

(u(y) � u(x)) ; u 2 C(VG ); x 2 VG

�p���[�^�•�o�M�”�w�p�K�l�h . 
Y�F�=�å�Ó�å�³�ž�ï�T�’���‡�” �¯
��^�;
É � �›

�( u; v) =
1
2

(� G (uv) � (� G u)v � u� G v); u; v 2 C(VG )

�t�‘�l�o���Š�” . �¯
��^�;
É�x Riemann ���7�. (M; g) 	Í�w�å�Ó�å�³�ž�ï � g �w	Ô�ù�x

1
2

(� g(uv) � (� gu)v � u� gv) = g(r u; r v)

�q�°�•�b�” . ���v�–�¬ 
 � VG �q u; v 2 C(
 [ @
) �t�0�`�o v �U Dirichlet �¥�„	Ú�E�›�¬�h�b�s�’�y

X

x 2 


u(x)� G v(x)dx = �
X

x 2 


�( u; v)(x)dx :

�‡�h , �{���‹�t���b�”�7�G�~�7	–�j�g�x�¯
��^�;
É�›�;�M�o�Í�w�‘�O�t
¯�^�•�”�•

� k+1 = sup
W � C (
)

inf

(
X

x 2 


�( u; u)(x)dx

�
�
�
�
�

u 2 W;
X

x 2 


u(x)2dx = 1

)

:

�h�i�`�È�%�w sup �x�Í�i�U n � k �p�K�” C(
) �w
¢��
æ
ü�í�� W 
¶�.�t�˜�h�l�o�q�” . �7�G�~�7	–

�j�g�q Green �w�¬�Ü�›�;�M�”�\�q�p�Ž�<�w�¯
�
°�A�›�˜�”�•

�4�J 2.1. �Ú�™�w��
: h 2 C(
) �t�0�`�o

kX

i =1

(� k+1 � � i )2� i (h) �
kX

i =1

(� k+1 � � i )k2�( ui ; h) + ui � G hk2
L 2(
)

�U
R�“�q�m . �h�i�`
� i (h) =

X

f x;y g2 E Ω

ui (x)ui (y)(h(x) � h(y))2:

���v�¬�å�Ñ�w	Ô�ù , �Ð�è��
:�x�¤�È�A
R
ü	Í��
:�t�v�”�h�Š , �4�J 2.1 �›�;�M�o�‹�?�‹�t�Q�h�\�q

�t�s�’�s�M . �f�\�p
‡�×�Ì�s�{���‹�t�0�b�”�{����
:�›�;�M�” . �¬�å�Ñ�U�%
*� �$�p�K�”�q�V , �{��

��
:�w
Y�F�Ú�¦�%�x�%	Í�p�‘�M�0	¶
Q�›�Ë�m . �°�M , 
T
:�¨� �•�~�¯�¨� �s�r�w�Á�v�¬�å�Ñ�w	Ô�ù�x

�2
ª��
:�U�Ð�è��
:�q�s�“ , �2
ª��
:�w���x�%	Í�p�‘�M�0	¶
Q�›�Ë�m . �\�•�’�w�™�¯�t�m�M�o�x�Í�w

�·�«�³�ã�ï�p	\�‚�” .
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3 �{����
:�w�0	¶
Q

�¬�å�Ñ G �U�%
*� �$ �p�K�”�q�x , G �w�×�~�‰�����U�%	B�ù�t
*� �$�t�^�;�b�”�\�q�p�K�l�h .

�4�J 3.1. G �›�%
*� �$�s���v�¬�å�Ñ�q�` , � �› G �w�{���‹�q�b�” . �‡�h , f h1; : : : ; hm g �›�{���‹ �

�w�{���í���w
Y�F�Ú�¦�,���q�b�” . �\�w�q�V , �Ú�™�wf x; yg 2 EG �t�0�`�o

h1(x)h1(y) + � � � + hm (x)hm (y) =
m(1 � � )

2# EG
(3.1)

�U
R�“�q�m . �^�’�t � 6= 1 �‡�h�x G �U�Ö�:
*� �$�s�’�y , �Ú�™�wx 2 VG �t�0�`�o

h1(x)2 + � � � + hm (x)2 =
m

2# EG

�U
R�“�q�m .

���g 1.3 �t�S�M�o�%
*� �$�q�M�O�>���x (3.1) �›�‹�X�h�Š�i�Z�t�–�˜�•�o�M�” . 	Ú�E (3.1) �x�%
*

� 
Q�q�‰�‹�p�x�s�M�\�q�U�Ž�<�w�Ë�J�t�‘�“
ü�T�”�•

�Ë�J 3.2. G; H �›�Ë�m�w�%
*� �$�¬�å�Ñ�p�s�µ�Ö�«�Ä�ç�p�K�”�q�b�” . �\�w�q�V , �Ã�§�ç�Ä
u G□H

�‹ (3.1) �›�¬�h�b .

�Ë�J 3.2 �t�S�M�o�‰���p�s�M G; H �›�q�l�o�X�”�q , 
u�¬�å�Ñ G□H �x�%
*� �$�p�x�s�M�U , (3.1)

�›�¬�h�b .

�°�M , �¬�å�Ñ�U�Ö�:
*� �$�w�q�V (3.1) �x�°
`�t�x�t�Q�s�M . �¬�å�Ñ Gj �›�ì
¶�¬�å�Ñ K j �q K 2 �w


u�q�b�” . �\�w�q�V Gj �x�Ö�:
*� �$�p�K�“ , �H�°�{���‹�q�H�Ë�{���‹�w
z � 2(Gj )=� 1(Gj ) = j=2 �x

	Í�t
‡���„�p�K�” .
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Picard numbers of K3 surfaces with Siegel disks

北海道大学大学院 理学院 数学専攻
高田佑太 (Yuta TAKADA)

�“�A

K3 曲面が Siegel 円板をもつ自己同型を許容するとき，その Picard 数は 0 以上 18 以下の偶
数となる．逆に 0 以上 18 以下の偶数が与えられたとき，それを Picard 数としてもつ K3 曲面
であって Siegel円板をもつ自己同型を許容するものの存在が，K3格子上の自己同型を構成する
ことで示される．この K3格子上の自己同型は，一定の条件をみたす超幾何群がそれ自身から定
義される格子に作用することを用いて構成される．なお，本研究は岩崎克則教授との共同研究で
ある．

1 �‹�Ö

K3 曲面とは不正則数が 0かつ標準束が自明であるようなコンパクト複素曲面のことである．楕円
曲線上には正則 1形式が定数倍を除いて一意的に存在し，K3 曲面には正則 2形式が定数倍を除いて
一意的に存在する．この意味で K3 曲面は楕円曲線を二次元に一般化したもので，コンパクト複素曲
面のひとつの重要なクラスを占めている．

K3 曲面 X の中間コホモロジー群 H 2(X; Z) は交叉理論により定まる内積によって符号 (3; 19)の
ユニモジュラー偶格子となる．ここで格子とは階数有限の自由加群であって整数に値をとる非退化対
称双線型形式が備わっているもののことである．X 上の自己同型 f はコホモロジー群に自己同型 f �

を誘導し，f � は H 2(X; Z) の格子の構造を保つ．さらに f � は H 2(X; Z) 
 C = H 2(X; C) の Hodge

構造とよばれる直和分解の構造と，K•ahler 錐とよばれる H 1;1
R (X ) := H 1;1(X ) \ H 2(X; R) の部分

集合を保つ．
逆に符号 (3; 19)のユニモジュラー偶格子（K3 格子とよぶ）L に Hodge構造と K•ahler 錐に相当
する構造を定義するとき，それらを保つ L 上の自己同型 F は，Torelli の定理と周期写像の全射性に
よって，ある K3 曲面上の自己同型 f のコホモロジー群への誘導 f � であると思うことができる．こ
のことから K3 曲面の力学系は K3 格子上の自己同型を通して研究することができる．ここでいう力
学系とはひとつの自己同型の反復合成を意味する．
本稿で主題となるのは Siegel円板とよばれる力学系的な対象である．曲面 X 上の自己同型 f の

Siegel円板とは f が無理数回転として働く X の領域のことである．K3 曲面上の Siegel円板をもつ
自己同型を初めて観察したのは McMullen [6] である．彼が与えた例は Picard 数が 0の K3 曲面上
の自己同型である．その後，小木曽 [7]は Picard 数 8の K3 曲面上の自己同型で Siegel円板をもつ
ものの存在を示している．また我々 [3]は超幾何群を用いた格子自己同型の構成を利用し Picard 数
12の K3 曲面上の自己同型で Siegel円板をもつものの存在を示している．
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K3 曲面が Siegel円板をもつ自己同型を許容するとき，その Picard数は 0以上 18以下の偶数とな
る．この逆も次の定理の意味で肯定的である.

���g 1�¢ [4, Theorem 1.1]�£ K3 曲面が Siegel円板をもつ自己同型を許容するとき, その Picard

数は 0以上 18以下の偶数となる. 逆に 0以上 18以下の各偶数に対して, それを Picard 数としても
つ K3 曲面であって Siegel円板をもつ自己同型を許容するものが存在する.

これは K3 格子上の自己同型を構成し，それを K3 曲面上の自己同型に持ち上げることで示され
る．我々は K3 格子上の自己同型の構成に，[3]でも用いた超幾何群の方法を利用する．

2 K3 �Â�Ø

K3 �Â�Øとは不正則数が 0かつ標準束が自明であるようなコンパクト複素曲面のことである．標準
束が自明なことは至るところ消えない正則 2形式が定数倍を除いて一意的に存在することを意味す
る．すべての K3 曲面は K•ahler 多様体であることが知られている．K3 曲面の理論においては中間
コホモロジー群の構造が非常に重要である．とくに整数係数中間コホモロジー群には格子の構造が定
まる．まず格子の諸概念をまとめておく．

�Ù�¨�  階数有限の自由 Z 加群 L で Z に値をとる非退化対称双線型形式 (�; �) を備えたものを�¨

�  といい (L; (�; �)) または単に L で表す．格子 (L; (�; �)) に対して，加群としての L の階数を rk L と
かく．また，非退化対称双線型形式 (�; �) のことを単に�º
u とよぶ．L の元 x に対し整数 (x; x ) を x

の�×�~�º
u という．任意の元の自己内積が偶数（i.e. 2Z の元）であるとき L を�î�¨�  という．
以下 L を階数 n の格子とする．L の内積は L Q := L 
 Qに線型に拡張される．この L Q の内積も

L の内積と同じ記号 (�; �) で表す．

L � := f y 2 L Q j (y; x) 2 Z for all x 2 Lg

を L の
Ò�0という．L � は内積が整数値とは限らないという意味では格子ではない．（別の文脈では
このようなものも格子ということがある．）一般に L � L � である．L � = L をみたすとき L は�â�Ç

�Þ�´�á�å�” であるという．
格子 L の基底 (e1; : : : ; en ) を固定するとき，内積は行列 G = (( ei ; ej )) ij によって表現される．こ

れを（基底 (e1; : : : ; en ) に関する）Gram �æ�»という．格子の性質は Gram 行列の言葉で言い換え
ることができる．例えば

• L が偶格子 () Gの対角成分が全て偶数．
• L がユニモジュラー () det G = � 1:

である．また，Gram行列の正の固有値の個数 pと負の固有値の個数 qは基底の選び方に依らない．
組 (p; q) を L の
Ö�øという．L が
Y���‹ (resp. 
Û���‹ ) とは q = 0（resp. p = 0）であるときにい
う．正定値でも負定値でもない格子は
Æ���‹ とよばれる．
不定値ユニモジュラー偶格子は符号のみによって同型を除いて一意的に決まることが知られてい
る．符号 (3; 19)のユニモジュラー偶格子をK3 �¨�  とよぶ．これは K3 曲面の整数係数の 2次コホ
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モロジー群が，交叉形式により符号 (3; 19)のユニモジュラー偶格子の構造をもつことによる．

�ÙK3 �Â�Ø�w�¯�×�Þ�é�´�”�� 以下，X を K3 曲面，� X を X の至るところ消えない正則 2形式とす
る．X の整数係数のコホモロジー群は以下のようになっている：

H 0(X; Z) �= Z; H 1(X; Z) = 0 ; H 2(X; Z) �= Z22; H 0(X; Z) = 0 ; H 0(X; Z) �= Z:

さらに上でも述べたように H 2(X; Z) は交叉形式により K3 格子となる．
次に C 係数中間コホモロジー群 H 2(X; C) = H 2(X; Z) 
 C についてみる．H 2(X; C) には

Hodge �Ï�� とよばれる直和分解

H 2(X; C) = H 2;0(X ) � H 1;1(X ) � H 0;2(X )

が定まる．ここで H 2;0(X ) = C� X ; H 0;2(X ) = C� X （� X は � X の複素共役）で H 1;1(X ) は
f � X ; � X g の直交補空間である．このとき H 2;0(X ) � H 0;2(X ) の符号は (2; 0) で H 1;1

R (X ) :=

H 1;1(X ) \ H 2(X; R) は符号 (1; 19)の内積つき R ベクトル空間である．したがって CX := f x 2

H 1;1
R (X ) j (x; x ) > 0gは 2つの連結成分に分かれる．このうち K•ahler 類を含む方を
Y
3といい C+

X

で表す．

���[ 2 PX := H 1;1(X ) \ H 2(X; Z) を X の Picard �¨�  といい，（Z 加群としての）PX のランク
を Picard 
: という．

�«�™ 3 Picard格子は（H 2(X; Z) の内積を制限して得られる）内積が退化している場合があり，そ
の場合は上で定義した意味での格子ではない．

PX の自己内積 � 2の元全体の集合を � X とし，そのうち有効因子（または有効直線束）に代表さ
れるもの全体を � +

X とかく．このとき � X はルート系で，� X = � +
X t (� � +

X ) と分解され，この分
解は正ルート・負ルートの分解になっている．

KX := f x 2 C+
X j (x; r ) > 0 for all r 2 � +

X g

を X のK�ahler 
3という．自明ではないが，名前の示す通り K•ahler 錐は K•ahler 類全体のなす錐に
一致する．

f を X 上の自己同型とすると f のコホモロジーへの誘導 f � はH 2(X; Z)の格子の構造，H 2(X; C)

の Hodge構造，K•ahler 錐を保つ．次に，K3 格子上に形式的に定義された Hodge構造と K•ahler 錐
を保つ自己同型が K3 曲面上の自己同型に持ち上がることをみる．

�Ù�×�~�‰���w�æ�Ñ�Ä L を K3 格子，すなわち符号 (3; 19)のユニモジュラー偶格子とする．L C :=

L 
 Cのベクトル � で C� � C� の符号が (2; 0)になるようなものは，L C に�¢�¨	Å�$�£ Hodge �Ï��

L C = H 2;0 � H 1;1 � H 0;2

を定める．ただし，H 2;0 = C�; H 0;2 = C�; H 1;1 = f �; � g? である．この状況で単にベクトル �

を Hodge構造とよぶことにする．このとき K3 曲面のコホモロジー群のときと同様に H 1;1
R :=

H 1;1 \ RL は符号 (1; 19)の内積つき Rベクトル空間で C := f x 2 H 1;1
R j (x; x ) > 0gは 2つの連結
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成分に分かれる．一方で，K3 曲面のコホモロジー群のときとは異なり内在的に“K•ahler 類”がある
わけではないので，Cの連結成分の一方を任意に固定し
Y
3とよび C+ で表す．

P := H 1;1 \ L を L の Picard �¨�  とよび，P の自己内積 � 2の全体の集合を � で表す．K3 曲
面のコホモロジー群のときは有効因子に代表されるものを集めて正ルートの集合が作れたが，いまは
� に内在的に決まる正負分解があるわけではないので，� の正負分解 � = � + t (� � + ) を任意に
ひとつ選んで固定しておく．このとき

K := f x 2 C+ j (x; r ) > 0 for all r 2 � + g

を L のK�ahler 
3という．Hodge構造 � と K•ahler 錐 K を合わせて L のK3 �Ï�� という．
Torelli の定理と周期写像の全射性により，K3 構造を保つ L の自己同型は次の命題の意味で K3 曲
面上の自己同型に持ち上がる．

�Ë�J 4 F は K3 格子 L 上の自己同型で，ある K3 構造 (�; K) を保つとする．このとき K3 曲面 X，
X 上の自己同型 f ，格子の同型 � : H 2(X; Z) ! L であって次をみたすものが存在する：

� (� X ) = �; � (KX ) = K and F = � � f � � � � 1:

このとき K3 曲面 X と自己同型 f の組 (X; f ) を (L; F ) の�æ�Ñ�Äとよぶ． �

�Ù�æ�»�Ü�~ Salem 
: f を K3 曲面 X 上の自己同型とする．0でない正則 2形式 � X の引き戻し
f � � X はまた 0でない正則 2形式なので f � � X = � (f )� X となるような複素数 � (f ) が決まる．これ
を f の�æ�»�Üという．行列式とよばれるのは次の理由による：もし f が不動点 p 2 X をもつならば，
� Xp 2

V2 T �
p X を � X の pにおける値として，任意の vp 2

V2 TpX に対して

� (f )( � Xp ; vp) = ( f � � Xp ; vp) = ( � Xp ; f � vp) = ( � Xp ; (det(df )p)vp) = det( df )p(� Xp ; vp)

となる．ここで TpX; T �
p X はそれぞれ正則接空間，正則余接空間で (�; �) は V2 T �

p X と V2 TpX の
双対を表すペアリングである．したがって � (f ) は pにおける f の微分 (df )p : TpX ! TpX の行列
式に等しい．
行列式は絶対値 1で，さらに 1の冪根であるか，または Salem数の共役数となる．Salem 
: と
は実の代数的整数 � > 1であって � � 1 を除くすべての共役数が単位円周上にのっている数のことで
ある．Salem数の最小多項式を Salem ���ò�Ü という．Salem多項式は偶数次の回文モニック多項
式である．ここで多項式Pn

i =0 ai tn � i が�Þ�Ç�¿�« であるとは a0 = 1 であることで，�s�� であるとは
ai = an � i が任意の i = 0 ; : : : ; n で成り立つことである．

3 Siegel��
X�~
Æ�ˆ�:�¬�Ü

3.1 Siegel��
X

Siegel円板とは，端的にいえば，自己同型の無理数回転する領域のことである．以下では 2次元
に限って説明するが一般の次元でも同様である．�Á�g
:�s�8 とは二重円板 D2 上の自己写像であっ
て，絶対値 1の乗法的独立な複素数 � 1; � 2 2 S1 を用いて (z1; z2) 7! (� 1z1; � 2z2) と表されるもの
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のことである．ここで複素数 � 1; � 2 が	Ð�O�$� �q とは，整数 k1; k2 に対して � k1
1 � k2

2 = 1 ならば
k1 = k2 = 0 となることである．

���[ 5 X を複素曲面，f をその上の自己同型とする．f が点 p 2 X を中心とする Siegel ��
X U

をもつとは

(0) pは f の不動点であり，
(1) U は f で不変な pの近傍で，
(2) f : (U; p) ! (U; p) が無理数回転に双正則に共役である，すなわち，無理数回転 r : (D2; 0) !

(D2; 0)と双正則写像 
 : (D2; 0) ! (U; p) であって f = 
 � r � 
 � 1 をみたすものが存在する

ときにいう．

�Ë�J 6 K3 曲面 X 上の自己同型 f が Siegel円板をもつとき行列式 � (f ) は 4次以上の Salem数の
共役数である．また X の Picard数は 0以上 18以下の偶数となる．

証明　 f を p 2 X を中心とする Siegel円板をもつ X 上の自己同型とする．� := � (f ) の最小多項式
を � 0(t) 2 Z[t], f � : H 2(X; Z) ! H 2(X; Z) の固有多項式を � (t) 2 Z[t]とおくと，� は f � の固有
値のひとつだから

� (t) = � 0(t)� 1(t) for some � 1(t) 2 Z[t]

と表せる．いま f の pにおける微分 (df )p の固有値を � 1; � 2 とおくと pは Siegel円板の中心なので
� 1; � 2 は乗法的独立である．一方，� = � 1� 2 なので � は 1のべき根ではない．� 2 S1 に注意すると
[6, Corollary 3.3]より � 0(t) は 4次以上の Salem多項式，� 1(t) は円分多項式の積となる（� 1(t) = 1

も許す）．とくに � は Salem数の共役である．
また，� 0(t); � 1(t) が互いに素であることに注意すると，Picard格子は

PX = f x 2 H 2(X; Z) j � 1(f � )x = 0g

と表せることがわかる．このことから

X の Picard数 = deg(� 1(t)) = 22 � deg(� 0(t))

となる．Salem多項式は偶数次なので Picard数は 0以上 18以下の偶数となる． �

上の命題は定理 1の前半を主張している．定理 1の後半を得るためには，自己同型がいつ Siegel

円板をもつのかを考えなければならない．一般の（K3 曲面に限らない）複素多様体上の自己同型に
ついて，非線型写像の局所線型化に関する Siegel-Sternbergの定理と超越数論の Baker-Fel'dmanの
定理を合わせて次のような十分条件が得られる．

�Ë�J 7�¢ [6, Theorem 5.1]�£ f を n 次元複素多様体 X 上の自己同型で点 p 2 X を不動点にもつ
とする．このとき点 pにおける f の微分 (df )p の固有値 � 1; : : : ; � n が絶対値 1の代数的数でかつ乗
法的独立であるならば，f は pを中心とする Siegel円板をもつ． �

この命題より不動点の存在とその点における微分の情報がわかればよいということになる．それら
を教えてくれるのが Lefschetz型の不動点公式である．
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3.2 
Æ�ˆ�:�¬�Ü

f を複素多様体 X 上の自己同型とする．f のコホモロジー群への作用 f � のトレースの交代和

�( f ) :=
X
k � 0

(� 1)k Tr( f � jH k (X; R)) （特異コホモロジー群）;

� 0(f ) :=
X
j � 0

(� 1)j Tr( f � jH 0;j (X )) （Dolbeault コホモロジー群）

をそれぞれ f の�¢�•
ì�$�£ Lefschetz 
: ，
Y�� Lefschetz 
: とよぶ．K3 曲面の場合

�( f ) =
4X

k=0

Tr( f � jH k (X; R)) = 1 � 0 + Tr( f � jH 2(X; R)) � 0 + 1 = 2 + Tr( f � jH 2(X; R)) ;

� 0(f ) =
2X

j =0

Tr( f � jH 0;j (X )) = 1 � 0 + � (f ) = 1 + � (f ) � 1

となる．
古典的な Lefschetzの不動点公式は，（一般の位相多様体上の）自己同型 f に対して，不動点がす

べて孤立点ならば Lefschetz数 �( f ) は重複を数えた不動点の個数である，ということを主張する．
次の Saitoの Lefschetz公式は，考える多様体をコンパクト K•ahler 曲面に限定することによって孤
立していない不動点の情報も記述する．

���g 8�¢ Saito �w Lefschetz �¬�Ü [8, 5, 2]�£ f をコンパクト K•ahler 曲面 X 上の自己同型とす
る．X I (f ); X II (f ) をそれぞれ f の I 型固定曲線，II 型固定曲線とし I p(f ); I C (f ) をそれぞれ p 2

Fix( f ); C 2 X I (f ) [ X II (f ) の“重複度”とする（これらの定義は [5]をみよ）．このとき

�( f ) =
X

p2 Fix( f )

I p(f ) +
X

C 2 X I( f )

� C I C (f ) +
X

C 2 X II( f )

� C I C (f ) (1)

が成り立つ．ここで � C は C の正規化の Euler 標数で � C は C の自己交点数である．また上式の右
辺は有限和となり意味をもつ. �

例えば K3 曲面 X 上の自己同型 f について，f が不動点をもたないならば式 (1) の右辺は 0なの
で 2 + Tr( f � jH 2(X; R)) = 0 となる．対偶を考えて，Tr( f � jH 2(X; R)) 6= � 2ならば f は少なくと
もひとつの不動点をもつことがいえる．
正則 Lefschetz数も不動点から定まる量を足しあげたものになっている．

���g 9�¢ Atiyah-Bott �w
Y�� Lefschetz �¬�Ü [1]�£ f をコンパクト複素多様体上の自己同型とし，
f の不動点はすべて横断的である，すなわち任意の p 2 Fix( f ) に対して det(id � (df )p) 6= 0 が成り
立つとする．このとき（各不動点は孤立点で）

� 0(f ) =
X

p2 Fix( f )

� p(f ) where � p(f ) =
1

det(id � (df )p)

が成り立つ． �
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正則 Lefschetz公式について，不動点が孤立点であって横断的でない場合にも不動点指数 � p(f ) の
Grothendieck留数を用いた表示がある [10]．また，不動点が部分多様体をなす場合も“横断的”で
あれば不動点指数が計算できる形で与えられる（Toledo-Tongの公式 [9]）．
定理 9について，例えば K3 曲面上の自己同型 f がただひとつの横断的な不動点 pをもつとき，

(df )p の固有値を � 1; � 2 とすると正則 Lefschetz公式は

1 + � � 1 = � 0(f ) =
1

(1 � � 1)(1 � � 2)

となる．この式から � 1; � 2 の情報 (絶対値や乗法的独立性など) を引き出して pが Siegel円板の中心
であるかどうかを論じることができる．

�ÙK3 �Â�Ø�t�S�Z�” Siegel ��
X�w
Q���O ここで K3 曲面 X 上の自己同型 f が Siegel円板をもつた
めの十分条件を与える．f は少なくともひとつの不動点 pをもち，行列式 � := � (f ) は Salem数の共
役数であると仮定する．このとき (df )p の固有値 � 1; � 2 は複素数 � を用いて

� 1 = �
1
2 �; � 2 = �

1
2 � � 1

と表せる．� := � + � � 1 とおくとき命題 7より次を得る．

�4�J 10�¢ [4, Lemma 7.1]�£ (� + � � 1)2 は 0以上 4以下の実数で，かつ，ある有理関数 P(T) 2

Q(T) を用いて (� + � � 1)2 = P(� ) と表されるとする．このとき

(i) � の共役数 � 0で � 2 < � 0 < 2; P(� 0) > 4をみたすものが存在する，または
(ii) P(� ) は代数的整数でない

ならば pは Siegel円板の中心である．

証明の概略　 (� + � � 1)2 2 [0; 4]から � 2 S1，とくに � 1; � 2 2 S1 がいえる．また，� 1; � 2 は二次
方程式 t2 � � 1=2P(� )1=2t + � = 0 の根なので代数的数である．さらに条件 (i) または (ii) から � 1; � 2

が乗法的独立であることが導かれる．したがって命題 7より pは Siegel円板の中心である． �

�«�™ 11 � 2 S1 ゆえ � = � + � � 1 は実数である．したがって，補題 10の仮定に関して，(� + � � 1)2

がある有理関数 P(T) を用いて (� + � � 1)2 = P(� ) と表されるならばそれは自動的に実数になる．

(� + � � 1)2 = P(� ) となるような有理関数 P(T) は正則 Lefschetz公式を使って見つけることがで
きる．例えば f がただひとつの横断的な不動点 pをもつとき，正則 Lefschetz公式

1 + � � 1 = � 0(f ) =
1

(1 � �
1
2 � )(1 � �

1
2 � � 1)

より
(� + � � 1)2 = P(� ) where P(T) =

(T + 1) 2

T + 2

となる．
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4 ���g 1 �w	Â�Ì�w�“�t

定理 1の証明の概略を述べる．前半はすでに述べた通りである（命題 6）．後半について，0以上
18以下の偶数 � が与えられたとする．このとき，命題 4より K3 格子 L 上のある K3 構造を保つ自
己同型 F で次をみたすものを構成できればよい：

(L; F ) のリフトを (X; f ) とするとき X は Picard数 � で f が Siegel円板をもつ．

まずは構成すべき (L; F ) の必要条件をまとめる．F によって保たれる L の K3 構造を (�; K) とお
く．まず，f が Siegel円板をもつためには

F の固有多項式 � (t) は Salem多項式 s(t) と円分多項式の積 � 1(t) の積となっていて， (2)

複素数 � を F � = �� によって定まる数とすると

s(� ) = 0，すなわち � は Salem数の共役である (3)

必要がある．また，このとき X の Picard数は 22� deg(s(t)) なので

deg(s(t)) = 22 � � (4)

が成り立たなければならない（see命題 6の証明）．
一般に K3 格子上の自己同型で特定の固有多項式をもつものを構成するのは簡単ではないが，我々
は超幾何格子とよばれる格子を使って上の条件 (2), (3), (4) をみたすような組 (L; F ) を大量に構成
する．そのあとで構成したそれらの中から，補題 10の仮定をみたすものを探す，という手順で Siegel

円板をもつ K3 曲面上の自己同型の存在がいえる．実際，後述の表 1に対応する超幾何格子上の自己
同型が補題 10の仮定をみたす．これを判断するための具体的な計算は [4]をみてほしい．

�Ù�Ò�2�?���~�Ò�2�?�¨�  rk( A � B ) = 1 をみたす GL(n; C) の 2元 A; B で生成される群を�Ò�2�?

�� とよぶ．超幾何群 H = hA; B i に対して C := A � 1B とおく．rk( C � I ) = 1（I は単位行列）な
ので c := det C は C の固有値である．
ふたつの n 次のモニック多項式

' (t) = tn + ' 1tn � 1 + � � � + ' n ;  (t) = tn +  1tn � 1 + � � � +  n 2 C[t]

に対して

A =

0BBB@
0 0 : : : 0 � ' n

1 0 : : : 0 � ' n � 1
...

. . .
...

0 0 1 � ' 1

1CCCA ; B =

0BBB@
0 0 : : : 0 �  n

1 0 : : : 0 �  n � 1
...

. . .
...

0 0 1 �  1

1CCCA
とおくと A; B の固有多項式はそれぞれ ' (t);  (t) で hA; B i < GL(n; C) は超幾何群である．この超
幾何群を H (';  ) とかく．超幾何群 H (';  ) について c 6= 1 を仮定し，cに対応する C の固有ベク
トル zを固定する．
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' (t);  (t) が整数係数であって tn ' (t � 1) = ' (0)' (t); tn  (t � 1) =  (0) (t) をみたすならば，自由
Z 加群

L(';  ) = hz; Az; A2z; : : : ; An � 1zi Z

は H (';  ) 不変であって，さらに H (';  ) 不変な内積をもつ格子となる．これを�Ò�2�?�¨�  とよぶ．
超幾何格子 L := L(';  ) が K3 格子であって，A の固有多項式 ' (t) は Salem多項式 ' 0(t) と円
分多項式の積 ' 1(t) の積であるとする．A の固有ベクトル � 2 L C で C� � C� の符号が (2; 0)であ
るようなものは L に A 不変な Hodge構造を定める．このとき � に対応する固有値 � が Salem数の
共役数ならば A に適切な修正を施して得られる L 上の自己同型 ~A は Hodge構造 � と K•ahler 錐を
保つ自己同型となる．さらに ~A の固有多項式 ~' (t) は

~' (t) = ' 0(t) ~' 1(t) for some ~' 1(t) : 円分多項式の積

とかける．詳細については [3, 4]をみてほしい．

�Ù�Ò�2�?�¨� �U K3 �¨� �q�s�”�« 我々は [3]で超幾何格子が K3 格子になるための条件を詳しく調
べている．[4]ではその結果を用いて，超幾何格子が K3 格子になるようなモニック多項式 ';  のペ
アを，リフトの K3 曲面の Picard数ごとに大量に構成している．
下の表 1の ';  に対して (L (';  ); ~A) は K3 格子上のある K3 構造を保つ自己同型であって，そ
のリフトが Siegel円板をもつ．ただし，表の � はリフトの K3 曲面の Picard 数で，�; ' 1(t) は上述
のものである．� = 0 の場合も超幾何格子上の自己同型のリフトとして得られるのだが，少し事情
が異なるので表には載せていない（Picard 数 0の K3 曲面上の自己同型で Siegel円板をもつものが
存在することは McMullen[6] により既に得られている結果でもある）．Dynkin 型は Picard 格子の
ルート系の Dynkin 型のことである．本稿ではあまり触れていないが，不動点公式を使うときに必要
になるので表に含めている．また ci は i 番目の円分多項式で，sk

i は次数が k の Salem数の中で小さ
い方から i 番目の Salem数の最小多項式である．

表 1 (L(φ, ψ), ~A)のリフトが Siegel円板をもつ K3曲面上の自己同型になるもの．

� '  � + � � 1 Dynkin 型 ~' 1

2 s(20)
1 c1c2 s(10)

1 c21 � 1:39262 A1 c1c2

4 s(18)
22 c1c2c4 s(6)

1 c48 � 0:493116 A1 � A1 c1c2c4

6 s(16)
5 c1c2c3c4 s(10)

2 c42 � 1:64926 ; c1c2c3c4

8 s(14)
1 c1c2c14 s(14)

4 c24 1:74567 E8 c8
1

10 s(12)
1 c1c2c16 s(6)

3 c60 � 1:89888 D9 c8
1c2

2

12 s(10)
1 c1c2c4c16 s(6)

1 c40 � 0:584664 E6 � E6 c4
1c4

2c2
4

14 s(8)
16 c1c2c3c12c18 s(10)

12 c42 � 0:751024 ; c1c2c3c12c18

16 s(6)
1 c1c2c4c26 s(22)

43 � 0:254102 D16 c16
1

18 s(4)
1 c1c2c8c12c30 ※ � 1:30278 A� 2

2 � E6 � E8 c13
1 c3

2c4

※ t22 − t21 − 2t20 + 2t18 + t17 − t15 − 2t14 + t12 + t11 + t10 − 2t8 − t7 + t5 + 2t4 − 2t2 − t + 1
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Kirby図式とポシェット手術を用いた 4次元多様体の構成

東京工業大学 理学院 数学系 数学コース

鈴木龍正 (Tatsumasa SUZUKI)

概要

S1 � D3 と S2 � D2 の境界連結和をポシェットという. 4次元多様体にポシェット P を埋め

込み, P の内部を取り除き, P の境界の微分同相写像で P を貼り戻す操作をポシェット手術とい

う. 本講演では, 特定の Kirby図式上でのポシェット手術の操作手順を与える. また, 単連結な 4

次元閉多様体M 上のポシェット手術によって, ホモトピーM を構成するための必要条件を提示

する. 更に, 実際にポシェット手術で得られるホモトピーM を Kirby計算で構成する.

1 導入

Nは正の整数全体, Zは整数全体, Qは有理数全体, Rは実数全体とする.

Dn = f(x1; : : : ; xn) 2 Rnj
Pn

k=1 x2
k 5 1g, Sn = f(x1; : : : ; xn) 2 Rnj

Pn
k=1 x2

k = 1gとする.

以下では, 多様体と写像は全て滑らかであると仮定する.

位相幾何学の分野において, 全ての 4次元多様体の微分同相類を特定する問題は, 重要な未解決問

題の一つである. 4次元多様体に 2次元球面と 2次元球体の直積 S2 � D2 が埋め込まれているとき,

S2 � D2 の内部 S2 � IntD2 を取り除いた後に, 境界 S2 � S1 の微分同相写像によって S2 � D2 を

貼り戻す操作を Gluck 手術 (Gluck surgery) という. 4 次元球面 S4 上の Gluck 手術は 4 次元ホモ

トピー球面を生成する. S4 上の Gluck手術により得られた 4次元ホモトピー球面が S4 と微分同相

であるかは未解決問題であるが，S2 � D2 の埋め込み方が 0-slice 2-knot（Melvinの定理 [Me]）や

twist spun 2-knot（Gordon の定理 [G]）に対応するときは，S4 と微分同相であることが知られて

いる. 2004年に岩瀬順一氏と松本幸夫氏により Gluck手術の一般化であるポシェット手術が導入さ

れた [IM]. 4次元多様体に円周と 3次元球体の直積と 2次元球面と 2次元球体の直積の境界連結和

(S1 � D3)\(S2 � D2)が埋め込まれているとき, Int((S1 � D3)\(S2 � D2))を取り除いた後に, 境界

(S1 � S2)#(S2 � S1)の微分同相写像によって (S1 � D3)\(S2 � D2)を貼り戻す操作をポシェット

手術という. ポシェット手術は全ての 4次元多様体上で操作可能である.

2 4次元多様体と Kirby計算

2.1 4次元多様体

4次元多様体についての 2つの有名な結果について紹介する.

以下では, QM : H2(M) � H2(M) ! Zを 4次元多様体M の交叉形式とする.
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定理 2.1(Whiteheadの定理)[W]. M1; M2 を向き付けられた単連結な 4次元閉多様体のとき, M1

とM2 が向きを保ってホモトピー同値であるための必要十分条件は QM1
�= QM2

である.

定理 2.2(Freedmanの定理)[F]. M を 4次元多様体とする. M と S4 がホモトピー同値のとき, M

と S4 は同相である.

2.2 ハンドル分解

定義 2.3(ハンドル). 0 5 k 5 n(k; n 2 Z) とし, X を n 次元コンパクト多様体とする. n 次元 k

ハンドル hk とは, ある埋め込み写像 ’ : @Dk � Dn�k ! @X により @Dk � Dn�k に沿って X の

境界 @X に接着される Dk � Dn�k のコピーのことである. このとき, Dk � f0g を心球体 (core),

f0g � Dn�k を横断球体 (cocore), @Dk � Dn�k を接着領域 (attaching region), @Dk � f0gを接着
球面 (attaching sphere), f0g � @Dn�k をベルト球面 (belt sphere)と呼ぶ.

定義 2.4(ハンドル分解). X を n次元コンパクト多様体, @+X, @�X を X のコンパクト部分多様体

とし, @X = @+X [ @�X(非交和)とする. このとき, X は I � @�X にいくつかのハンドルを接着し

て得られる多様体と微分同相である (但し, I := [0; 1]であり, f0g � @�X と @+X が対応している

とする). これを @�X 上に作られた相対ハンドル体と呼び, @�X = ;のときは単にハンドル体と呼
ぶ. X と微分同相な (相対)ハンドル体を求めることを (X; @�X)のハンドル分解という.

2.3 Kirby図式

X を 4次元コンパクト連結多様体とし, @�X = ;とすると, X のあるハンドル分解はただ 1つの

0ハンドルD4 を持つ. X のハンドル体は, この 0ハンドルの境界に 1, 2, 3, 4ハンドルを順に接着し

て得られる多様体である. これらのハンドルの接着領域を 0ハンドルの境界, @D4 = S3 = R3 [ f1g
上に図示した様子を Kirby図式という. 但し, @+X = ;のとき, 3, 4ハンドルの接着の仕方はアイソ

トピーを除いて一意的なので, それらのハンドルの接着の様子は図示しなくて良い.

定義 2.5(絡み数). K1; K2 を S3 内の向きの付いた絡み目とする. このとき, H1(S3－ K1) �= Z が
成立するので, H1(S3－ K1)は K1 のメリディアン �で生成され, [K2] = n[�]を満たすただ 1つの

n 2 Zが存在する. このとき, nを絡み数 (linking number)と呼び, lk(K1; K2)と表す.

定理 2.6. K2 がK1 の下を通って交叉するときの符号付き和は lk(K1; K2)に等しい.

定義 2.7. K を結び目とし, K 0をK に平行な結び目とする. lk(K; K 0)をK によって定まる framing

の framing係数という.

1ハンドルD1 � D3 の接着領域は @D1 � D3 = D3 [ D3(非交和)であるから, R3 に 2個の閉球を

描く. このとき, 2個の閉球が鏡像関係になるように描く. また, 1ハンドルは自明な結び目 (unknot)

に dotを付けた dotted circleとしても描くことができる.

2ハンドルは接着領域が ’(S1�D2)であるが,簡略化して ’(S1�f0g)を描く. しかし, ’(S1�f0g)

324



を指定しただけでは, 接着写像のアイソトピー類は一意に定まらないので framingを指定する必要が

ある. 具体的には, 2ハンドルは R3 上の framing係数の付いた絡み目 (link)として表現可能である.

2.4 Kirby図式と手術図式の例

以下では, H(n) は n 個の 4 次元 3 ハンドルと 1 個の 4 次元 4 ハンドルの和集合を表すことにす

る. D4 の Kirby図式は何も描かれていない Kirby図式である.

(a) S1 � D3 の Kirby図式 (b) S2 � D2 の Kirby図式 (c) S4 の Kirby図式

(d) S2 � S2 の Kirby図式 (e) CP2 の Kirby図式 (f) CP2 の Kirby図式

図 1: Kirby図式の例

S3 内の手術の様子を図示したものを手術図式 (surgery diagram)と呼ぶ. S3 の手術図式は何も描

かれていない手術図式である. 図 2(a)では p; q 2 Z, gcd(p; q) = 1とする.

(a) (p; q)型のレンズ空間 L(p; q)の手術図式 (b) 3次元トーラス T 3 の手術図式

図 2: 手術図式の例

@M1 6= ;かつ @M1 6= ;のとき, M1 とM2 との境界連結和により得られる 4次元多様体M1\M2

の Kirby図式は, M1 の Kirby図式とM2 の Kirby図式を並べて描くことで得られる. @M1 = ;か
つ @M2 6= ;のとき, M1 とM2 との連結和により得られる 4次元多様体M1#M2 の Kirby図式は,

M1 から 1個の 4ハンドルを除いた 4次元多様体の Kirby図式とM2 の Kirby図式を並べて描くこ

とで得られる. @M1 = ;かつ @M2 6= ;のとき, M1 とM2 との連結和により得られる 4次元多様体

M1#M2 の Kirby図式は, M1 から 1個の 4ハンドルを除いた 4次元多様体の Kirby図式とM2 か

ら 1個の 4ハンドルを除いた 4次元多様体の Kirby図式を並べて描き, 1個の 4ハンドルを加えるこ

とで得られる.

(a) (S1 � D3)\(S2 � D2)の Kirby図式 (b) CP2#CP2 の Kirby図式

図 3: M1\M2 とM1#M2 の Kirby図式の例
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2.5 Kirby計算

以下に示すハンドルスライドやハンドル消去, ハンドル生成, Dehn 手術等の Kirby 図式を変形

させる操作を Kirby変形と呼び, Kirby変形を用いて 4次元多様体の Kirby図式を導出することを

Kirby計算と呼ぶ.

定義 2.8(ハンドルスライド). 0 5 k 5 n(k; n 2 Z) とする. X をコンパクト n 次元多様体とし,

hk
1 ; hk

2 を n次元 k ハンドルとする. hk
1 の接着球面が hk

2 のベルト球面に横断するようハンドルを動

かすことができる. この操作をハンドルスライドと呼ぶ.

ハンドルスライドが Kirby図式上でどのように表されるかを述べる. ハンドル分解の特性上, 1ハ

ンドルを 2ハンドル上スライドすることはできない. 従って, Kirby計算においては, 1(または 2)ハ

ンドル同士のスライドか, 2ハンドルを 1ハンドル上スライドするという操作のみ可能である.

hi を 4次元ハンドル (i 2 f1; 2g)とし, ある枠付き結び目 (framed knot)Ki で表現されているとす

る. 但し, h2 が 4次元 1ハンドルの場合は framing係数が 0の結び目 (knot)として考えることにす

る. Ki に向きを定める. K2 の framingを表す平行曲線を K 0
2 とする. h1 を h2 上スライドする操作

は, Kirby図式上では K1 と K 0
2 のバンド和 K̂1 を考え, K1 を K̂1 に取り換える操作に対応する (図

4). K̂1 と K2 の向きが一致するとき, この操作を handle additionと呼び, K̂1 と K2 の向きが反対

になるとき, handle subtractionと呼ぶ. Ki の framing係数を ni とする. K1 を K2 上ハンドルス

ライドすると, ni は以下のように変化する:

addition : n1 ! n1 + n2 + 2lk(K1; K2); n2 ! n2

subtraction : n1 ! n1 + n2 � 2lk(K1; K2); n2 ! n2

図 4: ハンドルスライドの例

定義 2.9(ハンドル消去, ハンドル生成). 0 5 k 5 n(k; n 2 Z)とし, X をコンパクト n次元多様体と

する. X に kハンドル hk と (k + 1)ハンドル hk+1 が接着しているとする. hk のベルト球面と hk+1
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の接着球面が丁度 1個の点で横断的に交わるとき, hk と hk+1 を消去することができる. hk と hk+1

を消去する操作をハンドル消去と呼び, 逆の操作をハンドル生成と呼ぶ.

Kirby図式上では, 消去対 (h1; h2), (h2; h3)は図 5のようになる.

(a) 消去対 (h1; h2)(n 2 Z) (b) 消去対 (h2; h3)

図 5: 消去対の例

2.6 相対 Kirby計算

X を 4次元コンパクト連結多様体とする. これまでの相対ハンドル体の説明では, @�X = ;と仮
定したが, ここでは @�X 6= ; とする. @�X は R3 上の手術図式によって描く. この手術図式の上

に 1, 2, 3, 4ハンドルの接着を Kirby図式として描いた図を, (X; @�X)の相対 Kirby図式 (relative

Kirby diagram)と呼ぶ.

この相対 Kirby図式上での変形については以下のような規則がある:

(1)ハンドルは Kirby図式と同様の変形を行うことができる.

(2)@�X の絡み目は @�X 内で, ハンドルスライドや Rolfsen twistができる.

(3)@�X の絡み目はハンドルの上をスライドさせることができない.

例 2.10(upside down). upside downとは, ハンドル体の上下を反転させる操作である. それは次

の手順で行うことができる:

((X; @�X)に 3, 4ハンドルが存在しない場合)

まず, ハンドル体 (X; @�X) の double をとると, (X; @�X) は (X; @+X) を誘導する. このとき, 0

ハンドルは 4ハンドルを, 1ハンドルは 3ハンドルを, 2ハンドルは心球体と横断球体が反対になっ

た 2ハンドルをそれぞれ誘導する. 最後に, (X; @�X)を取り除くと, upside downが完了する. 相対

Kirby図式上では 0ハンドルが存在すれば 4ハンドルを加え, 1ハンドルの個数分だけ 3ハンドルを

加え, 各 2ハンドルの接着円周に 0-framed meridianを加え, (X; @�X)の 1ハンドルを表す dotted

circleを h0i-framed unknot に代え, (X; @�X)の 2ハンドルの係数に hiを付け加えることで upside

downが完了する.

((X; @�X)に 3, 4ハンドルが存在する場合)

まず, ハンドル体 (X; @�X) から全ての 3, 4 ハンドルを取り除き, 得られるハンドル体を (Y; @�Y )

とする. (Y; @�Y )は 3, 4ハンドルが存在しないハンドル体であるから, (Y; @�Y )に対して 3, 4ハン

ドルが存在しない場合の upside downを実行する. その後, (X; @�X)の 3ハンドルの個数分だけ 1

ハンドルを加え, (X; @�X)の 4ハンドルの個数分だけ 0ハンドルを加えると, (X; @�X)の upside

downが完了する. 相対 Kirby図式上では (X; @�X)から全ての 3, 4ハンドルを取り除き, (Y; @�Y )
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に upside down を実行した後に, 適切な相対 Kirby 計算を施すと, (X; @�X) の 3 ハンドルの個数

分の h0i-framed knot を持つ相対 Kirby 図式が得られるので, この相対 Kirby 図式にある全ての

h0i-framed knotを dotted circleに変更すると, upside downが完了する.

本節のより発展的な内容は [GS]に書かれている.

3 ポシェット手術

3.1 Gluck手術とポシェット手術の関係

定義 3.1(Gluck手術). M を 4次元多様体, e : S2 � D2 ! M を埋め込み写像,

h : @S2 � D2 ! @(M �Inte(S2 �D2))を微分同相写像とする. M 上のGluck手術 (Gluck surgery)

とは, M から Inte(S2 � D2)を取り除いた後に, h : @S2 � D2 ! @(M � Inte(S2 � D2))によって

S2 � D2 を貼り直す操作のことである.

定義 3.2(ポシェット)[IM]. (S1 � D3)\(S2 � D2)に微分同相な 4次元多様体をポシェットと呼び,

P と表す.

ポシェットの名前は P が S1 _ S2 にホモトピー同値であることに由来する.

@P � (S1 � @D3)#(S2 � @D2) より H1(@P ) �= Z � Z であるから H1(@P ) の生成元として

[S1 � f�g]と [f�g � @D2]がとれる. @P 上の曲線 l := S1 � f�g, m := f�g � @D2 をそれぞれ P の

ロンジチュード (longitude), メリディアン (meridian)と呼ぶ.

定義 3.3(ポシェット手術)[IM]. M を 4次元多様体, e : P ! M を埋め込み写像,

h : @P ! @(M � Inte(P ))を微分同相写像とする. M 上のポシェット手術とは, M から Inte(P )を

取り除いた後で, h : @P ! @(M � Inte(P )) によって P を貼り直す操作のことである. M 上のポ

シェット手術後に得られる 4次元多様体 (M � Inte(P )) [h P をM(e; h)とする.

(p; q; ") = (1; 0; 1)のとき, ポシェット手術は Gluck手術に他ならない.

定義 3.4(mod 2 framing). h : @P ! @(M � Inte(P ))を接着写像とする. P の境界

(S1 � @D3)#(S2 � @D2)は自然に 2成分の framing係数が 0の自明な結び目から構成される絡み目

と思えるので, 曲線 h(m)は自明な 2成分絡み目の補空間内にある結び目 K である. S3 内の結び目

図式として, K の Seifert framingをとる. 一方で, 積構造 S2 �D2の像からなる h(m)の framingの

像としてもう一つ別の framingが取れる. 自明な 2成分絡み目に対するハンドルスライドは framing

を 2ずつ変えることにより, この 2つの framingの差は (S1 � S2)#(S2 � S1)内でmod 2を法とし

た整数として well-definedである. この 2つの差を mod 2 framingと呼ぶ.

3.2 ポシェット手術についての先行結果

定理 3.5(M(e; h)の微分同相類の決定要素)[IM, Theorem 2]. M(e; h)の微分同相類は, 以下の要

素で決定される:
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(1)埋め込み写像 e : P ! M;

(2)ホモロジー類 h�([m]) 2 H1(@(M � Inte(P ))) �= Z[m] � Z[l];

(3) h(m)のまわりのmod 2 framing:

以下では, p; q 2 Z, gcd(p; q) = 1, " 2 f0; 1g, iP : P ! DP を包含写像とし, h�([m]) = p[m]+q[l]

を満たし, h(m)のまわりのmod 2 framingが " 2 f0; 1gの微分同相写像 h : @P ! @(M � Inte(P ))

を hp;q;" : @P ! @(M � Inte(P ))と表すことにする. 4次元閉多様体 DP を P の double

(DP � (S1 � S3)#(S2 � S2)), 4 次元閉多様体 L(n; 0; 1; ") を Pao の多様体 [P] とする (n 2 Z).

2011年に早野健太氏は L(n; 0; 1; ")の Kirby図式は図 6であることを示している [H].

図 6: Paoの多様体 L(n; 0; 1; ")の Kirby図式

2013年に柏木信一氏は DP 上のポシェット手術において, (p; q)とハンドルの相互スライドが p=q

の連分数展開を介して関係することを発見し, 次の定理を証明した.

定理 3.6[K, 定理 2]. DP (iP ; h0;1;")は S4 に微分同相であり, DP (iP ; h1;q;")は L(q; 0; 1; ")に微分

同相である.

2015 年に村瀬裕一氏は DP 上のポシェット手術で得られる多様体の Kirby 図式を決定すること

で, 定理 3.6の主張を拡張した.

定理 3.7(包含写像を用いた DP 上のポシェット手術の完全分類)[Mu, 定理 1.2]. q > p = 0のとき,

DP (iP ; hp;q;")は L(q; 0; 1; ")に微分同相である.

2020 年に大川翼氏は S4 上のポシェット手術が 4 次元ホモロジー球面になるための条件を発見

した.

定理 3.8[O, 定理 1.1]. n 2 Zとする. Mayer-Vietoris完全系列

� � � @n+1�! Hn(@P )
in1�in2�! Hn(S4 � Inte(P )) � H1(P )

jn�! Hn(S4(e; hp;q;"))
@n�! � � �

において, i11([l]) = 0が成立するとき,

(1)H1(S4(e; hp;q;")) �= Zp;

(2)H2(S4(e; h1;q;")) = 0:

特に, S4(e; hp;q;")と S4 がホモトピー同値ならば p = 1が成立する.

定理 2.1と定理 2.2, 定理 3.8より, 次の定理が直ちに従う.

定理 3.9. i1([l]) = 0 が成立するとき, S4(e; hp;q;") と S4 が同相であるための必要十分条件は

S4(e; hp;q;")は単連結かつ p = 1である.
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また, 大川氏は次の定理も証明した.

定理 3.10(自明なコードを用いた S4 上のポシェット手術)[O, 定理 1.2]. e : P ! S4 が P を

ribbon 2-knotに自明なコードを接着した多様体になるように埋め込むとき, 多様体 S4(e; h1;q;�)は

S4 に微分同相である.

4 主結果

定理 4.1(定理 3.7の拡張)[S, 定理 1.1(1)]. d; d1; d2 2 Z, n 2 Z, p; q = 0. Y を 4 次元多様体 (4

次元ハンドル体), iを Y の 1ハンドルの数, X = DY (Y の double)とする. 図 7のように 2種の記

号を定義する.

図 7: 2種の記号

Y の Kirby 図式が図 8 になるとし, e : P ! X を図 9 で定める. X(e; hp;q;") の Kirby 図式は

(p; q) = (1; 0)または 0 < p < q のとき図 10(a)になり, (p; q) = (0; 1)のとき図 10(b)になる.

図 8: Y の Kirby図式

図 9: e : P ! X の定め方

(a) (p; q) = (1; 0)または 0 < p < q の場合 (b) (p; q) = (0; 1)の場合

図 10: X(e; hp;q;")の Kirby図式
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多様体M に対して, en をM の n胞体とする (n = 0; n 2 Z). また, @P 上の球面 f�g � @D3;

S2 � f�gをそれぞれ a; bとする. 定理 3.8のアナロジーとして, 次の定理が成り立つ.

定理 4.2. m 2 N, n 2 Zとする. M を連結かつ単連結な 4次元閉多様体とし, M = e0 [
Sm

k=1 e2
k [e4

をM の胞体分割とする. このとき, 空間対 (M; M � Inte(P ))の長完全系列

� � � �n+1�! Hn(M � Inte(P ))
kn�! Hn(M)

ln�! Hn(M; M � Inte(P ))
�n�! � � �

において, l2 = 0が成立し, Mayer-Vietoris完全系列

� � � @n+1�! Hn(@P )
in1�in2�! Hn(M � Inte(P )) � Hn(P )

jn�! Hn(M(e; hp;q;"))
@n�! � � �

において, i11([l]) = 0, i21(H2(@P )) � Z[e(a)] � Z[b]が成立するとき,

(1)H1(M(e; hp;q;")) �= Zp;

(2)Hn(M(e; h1;q;")) �= Hn(M):

特に, M(e; hp;q;")とM がホモトピー同値ならば p = 1が成立する.

定理 2.1と定理 4.2より, 次の定理が直ちに従う.

定理 4.3. l2 = 0, i11([l]) = 0; i21(H2(@P )) � Z[e(a)] � Z[b]が成立するとき, M(e; hp;q;")とM が

ホモトピー同値であるための必要十分条件はM(e; hp;q;")が単連結かつ p = 1である.

例 4.4. S2 � S2 は連結かつ単連結な 4次元閉多様体である. S2 � S2 の胞体分割として, S2 � S2

= e0 [
S2

k=1 e2
k [ e4 が取れる. m = (m1; m2; m3) 2 Z3 とする. em : P ! S2 � S2 を S2 � S2,

(S2 � S2)(em; hp;q;")の Kirby図式がそれぞれ図 11; 12になるよう定めると, 空間対

(S2 � S2; S2 � S2 � Intem(P ))の長完全系列

� � � �n+1�! Hn(S2 � S2 � Intem(P ))
kn�! Hn(S2 � S2)

ln�! Hn(S2 � S2; S2 � S2 � Intem(P ))
�n�! � � �

において, l2 = 0が成立し, Mayer-Vietoris完全系列

� � � @n+1�! Hn(@P )
in1�in2�! Hn(S2 � S2 � Intem(P )) � Hn(P )

jn�! Hn((S2 � S2)(em; hp;q;"))
@n�! � � �

において, i11([l]) = 0, i21(H2(@P )) � Z[e(a)] � Z[b]が成立する (n 2 Z). また,

�1((S2 � S2)(em; hp;q;")) = 1より (S2 � S2)(em; hp;q;")は単連結であるから, 定理 4.3より

(S2 �S2)(em; hp;q;")と S2 �S2はホモトピー同値である. 更に, upside downを利用した相対Kirby

計算により, (S2 � S2)(em; hp;q;")と S2 � S2 は微分同相であることが分かる.

図 11: S2 � S2 の Kirby図式

331



図 12: (S2 � S2)(em; hp;q;")の Kirby図式
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サブリーマン冪零多様体上のシストール不等式について
東北大学大学院理学研究科数学専攻
田代賢志郎 (Kenshiro TASHIRO)

概要
閉リーマン多様体上のシストール不等式は, 端的に言えば閉曲線の長さの最小値 (シストール)

は体積の定数倍で抑えられることを主張する. 本稿では特定のサブリーマン多様体に対して, シ
ストール不等式の類似を与えたことを報告する.

1 導入
1.1 サブリーマン幾何学
多様体M と TM の部分束 E, および E 上の計量 g からなる三対 (M; E; g)をサブリーマン多様

体という. 特に E = TM の場合, (M; T M; g)はリーマン多様体となるという意味で, サブリーマン
多様体はリーマン多様体の一般化である. それらの類似点と相違点を明確にすることは一つのテーマ
である.

サブリーマン幾何の研究動機は多岐にわたり, CR幾何, 幾何学的群論, 二階微分作用素の解析など
で現れてきたが, 一般的なサブリーマン多様体の研究を活発化させたのは Agrachevらによる最適制
御理論からのアプローチである. 最適制御理論は機械工学などの分野で用いられる技術で, 標語とし
ては 2つの状態を行き来するうえで最もコストが低いルートは何か, を説明する理論である. 例えば
次の例がよく知られている.

例 1. 平面 R2 上の点 (x; y)に x軸との角度 � で車が止まっている. この時, 別の点 (x0; y0)に角度
�0 で到着するのに最短なルートは何か?

M = R2 � S1, X; Y をM 上のベクトル場で

X = cos �@x + sin �@y; Y = @�

とし, E = SpanfX; Y g, g を X; Y が正規直交となる計量とする. この設定の下, 上記の問題はサブ
リーマン多様体 (M; E; g)の 2点間の最短線は何か, という問題に言い換えることができる.

最適制御理論は元々は例 1のような状況をモデル化する解析的な側面が強い理論だが, 特別な場合
としてサブリーマン多様体に適用すればその測地線や曲率を定式化することができる. それにより例
えばMyersの定理 [4]や, 測度収縮性 [2, 5]など, リーマン多様体に見られる興味深い性質が確認さ
れてきた.

上記のような背景からサブリーマン多様体のリーマン幾何的側面を調べることは面白い試みであ

333



り, 今回の話ではその一つとしてシストール不等式について考える.

1.2 シストール不等式
M を閉リーマン多様体とする. これに対してシストール sys(M)は

sys(M) = minflength(c) j c : non-contractible closed curveg

により定義される.

例 2. 2次元ユークリッド空間 E2 と, その格子部分群 Γを考える. この時, 平坦トーラス ΓnE2 のシ
ストールは

minfk
1x � 
2xk j 
1; 
2 2 Γ; x 2 E2g

となり, 図 1で言う赤の線分の長さに相当する (この場合は最短閉曲線は一意でない ).

簡単のため, 平坦トーラス ΓnE2 上のシストール不等式を説明する.

定理 1 (e.g. 1.A.1 of [7]). 格子部分群 Γによらない定数 C2 があって,

sys(ΓnE2) � C2V ol(ΓnE2)
1
2

を満たす.

証明は次のようになされる. p : E2 ! ΓnE2 を被覆写像とし, 正数 R > 0 を V ol(B(R)) =

V ol(ΓnE2)となるよう選ぶ (B(R)は半径 R の球 ). この時, pjB(R) は単射ではなく, したがってあ
る 
 2 Γがあって kx � 
xk � kxk + k
xk � 2Rである. 一方で V ol(B(R)) = �R2 であるから,

sys(ΓnE2) � kx � 
xk � 2R =
2p
�

V ol(B(R))
1
2 =

2p
�

V ol(ΓnE2)
1
2 :

注意 1. この方法で得られる定数 C2 = 2p
�
は最適ではなく, 実際は C2 =

q
2p
3
で証明できる. また

その等号成立条件は Γが図 1のように正三角形を張るときに限る.

図 1: トーラスの被覆写像

334



シストール不等式は平坦トーラスに限らず, 閉曲面や aspherical な多様体などに一般化されてき
た. 最も広いクラスはグロモフによる essential多様体についてのもので, 彼は定数 Cn (n = dim M)

について
sys(M) � CnV ol(M)

1
n

であることを示した [6]. ここで多様体が essentialであることの定義はしないが, 重要なことは定数
が (ハウスドルフ,位相)次元 nにのみ依存していることである.

今回のテーマであるサブリーマン多様体上のシストール不等式を考えるうえで, まず考えなければ
ならないのが弧長と体積である. 弧長はよく知られている通り, length(c) =

R p
g(ċ(t); ċ(t))dtで定

義される (ċ(t) 2 E a:e:). 体積は 2.2 節で定義されるポップ体積を考える. ポップ体積は ‘よい’ サ
ブリーマン多様体上に定義される等長不変な体積形式 d�で, それによりボレル可測集合 Aの体積を
V ol(A) =

R
A

d�として定義する (‘よい’については注意 3).

また空間は, 2.1節で定義されるカルノー群 (の商空間)という特別な場合を扱う. カルノー群の特
徴づけとして Dilationと呼ばれる, ユークリッド空間におけるスカラー倍に相当する概念の存在があ
げられる [8]. また ‘よい’サブリーマン多様体の接錘はカルノー群に等長になる [9]. これらの特徴づ
けから, カルノー群の商空間はリーマン幾何における平坦トーラスを考えたと思って差し支えない.

2 準備
2.1 カルノー群

g をべき零リー環, [�; �] : g 
 g ! g をリー括弧積とする. べき零性からある k 2 N があって
[g; [g; � � � ; g] � � � ]| {z }

k+1

= f0gとなる. この時, gは k-stepであるという. また, gのベクトル空間としての

直和分解 g =
Lk

i=1 Vi で [Vi; Vj ] = Vi+j を満たすものがあるとき, gは stratifiedであるという. 以
降 gは stratifiedであると仮定する.

注意 2. このような直和分解はリー代数の同型を除いて一意.

リー群の一般論から, 連結かつ単連結なべき零リー群Gで付随するリー環が gとなるものが一意に
存在する (これにより Gが k-stepである, stratifiedであるなどと言う).

h�; �i1 を V1 上の内積とする. この時, カルノー群は次のように定義される.

定義 1. 三つ組 (G; V1; h�; �i1)をカルノー群という.

カルノー群上のサブリーマン計量は次のように定義される. p 2 Gに対し, Lp : G ! G; x 7! px

とし, gを TeGに同一視する. Ep = Lp�V1 とすれば, E =
F

Ep は TM の部分束になる. また計量
g を gp((Lp)�u; (Lp)�v) = hu; vi1 で定める (u; v 2 V1). これによりサブリーマン多様体 (G; E; g)

を得る. 定義から誘導される距離 dは左不変 (d(px; py) = d(x; y))となる.

例 3. • ユークリッド空間 En は 1-stepカルノー群.

•
H = f(z; t) 2 C � R j (z1; t1) � (z2; t2) = (z1 + z2; t1 + t2 + 2Im(z1z2))
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はハイゼンベルグ群と呼ばれる. ハイゼンベルグ群は V1 = Spanf@x � 2y@t; @y + 2x@tg,

V2 = Spanf@tgおよび適当な内積 h�; �i1 によって 2-stepカルノー群である (z = x +
p

�1y).

■Baker–Campbell–Hausdorff formula exp : g ! Gを指数写像とする. すなわち, 左不変ベクトル
場 X 2 gに対して, その積分曲線を IX : R ! Gとしたとき, exp(X) = IX(1)と定義する. gがべ
き零で Gが単連結であるとき, 指数写像 expは微分同相写像になることが知られている. 次に述べる
Baker–Campbell–Hausdorff formulaは, リー群の積をリー括弧積を用いて記述できるという意味で
有用である.

定理 2. q 2 Nと (n1; : : : ; nq) 2 f1; 2gq に対し, 定数 C(n1; : : : ; nq) 2 Rで次を満たすものが存在す
る; 任意の X1; X2 2 gに対し,

exp(X1) � exp(X2) (1)

= exp

0@X1 + X2 +
1

2
[X1; X2] +

X
q>2

X
(n1;:::;nq)2f1;2gq

C(n1;:::;nq)[Xn1
; [Xn2

; : : : ; Xnq
] � � � ]

1A : (2)

ここで, 定数 C(n1;:::;nq) はリー群の構造によらず, また gがべき零の場合には有限和となる.

特に Gが 2-stepの場合, [�; �]c を群の交換子 [x; y]c = xyx�1y�1 とすれば,

[exp(X1); exp(X2)]c = exp([X1; X2])

となり, リー群 Gの交換子とリー代数 gのリー括弧積が同一視できる.

■Dilation 正数 t > 0に対し, リー代数同型写像 �t : g ! gを �t(
Pk

i=1 Ui) =
Pk

i=1 tiUi で定義す
る (Ui 2 Vi). この �t は Dilationと呼ばれる. 指数写像 expとその逆 log : G ! gを介することで,

�t を G上の微分同相写像とみなすことができる.

Dilationは次の意味で, ベクトル空間のスカラー倍の類似であると言える;

d(�t(x); �t(y)) = td(x; y):

特に半径 tの球 B(t) � Gとハール測度mに関して,

m(B(t)) = m(�t(B(1))) = tQm(B(1)) (3)

が成立する. ここで, Q =
Pk

i=1 i dim Vi であり, Mitchell [9]によりこれはハウスドルフ次元に一致
する.

2.2 ポップ体積
リーマン多様体 (M; g)に対し, その上の自然な体積形式は dvolg =

p
det(g)ij で与えられる. ポッ

プ体積はこの体積形式の一般化であり, Popp により考案され Montgomery による本 [10] で導入さ
れた.

端的に言うと, ポップ体積とは V1 上の内積 h�; �i)から g上の内積 h�; �iP を構成することで得られ
る. 構成のために補題を用意する.
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補題 1 (Lemma 20.3 in [1]). (E; h�; �iE)を内積空間, V をベクトル空間, f : E ! V を全射線形写
像とする. この時, V 上のノルム k � kV を

kvkV = minfkukE j v = f(u)g

で定義すれば, このノルムは V 上に内積を誘導する.

つまり, ノルムの定義に加えて parallelogram lawを満たすことが確認される. この補題を用いて,

各 Vi 上に内積を構成する. テンソル積 V 
i
1 上に内積は

hX1 
 � � � 
 Xi; Y1 
 � � � 
 Yii
i =
iY

j=1

hXj ; Yji1

で自然に定義される. また �i : V 
i
1 ! Vi を X1 
 � � � 
 Xi 7! [X1; [X2; � � � ; Xi] � � � ]により定義す

る. �i : (V 
i
1 ; h�; �i
i) ! Vi は全射線形写像なので, 補題 1から Vi 上に内積 h�; �ii が定義できる. さ

らに g上の内積 h�; �iP を, 各 Vi 上で h�; �ii に一致し, 各 Vi と Vj が直交するように定義する.

定義 2. ポップ体積 d�は, g =
L

Vi 上の内積 h�; �iP から誘導される体積形式である.

ポップ体積は (局所)等長不変な体積形式であり [3], 特にカルノー群は左不変な計量であることか
ら, ハール体積となる. 今回はポップ体積の係数に着目する.

注意 3. ポップ体積は, より一般に equiregularなサブリーマン多様体上で定義される. サブリーマン
多様体が equiregularであるとは, E

(i)
x := [E; [E; � � � ; E] � � � ]x| {z }

i

に対し, dim E
(i)
x = dim E

(i)
y が任意

の x; y 2 M , i = 1; : : : ; k に対して成立することを言い, カルノー群も equiregularである.

構成はサブリーマン多様体の各接空間をカルノー群で近似し, カルノー群上のポップ体積をサブ
リーマン多様体上の体積形式に移植することでなされる.

3 主定理
(G; V1; h�; �i1)を k-step カルノー群, di = dim Vi とする. 今回紹介する定理は次である.

定理 3 ([11]). ある定数 C = C(d1; : : : ; dk) > 0が存在して, 任意のカルノー群 (G; V1; h�; �i1)と格
子部分群 Γ < Gに対して,

sys(ΓnG) � C � vol(ΓnG)
1
Q

が成立する.

定数 C はリー群 G, 格子部分群 Γ, 内積 h�; �i1 の選び方によらない.

注意 4. d1; d2 の上限はハウスドルフ次元 Qで書けるため, 定数は Qの形で書くこともできる.
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3.1 証明のアイデア; 2-stepの場合
以下簡単のため, G が 2-step であると仮定する. 1.2 で述べたトーラス ΓnE2 の場合の証明
を, 次のように踏襲できる. p : G ! ΓnG を被覆写像とする. この時, 正数 R > 0 が存在して
vol(B(R)) = vol(ΓnG)となるものが存在する. 2.1節 (3)から, vol(B(R)) = RQvol(B(1))である.

したがって
sys(ΓnG) � 2R = 2vol(B(1))� 1

Q vol(ΓnG)
1
Q :

この議論から, 単位球体の体積 vol(B(1))の下限が d1; d2 のみに依存した定数で抑えられることを
示せば十分である (体積を具体的に計算することは難しい).

内積空間 (Vi; h�; �ii) (i = 1; 2)に対し, Bi(r)を半径 r の球とする.

命題 1. 正定数 ri = ri(d1; d2)が i = 1; 2に対して存在して,

exp(B1(r1) � B2(r2)) � B(1)

である.

exp(B1(r1) � B2(r2)) の体積は, n 次元ユークリッド空間の単位球体の体積 !n を用いて
rd1

1 rd2
2 !d1

!d2
に一致する. これにより主定理が得られる.

Proposition 1の証明. Z 2 V2, � = kZk2 とする. この時, d(e; exp(Z))の上限を �で与える. ノル
ム k � k2 の定義から, ある fXnjgn=1;:::;N;j=1;2 が存在して(

Z =
PN

n=1[Xn1; Xn2];

� =
qPN

n=1 kXn1k1kXn2k1

が成立. テンソル積の定義から, N � d2
1, kXn1k1 = kXn2k1とすることができる. Baker–Campbell–

Hausdorff formula (1)から,

exp(Z) = exp

 
NX

n=1

[Xn1; Xn2]

!
=

NY
n=1

[exp(Xn1); exp(Xn2)]c:

三角不等式と距離の左不変性から,

d(e; exp(Z)) � 2
NX

n=1

d(e; exp(Xn1)) + d(e; exp(Xn2)) = 4
NX

n=1

kXn1k1:

l1 ノルムと l2 ノルムの比較から,

NX
n=1

kXn1k1 �

vuutN

NX
n=1

kXn1k2
1 � d1�:

これらを組み合わせて,
d(e; exp(Z)) � 4d1�:
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r1 = 1
2 , r2 = 1

8d1
とする. (Z1; Z2) 2 B1(r1)�B2(r2)に対して,再びBaker–Campbell–Hausdorff

formulaと三角不等式から

d(e; exp(Z1 + Z2)) � d(e; exp(Z1)) + d(e; exp(Z2)) � 1:

よって命題が従う.

一般に k-stepの場合は, Baker–Campbell–Hausdorff formulaの高次の項が関わってくるので, 複
雑化するが同じアイデアで示せる.
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2 �¬�å�Ñ�w�Ú�¬�Ç�½�á�”�Å�q�Ú�¬�Ç�½�á�”�Å�×�Þ�é�´�”
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� K ` (a; b) := f ; 6= f (x i 1 ; i 1); � � � ; (x i k ; i k )g � V (G) � f 1; � � � ; ` � 1g j (a; xi 1 ; � � � ; x i k ; b) �
9(a; x1; � � � ; x` � 1; b) 2 P` (a; b) g;

� K 0
` (a; b) := f f (x i 1 ; i 1); � � � ; (x i k ; i k )g 2 K ` (a; b) j L (a; xi 1 ; � � � ; x i k ; b) � ` � 1g:

�«�™ 3.2. (i)
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(d;3)

(c;2)

(b;1)

(b;3)

(a; 2)

(d;1)

(c;2)

(d;3)

344



���g 5.4 ([6], Theorem 11.13.(b)).
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(II) yt (t � 3)
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Dilation 
Æ�s�Ü�q�f�w� �;

�G�U�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È

 K�î (Hiroshi TSUJI)

�“�A

Dilation 
Æ�s�Ü�x Borell’s lemma �q�‹�z�y�•�o�S�“�|�ô�Í�i�¤�2�?�¶�t�S�M�o�‘�X�Œ�’�•�h


Æ�s�Ü�p�K�”�}�\�w
Æ�s�Ü�x�|�â�”�«�æ�¿�Å�í��	Í�w log-concave �¬�p���S�p���l�h�j�:�0	¶�s

�¤�.�w�.
u�q�f�w dilation �w�.
u�q�w�����›
¯�`�o�M�”�}�Š�è���p�x dilation 
Æ�s�Ü�›�°	��w

�s	*
Æ�s�Ü�q�ˆ�s�`�h�O�Q�p dilation profile �q�M�O	ý�h�s�“�æ�›�‹�Ö�`�|�æ�¿�½�Â�p�w�Ú�™��


:�w
M�v�w�<�|	O�ˆ�m�V�æ�”�Ú�ï���7�.	Í�p�w dilation 
Æ�s�Ü�w�Ï
R�›�æ�O�}

1 	‚��

2 �Í�i�â�”�«�æ�¿�Å�í���º�w�–�¬ 
 � R2 �U�)�Q�’�•�h�q�V�|�f�w�–�¬�q�‰�a�â�”�«�æ�¿�Å�.
u�›

�Ë�m�–�¬�p�K�l�o�|�f�w	*�w�Õ�^�U�7�‹	–�^�X�s�”�‘�O�s�–�¬�x�r�w�‘�O�s���T�|�q�M�O�ð�J�›�ß�Q

�”�}�\�w�ð�J�x�s	*�ð�J�q�z�y�•�o�S�“�|�Õ�M�º�™�›�Ë�m�y�/�$�s�ð�J�q�`�o�Œ�’�•�o�M�”�¢�«�Q�y

[C]�£�}	Í	\�`�h�s	*�ð�J�p�x�|�‰��
X�U�&
~�s�–�¬�p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�}�\�w�s	*�ð�J�x�×
µ

�t�ô�Í�i�=�^�•�|�‡�h�æ�”�Ú�ï���7�.	Í�p�‹�‰�7�w�ð�J�U���Ü�=�^�•�”�}

�y�/�$�s�s	*�ð�J�p�x�–�¬�w�.
u�›���”�h�Š�t�ç�Õ�”�¬���S�›�;�M�”�U�|�ç�Õ�”�¬���S�p�x�s�M��

�S�›�;�M�o�‰�7�w�s	*�ð�J�›�ß�Q�h	Ô�ù�t�x�r�O�s�”�T�|�q�M�O�ð�J�›�ß�Q�”�}�\�w�ð�J�t�0�b�”�°

�m�w�é�.�«�q�`�o�| Rn 	Í�w
Y�F
ü
Í

d
 n (x) =
1

(2� )n= 2
e� 1

2 j x j2
dx

�w	Ô�ù�U�Œ�’�•�o�M�”�}�î�x�\�w	Ô�ù�|�y�/�$�s	Ô�ù�q�Ÿ�s�“�|
R�í���U�&
~�s�–�¬�p�K�”�\�q�U�Œ

�’�•�o�M�”�}�`�T�`�|�°
`�$�t�s	*�ð�J�›�Ú
€	��“�{�M�O�\�q�x���o�s�\�q�p�x�s�M�}�f�\�p�s	*�ð

�J�›�Ú
€�ß�Q�”�w�p�x�s�X�|�s	*�t���b�”�”�¢ isoperimetric pro�le �£�›�‹�Ö�`�|�f�w�”�›
z�‚�”�\�q

�p�K�”	��w�s	*
Æ�s�Ü�›�Ï
R�b�”�\�q�›�ß�Q�”�}�î�M�|�æ�¿�½�Â�p�w�<�„�w�‹�q�p�x�¢�Þ�Ã�ç�í���q

�w
z�±�›�è�`�o�£�f�w�”�›�;�M�h�s	*
Æ�s�Ü�U�Ï
R�p�V�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” [Mi1], [Mi2] �}

�‘�“�é�.�$�t�x�Í�w�”�›�ß�Q�”�} Rn 	Í�w�Ø�è�ç���S m �t�0�`�o�Ø�è�ç	B�ù A � Rn �w�¥�„�Ø
u

�¢ Minkowski area�£�›

m+ (A) := lim inf
" ! 0+

m([A]" ) � m(A)
"

�t�‘�“���Š�”�}�\�\�p [A]" (" > 0) �x

[A]" := f x 2 Rn j d(x; A ) < " g
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�t�‘�l�o���[�^�•�” A �w " �Ù�c�p�K�”�} Minkowski area �›�;�M�o�Í�w isoperimetric pro�le �U�‹�Ö

�^�•�”�•
I m(� ) := f m+ (A) j A � Rn ; m(A) = � g; 8� 2 [0; 1]:

�\�w�q�V�|�Í�w�Ä�î�U�Œ�’�•�o�M�”�}

���g 1.1 ([Mi1]) . Rn 	Í�w�È�’�T�s
‡
Û��
:�›�µ�S��
:�t�Ë�m�Ø�è�ç���S m �U�| m(Rn ) = 1 �q

Ric1 � 1 �›�¬�h�b�q�V�| I m � I 
 n �U [0; 1] 	Í�p
R�“�q�m�}

�\�\�p Ric1 �x	O�ˆ�m�V�æ�¿�½�Â�p�¢ 3 
…�€	°�£�›
¯�b�}�›�t
Y�F
ü
Í 
 n �x Ric1 = 1 �›�¬�h�b�}

�j�æ���p�x�|	Í�w���g�x�‘�“�°
`�w�í���¢�æ�”�Ú�ï���7�.�£�t�S�M�o�|�‘�“�¿�M�î
Ê�ˆ�w	O�ˆ�m�V

�æ�¿�½�Â�p�w�<�„�q�Ú���w	Í�„�w�‹�q�p�^�æ�^�•�o�M�”�\�q�›�«�™�`�o�S�X�}

�Š�è���p�x�| Minkowski area �t�S�Z�” " �Ù�c�›���w�”�t	��“�8�Q�h	Ô�ù�|�0� �b�” pro�le �w
z�±

���g�x�‰�7�t�˜�’�•�”�T�|�˜�’�•�”�s�’�y�q�•�”�Þ�Ã�ç�í���x�?�p�K�”�T�|�q�M�l�h�ð�J�›�Ð�‚�”�}

�‹�O	—�`�é�.�$�t�x�| " �Ù�c�w�E�˜�“�t� 
ì�Å�¦�G�‹�r�V�¡ (" -dilation) �›	ý�h�s�Ù�c�q�`�o	��“�{

�O�}�f�w	ý�h�s�Ù�c�›�è�`�o�˜�’�•�”
Æ�s�Ü�›�Š�è���p�x dilation 
Æ�s�Ü�q�z�œ�p�M�”�}�\�w�ð�J

�w�ˆ�;�x�‹�q�‹�q�x�ô�Í�i�¤�2�?�¶�t���)�`�o�S�“�|�s	*
Æ�s�Ü�q�x� �q�p�K�”�\�q�›�«�™�`�o�S

�X�}�f�w�O�Q�p�Š�è���p�x�|	H�R�w�s	*
Æ�s�Ü�›�²�µ�q�^�d�”�A�L�U�˜�’�•�h�\�q�›	º�p�`�h�M�}�y

2 Dilation
Æ�s�Ü

Rn 	Í�w�Ø�è�ç���S � �U s-concave (s 2 R) �q�x�|�Í�U
R�“�q�m�\�q�›�¦�b : � (A); � (B ) > 0 �›

�¬�h�b�Ú�™�w�¯�ï�Í�«�Ä	B�ù A; B � Rn �q � 2 [0; 1] �t�0�`�o�|

� ((1 � � )A + �B ) � ((1 � � )� (A)s + �� (B )s)1=s : (2.1)

�\�\�p�| (1 � � )A + �B := f (1 � � )a + �b j a 2 A; b 2 B g �q�b�”�}�‡�h s = 0 �w�q�V�|�È�%�x�¢�È

���$�t�£ � (A)1� � � (B ) � �q�r	
�^�•�|�\�w	Ô�ù�x�›���t log-concave �q�z�y�•�”�}�«�Q�y�| Rn 	Í

�w n �Í�i�ç�Õ�”�¬���S�x 1=n-concave�p�K�”�}�\�w�Ä�î�x�y�/�$�s Brunn-Minkowski 
Æ�s�Ü�t�0

� �b�”�}���t�‹ n �Í�i
ª	j
Y�F
ü
Í 
 n �x log-concave�¬�p���S�p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�}

Borell[Bor] �x s-concave���S � �q�j�:�0	¶�s�¤�. K �¢ i.e., K �x�¯�ï�Í�«�Ä�s�¤	B�ù�p�K�l�o�f�w

�º
æ�x�í	B�ù�p�x�s�X K = � K �›�¬�h�b�£�w�����q�`�o�Í�w
Æ�s�Ü�›�_	Z�`�h�}

�
2

t + 1
� (Rn n (tK )) s +

t � 1
t + 1

� (K )s
� 1=s

� � (Rn n K ); 8t � 1: (2.2)

�h�i�`�| � (K ) > 0 �T�m � (tK ) < 1 �q�`�o�S�X�}�‡�h�| s = 0 �w�q�V�(�%�x

� (Rn n (tK ))
2

t +1 � (K )
t � 1
t +1

�q�s�”�}�\�w
Æ�s�Ü�x�Í�w�A�������q (2.1) �T�’�Ú�j�t�˜�’�•�”�}

2
t + 1

(Rn n (tK )) +
t � 1
t + 1

K � Rn n K; 8t � 1:
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Æ�s�Ü (2.2) �x�ô�Í�i�¤�2�?�¶�w���º�t�S�M�o�‘�X�Œ�’�•�h
Æ�s�Ü�p�K�“�| Borell's lemma �q�z�y

�•�”�}�Š�'�Ø�p�x (2.2) �w�‘�O�s�µ�­�”�ç�›
P�l�h�.
u�w�!�=�t���b�”
Æ�s�Ü�› dilation 
Æ�s�Ü�q

�z�•�\�q�t�b�”�}

�é�›
Œ�t
��Š�”
²�t�| Borell's lemma �w�r	
�q�f�w� �;�›	º�p�b�”�}�Ž�<�w�^�æ�p�x���o�w�h�Š

�t � �x log-concave�¬�p���S�¢�b�s�˜�j s = 0 �T�m � (Rn ) = 1 �£�q�`�o�S�X�}�\�w�q�V�| (2.2) �x�Í

�w�‘�O�t	{�V�õ�Q�”�\�q�U�p�V�”�}

1 � � (tK ) �
�

1 � � (K )
� (K )

� ( t +1) =2

� (K ); 8t � 1: (2.3)

�q�X�t � (K ) � 2=3 �w�q�V�|	Í�w
Æ�s�Ü�T�’�Í�w�Ü�U	H�O�}

1 � � (tK ) � c1e� c2 t ; 8t � 1:

�\�\�p�| c1; c2 > 0 �x absolute constant �p�K�”�}�\�w
Æ�s�Ü�x K �w�.
u�U�K�”���S�G�V�Z�•�y

� (Rn n (tK )) �U t �t���`�o�¦
:�n
0�b�”�\�q�›
¯�`�o�S�“�|�•�Q�t Borell's lemma �x�K�”	��w���S

�w	B�¤�q	Å�›
¯�b
Æ�s�Ü�q�`�o�g�r�b�”�\�q�U�p�V�”�}

�ô�Í�i�¤�2�?�¶�t�S�M�o�Œ�’�•�” Borell's lemma �w� �;�w�°�m�q�`�o�|�Í�w
Æ�s�Ü�x reverse

H•older inequality �¢�‡�h�x Kahane-Khintchine inequality, moment comparison�£�q�z�y�•�”
Æ�s

�Ü�p�K�” : Rn 	Í�w�Ú�™�w log-concave�¬�p���S � �|�Ê�ç�Ü k � k �q 1 � p � q �t�0�`�o�|

� Z

Rn
kxkp d� (x)

� 1=p

�
� Z

Rn
kxkq d� (x)

� 1=q

� C
q
p

� Z

Rn
kxkp d� (x)

� 1=p

:

�\�\�p C > 0 �x�M�T�s�”�”�t�‹�‘���`�s�M absolute constant�p�K�”�}	Í�Ü�w�(�w
Æ�s�Ü�x�‘�X�Œ

�’�•�h H•older 
Æ�s�Ü�p�K�”�}	Í�Ü�w�È�w
Æ�s�Ü�x�Ê�ç�Ü�t���b�” large deviation inequality �›�è

�`�o	Â�Ì�^�•�”�}

�^�o�|
Œ�„�r Borell's lemma �›	º�p�`�h�U�|�p�x (2.2) �x�7�‘�s���›�`�o�M�”�i�–�O�T�}�\�w�ð�M

�›�ß�Q�”�h�Š�t�|�\�\�p�‹���o�t � �x log-concave�¬�p���S�q�b�”�}�\�w�q�V Borell's lemma �T�’

(2.3) �U	H�O�}���| K �q�`�o � (K ) < 1=2 �›�¬�h�b�‹�w�›�q�“�| t ! + 1 �p�w (2.3) �w�~�”�‡�M�t�£

�è�b�”�}�\�w�q�V�(�%�x 0 �t�Ù�n�X�°�M�p�|�È�%�x
Y�t
C�„�b�”�\�q�U�˜�T�”�}�\�w�\�q�T�’ (2.2)

�x K �w�.
u�U	–�^�M�q�V�t�x�7�‘�p�x�s�M�\�q�U�¬�Ý�p�V�”�}�î�M�| Lov�asz-Simonovits[LS] �’�x

log-concave�w	Ô�ù�t�|�f�w�™ Gu�edon[G] �x s-concave (s 2 [0; n]) �w	Ô�ù�t�|�Í�w�‘�O�t�~�‘�p�V

�”�\�q�›	Â�Ì�`�h�}

�
2

t + 1
� (Rn n (tK )) s +

t � 1
t + 1

� 1=s

� � (Rn n K ); 8t � 1: (2.4)

�\�\�p�| K �x�j�:�0	¶�s�¤�.�p�K�“�| s > 0 �w�q�V�t�x � (tK ) < 1 �›�¬�h�b�q�b�”�}�‡�h s = 0 �w

�q�V�t�x�|�(�%�x�Í�w
¯�Ô�›�Ë�m�•
� (Rn n (tK ))

2
t +1 :

�^�’�t�|	Í�Ü�w�s�ø�›�a
R�b�”�‘�O�s���S�q�j�:�0	¶�s�¤�.�w
Ê�›�é�.�$�t�)�Q�”�\�q�‹�p�V�”�¢ 3.2


…�€	°�£�}
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�Ž	Í�w�‘�O�t�| Borell's lemma �x�7�‘�s���p�~�‘�p�V�”�\�q�U
ü�T�l�h�}�p�x�Í�w�Y�ð�q�`�o

�®K �x�j�:�0	¶�¯�q�M�O�>���x
ž�A�p�K�–�O�T�}�î�x K �U�°
`�w�Ø�è�ç	B�ù�w	Ô�ù�|�›���s�¢ tK

�p�x�s�M�£ dilation �›�ß�Q�”�\�q�t�‘�“�| (2.4) �q�‰�7�w
Æ�s�Ü�U
R�q�b�”�\�q�U Nazarov-Sodin-

Volberg[NSV], Bobkov[Bob1, Bob2], Bobkov-Nazarov[BobN], Fradelizi[Fr] �’�w�Z�€�t�‘�l�o�Ì�’

�T�t�s�l�o�M�”�}�^�’�t�|�‘�“�°
`�t�‰�7�w dilation 
Æ�s�Ü�U
‡
Û�w	O�ˆ�m�V�æ�¿�½�Â�p�›�Ë�m�æ�”

�Ú�ï���7�.	Í�p
R�q�b�”�\�q�U Klartag[Kl] �t�‘�l�o�t�t�^�•�o�M�”�}�Í
…�p�\�w�°
`�$�s
ƒ���w�<

�p�w�¦�Á�w�^�æ�›�æ�O�}

3 �æ�”�Ú�ï���7�.�•�w�¦�Á

3.1 	O�ˆ�m�V�æ�¿�½�Â�p

�\ �w 
… �p �x 	O �ˆ �m �V �æ �¿ �½ �Â �p �› �‹ �Ö �` �|�f �w �, �Š �$ �s 
Q �í �› 
† �Ì �b �” �} (M ; g;m) �›

geodesically-convex�s n �Í�i	O�ˆ�m�V�æ�”�Ú�ï���7�.�q�`�| m = e� 	 volg �¢ 	 2 C1 (M )�£�x

m(M ) = 1 �› �¬ �h�b�q�b�” �}�\ �\ �p volg �x g �T�’ �� �‡ �” �×
µ�s �. 
u �� �Ü�p�K�” �}�\ �w�q�V

N 2 (�1 ; 1 ] �t�0�`�o�|	O�ˆ�m�V�æ�¿�½�Â�p RicN �x�Í�w�‘�O�t���[�^�•�”�}

(1) RicN (v) := Ric g(v) + Hess	( v; v) �
hr 	( p); vi 2

N � n
if N 6= n; 1 ,

(2) Ric1 (v) := Ric g(v) + Hess	( v; v),

(3) Ricn (v) :=

8
<

:

Ricg(v) + Hess	( v; v) if hr 	( p); vi = 0 ;

�1 otherwise:

�\�\�p p 2 M ; v 2 TpM �p�K�“�| Ricg �x (M ; g) �T�’���‡�”�æ�¿�½�Â�p�p�K�”�} (M ; g;m) �U

�K�” � 2 R �q N 2 (�1 ; 1 ] �t �0�`�o RicN � � �›�¬�h�b�q�x�|�Ú�™�w v 2 TM �t �0�`�o

RicN (v) � �g (v; v) �U
R�q�b�”�\�q�›�¦�b�}�«�Q�y
ª	j
Y�F
ü
Í 
 n �x Ric1 = 1 �›�¬�h�b�\�q�U

���[�‘�“�¬�Ý�p�V�”�}�‡�h	O�ˆ�m�V�w�æ�¿�½�Â�p�x�f�w���[�T�’�b�Y�˜�T�”�‘�O�t�| N 2 (n; 1 ) �q

N 0 2 (�1 ; 1) �t�0�`�o�Í�w�‘�O�s�o�Ð
Q�›�Ë�m :

Ricn � RicN � Ric1 � RicN 0:

���Ô�p�x�|	O�ˆ�m�V�æ�¿�½�Â�p�w
M�v RicN � � �x Lott, Sturm, Villani �’ �w�Â�p�Í�i	Ú�E

CD(�; N ) �q�‰�‹�p�K�”�\�q�x�‘�X�Œ�’�•�o�M�”�}�q�X�t (M; g) �U�â�”�«�æ�¿�Å�í���w	Ô�ù�| Rn 	Í

�w�¬�p���S � �U s-concave (s 2 (�1 ; 1=n]) �p�K�”�\�q�x CD(0; 1=s)�¢ s = 0 �w�q�V�x 1=s := + 1

�q�b�”�£�t�0� �`�|�•�Q�t Ric1=s � 0 �q�‰�‹�p�K�”�\�q�U�˜�T�”�}�â�”�«�æ�¿�Å�í���t�S�Z�”�\�•

�’�w�����x Borell[Bor] �t�‘�l�o�Ô�^�•�o�M�”�}

3.2 dilation
Æ�s�Ü

(M ; g) �› geodesically-convex�s n �Í�i�æ�”�Ú�ï���7�.�q�`�| A � M �›�Ø�è�ç	B�ù�q�b�”�}�\�w

�q�V " 2 [0; 1) �t�0�`�o�| M �t�S�Z�” A �w " -dilation 	B�ù �›�Í�p���[�b�” :

A " := A [ f x 2 Mj �Í�›�¬�h�b�7�y���•
¢ 
 �U���O ; 
 : [0; 1] ! M ; 
 (0) = x; j
 \ Aj > 1 � "g:
(3.1)
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�\�\�p j
 \ Aj �x f t 2 [0; 1] j 
 (t) 2 Ag �› 1 �Í�i�ç�Õ�”�¬���S�p���l�h�.
u�q�b�”�}�q�X�t A0 = A

�p�K�”�\�q�›�«�™�`�o�S�X�}

�« 3.1. (1) K � Rn �›�¤�‰	B�ù�q�b�”�}�\�w�q�V�|

K " = K +
"

1 � "
(K � K ):

�q�X�t K �U�‰	B�ù�T�m�f�w���M�U�j�:�0	¶�s�¤�.�q�s�”�q�V�|

K " =
1 + "
1 � "

K:

�q�X�t�\�w
Q�í�T�’�| " -dilation �x�â�”�«�æ�¿�Å�í���t�S�Z�”�j�:�0	¶�s�¤�.�w�×
µ�s dilation

�w�°
`�=�q�`�o�g�r�p�V�”�}

(2) (M ; g) �› geodesically-convex�s n �Í�i�æ�”�Ú�ï���7�.�q�`�| B (x; r ) �›�¤	ú x 2 M �|
R��

r > 0 �w�‰�•�q�b�”�}�\�w�q�V

B (x; r )" � B
�

x;
1 + "
1 � "

r
�

:

�°
`�t�\�w�A�������x�s�ø�t�x�s�“�Q�s�M�¢�h�q�Q�y S1 �w	Ô�ù�›�ß�Q�•�y�‘�M�£�}

�Ž	Í�w�‘�O�t�`�o���[�^�•�h dilation �t�0�`�o�| (2.4) �q�‰�7�w�A�L�U
R�q�b�”�}

���g 3.2 (Klartag [Kl]) . (M ; g;m) �› geodesically-convex�s n �Í�i	O�ˆ�m�V�æ�”�Ú�ï���7�.�q�`�|

m(M ) = 1 �›�¬�h�b�q�b�”�}�\�w�q�V (M ; g;m) �U�K�” N 2 (�1 ; 0) [ [n; 1 ] �t�0�`�o RicN � 0

�›�¬�h�b�s�’�y�|�Ú�™�w�Ø�è�ç	B�ù A � M �q m(A " ) < 1 �q�s�” " 2 [0; 1) �t�0�`�o�|

1 � m(A) �
n

(1 � " )m(M n A " )1=N + "
oN

(3.2)

�U
R�“�q�m�}�\�\�p N = 1 �w�q�V�|�È�%�x m(M n A " )1� " �q�b�”�}


²
…�p�‹	\�‚�h�‘�O�t�| � �U Rn 	Í�w s-concave�¬�p���S�p�K�•�y (Rn ; k � k2
2; � ) �x Ric1=s � 0 �›

�¬�h�b�}�•�Q�t���g 3.2 �x (2.4) �›�‹�X�\�q�U�˜�T�”�}�‡�h (3.2) �x�7�‘�p�‹�K�”�}�î�M�| R 	Í�w�¬

�p���S � N = � N (x)dx�|

� N (x) :=
�

1 �
x
N

� N � 1

+
1(0 ;1 ) (x); (3.3)

�x�f�w�F	Í�p RicN � 0 �›�¬�h�`�|�T�m A �q�`�o�à�� (0; a) (a �x�Ú�™�w
Y��
:�£�›�ß�Q�”�\�q�p

(3.2) �w�s�ø�U�a
R�^�•�”�\�q�U�˜�T�”�}

4 	��A�L

�Š
…�p�x���g 3.2 �t�S�Z�”�Â�p�w�>���® RicN � 0�¯�›�‘�“�°
`�$�s	Ú�E�® RicN � K ��̄¢ K 2 R�£

�t�”�V�õ�Q�h	Ô�ù�t�| (3.2) �U�r�w�‘�O�s���q�`�o�q�•�”�T�›�Ð�‚�”�}�f�w�h�Š�t (3.2) �w�Í�w�‘�O

�s	{�V�õ�Q�t�«�è�b�”�}

m(A " ) � 1 �
�

(1 � m(A))1=N � "
1 � "

� N

+
:
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�\�\�p � > 0 �t�0�`�o 0� := 1 �q�b�”�}�\�w�q�V	Í�Ü�x A " �› A �w� �Ù�c�¡�q�`�o�ß�Q�h	Ô�ù�w�s

	*
Æ�s�Ü�q�`�o�g�r�b�”�\�q�U�p�V�”�}�î�M�|�Š	��A�L�p�x	Í�G�w�‘�O�t dilation 
Æ�s�Ü�›�s	*
Æ�s

�Ü�q�ˆ�s�b�\�q�t�‘�”�¦�Á�›�)�Q�h�}�‘�“
Y�¬�t	\�‚�”�h�Š�t�|�s	*
Æ�s�Ü�w isoperimetric pro�le

�t�0� �b�” dilation pro�le �›���[�b�”�} geodesically-convex�s n �Í�i	O�ˆ�m�V�æ�”�Ú�ï���7�.

(M ; g;m) �w dilation pro�le D(M ;g;m) : [0; 1] ! R �q�x�|

D(M ;g;m) (� ) := inf f m� (A) j �Ø�è�ç	B�ù A � M ; m(M ) = � g; � 2 [0; 1]:

�\�\�p�Ø�è�ç	B�ù A � M �t�0�`�o m� (A) �x

m� (A) := lim inf
" ! +0

m(A " ) � m(A)
"

�q�`�o���[�^�•�”�”�p�K�“�|�Š�'�Ø�p�x�\�w�”�› dilation area �q�z�•�\�q�t�b�”�}

�^�o�|���g 3.2 �q�f�w�K�q�w�7�‘
Q�w�^�æ�T�’�| RicN � 0 �w�>���w�<�|

D(M ;g;m) (� ) � D (R;j�j ;� N ) (� ) = � N
�

1 � � � (1 � � )1� 1=N
�

; � 2 [0; 1] (4.1)

�U	H�O�}�‘�“�°
`�t�Í�w�Ä�î�U�˜�’�•�”�\�q�U�|�Š�'�Ø�w	��A�L�p�K�”�}

���g 4.1 ([T]) . � 2 R, N 2 (�1 ; 1) [ [n; 1 ], D 2 (0; 1 ] �›�{���b�”�}�\�w�q�V�|�Í�›�¬�h�b�‘

�O�s��
: D�;N;D : [0; 1] ! [0; 1 ) �U explicit �t�)�Q�’�•�” : geodesically-convex�s n �Í�i	O�ˆ�m�V

�æ�”�Ú�ï���7�. (M ; g;m) �U m(M ) = 1 �| RicN � � �T�m diamM � D �›�¬�h�b�q�V�|�Ú�™�w�§�¤

	B�ù A � M �t�0�`�o�|

m� (A) � D �;N;D (m(A)) (4.2)

�U
R�“�q�m�}�‡�h��
: D�;N;D �x point-wise �t�7�‘�p�K�”�}

�\�\�p A � M �U�§�¤	B�ù�p�K�”�q�x�|�Ú�™�w p; q 2 A �t�0�`�o M �º�w�7�y���•
¢�U�h�i�°�m��

�‡�“�|�T�m�f�w�Â
¢
¶�.�U A �t���‡�•�”�\�q�›�¦�b�}

	����g�p�q�•�” D�;N;D �x�é�.�$�t	{�V�<�b�\�q�U�p�V�| � = 0 �w	Ô�ù�t�x (4.1) �w�È�%�t�°�•�b

�”�}���w	Ô�ù�w�«�q�`�o�|�\�\�p�x � > 0; N = 1 ; D � 1 �w	Ô�ù�i�Z�›�Ì�Ô�$�t�)�Q�o�S�X :

D�; 1 ;D (� ) = inf
x 2 R

(
e� �� (x;� )2 =2

Rx + D
x e� �t 2 =2 dt

(� (x; � ) � x)

�
�
�
�
�

R� (x;� )
x e� �t 2 =2 dt
Rx + D

x e� �t 2 =2 dt
= �

)

; � 2 [0; 1]:

�«�™ 4.2. (1) D�;N;D �U����
:�w�q�V�|���g 4.1 �w (4.2) �t�S�Z�” A �x�Ø�è�ç	B�ù�q�p�V�”�}�q

�X�t � = 0 �w�q�V�| (4.1) �w�È�%�x����
:�p�K�”�T�’���g 4.1 �x���g 3.2 �›�‹�X�\�q�U�˜�T�”�}

(2) ���[�T�’ dilation area �x�µ�­�”�ç
Æ�!�p�K�”�}�b�s�˜�j�| � > 0 �t�0�`�o (M ; � 2g;m) �›

	ý�h�s geodesically-convex�s n �Í�i	O�ˆ�m�V�æ�”�Ú�ï���7�.�q�`�| A � M �›�Ø�è�ç	B

�ù�q�b�”�q�V�| m� (A) �x � �t�‘ �� �d�c�t�>�‡�”�}�`�h�U�l�o�| dilation pro�le �x�µ�­�”

�ç
Æ�!�s��
:�q�s�”�}�q�X�t�\�w
Q�í�T�’�|�� �g 4.1 �w D0;N;D �x D �t�‘ �� �`�s�M�\�q

�U�˜�T�”�}�î�M�| (M ; g;m) �U RicN � 0 �T�m diamM � D �›�ˆ�h�b�q�V�| (M ; � 2g;m)

�x RicN � 0 �T�m diamM � �D �›�ˆ�h�b�}�°�M�p dilation pro�le �x � �t�‘���`�s�M�w
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�p�| D(M ;� 2 g;m) = D(M ;g;m) �U
R�“�q�j�|�A�æ�›�˜�”�}�‰�7�w�^�æ�›�b�”�\�q�p D�;N; 1

�¢ � > 0�£�x � �t�‘���d�c�t�|�f�w
Ö�ø�w�ˆ�t�‘���b�”�\�q�U�˜�T�”�}�q�X�t�\�w�Ä�î�x

lim � ! +0 D�;N; 1 6= D0;N; 1 �›�™�¯�b�”�}
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Localization of a KO � (pt)-valued index and the

orientability of the Pin� (2) monopole moduli space

�f�˜�G�¶�G�¶�Ã
:�g�J�¶�Z�€�J 
:�g�J�¶
•�È

�v�’ 
� (Jin MIYAZAWA)

Abstract

�Š�è���x , �����7�.	Í�p���[�^�•�”�*����
¢��� 
•
ü�^�;
É�w�¦
:�q�‘�y�•�”
Æ�!�”�t�m�M�o

�w�è���p�K�” . �‡�c�¦
:�q�2�?�¶�K�”�M�x�Ä�Ù�é�´�”�t���b�”�7�‘�s�A�L�›	º�p�` , �¦
:�g�æ�•

�w� �ï�Ä�é�¼�«�³�ã�ï�q�b�” . �f�w�K�q�¦
:�t���b�” , �\�w�è���q�‰�a�»� �Ä�ç�w�æ�� [2] �w�A�L

�›	º�p�b�” . 	��A�L�x�~�h�m�p , �{�q�m�Š�x Spin �Ï�� , Spinc �Ï�� , Pin± �Ï���›���‰�°
`�=�^�•

�h�Ï���›���[�` , KO∗(pt) �t�‹�›�q�”�¦
:�› , �Á	t�=�^�d�o�-�‰�p�V�”�q�M�O���g�p�K�” . �~�h

�m�Š�x , �Á	t�=���g�›�;�M�o , �®�”�´�g�æ�p�K�’�˜�•�”�Þ�´�á�å� �í���w�²�V
Ç�Z�D�ó
Q�›�>���`

�h�A�L�p�K�” .

1 �‹�Ö

1.1 �*�����^�;
É�w�¦
:

n �Í�i���æ�”�Ú�ï���7�. X �q , �-�”�w�Ö�l�h�Õ�«�Ä�ç�� (�î�p�‹
ó
É�p�‹�‘�M )E; F ! X �t�m�M

�o , l �Š
¢��� 
•
ü�^�;
É
D : �( E ) ! �( F )

�U�*�����p�K�”�q�x , X �w�Ú�™�w�:�w�Ù�c�p D �›�Á	t�2
ª�q E; F �w�Á	t�×�Ì�=�p�K�’�˜�`�h�q�V ,

D �w l �Š
•
ü�›���‰�ò�w @=@xi �›���Ü�$�t � i �t�”�V�õ�Q�h�æ�»�‹�w l �Í
j�Í���ò�Ü P(� 1; : : : ; � n )

�U�@�=�b�”�\�q�q (� 1; : : : ; � n ) = 0 �U�‰�‹�p�K�”�\�q�p�K�” . D �w
•
ü�w�Š
:�t� �a�o�*����� 
•
ü

�^�;
É�q�‘�• . �*�����^�;
É�w�«�›�•�[�‘�O .

Example 1.1. ˆ E = F = X � R �q�b�” . �\�w�q�V , X �w�-�”�T�’�å�Ó�å�µ�^�;
É�U���[�^�•

�” . �\�•�x 2 �Š�w�*�����^�;
É�p�K�” .

ˆ E �› X �w�(
€���w�Ž
u�E
:�w�î
:�Í�w
æ
ü , F �›�-
:�Í�w
æ
ü�q�b�” . D = d + d� �q�b�”�q

�\�•�x 1 �Š�w�*�����^�;
É�p�K�” . �\�w D �›�Å�å�”�Ü�^�;
É�q�‘�•�\�q�t�b�” .

ˆ X �› 4k �Í�i���²���æ�”�Ú�ï���7�.�q�` , E �›�Ž
u�E
:�w�O�j�×�¿�´�µ�»�”�w +1 �{���í�� , F

�› � 1 �{���í���q�` , D = d + d� �q�b�”�q�\�•�‹ 1 �Š�w�*�����^�;
É�p�K�” . �\�•�›
Ö�ø
:�^

�;
É�q�z�• .

ˆ X �›�­�”�å�”���7�. , E �› X �w
Y���Õ�«�Ä�ç�� L �t�‹�›�q�”
S
Y���Ž
u�E
:�w�O�j�î
:�Í�w


æ
ü, F �›�-
:�Í�w
æ
ü�q�b�” . D �›�Å�ç�Ø�”�^�;
É �@+ �@� �q�b�”�q�\�•�‹ 1 �Š�w�*�����^

�;
É�p�K�” .
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�����7�.	Í�p���[�^�•�”�*����
¢��� 
•
ü�^�;
É�t�x�m�W�w�¶�`�M
Q�í�U�K�” :

ˆ D �w kernel, cokernel�x���v�Í�i�p�K�” .

ˆ D �w kernel �w�Í�i�q cokernel �w�Í�i�w�)�x D �›�`�T�”�‚�V�×�Þ�Ä�Ð�”�p�ˆ�T�`�o�‹�!�=�`

�s�M . �›�t , X �• E; F �w�-�”�w	��“�M�t�x�‘�’�s�M .

�`�h�U�l�o dim(ker( D )) � dim(coker(D )) �x D �w�×�Þ�Ä�Ð�”�¨�t�`�T�‘�’�s�M
Æ�!�”�p�K�” . �\�•

�› D �w�¦
:�q�M�M , ind(D) �p�K�’�˜�b .

Example 1.2. ˆ �å�Ó�å�µ�^�;
É�w�¦
:�x 1 � 1 = 0 �p�K�” .

ˆ �Å�å�”�Ü�^�;
É�w�¦
:�›�_�” . kernel �x�î
:�Í�w�Ð�è���Ü�w�è�p�K�“ , cokernel�x
5
P�^�;
É

�w kernel �q�×
µ�t�‰�°�¹�p�V�”�w�p�-
:�Í�w�Ð�è���Ü�w�è�q�‰���p�K�” .

ˆ 
Ö�ø
:�^�;
É�w�¦
:�x�×�¿�´
ü�r�T�’�‰�7�t�`�o 4k �Í�i���7�.�w
Ö�ø
:�t�°�•�b�”�\�q�U�˜

�T�” .

ˆ �Å�ç�Ø�”�^�;
É�w�¦
:�x
Y���Õ�«�Ä�ç�� L �w�¯�×�Þ�é�´�”�w�¦� �å�”
:�t�°�•�b�” .

	Í�w�«�T�’�˜�T�”�‘�O�t�2�?�¶�p	Z�o�X�”	O�A�s�”�w�s�T�t�x�*�����^�;
É�w�¦
:�q�`�o�K�’�˜�^

�•�”�‹�w�U�K�” .

�o�t , 	Í�w�«�T�’�*�����^�;
É�w�¦
:�x���7�. X �•�Õ�«�Ä�ç�� E; F �T�’�V�‡�”�•
ì�$�s�”�p�>�‡

�”�w�p�x�s�M�T�q�'
Ý�p�V�” . �î�M , �Å�å�”�Ü�^�;
É�q
Ö�ø
:�^�;
É�x X �w�Õ�¿�½
:�w�ˆ�T�’�>�‡

�“ , �Å�ç�Ø�”�^�;
É�w�¦
:�x�Î�ç�À�Ò�ç�Ñ�w�æ�”�Ú�ï�~�é�¿�×�w���g�T�’ TX �q
Y���Õ�«�Ä�ç�� L �w

�›
Q�¨�p	{�Z�”�\�q�U�˜�T�” .

�°
`�w�*�����^�;
É�t�m�M�o , �f�w�¦
:�U�•
ì�$�s�”�p�-�‰�p�V�”�q�M�O�w�U Atiyah-Singer �w�¦


:���g [1] �p�K�” . �*�����^�;
É�w�¦
:�x�r
s�$�¦
:�q�z�y�• , �°�M K ���t�‹�›�q�”�•
ì�$�¦
:�q�M

�O�‹�w�U���[�^�• , �f�w�~�h�m�w�¦
:�U�°�•�b�”�q�M�O�w�U	��Á�p�K�” . �f�•�›�;�M�”�q�¦
:�›�›
Q

�¨�p�-�‰�b�”�¬�Ü�U�˜�’�•�” . (���w	Â�Ì�w�“�M�q�`�o , �ä�©�w
´�Ù�2�‰�›�‹�j�M�o�Ú
€�›
Q�¨�w�¬�Ü

�›�˜�”�M�O�‹�K�” . )

�¦
:���g�x�¨�¢�µ�Ø�ï�É�w���g , �Î�ç�À�Ò�ç�Ñ�w
Ö�ø
:���g , �Î�ç�À�Ò�ç�Ñ�w�æ�”�Ú�ï�~�é�¿�×�w

���g�s�r�2�?�¶�w	O�A�s���g�w�°
`�=�p�K�” .

1.2 �®�”�´�g�æ�q�¦
:���g

�¦
:���g�w	O�A�s� �;�q�`�o�®�”�´�g�æ�t�S�Z�” , �Þ�´�á�å� �í���w�Í�i�w�-�‰�U�K�[�’�•�” .

�®�”�´�g�æ�x , ASD �M���Ü�•�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï�M���Ü�s�r�w
‡
¢��� 
•
ü�M���Ü�›�;�M�o 4

�Í�i���7�.�w
•
ü�Ï���w	Ø�C�• 3 �Í�i���7�.�w�Ä�Ù�é�´�”�›�Ð�‚�”
ü�ú�p�K�” . 4 �Í�i�S�‘�| 3 �Í�i

�w���7�.�w
•
ü�Ä�Ù�é�´�”�x�›�t�ÿ�Í�i�Ä�Ù�é�´�”�q�z�y�• , 5 �Í�i�Ž	Í�w���7�.�t�x�_�’�•�s�M�q

	Å�U�h�X�^�œ�Œ�’�•�o�M�” . �h�q�Q�y , �é�›
•
ü�Ï���t�T�W�l�o�‹ 5 �Í�i�Ž	Í�w�•
ì�����7�.�w
•
ü

�Ï���x���O�`�o�‹���v�x�p�K�”�w�t�0�` , 4 �Í�i���7�.�p�Ÿ	�
•
ü�Ï���U���O�b�”�\�q�U�˜�T�l�o�M

�”�‹�w�x�b�‚�o�Á�v�x�p�K�” . �‡�h Sn �w�¤�©�º�½�¿�«�s
•
ü�Ï���w
:�x n � 5; n = 3 �w	Ô�ù�t�x�x


:�U�{�‡�l�o�M�”�U S4 �t���`�o�x���O�b�”�T�r�O�T�‹�˜�T�l�o�M�s�M .

�®�”�´�g�æ�›�‹�j�M�o 4 �Í�i���7�.�w
•
ü�‰
ì�¨�t�h�M�b�”
Æ�!�”�›�Ï
R�b�”�M�O�q�`�o , �ß�Q�o
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�M�”
‡
¢��� 
•
ü�M���Ü�w�r�w�í���›�Á�v�Í�i�w���p�Â�l�o�˜�’�•�”�í�� , �Þ�´�á�å� �í���›�;�M�”

�M�O�U�K�” . �\�•�x ASD �M���Ü�t�0�`�o�‹�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï�M���Ü�t�0�`�o�‹���[�^�•�”
Æ

�!�”�p�K�” . �r�j�’�‹�Þ�´�á�å� �í���x���v�Í�i�w���7�.�t�s�” . ���7�.�t�s�”�\�q�x , 
‡
¢��� 
•


ü�M���Ü�›�Î�ç�Õ�ç�Ä�í���w���w�È�’�T�s�ø
þ�q�ˆ�s�` , �Á�v�Í�i�w�Ä��
:���g�›�;�M�o�Ô�^�•�” .

���v�Í�i�w�«�p�x , n �Í�i���7�.�T�’ m �Í�i���7�.�•�w�È�’�T�s�ø
þ�w
Y���‹�w�¾�V�í�`�p���[�^�•

�”���7�.�w�Í�i�x n � m �p�K�” . �\�w���[�¬�q�•�¬�w�Í�i�w�)�t�K�h�”�w�U , 
‡
¢��� 
•
ü�M���Ü

�›
¢���=�`�h�^�;
É�w�¦
:�p�K�” . �`�h�U�l�o�Þ�´�á�å� �í���w�Í�i�x�¦
:���g�T�’�-�‰�^�•�”�w�p

�K�” .

2 �¦
:�w�!	��q�Þ�´�á�å� �í���w�²�V
Ç�Z

2.1 KO � (pt) �t�‹�›�q�”�¦
:

�¦
:�t�x�7�‘�s�!	��U�K�”�U , �\�\�p�x�›�t KO � (pt) �t�‹�›�q�”�¦
:�t�m�M�o���o�t	î�•�” . 
²


…�p	º�p�`�h�¦
:�x�~�h�m�w�Õ�«�Ä�ç�í���w�Í�i�w�)�p�K�“ , �M�˜�y KO 0(pt)( 
ó
É�s�’ K 0(pt)) �t

�‹�›�q�”�¦
:�q�M�Q�” . �*�����^�;
É�T�’�˜�’�•�”
Æ�!�”�t�x�‹�l�q
^�µ�s�‹�w�U�K�” . �ô�Í�w KO

���t�‹�›�q�”�¦
:�p�K�” . �æ�”�Ú�ï�Ø�w Spin �Ï���w mod 2 �¦
:�U�K�” . �\�•�x KO � 2(pt) �= Z=2Z

�t�‹�›�q�”�¦
:�p�K�” . �°
`�t , n �Í�i Spin ���7�.�t�0�` KO � n (pt) �t�‹�›�q�”�¦
:�U���[�p�V�” .

�\�•�› Atiyah-Milnor-Singer 
Æ�!�”�q�M�O . Atiyah-Milnor-Singer 
Æ�!�”�x Spin �¯�Ø�ç�Ã�Ÿ�¶�Ü


Æ�!�”�p�K�” .

2.2 mod2 �¦
:�q�Þ�´�á�å� �w�²�V
Ç�Z

Subsection 1.2�t�S�M�o�®�”�´�g�æ�p�x
‡
¢��� 
•
ü�M���Ü�w�r�w�s�b�í�� (�› , ���p�Â�l�h�í�� )

�p�K�”�Þ�´�á�å� �í���›�;�M�o
Æ�!�”�›�˜�”�q	\�‚�h . �\�w�\�q�t�m�M�o�‹�O	—�`	Ä�`�X	\�‚�” . �«

�q�`�o�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï�M���Ü�T�’�˜�’�•�”�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï
Æ�!�”�t�m�M�o
†�Ì�b

�” . �±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï�M���Ü�w�r�w�Þ�´�á�å� �í���x�²�V
Ç�Z�D�ó�s�����7�.�p�K�“ , �×
µ�s

U(1) ���U�)�Q�’�•�o�M�” . �\�w U(1) ���w�½�ß�”�ï�¨�›�Þ�´�á�å� �í���w�Í�i =2 	Ð�`�o�Þ�´�á�å� 

�í���w�K�”�²�V�p
u
ü�`�h�w�U�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï
Æ�!�”�p�K�” . �q�X�t , �Þ�´�á�å� �í���U 0

�Í�i�w�q�V�t�x�Þ�´�á�å� �í���w�:�w�x
:�w
Ö�ø���ˆ�w
:�Q	Í�[�p�K�” . �`�h�U�l�o
Æ�!�”�w���[�t

�x�Þ�´�á�å� �í���t�²�V�U
ž�A�p�K�” .

�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï�M���Ü�w�!	��t�¤��	ô���¯�U [3], [4] �p�‹�Ö�`�h P in � (2) monopole �M

���Ü�U�K�” . �\�w�M���Ü�w�r�w�Þ�´�á�å� �í���U�±� �Ì�”�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï�w	Ô�ù�q�‰�a�‘�O�t���v

�Í�i�w�����7�.�t�s�”�\�q�x�0�›�t�˜�T�” . �\�w�Þ�´�á�å� �í���t�²�V�U
Ç�X�T�r�O�T�x , �q�K�”

KO � 1(pt) �= Z=2Z �t�‹�›�q�”�¦
:�U	«�Q�”�T�r�O�T�t�T�T�l�o�M�” . �`�T�` , �\�w�¦
:�›�•
ì�$

�s	Ø�C�T�’�-�‰�b�”�w�x�f�w�‡�‡�p�x�0�›�p�x�s�M . �ô�Í�w KO ���t�‹�›�q�”�¦
:�t�m�M�o�x , �›


Q�¨�w
u
ü�w�‘�O�s���o�s�•
ì
Æ�!�”�T�’�-�‰�b�”�°
`�$�s�M�O�x�Œ�’�•�o�M�s�M�T�’�p�K�” . ��

�o�t�\�w Z=2Z �t�‹�›�q�”�¦
:�U	«�Q�”�\�q�U�˜�T�”	Ô�ù�›�w�g�M�o Pin � (2) monopole 
Æ�!�”�x

Z=2Z �‹�w
Æ�!�”�`�T���[�^�•�o�M�s�M . �f�•�t�‹���˜�’�c Pin � (2) monopole �x�è	×�w�±� �Ì�”
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�¬�~�¢�Ÿ�¿�Â�ï
Æ�!�”�p�x�U	Z�p�V�s�M , �È�A�è�w���w 4 �Í�i���7�.�w
•
ü�Ï���t���b�”	Ø�C�U�U	Z

�p�V�” . Pin � (2) monopole �w Z �‹�w
Æ�!�”�U���[�p�V�”	Ô�ù�U�¿�U�•�y�‘�“
^�µ�s	Ø�C�›�U	Z�p�V

�”�\�q�U�'
Ý�^�•�” .

3 	��A�L

�\�\�‡�p�w
�� �›�•�‡�Q , [2] �w	��A�L�w
†�Ì�›�b�” .

3.1 KO � (pt) �t�‹�›�q�”�¦
:�q�f�w�Á	t�=

[2] �p�x , Spin �Ï�� , Spinc �Ï�� , Pin � �Ï���w�ž�è�w�°
`�=�p�K�” , n �Í�i���7�.	Í�w G+ (n; s+ ; s� )

�Ï���›���[�` , �f�w�Ï���t�0�` KO s−� n � s+

(pt) �t�‹�›�q�”�¦
:�›���[�`�h . �\�•�x Atiyah-Milnor-

Singer 
Æ�!�”�w�°
`�=�p�K�” . 	����g�w�{�q�m�Š�x�\�w
Æ�!�”�w�Á	t�=���g�p�K�” . �b�s�˜�j , n �Í

�i���7�. X 	Í�w G+ (n; s+ ; s� ) �Ï�� s �U�K�”�q�V , X �w�K�” n � s� �Í�i
æ
ü���7�. C(Spinc �Ï��

�w	Ô�ù�t�x�›
Q
æ
ü���7�.�t
ì�p�b�” ) �t G+ (n � s� ; s+ ; 0) �Ï�� sC �U� �‹�^�•�” .

Theorem 3.1. G+ (n; s+ ; s� ) �Ø�ç�Ã�Ÿ�¶�Ü�¨ (X; s) �T�’ G+ (n � s� ; s+ ; 0) �Ø�ç�Ã�Ÿ�¶�Ü�¨

(C; sC ) �›�)�Q�”�ø
þ�› f �q�b�” . �\�w�q�V�Ž�<�w
$�Ü�x�D�õ�p�K�” :


 G+(n;s +;s−)
n (pt) 
 G+(n � s−;s+;0)

n � s− (pt)

KO � n � s++ s−
(pt)

-f

HHHHHHHj ?

�h�i�` KO ���•�w�ø
þ�x�¦
:�p�)�Q�’�•�” .

3.2 Pin� (2) monopole�Þ�´�á�å� �w�²�V
Ç�Z

	����g�w�~�h�m�Š�x , �Á	t�=���g�›�;�M�o , Pin � (2) monopole �w�²�V
Ç�Z�D�ó
Q�w obstruction

�›�-�‰�` , �f�w obstruction �U	«�Q�o�M�s�M�«�›�Ï
R�`�h�q�M�O�‹�w�p�K�” . ���™�w�]�J�q�`�o�x

obstruction �U	«�Q�o�M�s�M	Ô�ù�t Z �‹�w Pin � (2) monopole 
Æ�!�”�›�-�‰�` , �è	×�w�±� �Ì�”�¬�~

�¢�Ÿ�¿�Â�ï�p�x�U	Z�p�V�s�M , �È�A�è�w���w 4 �Í�i���7�.�t���`�o�K�’�h�t�¤�©�º�½�¿�«�s�‹�w�›�U

	Z�p�V�s�M�T�q�M�O�ð�J�U�K�” .
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Right-left equivalent maps of simpli�ed (2; 0)-trisections

with different con�gurations of vanishing cycles

�f�z�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È


™�ú�*�� (Nobutaka ASANO)

�“�A

�D
•
ü�ø
þ�w�‰�‹�¨�›�f�w�›�Ÿ�:�w	Ø�C�T�’�›�Ã�n�Z�”�q�M�O�ð�J�›�ß�Q�”�}�Ù�å�‹�Ö�^�•�h

	ý�`�M 4 �Í�i���7�.�T�’ 2 �Í�i���Ø�•�w�D
•
ü�ø
þ�q�`�o�|�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�q�M�O�‹�w�U

�K�”�}�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�x 4 �Í�i���7�.�w 3 �m�w 1-�Ë�ï�Å�ç�Ø�Ã�Ÿ�t�‘�”
ü�Â�›� �‹�b�”�‹

�w�q�`�o Gay-Kirby �t�‘�“�‹�Ö�^�•�h�}�^�’�t Baykur-Saeki �x�›�Ÿ�‹�U�×�~�¦�%�›�Ë�h�s�M

�o	m�s trisection �ø
þ�›�‹�Ö�`�h�}�è��	��x�o	m�s (2; 0)-trisection �w�È�(�‰�‹�¨�›
$�Ü�p�›�Ã

�n�Z�”�h�Š�t
ž�A�q�ß�Q�’�•�”�2�m�T�w	Ú�E�›�ß�o�`�h�} �˜�’�•�h�A�L�t�m�M�o�f�w	*�%�q�ù�˜

�d�o	º�p�b�”�}�o	m�s trisection �w�,
Å�$�s�Ä�ò�t�m�M�o�‘�“	Ä�I�t�Œ�“�h�M	Ô�ù�x�| [4] �›�€	°

�^�•�h�M�}

���7�.�x�È�’�T�p�È�A�q�`�| ] k A �x k �x�w A �›�È�A�è�`�h���7�.�›�| \ k A �x k �x�w A �›�¥�„�È�A

�è�`�h���7�.�›
¯�b�}

1 	‚

���7�.�t�0�`�|�f�w	Í�w�D
•
ü�ø
þ�w�›�Ÿ�:�U���7�.�w
•
ü�Ä�Ù�é�´�”�$�s
Q�í�q
��M�(�U�“�U�K

�”�\�q�U�‘�X�Œ�’�•�o�M�”�}�«�Q�y�|���7�.�t Morse ��
:�›�)�Q�”�\�q�p�f�w�›�Ÿ�:�w	Ø�C�T�’��

�7�.�w�Ë�ï�Å�ç
ü�Â�U�)�Q�’�•�”�}�\�•�‡�p
•
ü�Ä�Ù�é�´�”�w�Z�€�p�x�Ë�ï�Å�ç
ü�r�›�è�`�o���X�w

�\�q�U�g�r�^�•�o�M�”�}�«�Q�y 3 �Í�i���7�.�t�&
~�s Morse ��
:�›�)�Q�”�\�q�p�|�Í�w
ü�Â�›�˜�”

�\�q�U	Z�R�”�•
M = H1 [ @H2

�\�\�p�| H i �x	�
: g �w�Ë�ï�Å�ç�. (' \g(S1 � D 2)) �p�K�“ (
$ 1 �€	° )�| 3 �Í�i���7�. M �U�| 2 �m�w

�Ë�ï�Å�ç�.�w�¥�„�p�w�7�“�ù�˜�d�q�`�o�î�q�^�•�o�M�”�}	�
: g �w�Ë�ï�Å�ç�.�w�¥�„�x	�
: g �w�²

�V
Ç�Z�D�ó���Â�Ø�p�K�”�}	Í�G�w
ü�Â�x 3 �Í�i���7�.�w Heegaard
ü�r�q�z�y�•�|�y�/�$�s 3 �Í�i��

�7�.�w
ü�Â�q�`�o�Œ�’�•�o�M�”�} Heegaard
ü�r�U�)�Q�’�•�”�q�| 2 �m�w�Ë�ï�Å�ç�.�w
€�£�w�7� �U

�Â�Ø	Í�w�Â
¢���q�`�o
$�Ô�^�•�” (�«�•
$ 2)�}�\�w
$�Ü�x Heegaard
$�Ü�q�z�y�•�o�M�”�} Heegaard


ü�r�x Dehn 	�	[�q���œ�p 3 �Í�i���7�.�w�Z�€�t�S�M�o�G�V�s�ª�q�`�o�w�þ�Â�›�Ë�m�}

363




$ 1: 	�
: g �w (3 �Í�i ) �Ë�ï�Å�ç�.�}

$ 2: ] k (S1 � S2) �w
ª	j�$�s	�
: g �w

Heegaard
$�Ü�}

Morse ��
:�›�°
`�=�`�h�‹�w�q�`�o�|�†���ø
þ�U�K�”�}�†���ø
þ�q�x M �T�’ N �•�w�D
•
ü�ø
þ

�p�K�“�|�ø
þ�w�í���w�¤�p
•�ˆ�`�o�‹�›�Ÿ�:�w
Q�í�U�!�˜�’�s�M�‹�w�p�K�”�}�D
•
ü���7�.�w�Ä�Ù�é

�´�”�q���È�`�o�\�•�‡�p���X�w�Z�€�U�•�^�•�o�M�”�}

�Š�Ø�p	º�p�b�”�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�x 4 �Í�i���7�.�T�’�î 2 �Í�i���Ø�•�w�†���ø
þ�p�K�”�}�Ä

�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�w�‹�¬�› 3 �s
ü�b�”�\�q�p 4 �Í�i���7�.�w 3 �m�w 1-�Ë�ï�Å�ç�.�w
ü�Â�p�K�”�Ä

�å� �·�«�³�ã�ï�›� �‹�`�|�7�“�ù�˜�d�w	Ø�C�›�Â�Ø	Í�w�o	m���Â
¢���w 3 �m
Ê�q�`�o
¯�b�\�q�U�p

�V�”�}�\�w
¯�Ô�x�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü�q�M�O�}

�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�q�x�|�›�Ÿ�‹	B�ù�t 2 	O�:�›�Ë�h�s�M�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�p�K�“�|

Baykur- �$
"�t�‘�“	s�Š�o�‹�Ö�^�•�h�‹�w�p�K�”�} Baykur- �$
"�x�� 4 �Í�i���7�.�w�Ë�m�o	m�s�›�Ÿ

Lefschetz ���›�!���b�”�\�q�p�|�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�›�˜�”�ž�ç�°�æ�¶�Ü�›�é�.�$�t�)�Q�o

�M�” [2]�}

�Š�Ø�p�x�|�Í�w�ð�J�t�m�M�o�ß�Q�h�•

�ð�J�•�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�x�f�w
$�Ü�T�’�›�Ã�n�Z�’�•�”�T�}

2 �Ä�å� �·�«�³�ã�ï�w���[

�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�x Gay-Kirby �t�‘�“�‹�Ö�^�•�h�| 4 �Í�i���7�.�w 1-�Ë�ï�Å�ç�.�t�‘�”
ü�Â�p

�K�”�}

���[ 1. 0 � k � g �›
Y�w
T
:�q�b�”�}
Ê (X; X 1; X 2; X 3) �U�Í�w (1)�| (2)�| (3) �›�¬�h�b�q�V�|�\�w


Ê�› (g; k)-trisection �q�M�O�}

(1) X = X 1 [ X 2 [ X 3

(2) �¤ i = 1 ; 2; 3 �t�m�M�o�|
•
ü�‰
ì�ø
þ � i : X i ! \ k (S1 � D 3) �U���O�b�”�}

(3) �¤ i = 1 ; 2; 3 �t�m�M�o�| 3 �›�O�q�`�o�| Y �
k;g = � i (X i \ X i +1 )�| Y +

k;g = � i (X i \ X i � 1) �q�S�M

�h�q�V�| Y +
k;g [ Y �

k;g �x ] k (S1 � S2) �w
ª	j�$�s Heegaard
ü�r�›�)�Q�”�}

�Ú�™�w�²�V
Ç�Z�D�ó�s�È�A�� 4 �Í�i���7�.�x�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�›�•�0�`�|�^�’�t�¤���7�.�t�0�`�f

�w�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�x \ �†���= " �q�z�y�•�”
â�^�w�)�›	†�M�o�°�™�$�p�K�” [3]�} 3 �Í�i���7�.�t�S�M

�o�| 2-�Ë�ï�Å�ç�w
€�£��	*�›	�
: g �w�²�V
Ç�Z�D�ó���Â�Ø � g 	Í�t
¯�Ô�`�h�‹�w�› Heegaard
$�Ü�q

�z�œ�p�M�h�}�\�•�q�‰�7�t�| 4 �Í�i���7�.�t�0�`�o�‹�| 4 �Í�i�w 2-�Ë�ï�Å�ç�w
€�£��	*�›�Â�Ø	Í�t
¯
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�Ô�`�h�‹�w�›�ß�Q�”�\�q�U�p�V�”�}�\�•�U�Í�t	\�‚�”�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü�p�K�”�}

���[ 2. � = f � 1; :::; � gg�| � = f � 1; :::; � gg�| 
 = f 
 1; :::; 
 gg �›�|�f�•�g�•�t�m�M�o�| � g 	Í�w
‡�¦�è

�s�o	m���Â
¢�w���q�b�”�}�¤ (� g; �; � )�| (� g; �; 
 )�| (� g; 
; � ) �U ] k (S1 � S2) �w	�
: g �w Heegaard


$�Ü�p�K�”�q�V�|
Ê (� g; �; �; 
 ) �›�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü�q�M�O�}

3 �†���s�›�Ÿ�:

�Ž�<�| X �› 4 �Í�i���7�.�| f : X ! R 2 �› C1 �ƒ�ø
þ�q�`�| Crit(f) = f p 2 X j p �x f �w�Ÿ�„�: g

�q�b�”�} trisection �ø
þ�w���[�›	\�‚�”�h�Š�t
ž�A�s�›�Ÿ�:�~�t�|�f�w�›�Ÿ�‹	B�ù�w�Ù�c�t�S�Z�”
Y

���Ñ�•� �Ì�”�w�!�=�t�m�M�o	º�p�b�”�}

���[ 3. p 2 Crit(f) �q�b�”�} p �t�S�Z�”�Á	t�2
ª (t; x; y; z ) �U���O�`�o�| f (t; x; y; z ) = ( t; � x2 �

y2 + z2) (resp.f (t; x; y; z ) = ( t; � x2 � y2 � z2)) �q
¯�d�”�q�V�| p �x
Æ���‹ (resp. ���‹ ) 
‚�“�è�›�Ÿ

�:�p�K�”�}

���[ 4. p 2 Crit(f) �q�b�”�} p �t�S�Z�”�Á	t�2
ª (t; x; y; z ) �U���O�`�o�| f (t; x; y; z ) = ( t; x 3 � 3xt +

y2 � z2) �q
¯�d�”�q�V�| p �x�§�µ�Ó�›�Ÿ�:�p�K�”�}

�›�Ÿ�‹�w�Ù�c�w
Y���‹	Í�w
Y���Ñ�•� �Ì�”�›�›�Ÿ�Ñ�•� �Ì�”�t�Ù�n�Z�”�\�q�p�|
Y���Ñ�•� �Ì�”�w

�Ä�Ù�é�´�”�x�!�=�b�”�}�f�w�7� �›�Ž�<�t�Ô�b�}


$ 3 �¤
$�x
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w�Ù�c�t�S�Z�”�Ñ�•� �Ì�”�q�›�Ÿ�‹�›�è�“�a�W�h�™�w�Ñ�•� �Ì�”�w

���w�!�=�›�Ô�`�h�‹�w�p�K�”�}
$ 3 �(
$�w	N�M�²�w�2
ª�U���[ 3 �t�S�Z�”�2
ª t �p�K�“�|��� �î
¢
æ

�U f �w�›�Ÿ�‹	B�ù�›
¯�`�o�M�”�}
$ 3 �¤
$�w�#�M�²�w�2
ª�x � x2 � y2 + z2 �q�)�Q�’�•�”�h�Š�|�:


¢�w�¾�V�í�`�t�
�l�o 3 �Í�i 2-�Ë�ï�Å�ç�w
€�£�U�æ�˜�•�o�M�”�}�`�h�U�l�o�Ñ�•� �Ì�”�w�Â�Ø�p�x

	�	[�U�æ�˜�•�|
$ 3 �¤
$�w�‘�O�s�!�=�U
\�a�”�}�\�w�q�V�w 2-�Ë�ï�Å�ç�w
€�£��	*�t�0� �b�”�Ñ�•

� �Ì�”	Í�w�Â
¢ (
$ 3 �¤
$�p
z
¢�p�Ô�^�•�”�o	m���Â
¢ ) �›
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w	«�Ó�±� �«�ç�q�z

�|�|�‹�¬	Í�w�:
¢�› reference path�q�z�•�}���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w	Ô�ù�‹�‰�7�t�`�o�| reference path

�w�¾�V�í�`�t�
�l�o 3 �Í�i 3-�Ë�ï�Å�ç�w
€�£�U�æ�˜�•�”�}�‡�h�|�\�w�q�V
$ 3 �(
$�w�#�M�²�w�2
ª

�x � x2 � y2 � z2 �p�)�Q�’�•�o�S�“�|�›�Ÿ�‹�x�\�w��
:�w�7�G�‹�p�K�”�}�‘�l�o
z
¢�›�è�a�b�”�q

�Ñ�•� �Ì�”�x�í	B�ù�q�s�“�|
$ 3 �È
$�w�‘�O�s�!�=�U
\�a�”�}

�§�µ�Ó�›�Ÿ�:�w�Ù�c�w
þ�x
$ 3 �È
$�p�K�”�}��� 
¢
æ�U�›�Ÿ�‹	B�ù�p�K�“�|�›�Ÿ�‹	B�ù�w
‘�:
æ

�p�x 2 �Š�w
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w
þ�U
€�`�o�M�”�}
$ 3 �È
$�w reference path�t�`�h�U�l�o�Ñ�•� 

�Ì�”�›�ˆ�T�b�q
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w	«�Ó�±� �«�ç a; b �t�
�l�o 3 �Í�i 2-�Ë�ï�Å�ç�w
€�£�U�æ�˜�•�|

�Ñ�•� �Ì�”�U D 2 �•�q�!�=�b�”�}�\�w�q�V�| a �q b �x�2�?�¶�$�t 1 �S�i�Z�¦�˜�”�}

4 �È�(�‰�‹�~�†���ø
þ

�\�w	·�p�x�D
•
ü�ø
þ�w�‰�‹�����p�K�”�È�(�‰�‹�q�|�†���ø
þ�t�m�M�o	º�p�b�”�}�†���ø
þ�x�Í
…

�p	º�p�b�”�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�›���‰�ø
þ�w�«�å�µ�p�K�“�|
z�±�$�{�M�›�X�™�¯�w�K�”�›�Ÿ�:�›�Ë
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$ 3: (�(
$ )�•���‹
‚�“�è�›�Ÿ�‹�y (�¤
$ )�•
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�‹�y (�È
$ )�•�§�µ�Ó�›�Ÿ�‹

�m�ø
þ�p�K�”�}

���[ 5. �D
•
ü�ø
þ f; g : M ! N �t�0�`�o�Ž�<�w
$�Ü�U�D�õ�p�K�”�q�V�| f �q g �x�È�(�‰�‹�p�K

�”�q�M�M�| f ' g �q
¯�b�•

M
�

����! M

f

?
?
y

?
?
y g

N
 

����! N


•
ü�‰
ì�ø
þ�›���[�¬�q�‹�¬�w���7�.
¶�.�t�S�Z�”�2
ª�!�õ�w�‘�O�s�‹�w�q�¥�O�q�| 2 �m�w�\�w�‰

�‹�����w�<�p�|�†���ø
þ�›���[�b�”�}

���[ 6. f : M ! N �w�Ù�c�º�w�Ú�™�w�D
•
ü�ø
þ g �t�0�` f ' g �p�K�”�q�V�| f �›�†���ø
þ�p�K

�”�q�M�O�}�`�`�|�ø
þ�í�� C1 (M; N ) �t�x�×� �¿�Ä�Ç�” C1 �•
ì�›�Ö�•�o�M�”�}

�«�Q�y�|���7�.	Í�w Morse ��
:�p�›�Ÿ�‹�U�b�‚�o�Ÿ�s�”�‹�w�x�†���ø
þ�p�K�”�}�\�w�™�¯�p�|�†

���ø
þ�x Morse ��
:�w�°
`�=�p�K�”�}

�×�  �¿�Ä�Ç�” C1 �• 
ì �t �m�M�o�x�«�Q�y [5] �› �€	°�^�• �h�M�}�G�’ �T�t 	\ �‚ �” �q�| f; g 2

C1 (M; N ) �U�®�Ù�M�¯�q�M�O�w�x�|���7�. M 	Í�°�7�t f; g �w� 
•
ü��
:�U�b�‚�o�®�Ù�M�¯�q�M�O

�\�q�›�™�¯�`�o�M�”�}

�†���ø
þ�t�m�M�o�w
ž�A	G
ü	Ú�E�›	º�p�b�”�}

���g 7. X �›�²�V
Ç�Z�D�ó�s�� 4 �Í�i���7�.�| � �› 2 �Í�i���7�.�| f : X ! � �›�D
•
ü�ø
þ�p�{��

(proper) �p�K�”�q�b�”�} f �U�†���p�K�”�\�q�q�|�Í�w�b�‚�o�w	Ú�E�U
R�“�q�m�\�q�x�‰�‹�p�K�”�}

1 Crit(f) �U
‚�“�è�›�Ÿ�:�q�§�µ�Ó�›�Ÿ�:�T�’�s�”	B�ù�p�K�”�}

2 f �w�§�µ�Ó�›�Ÿ�:�•�w
M�v�x�o�ù�p�K�”�}

3 f �w
‚�“�è�›�Ÿ�:�•�w
M�v�x�| 2 	O�:�U�b�‚�o�#�…�$�p�|�f�w
þ�x�§�µ�Ó�›�Ÿ�‹�›���‡�s�M�x
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�Š���ˆ�p�K�”�}

�‡�h Crit(f) �x X �w 1 �Í�i
æ
ü���7�.�p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�}���j�›�Ÿ�‹	B�ù f (Crit(f)) �x

�M�X�m�T�w 1 �Í�i��	*�w�x�Š���ˆ�p�K�”�}

�†���ø
þ�x���7�.�w
Q�í�›�Ð�‚�”�h�Š�t�;�M�’�•�”	O�A�s�ø
þ�p�K�”�}�«�Q�y�Â�Ø	Í�w Morse ��


:�T�’�˜�’�•�”�×�Þ�é�´�”�w	Ø�C�x�Â�Ø�w�•
ì���›�>���b�”�U�| 3 �Í�i���7�.	Í�w Morse ��
:�T�’

3 �Í�i���7�.�w�•
ì�$	Ø�C�›�‹�V	Z�b�\�q�x�É�`�M�}�`�T�`�‹�¬�w�Í�i�›�ô�X�`�o�| 3 �Í�i���7�.�T

�’�Â�Ø�•�w�†���ø
þ�›�ß�Q�”�\�q�p�|�‘�“	Ä�I�t���7�.�w	Ø�C�›�¾�V	Z�b�\�q�U	Z�R�”�}

5 �Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ

Gay-Kirby �x�|�� 4 �Í�i���7�.�T�’ R 2 �•�w�†���ø
þ (�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ ) �›�Ï
R�b�”�\�q�p�|

�Ú�™�w�� 4 �Í�i���7�.�U�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�›�•�0�b�”�\�q�›	Â�Ì�`�h�}�\�w
…�p�x�|�Ä�å� �·�«�³�ã

�ï�ø
þ�w���[�t�m�M�o	\�‚�”�}

���[ 8. �†���ø
þ f : X ! D 2 �w�›�Ÿ�‹	B�ù�U
$ 4 �p�)�Q�’�•�”�q�V�| f �x�×
µ�t (g; k)-�Ä�å� �·�«

�³�ã�ï�w�Ï���›�‹�m�}�‡�h�|�\�w�q�V X �x (g; k)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�›�•�0�b�”�q�M�O�}


$ 4: (g; k)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�w�›

�Ÿ�‹	B�ù�}


$ 5: �o	m�s (g; k)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø


þ�w�›�Ÿ�‹	B�ù�}


$ 4 �w�°
j�Ž���t�K�”
z�M��	*�x���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w
þ�›
¯�`�|�º���t�x
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�•�§

�µ�Ó�›�Ÿ�:�w
þ�U
³�T�•�o�M�”�} 3 �m�w
(�M
6�w�º
æ�t�x�|�¤�‘ g �Š�w
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�‹�w�x�Š��

�ˆ�U���O�`�|
(�M
6�w
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�‹�w�o�3�‰�œ�›�(�M�p�M�”�}�h�i�`�|�\�•�’�w��	O�:�x�b�‚

�o 2 	O�:�p�K�“�|
‚�“�è�›�Ÿ�‹�x p0 �›�¤	ú�q�`�h��	*�t�Ú�æ�b�”
€�Õ�«�Ä�ç�›�Ë�h�s�M�}
(�M
6�w

���p�x�|�Ž���t�x
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�‹�U k �Š�K�“�|�º���t�x 1 �m�w�§�µ�Ó�›�Ÿ�‹�U 1 �m�m�M�h
Æ��

�‹
‚�“�è�›�Ÿ�‹�U g � k �Š�K�”�}�‡�h�|�¤
(�M
6�w���t���O�b�”�›�Ÿ�‹�x�“�M�t�¦�˜�’�s�M�}

�^�’�t�| f � 1(p0) ' � g �p�K�”�}�\�•�x
R���M�²�w�è�Ñ�•�è�ï�µ�Í�µ�t�
�l�o�Ž�T�’�º�t�ˆ�M�h�q

�V�w
Y���Ñ�•� �Ì�”�w�!�=�›�Ð�‚�”�q�|�Ž���T�’	q�t�|�í	B�ù�| S2; T2; : : : ; � g �q�!�=�b�”�\�q�T�’

	H�O�}
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���[ 8 �t�S�Z�” (g; k)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ f �T�’ X �w (g; k)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï (X; X 1; X 2; X 3)

�q�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü (� g; �; �; 
 ) �x�Í�w�‘�O�t�`�o�Ï
R�^�•�”�}�‡�c�|
$ 4 �w�è�Ñ�•�è�ï�µ�Í

�µ �; �; 
 �t�
�l�o�‹�¬�w D 2 �› 3 �m�w
”���t
ü�Â�b�”�}�¤
”���w�¾�V�í�`�x \ k (S1 � D 3) �q
•
ü

�‰
ì�p�K�”�}�^�’�t�|�è�Ñ�•�è�ï�µ�Í�µ �; � �t�
�l�o p0 �T�’
R���M�²�t�²�T�l�o �¤	ú�Ñ�•� �Ì�”

f � 1(p0) �›�ˆ�T�b�}�\�w�q�V�è�Ñ�•�è�ï�µ�Í�µ�q�›�Ÿ�‹	B�ù�w�¤�¦�:�p�|
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w	«�Ó

�±� �«�ç�U�q�˜�•�|	«�Ó�±� �«�ç�t�
�l�o�¤	ú�Ñ�•� �Ì�” f � 1(p0) �x�@�=�b�”�}�›�Ÿ�‹	B�ù�q�è�Ñ�•

�è�ï�µ�Í�µ�w g �x�w�¦�:�T�’�|�K�”	«�Ó�±� �«�ç�w�� � = f � 1; :::; � gg�| � = f � 1; :::; � gg �›�˜�”�}

�\�•�’�x � g 	Í�w�§�¿�Ä�³�µ�Â�Ü�p�K�“�| f � 1(� [ � ) ' ] k (S1 � S2) �p�K�”�\�q�T�’ (� g; �; � ) �x

] k (S1 � S2) �w Heegaard
$�Ü�›�)�Q�”�}�è�Ñ�•�è�ï�µ�Í�µ �; 
 �| 
; � �t�m�M�o�‹�‰�7�t (� g; �; 
 )�|

(� g; 
; � ) �U ] k (S1 � S2) �w Heegaard
$�Ü�›�)�Q�”�}�Ž	Í�T�’�|�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü (� g; �; �; 
 )

�U f �‘�“�˜�’�•�”�}�‡�h�\�•�’�w�\�q�T�’�¤�·�«�»�”�w�ž�è
æ
ü�U���[ 1(3) �›�¬�h�b�\�q�‹�`�h

�U�O�}�o�t�|���[ 1 �T�’
$ 4 �›�›�Ÿ�‹	B�ù�q�b�”�†���ø
þ�›�Ï
R�b�”�\�q�‹�p�V�” [3]�}�Ä�å� �·�«

�³�ã�ï�ø
þ�›�‘�“�o	m�=�`�h�‹�w�q�`�o�| Baykur-Saeki �x�›�Ÿ�‹�U
$ 5 �p�)�Q�’�•�”�o	m�s�Ä�å� 

�·�«�³�ã�ï�ø
þ�›�‹�Ö�`�|�Ú�™�w�� 4 �Í�i���7�.�U�o	m�s trisection �ø
þ�›�‹�m�\�q�›	Â�Ì�`�h [1]�}

�‡�h�| Hayano �x�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�t
Ç
5�b�”�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü�w�Z�€�›���Â�Ø�w�ø


þ�¨���w�
�:�T�’
��Š�|�Þ�Ê�Å�é�Û�”�w
¯�G�s�r�›
^�µ�=�`�h [4]�}

6 �o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”

Baykur-Saeki �x�� 4 �Í�i���7�.�w�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�›�|�o	m�›�Ÿ Lefschetz���t�0�`�o�›

�Ÿ�:�æ�w�U�O�›�;�M�h�ž�ç�°�æ�¶�Ü�›�Ï
R�b�”�\�q�p	Â�Ì�`�h�}

���g 9 (Baykur-Saeki [1]). Z f �› f �w Lefschetz�›�Ÿ�:�w	B�ù�q�b�”�}�\�w�q�V�Í�U
R�“�q�m�}

(1) �� 4 �Í�i���7�. X �t�0�`�| f : X ! S2 �›�| # Z f = k �T�m Cf �w�È�A
R
ü
:�x l 2 f 0; 1g �p

�K�”�o	m�›�Ÿ Lefschetz���q�b�”�}�\�w�q�V�| X �x�o	m�s (2g + k � l + 2 ; 2g � l )-�Ä�å� �·�«

�³�ã�ï�›�•�0�b�”�}

(2) X �U�o	m�s (g; k)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�›�Ë�m�q�b�”�}�\�w�q�V�|�Ñ�•� �Ì�”�È�A�p�K�” directed

�›�Ÿ Lefschetz���p	�
:�U g + 2 �|�T�m�| ]Z f = 3g � 3k + 4 �p�K�”�‹�w�U���O�b�”�}

�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�T�’ 4 �Í�i���7�.�w
$�Ü�›�˜�”�h�Š�t�x�|
Æ���‹
‚�“�è�›�Ÿ�:�w	«�Ó�±� �«

�ç�›�°�M�o	m�s trisection �ø
þ�x�|	«�Ó�±� �«�ç�’�t Lefschetz�›�Ÿ�:�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”�t���R�b�”��

���Ü�U�K�”�} Hayano �x�Í�w���g�›�Ô�`�h�}���g�t�S�M�o�| � a1 ;:::;a i � 1 �x�¤	ú�t�K�”
Y���Ñ�•� �Ì�”

�t�0�`�|	«�Ó�±� �«�ç a1; : : : ; ai � 1 �t�
�l�o�Â�Ø�›
~�“�‰�V�|�¤�¥�„
R
ü�t��
X�›�7�”�\�q�p�˜�’�•

�”�Â�Ø�›
¯�`�| Mod(� a1 ;:::;a i � 1 ; ai ) �x�f�w�Â�Ø	Í�w�Â
¢ ai �›�{���b�”�×�~
•
ü�‰
ì�ø
þ�w�s�b���›


¯�b�}�‡�h�| � a i �x Mod(� a1 ;:::;a i � 1 ; ai ) �T�’ Mod(� a1 ;:::;a i � 1 ;a i ) �•�w�| ai �t�
�l�h�!���t�‘�“��

�‡�”�×
µ�s�ø
þ�q�b�”�}

���g 10 (Hayano [4]). f : X ! R 2 �›�o	m (g; k)-trisection �q�`�|
$ 5 �w�‘�O�t reference path

�›�)�Q�”�} a1; : : : ; ah ; b1; : : : ; bg� k ; c1; : : : ; cg� k �›�¤	ú�t�K�”
Y���Ñ�•� �Ì�”	Í�w	«�Ó�±� �«�ç�q�b
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�”�}�\�w�q�V�|�Í�U
R�“�q�m�}

(1) �¤ i = 0 ; : : : ; g � k � 1 �t�0�`�| � i 2 Mod(� a1 ;:::;a i � 1 ; ai ) �›�<�ò�$�t

� i =

(
id � i = 0
� a i (t t c i (a i ) � � i � 1 � t t bi (c0

i ) � t t a i (bi ) ) i > 0

�p���[�b�”�}�h�i�` c0
i +1 = � � 1(ci +1 ) �p�K�”�}�\�w�q�V�| � i �x�›�Ÿ�‹	B�ù�w�º���T�’
$ 6 �w

�‘�O�t i 
j�è�w���w	—�`�º���t�f�•�q���æ�t
³�M�h���t�
�l�h�Þ�Ê�Å�é�Û�”�›
¯�b�}

(2) (ai ; bi ), (ai ; ci ) (bi ; c0
i +1 ) �x�f�•�g�•�h�i�°�S�i�Z�¦�˜�”�}

(3) �¤ j = g � k; : : : ; g � 1 �t�m�M�o�| � a j � � � � � � ag � k +1 (� g� k ) �x aj +1 �›�-�m�}

�o�t�|�\�•�’�w	Ú�E�›�¬�h�b a1; : : : ; ag; b1; : : : ; bg� k ; c1; : : : ; cg� k �U�)�Q�’�•�h�q�V�|�f�•�›�î�q�b

�”�o	m�s trisection f 0 : X 0 ! R 2 �U���O�b�”�}


$ 6: � i �›� �‹�b�”��	*�w���}

�‡�h�| Hayano �x�æ�� [4] �t�S�M�o�|���g 10 �w�Þ�Ê�Å�é�Û�”�w
¯�G�q�†���ø
þ�w�×�Þ�Ä�Ð�”�!

���›�;�M�”�\�q�p�|	�
: 2 �w�o	m�s trisection �›�Ë�m 4 �Í�i���7�.�w
ü�¨�›�æ�l�h�}�\�w�A�L�x

Meier-Zupan �t�‘�”	�
: 2 �w trisection �›�•�0�b�” 4 �Í�i���7�.�w
ü�¨�w�%�q�`�o�b�p�t�Œ�’�•�o

�M�h�U�|�æ�� [4] �p�x�o	m�s trisection �›�Ë�m 4 �Í�i���7�.�w
ü�¨�ð�J�›
¢���E
:�w�ð�J�t�<�£�^�d

�”�\�q�p�|�‘�“���Ì�s	Â�Ì�›�)�Q�o�M�”�}

7 	��A�L

�D
•
ü�ø
þ�w�È�(�‰�‹�¨�›�›�Ÿ�:�T�’�)�Q�’�•�”
$�Ü�‘�“�>���b�”�\�q�x�,�Š�$�s�ð�J�p�K�”�}�Š

�Ø�p�x�|�Í�w�ð�J�›�ß�Q�”�•�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�w�‰�‹�¨
¶�.�w	B�ù�q�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï


$�Ü
¶�.�w	B�ù�w���t�°�0�°�w�0� �x���O�b�”�T�•�°
`�t�|�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�ø
þ�U�)�Q�’�•

�”�q�|�f�\�T�’�˜�’�•�”�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü�x�°�™�$�p�x�s�M�}�f�\�p�|�o	m�s�Ä�å� �·�«

�³�ã�ï
$�Ü
¶�.�w	B�ù�›�×
µ�s�‰�‹�����p�‰�°�¹�b�”�\�q�›�ß�Q�”�}
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���[ 11. (� ; f a1; a2g; f b1; b2g; f c1; c2g); (� 0; f a0
1; a0

2g; f b0
1; b0

2g; f c0
1; c0

2g) �›�o	m�s (2; 0)-�Ä�å� �·�«

�³�ã�ï
$�Ü�q�b�”�}

� 
$�Ü�w�Â
¢�w�å�Õ�ç�›�-�m � �T�’ � 0 �•�w�‰
ì�ø
þ�|

� 	Í�~�¯�Ë�ï�Å�ç�µ�å� �Å�|

� �è�Ñ�•�è�ï�µ�Í�µ�w	��“�õ�Q

�w �� �v �» �p (� ; f a1; a2g; f b1; b2g; f c1; c2g) �U (� 0; f a0
1; a0

2g; f b0
1; b0

2g; f c0
1; c0

2g) �t �  �” �q �V �|�\

�• �’ �w �o 	m �s �Ä �å �  �· �« �³ �ã �ï 
$ �Ü �x �‰�‹ �p �K �” �q �M �M�| (� ; f a1; a2g; f b1; b2g; f c1; c2g) �

(� 0; f a0
1; a0

2g; f b0
1; b0

2g; f c0
1; c0

2g) �q
¯�b�}

�è��	��x�o	m�s (2; 0)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�w�È�(�‰�‹�¨�t�£�è�`�|�f�w
$�Ü
¶�.�w	B�ù�›�è�Ñ�•�è�ï

�µ�Í�µ�w	��“�õ�Q�p
\�a�”
$�Ü�w�!�=�|	Í�~�¯�Ë�ï�Å�ç�µ�å� �Å�|�Â�Ø�w�‰
ì�ø
þ�t�‘�“�‰�°�¹�`�h

�‹�w�t�m�M�o�ß�o�`�h�}

���g 12. f : X ! R 2 �›�Þ�Ê�Å�é�Û�”�U
‡�×�Ì�p�K�”�o	m�s (2; 0)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï�q�b�”�}�¤	ú

�Ñ�•� �Ì�”	Í�w	«�Ó�±� �«�ç�w� �¹�Ä�Ð�”�¨�w
��”�U�«�Ž�$�s	Ô�ù�›	†�M�o�|	—�s�X�q�‹ 2 �m�w�o	m

�s (2; 0)-�Ä�å� �·�«�³�ã�ï f 0 �q f 00�U���O�`�|�Ž�<�›�¬�h�b�•

� f; f 0; f 00 �x�“�M�t�È�(�‰�‹�i�U�| f; f 0; f 00 �w�o	m�s�Ä�å� �·�«�³�ã�ï
$�Ü�x
ì�Ÿ�s�”�}���j�|

�‰
ì�ø
þ�q	Í�~�¯�Ë�ï�Å�ç�µ�å� �Å�p�x� �“�ù�˜�s�M�}
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The Long-Moody construction

and twisted Alexander invariants

�f�˜�G�¶�G�¶�Ã 
:�g�J�¶�Z�€�J
:�g�J�¶
•�È

�ô�ú �¿�Â�¢ Akihiro Takano�£ ∗

�“�A

Long-Moody �Ï
R�q�x�|
Ê�ˆ
¥���q�×�����w
R�Ú
u�w
¯�q�T�’
Ê�ˆ
¥���w	ý�`�M
¯�q�›�^�”�M�O�p�K�”�}

�f�w�Ï
R�t�‘�l�o	Z�R�h
¯�q�›�æ�»
¯�Ô�b�”�q�|�v�a�• Alexander 
Æ�!�”�w���[�t�–�˜�•�”
¯�q�p�v�a�l

�h Alexander �æ�»�U�q�•�”�\�q�U
ü�T�”�}�Š�è���p�x�|
Ê�ˆ
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�^�’�t�|�æ�» M �w j �»�è�›	��“	†�M�h (n � 1) �Í
Y�M�æ�»�› M j �q�`�|�\�•�›�¤
R
ü�U R[t � 1] �w (n � 1)k �Í


Y�M�æ�»�q�ˆ�s�b�\�q�p�|�è	×�w�æ�»�Ü�›�ß�Q�”�\�q�U	Z�R�”�}�\�w�q�V�|�K�” j �U���O�`�o �( x j � 1) 6= 0

�q�s�“�|�^�’�t�f�w�‘�O�s i; j �t�0�`�o

det M i det �( x j � 1) = � det M j det �( x i � 1) (3)

�U
R�“�q�m�\�q�U�¬�T�Š�’�•�”�}

���[ 2.1. �( x j � 1) 6= 0 �q�s�”�‘�O�s j �t�0�`�o

� K;� (t) :=
det M j

det �( x j � 1)

�q���[�`�| � K;� (t) �›�A�|�è�¢�‡�h�x�W�ˆ�è�£ K �w
¯�q � �t
Ç
5�b�” �v�a�• Alexander 
Æ�!�” �q�M�O�}

�4�
 2.2. �v�a�• Alexander 
Æ�!�”�x�| "t l 
� (" 2 R� ; l 2 Z) �w�§�M�›	†�M�o���[�^�•�|�^�’�t�Ü (3) �‘�“

�( x j � 1) 6= 0 �q�s�” j �t�‘�’�c�t���‡�”�\�q�U
ü�T�”�}�‡�h�|�\�•�x�A�|�è�¢�‡�h�x�W�ˆ�è�£ K �q
¯�q � �q


¶�ù	j�‰�� � �t�0�b�”
Æ�!�”�q�s�”�}

374



3 Long-Moody�Ï
R

� : Bn n Fn �! GL k (R) �›�|
R�Ú
u Bn n Fn �w k �Í�i
¯�q�q�b�”�}�\�\�p�| Bn �w Fn �•�w�^�;�x	Í�p�)

�Q�’�•�h�‹�w�q�b�”�}�‡�h�| v 2 R� k �x�æ�Õ�«�Ä�ç v = ( v1; : : : ; vk ) �w�‘�O�t	{�V�|
¯�q � �x�È�T�’�T�Z�’�•

�o�M�”�q�b�”�} I Fn �› Fn �w�4�C� �Ã�ž�ç�|�m�‡�“ I Fn := ker( R[Fn ] �! R : x 7�! 1) (x 2 Fn ) �q�b�”�} I Fn

�x�×
µ�t�( R[Fn ] �C���t�s�“�|�‡�h R� k �‹
¯�q � �t�‘�“�È R[Fn ] �C���q�ˆ�s�b�\�q�U	Z�R�”�w�p�|�Â�ï�¹�ç


u R� k 
 R [Fn ] I Fn �›�ß�Q�”�\�q�U	Z�R�”�}

�� �[ 3.1. ([5, Theorem 2.1]) 
¯ �q � : Bn n Fn �! GL k (R) �w Long-Moody �Ï 
R �q�x�| Bn �w
¯ �q

LM (� ) : Bn �! GL R (R� k 
 R [Fn ] I Fn ) �p�K�l�o�|�Ú�™�w b 2 Bn ; h 2 I Fn ; v 2 R� k �t�0�`�o

LM (� )(b)(v 
 h) := v(� (b)) 
 h � b

�p�)�Q�’�•�”�‹�w�p�K�”�}

�4�C� �Ã�ž�ç I Fn �x�å�ï�« n �w�×�� R[Fn ] �C���q�‰���p�K�”�w�p�| R� k 
 R [Fn ] I Fn
�= R� nk �q�s�“�|

Long-Moody �Ï
R�x Bn �w nk �Í�i
¯�q�q�ˆ�s�b�\�q�U	Z�R�”�}

�4�
 3.2. Long-Moody �Ï
R�t�x�| 1 �!
:
ÿ�•�`�o�ß�Q�”�\�q�U�‘�X�K�”�} t l 2 R[t � 1] (l 2 Z) �t�0�`�o�|

t l : Bn n Fn �! GL 1(R[t � 1]) = R[t � 1]� �› Bn n Fn �w 1 �Í�i
¯�q�p�K�l�o�|�¤
\
R�i � i ; x i �› t l 
��t�O�m�b�‹

�w�q�`�o���[�b�”�}�‡�h�|
¯�q � : Bn n Fn �! GL k (R) �q�w�Â�ï�¹�ç
u
¯�q t l 
 � : Bn n Fn �! GL k (R[t � 1])

�› t l � �q
¯�b�}�\�w�q�V�|
¯�q � �w 1 �!
:
ÿ�•�`�h Long-Moody �Ï
R �q�x�|
¯�q

t � 1LM (t� ) = t � 1 
 LM (t� ) : Bn �! GL R [t � 1 ](R[t � 1]� k 
 R [Fn ] I Fn ) �= GL nk (R[t � 1])

�w�\�q�p�K�”�}

�« 3.3. 1 �Í�i�×�Ì
¯�q T := t0 : Bn n Fn �! GL 1(Z[t � 1]) �›�ß�Q�”�}�\�w�q�V�| 1 �!
:
ÿ�•�`�h Long-Moody

�Ï
R t � 1LM (tT ) : Bn �! GL n (Z[t � 1]) �x unreduced Burau 
¯�q�q�‰�‹�p�K�”�}

�^�o�|	Í	\�w�è�“�4�C� �Ã�ž�ç I Fn �x�å�ï�« n �w�×�� R[Fn ] �C���q�‰���p�K�“�|�f�w�,���q�`�o�«�Q�y

x1 � 1; : : : ; xn � 1 �U�q�•�”�}�‘�l�o�|�\�w�,���t���b�” Long-Moody �Ï
R�w�æ�»
¯�Ô�›�ß�Q�”�\�q�U	Z�R�”�}

���g 3.4. �Ú�™�w
Ê�ˆ
¥ b 2 Bn �t�0�`�o

LM (� )(b) = Diag ( � (b); : : : ; � (b)) �
�

�
�

@(x i � b)
@xj

��

1� i;j � n

�U
R�“�q�m�}

	Â�Ì . Fox �w�×��
•
ü�w�,�Š�¬�Ü�‘�“�|�Ú�™�w w 2 Z[Fn ] �t�0�`�o

w � 1 =
nX

j =1

@w
@xj

(x j � 1)

�U
R�“�q�m�}�‘�l�o�|�Ú�™�w b 2 Bn ; v 2 R� k �S�‘�| 1 � i � n �t�0�`�o

LM (� )(b)(v 
 (x i � 1)) = v(� (b)) 
 (x i � 1) � b

= v(� (b)) 

nX

j =1

�
@(x i � b)

@xj

�
(x j � 1)

=
nX

j =1

v
�

� (b)�
�

@(x i � b)
@xj

��

 (x j � 1)

�q�s�“�{�Š�”�æ�»�›�˜�”�}
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4 	��A�L

4.1 Reduced Long-Moody�Ï
R

	��A�L�›	\�‚�”�h�Š�t�| reduced Long-Moody�Ï
R�w���[�›
†�Ì�b�”�}�f�w�h�Š�t�| Fn �w���w
\
R�i�›�;

�™�b�”�} gi := x1 � � � x i �q�b�”�q�| g1; : : : ; gn �‹�‡�h � 1(Dn ; z) �= Fn �w
\
R�i�q�s�“�| Bn �w�^�;�x�Í�p�)�Q

�’�•�”�¢
$ 4�£ :

gj � � i :=

8
><

>:

gj (j 6= i )
gi +1 g� 1

i gi � 1 (j = i 6= 1)
g2g� 1

1 (j = i = 1)

:

�›�t�| gn �x D 2 �w�¥�„�q�×�Þ�Ä�Ð�¿�«�s�w�p Bn �w�^�;�x�×�Ì�p�K�”�\�q�U
ü�T�”�}�Ž�™�| Fn �x g1; : : : ; gn

�p
\
R�^�•�o�M�”�q�ˆ�s�`�|�f�w
æ
ü�� Fn � 1 �x g1; : : : ; gn � 1 �p
\
R�^�•�o�M�”�q�b�”�}


$ 4: 
\
R�i gi �q � i �w�^�;

I Fn �w�,���› g1 � 1; : : : ; gn � 1 �t�q�“�Ú�`�|�\�w�,���t���b�” LM (� ) �w�æ�»
¯�Ô�›�{�Š�”�q

LM (� )(b) = Diag ( � (b); : : : ; � (b)) �

0

@

�
�

�
@(gi � b)

@gj

��

1� i;j � n � 1

V

0 I k

1

A

�q�s�”�}�\�\�p�| V �x�K�” (n � 1)k � k �æ�»�p�K�”�}

���[ 4.1. ([5, Theorem 2.11]) 
¯�q � : Bn n Fn �! GL k (R) �w reduced Long-Moody �Ï
R �q�x�| Bn �w


¯�q gLM (� ) : Bn �! GL R (R� k 
 R [Fn � 1 ] I Fn � 1 ) �p�K�l�o�|�Ú�™�w b 2 Bn ; h 2 I Fn � 1 ; v 2 R� k �t�0�`�o

gLM (� )(b)(v 
 h) := v(� (b)) 
 h � b

�p�)�Q�’�•�”�‹�w�p�K�”�}�\�w�q�V�|�,�� g1 � 1; : : : ; gn � 1 � 1 �t���b�” gLM (� ) �w�æ�»
¯�Ô�x�Í�w�‘�O�t

�s�” :
gLM (� )(b) = Diag ( � (b); : : : ; � (b)) �

�
�

�
@(gi � b)

@gj

��

1� i;j � n � 1

:

�4�
 4.2. 1 �!
:
ÿ�•�`�h reduced Long-Moody�Ï
R�‹�‰�7�t���[�^�•�”�}�‡�h�|�f�w�æ�»
¯�Ô�x

t � 1 gLM (t� )(b) = t � 1(b)Diag (t� (b); : : : ; t� (b)) �
�

t�
�

@(gi � b)
@gj

��

1� i;j � n � 1

= Diag ( � (b); : : : ; � (b)) �
�

t�
�

@(gi � b)
@gj

��

1� i;j � n � 1

�q�s�”�}
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4.2 	��A�L


²
…�‘�“�| Long-Moody �Ï
R�w�æ�»
¯�Ô�x Fox �w�×��
•
ü�p�G	\�p�V�”�\�q�U
ü�T�l�h�}�^�’�t�|�7	s�t�q

�”
¯�q � �t�K�”	Ú�E�›�]�b�\�q�p�v�a�• Alexander 
Æ�!�”�q�w�����U
ü�T�”�}

���g 4.3. 
Ê�ˆ
¥ b 2 Bn �›�{���b�”�}
¯�q � : Bn n Fn �! GL k (R) �t�0�`�o�|
¯�q G(b̂) = � 1(S3 n b̂) �!

GL k (R) �U���O�`�o�Í�w
$�Ü�U�D�õ�p�K�”�q�>���b�” :

Fn GL k (R)

G(b̂)

� jF n

�

�\�w�q�V�|

� b̂;� (t) det( � (x1 � � � xn )tn � I k ) = � "t l det
�

t � 1 gLM (t� )(b) � Diag (� (b); : : : ; � (b))
�

�U
R�“�q�m�}�\�\�p�| " 2 R� ; l 2 Z �p�K�”�}�‡�h�|
¯�q G(b̂) �! GL k (R) �x � jFn �T�’� �‹�^�•�”�w�p�|�‰

�a�G�ø � �p
¯�`�o�M�”�}

	Â�Ì . 
Ê�ˆ
¥ b �›�;�M�h�4�í���w�,�Š�� G(b̂) �w
¯�Ô (1) �t�S�M�o�|
\
R�i�› x1; : : : ; xn �T�’ g1; : : : ; gn �t	�

�“�8�Q�”�\�q�t�‘�“
Æ�

: 1 �w
¯�Ô�›�˜�” :

G(b̂) �= hg1; : : : ; gn j g1 = g1 � b; : : : ; gn � 1 = gn � 1 � bi :

�\�w�q�V�|
¶�ù	j�‰�� � : G(b̂) �! Z �= hti �x gi 7�! t i (i = 1 ; : : : ; n) �p�)�Q�’�•�”�}�\�w
¯�Ô�t�‘�”�v�a�•

Alexander �æ�»�›�-�‰�b�”�q

M =
�

�
�

@(gi � b)
@gj

�
� � ij I k

�

1� i � n � 1;1� j � n

�q�s�”�w�p�|
¯�q � �t
Ç
5�b�”�v�a�• Alexander 
Æ�!�” � b̂;� (t) �x

� b̂;� (t) =
det M n

det �( gn � 1)
=

det
�

�
�

@(gi � b)
@gj

�
� I (n � 1)k

�

det �( gn � 1)

�q�s�”�}�°�M�|���[�‘�“ � = ( e� 
 e� ) � e� �p�K�“�|�‡�h t jFn = � � � , � jFn = � � � �s�w�p

t � 1 gLM (t� )(b) = Diag ( � (b); : : : ; � (b)) �
�

t�
�

@(gi � b)
@gj

��

= Diag ( � (b); : : : ; � (b)) �
�

�
�

@(gi � b)
@gj

��

�p�K�”�}�‘�l�o

det
�

t � 1 gLM (t� )(b) � Diag (� (b); : : : ; � (b))
�

= det Diag ( � (b); : : : ; � (b)) det
�

t�
�

@(gi � b)
@gj

�
� I (n � 1)k

�

=(det � (b))n � 1 det
�

�
�

@(gi � b)
@gj

�
� I (n � 1)k

�

�S�‘�|

det(� (x1 � � � xn )tn � I k ) = det( t� (gn ) � I k )

= det �( gn � 1)

�U
R�“�q�m�} det � (b) 2 R� �s�w�p�|�{�Š�”�s�Ü�›�˜�”�}
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5 �«

�7�™�t�|���g 4.3 �w�«�›�M�X�m�T	\�‚�”�\�q�t�b�”�}�h�i�`�|���g 4.3 �w�>���p�x�| Bn o Fn �w
¯�q�U�A�|

�è�¢�‡�h�x�W�ˆ�è�£���w
¯�q�›� �‹�b�”�q�M�O	Ú�E�›�]�`�o�M�h�U�|�Ž�<�w�«�p�x�o�t�|�7	s�t�A�|�è�¢�‡�h

�x�W�ˆ�è�£���w
¯�q�›�q�l�o�V�o�|�f�•�U Bn o Fn �w
¯�q�t�¦�Á�^�•�”�T�r�O�T�›�ß�Q�”�\�q�t�b�”�}

�« 5.1. ([6, Section 4]) b := � 3
1 2 B2 �q�b�”�}�\�w���A�x�~�?�A�|�è 31 �p�K�”�¢
$ 5 �€	°�£�}�\�w�q�V�|�4


$ 5: 
Ê�ˆ
¥ � 3
1 �q�~�?�A�|�è 31

�í���w�,�Š���x

G(b̂) = � 1(S3 n b̂) �= hx1; x2 j x1 = x1 � b; x2 = x2 � bi
�= hx1; x2 j x1x2x1 = x2x1x2i
�= hg1; g2 j g1 = g1 � bi

�q	{�Z�”�}�‡�h�|
¯�q � := eB : G(b̂)( �= B3) �! GL 2(Z[s� 1]) �› reduced Burau 
¯�q�q�b�”�}�\�w
¯�q�x

� (x1) =
�

� s 1
0 1

�
; � (x2) =

�
1 0
s � s

�

�p�)�Q�’�•�”�}�\�•�x�×
µ�t�å�ï�« 2 �w�×���� F2 �w
¯�q�t�¦�Á�^�•�”�}�‡�h�|
R�Ú
u B2 n F2 �x

B2 n F2
�=



x1; x2; � 1

�
� x1� 1 = � 1x1x2x � 1

1 ; x2� 1 = � 1x1
�

�q�M�O
¯�Ô�›�‹�m�w�p�|
¯�q � �U B2 n F2 �t�¦�Á�^�•�”�h�Š�t�x�|	Í�w�����Ü�›�¬�h�b�‘�O�t � 1 �w
þ�›���Š

�”
ž�A�U�K�”�U�|�\�•�x

� (� 1) :=
�

0 1
� 1 1

�

�q�b�•�y�‘�M�}�\�\�p�| g1 � b = g2
2g� 1

1 g� 1
2 �s�w�p

@(g1 � b)
@g1

= � g2
2g� 1

1

�p�K�“�|�‘�l�o

t � 1 gLM (t� )(b) = � � (b)� (g2
2g� 1

1 )t3 =
�

st3 � st3 + s2t3

st3 � st3

�

�p�K�”�}�`�h�U�l�o

det
�

t � 1 gLM (t� )(b) � � (b)
�

= det
�

1 + st3 � st3 + s2t3

st3 1 � st3

�
= 1 � s3t6

�q

det
�
� (x1x2)t2 � I 2

�
= det

�
� 1 � st2

st2 � st2 � 1

�
= 1 + st2 + s2t4
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�›�˜�”�}�Ž	Í�‘�“�|�v�a�• Alexander 
Æ�!�”�x

� b̂;� (t) =
1 � s3t6

1 + st2 + s2t4 = 1 � st2

�q�s�”�}

�« 5.2. b := � 1� � 1
2 � 1� � 1

2 2 B3 �q�b�”�q�|�f�w���A�x 8 �w�È�A�|�è 41 �p�K�”�¢
$ 6 �€	°�£�}�\�w�q�V�|�4�í


$ 6: 
Ê�ˆ
¥ � 1� � 1
2 � 1� � 1

2 �q 8 �w�È�A�|�è 41

���w�,�Š���x

G(b̂) �= hx1; x2; x3 j x1 = x1 � b; x2 = x2 � b; x3 = x3 � bi
�=



x2; x3

�
� x2[x � 1

3 ; x2] = [ x � 1
3 ; x2]x3

�

�= hg1; g2; g3 j g1 = g1 � b; g2 = g2 � bi

�p�K�”�}�\�\�p�| [a; b] := aba� 1b� 1 �p�K�”�}�‡�h�|
¯�q � : G(b̂) �! SL2(C) �›�Í�p���[�b�” :

� (x1) =
1
3

�
� (s + 2) 3s

� 2s2 s � 1

�
; � (x2) =

�
s 0
0 s� 1

�
; � (x3) =

1
3

�
� (s + 2) 3

� 2 s � 1

�
:

�\�\�p�| s 2 C �x s2 + s + 1 = 0 �›�¬�h�b�q�b�”�}
R�Ú
u B3 n F3 �x

B3 n F3
�=

*

x1; x2; x3; � 1; � 2

�
�
�
�
�
�

x1� 1 = � 1x1x2x � 1
1 ; x2� 1 = � 1x1; x3� 1 = � 1x3;

x1� 2 = � 2x1; x2� 2 = � 2x2x3x � 1
2 ; x3� 2 = � 2x2;

� 1� 2� 1 = � 2� 1� 2

+

�q�M�O
¯�Ô�›�‹�m�w�p�| � 1 �q � 2 �w
þ�›

� (� 1) =

r
� s
3

 
1 s + 2

�
2(s + 2)

3
� s2

!

; � (� 2) =

r
� s
3

 
1 s � 1

2(2s + 1)
3

� s2

!

�q���Š�•�y�|
¯�q � �x B3 n F3 �t�¦�Á�^�•�”�}�b�”�q

det
�

t � 1 gLM (t� )(b) �
�

� (b) 0
0 � (b)

��

= det

0

B
B
B
B
B
B
@

(
t3 + 2 t2 + 1

)
(s − 1)

3t
−

t3 − t2s + 1

t

2t2s + t2 + ts − t + 3 s

3t2

ts + s + 1

t
2
(
−t2s2 + t3 + 1

)
3t

−
(
t3 + 2 t2 + 1

)
(s + 2)

3t

2(ts + t + s)

3t
−

2t2s + t2 − 3s2 + ts + 2 t

3t2

3t2s − 3t + s − 1

3t
−

1

t

3t2 + ts − t + 3 s

3t2

s + 1

t
2

3t

3t2s2 − 3t − s − 2

3t

2s

3t

3t2 + 3 s2 − ts − 2t

3t2

1

C
C
C
C
C
C
A

=
(1 + t)4(1 � t + t2)2

t4
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�p�K�“

det
�
� (x1x2x3)t3 � I 2

�
= det

�
� (1 + t)(1 � t + t2) 0

0 � (1 + t)(1 � t + t2)

�

= (1 + t)2(1 � t + t2)2

�q�s�”�w�p�|�v�a�• Alexnader 
Æ�!�”�x

� b̂;� (t) = (1 + t)2

�q�s�”�}

�4�
 5.3. 8 �w�È�A�|�è 41 �t�x holonomy 
¯�q � : G(41) �! SL2(C) �q�z�y�•�”���Ê�s
¯�q�U�K�“�|�Í�p�)

�Q�’�•�” :

� (x2) =
�

1 1
0 1

�
; � (x3) =

�
1 0

� s 1

�
:

�\�\�p�| s 2 C �x s2 + s + 1 = 0 �›�¬�h�b�q�b�”�}�`�T�`�|�\�w
¯�q�x B3 n F3 �t�x�¦�Á�^�•�s�M�}
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	O�ˆ
Ç�V�¬�å�Ñ�w�¸�”�»�q�f�w�!���t�m�M�o

�f�˜�G�¶�G�¶�Ã
:�g�J�¶�Z�€�J
:�g�J�¶
•�È

�Õ�T �ž�ó (Atsuhide Nagasaka)

概要

�A�|�è�›
ü�¨�b�”	Í�p
Æ�!�”�x	O�A�s�“�é�p�K�”�}�f�w�¤�p�‹ twisted Alexander ���ò�Ü�x�§

�—�s
Æ�!�”�p�K�“�|�Ù�å	O�ˆ
Ç�V�¬�å�Ñ�w�¸�”�»�q�w���È�U�Ô�^�•�h�q�t�O
��2�U�K�”�}�Ž�<�p

�x�|	O�ˆ
Ç�V�¬�å�Ñ�w�!��
â�^�›���[�`�|�A�|�è�w�!���q�w�����›	\�‚�|�K�”	Ú�E�›�¬�h�b�‘�“

�°
`�w���T�’	O�ˆ
Ç�V�¬�å�Ñ�w���[�›�b�”�M�O�q���w�!���t
P�O�¬�å�Ñ�w�!���t�m�M�o	\�‚�”�}

1 �‹�Ö

�Ë�m�w�A�|�è�›�à���d�‘�|�q�M�O�ð�t�0�`
Æ�!�”�x
‡	×�t	O�A�s�þ�Â�›�L�h�b�} J. W. Alexander[5]

�t�‘ �“ 1927 �å�t Alexander �� �ò�Ü�U�‹�Ö�^�•�o�Ž�ñ�| Jones �� �ò�Ü�| colored Jones�� �ò�Ü�•

HOMFLY-PT ���ò�Ü�s�r�w���ò�Ü
Æ�!�”�• Jones ���ò�Ü�w categori�cation �t�‘�l�o�˜�’�•�”

Khovanov homology �s�r�|
��¨�x�7�‘�s
Æ�!�”�›�˜�o�V�h�}�è�> [7]�| Lin[10] �t�‘�“� �q�t���[�^

�•�h twisted Alexander ���ò�Ü�x�| Alexander ���ò�Ü�t�A�|�è���w
¯�q�w	Ø�C�›
Ç�)�b�”�\�q�t�‘�l

�o
^�µ�=�`�h�‹�w�p�K�“�|	H�R�w Alexander ���ò�Ü�p�x�à���p�V�s�M unknot �q Kinoshita-Terasaka

knot (KT knot) �›�à���p�V�|�^�’�t HOMFLY-PT ���ò�Ü�s�p�à���p�V�s�M KT knot �q Conway

knot �›�à���p�V�”�q�M�O�:�p twisted Alexander ���ò�Ü�x
‡	×�t�§�—�p�K�”�\�q�U�˜�T�”�}

�°�M�|
t�ª�|�G	Ó�x twisted Alexander ���ò�Ü�›���ˆ�|�^�’�t quandle �q�M�O�E
:�%�T�’�˜�’�•

�” quandle 2-cocycle invariant�q�z�y�•�”
Æ�!�”�‹���‰�‘�O�s f -twisted Alexander 
Æ�!�”�q�M�O

�“�æ�›�^�“	Z�`�h [2]�}

�^�’�t�|�Ù�å�ù�>�x matrix-weighted graph �w�¸�”�»��
:�T�’ twisted Alexander ���ò�Ü�w \ 
ü

�  " �›
î�i�p�V�”�\�q�›�Ô�`�h [4]�}	Â�Ì�t�x�¡
€�æ�»�q�×��
•
ü�T�’�˜�’�•�” Alexander �æ�»�›��

�È�n�Z�”�q�M�O	��O�›�;�M�o�M�”�}�\�•�x�†	��w�����U�Ô�&�^�•�h
‡	×�t�µ�¯
��M�A�L�p�K�”�U�|�)

�Q�’�•�h�”�U�A�|�è�w
Æ�!�”�›�)�Q�o�M�”�T
q�T�x�è�>�w�°
`�æ�t�•�v�o�M�”�q�M�O�:�t�S�M�o�|

�¸�”�»��
:�w
H�„�w�¤�p���a�h�î
Ê�ˆ�›�Ï�™�`�h�q�x�t�M�É�M�}

�Ž�<�p�x�|�‡�c matrix-weighted graph �w�,�Š�!���q�M�O�¸�”�»��
:�w�‹�›�-���b�”�!���›
â�^

�b�”�}�f�w�™�|�K�”	Ú�E�›�¬�h�b���v
¯�Ô���t�0�`�o�¬�å�Ñ�›�Ï
R�p�V�”�\�q�›	\�‚�|�!��
â�^�›

���[�b�”�}�A�|�è�w�!���q�t�Q�” Reidemeister move�|�f�•�t
P�O�A�|�è���w
¯�Ô�w�!���q�t�Q�”

Tietze �!�õ�U
¶�o weighted graph �w�!���q�M�O���º�p�
�Q�’�•�”�\�q�›�Ô�b�}
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2 Matrix-weighted graph �t�m�M�o�w	~�Ä�ò

�Š
…�p�x matrix-weighted graph �t�m�M�o�w���[�›�`�|�f�w�!���t�m�M�o	\�‚�”�}

���v���²�¬�å�Ñ�w�¤ edge�t�0�`�o�æ�»�w	O�ˆ�›
Ç�)�`�h�‹�p�K�”�}�b�s�˜�j�| vertex �w	B�ù�›

VG = f v1; � � � ; vn g �q�`�|�¤ vi �t�0�`�o ai 2 Z> 0 �U�)�Q�’�•�o�M�”�q�b�”�}�f�`�o�| vi �T�’ vj �•

�w edge�U���O�b�”�q�V�|�f�w edge�w weight �q�`�o�D�õ�� R 
R
ü�w ai � aj �w�æ�»�›�0� �^�d�”�}

edgee �t�0�`�| weight �› w(e) �q
¯�b�}�Ž�<�p�x�| matrix-weighted graph �›�¬�å�Ñ�w G �q weight

�w w �›�ù�˜�d�o (G; w) �p
¯�b�}

edgee �w�•�:�|	4�:�› o(e); t(e) �q
¯�`�|�» (e1; � � � ; ek ) �p�K�“�| i = 1 ; � � � k � 1 �t�0�` t(ei ) =

o(ei +1 ) �s�”�‹�w�› (o(e1); t(ek ))-path �q�M�O�}�q�X�t�| o(e1) = t(ek ) �w	Ô�ù�| cycle �q�z�•�}

2 �m�w cycle (e1; � � � ; ek ); (f 1; � � � ; f k ) �U�‰�‹�p�K�”�q�x�|�K�” j �U���O�`�o ei + j = f i �U
R

�“�q�m�\�q�›�M�O�}�^�’�t�| cycle (e1; � � � ; ek ) �U�K�” cycle �›�;�M�o (f 1; � � � ; f m ) l �q�T�Z�”�Ì�|

(e1; � � � ; ek ) �x (f 1; � � � ; f m ) �w power �p�K�”�q�t�M�| l � 2 �q�s�”�‘�O�s l �U���O�`�s�M�Ì prime �q

�t�O�}

matrix-weighted graph (G; w) �w matrix-weighted zeta function � G (w) �x

� G (w) =
Y

[C ]

det(I � w(C)) � 1

�p���[�^�•�”�}�\�\�t�| [C] �x prime cycle �w�‰�‹�¨�›
ø�“�| C = ( e1; � � � ; ek ) �q�`�h�q�V�| w(C) =

w(e1) � � � w(ek ) �q�b�”�}

De�nition 2.1. weighted oriented graph�t�0�`�|�Í�w�7�s���w
æ
ü�x
Æ�!�t�`�o�°
æ�w vertex,

edge�t�|�f�w weight �›�!�=�^�d�”�‘�O�s�!���|�t�|
$�t�S�Z�” edge�w�²�V�›�o�t�`�h�‹�w�›

matrix-weighted graph �w�,�Š�!���q�z�•�}�Ž�<�w
$�p�|�ü�¹�U�Ö�l�o�M�s�M edge�x�f�w�²�V�›�ð

�˜�s�M�‹�w�q�b�”�}

(1) (base change condition)

...
...

w1

wn

u1

um

...
...

w1P � 1

wn P � 1

Pu1

Pum

(2) (null edge)

0

(3) (summing weights)

...
...

...

w1

wn

...
...

X
wi
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(4) (source/sink eliminating)

...
...

(5) (hub vertex resolution)

...

...
...

u
w1

wn

...
...

w1

wn

uw1

uwn

matrix-weighted graphs (G; w); (G0; w0) �U�,�Š�!���›���v�s���“�&�`�o���M�U���M�t� �”�q�V�|

(G; w) � (G0; w0) �q	{�X�} �

�Ž	Í�w�!��
â�^�t�0�`�|�Í�U
R�“�q�m�}

Theorem 2.2. (N.)
(G; w) � (G0; w0) =) � G (w) = � G0(w0)

�

3 ���v
¯�Ô���q	O�ˆ
Ç�V�¬�å�Ñ

�Š
…�p�x�|�&
~�s	Ú�E�›�¬�h�b���v
¯�Ô���T�’�×��
•
ü�›�;�M�”�\�q�p	O�ˆ
Ç�V�¬�å�Ñ�›�Ï
R�`�|

�f�w�!��
â�^�t�m�M�o	\�‚�”�}�f�`�o�|�\�w�!��
â�^�U���w�!���q���È�`�o�M�”�\�q�›	\�‚�”�}

�‡�c�x�×��
•
ü�›���[�b�”�} Fs = hx1; � � � ; xs i �›�×�����q�b�”�} �×��
•
ü�q�x�| Z 
¢���ø
þ

@
@xi

: ZFs ! ZFs

�p�K�l�o�|�Í�w	Ú�E�›�¬�h�b�‹�w�p�K�”�}

� 
¶�o�w p; q 2 Fs �t�0�`�o
@

@xi
(pq) =

@
@xi

(p) + p
@

@xi
(q)

�
@

@xi
(x j ) = � ij

De�nition 3.1. hX j Ri = hx1; � � � ; xn j r 1; � � � ; r m i �›�� G �w
¯�Ô�q�b�”�}�����Ü r �t�S�M�o�|

alphabet x i �›�°�m
¬�|�|�‰�a
\
R�i x i �U r �w�¤�t
ó
:�q�•�”	Ô�ù�x�|�r�w x i �T�‹�¦���b�”�}�\�•

�› r �w�,�:�q�z�•�} �
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�Ž�<�p�x�Í�w�>���›�b�”�}

Assumption 3.2. �¤ r i �x�,�:�›�‹�j�|�T�m alphabet �x X �w�¤�p�Ÿ�s�”�}�^�’�t�| pr : Fs � G

�q�`�h�q�V�|

pr
�

@r
@xi

�
6= 0 2 ZG

�p�K�”�} �

�¤ r 2 R �t�0�`�,�:�›���Š�h�q�V�|�\�•�› (X; R; B ) �w�~�m
Ê�p
¯�b�}�Ž�<�p�x�| (X; R; B ) �q	{

�M�h	Ô�ù�x�…�“�s�X	Í�w	Ú�E�›�¬�h�b�‘�O�t�¤ r 2 R �t�,�:�U���‡�l�o�M�”�‹�w�q�b�”�}���v
¯�Ô

�U�)�Q�’�•�h�Ì�t�����Ü�w�,�:�w	��“�M�x�7�‘�p�K�”�U�|�°�m�›�{���`�o�^�æ�›�b�”�Ì�x�����Ü�w�å

�Õ�ç�›
Ç�Z�8�Q�o
r i = x i f i (x1; � � � ; xn ) � 1

�q	{�X�\�q�t�b�”�}�\�•�›�Ž�<�p�x���o�w�h�Š

r i : x i = f i

�q	{�X�}	Ú�E�t�‘�“�|

pr
�

@fi
@xi

�
6= 1 2 ZG

�p�K�”�} f � 1
i �w�¤�t x i �U�K�”	Ô�ù�t�‹�| r i �w
Œ�„�t�r�w x i �›�¦���b�”�T�w
Æ��
Q�U�K�”�U�|�‡�c�x

�°�m�{���`�o�^�æ�›�b�”�}

Remark 3.3. �Ž	Í�w�>���x�o�ù
f : R ! X

�U���O�`�|�^�’�t r 2 R �t�0�`�o f (r ) �x r �w alphabet �p�K�“�T�m�r�w alphabet �T�‹�¦���`�o�M�”

�q�M�O�\�q�U�p�V�”�} �

De�nition 3.4. 	Í�w�>���›�¬�h�b���v
¯�Ô�� hx1; � � � ; xn j r 1; � � � ; r m i �t�0�`�| r i = x i f
� 1
i �›

x i = f i �q�¡�œ�p�†�%�›
•
ü�`�h

dxi = df i =
nX

j =1

@fi
@xj

dxj

�›�ß�Q�”�} graph �w vertex �w	B�ù v1; � � � ; vn �t�0�`�|�����Ü r i �]�q�t�| vi �T�’ vj �• edge�›	ó�y

�`�| weight �›

pr
�

@fi
@xj

�

�q���Š�”�}�\�\�t�| pr : hx1; � � � ; xn i � hx1; � � � ; xn j r 1; � � � ; r m i �p�K�”�}�\�•�› group-weighted

graph �q�t�M�| �( X; R; B ) �q
¯�b�} �

Group-weighted graph �w�,�Š�!���›�Í�w�7�t���[�b�”�}
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De�nition 3.5. �Í�w�7�s�Á	t�$�!���|�b�s�˜�j���w
æ
ü�x
Æ�!�t�`�o�°
æ�w vertex, edge(�w

weight) �›�!�=�^�d�”�‘�O�s�!���› group-weighted graph�w�,�Š�!���q�z�• * 1�}�Ž�<�w
$�p�|�ü�¹

�U�Ö�l�o�M�s�M edge�x�f�w�²�V�›�ð�˜�s�M�‹�w�q�b�”�}

(G1) (null edge)

0

�\�\�t�| weight �U 0 �w edge�U	Z
C�b�”�:�x sink �p�x�s�M�q�b�”�}

(G2) (summing weights)

...
...

...

w1

wn

...
...

X
wi

(G3) (source/sink eliminating)

...

vi 1

vi m

y

wi 1

wi m

...

�\�\�t�|	Í�w wi 1 ; � � � ; wi m �t�S�M�o�|

df =
X

j

wi j dxi j

�s�” y �›���‡�s�M word f �U���O�b�”�q�b�”�}

(G4) (hub vertex resolution)

...

...
...

u
w1

wn

...
...

w1

wn

uw1

uwn

�

G �w
¯�q � : G ! GL k (K ) �›�;�M�o�¤ edge�w weight g 2 ZG �› � (g) �t�”�V�õ�Q�”�\�q�p

matrix-weighted graph �U�˜�’�•�”�}�\�w�7�t�`�o�˜�’�•�h matrix-weighted graph �› � � (X; R; B )

�q�T�X�}���[�T�’�Í�U�˜�T�”�}

*1�\�w���[�p�x�®�ü�¹�›�o�t�b�”� �̄q�M�O���[�x�`�s�M�}�\�•�x�|���[ 3.4 �p vi�®�T�’� 	̄Z
C�b�”�|�q�`�o�M�”�T�’�p�K�”�}

vi�®�t�¯�Ö�—�b�”�|�q���[�`�h	Ô�ù�x�ü�¹�w�²�V�U�o�t�s�”�}
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Proposition 3.6. �( X; R; B ) �q �( X 0; R0; B 0) �U group-weighted graph�w�,�Š�!���p� �“�ù�O�s

�’�y�| � � (X; R; B ) �q � � (X 0; R0; B 0) �x matrix-weighted graph equivalent�p�K�”�} �

�‡�h�|�r�w�‘�O�t
¯�q�›�q�”�T�q�M�O�\�q�t�m�M�o�x�Í�w�\�q�U�˜�T�”�}

Proposition 3.7. � � (X; R; B ) �w�¸�”�»��
:�› � � (X; R; B ) �q	{�M�h�q�V�|�Í�U
R�“�q�m�}

(1) � � � 0 =) � � (X; R; B ) = � � 0(X; R; B )

(2) � � � 1 � � 2 =) � � (X; R; B ) = � � 1 (X; R; B )� � 2(X; R; B ) �

�Ž	Í�t	\�‚�h�è�“�\�w matrix-weighted graph �Ï
R�p�x�| r i �w label �w
Ç�Z�8�Q�•�| r i �w�(�%�t�X

�” x i �w	��“�M�s�r�w
Æ��
Q�U�°
`�t�x
\�a�”�U�|�Í�w�\�q�U�t�Q�”�}

Proposition 3.8. �¸�”�»��
:�x r i �w label �w
¬�R�•�| r i �w�¤�w�r�w x i �›
Œ�„�t
¬�•�T�w
¬�R�›�!

�Q�o�‹ K �w�o
:
��›	†�M�o�°�•�b�”�} �

�b�s�˜�j�| f : R ! X �U���‡�l�o�M�”�Ì�| r 2 R �t�0�` f (r ) �› r �w�é�.�$�t�r�w alphabet �t�b

�”�T�|�q�M�O
Æ��
Q�x�ß�Q�o�M�”���w�o
:
��›�§�M�›�Á�¹�b�•�y�¸�”�»��
:�w�‹�U�°�•�b�”�}�°�M�|

�,�:�›�!�=�^�d�h�Ì�x�°
`�t�x�¸�”�»��
:�w�‹�x�Ÿ�s�”�}�h�i�`�|�,�:�w	B�ù�U
Æ�!�p�K�”�v�“�x

�¸�”�»��
:�w�‹�x
Æ�!�q�s�”�}

Proposition 3.9. �� G �w
¯�Ô hX j Ri �›�ß�Q�”�}�ø
þ f; g : R ! X �x�o�ù�p�K�l�o�| r 2 R �t�0

�` f (r ); g(r ) �U�f�•�g�• r �w alphabet�p�K�”�q�b�”�}�\�w�q�V�| f (R) = g(R) �p�K�•�y�o
:
��›	†

�M�o�f�w�¸�”�»��
:�U�°�•�b�”�} �

�^�o�|�Ž	Í�w�7�t�Ï
R�`�h group-weighted graph�w�!���q�|�¬�å�Ñ�w�Ï
R�t�;�M�h���v
¯�Ô���w

�!���q�›���È
Ç�Z�‘�O�}�‘�X�Œ�’�•�o�M�”�7�t�|�Í�w���w�!��
â�^�x���w�‰���›� �‹�b�”�}

De�nition 3.10. 2 �m�w���v
¯�Ô�� hX j Ri ; hX 0j R0i �U�|�Í�w���v�s�w (1) � (4) �w
â�^�S�‘�|�f

�w�o�p� �“�ù�O�Ì�|�\�w�Ë�m�x strongly Tietze equivalent �q�M�O�}

(1) r i �› r � 1
i �t�!�Q�”�}

(2) r i �› r i r j (i 6= j ) �t�!�Q�”�}

(3) w 2 F (x1; � � � ; xn ) �›�;�M�o r i �› wr i w� 1 �t�b�”�}

(4) G �w
¯�Ô�›


x1; � � � ; xn ; y

�
� r 1; � � � ; r m ; yw� 1

�
(w 2 F (x1; � � � ; xn )) �t�b�”�} �

De�nition 3.11. Strong Tietze �!�õ�t�S�M�o�|

� (1) � (3) �p�x�,�:�›
Æ�!�}

� (4) �p�x yw� 1 �w�,�:�› y �q�b�”�}

�q�M�O�‘�O�t�,�:�›
ƒ���b�”�Ì�|�\�•�›�,�:�›�-�l�h strong Tietze �!�õ�q�z�•�} �

�\�w�q�V�Í�U
R�“�q�m�}

Theorem 3.12. (N.) ( X; R; B ); (X 0; R0; B 0) �›�� G �w 2 �m�w���v
¯�Ô���q�b�”�}�Ë�m�w
¯�Ô�U�,
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�:�›�-�l�h strongly Tietze equivalent�p�K�”�q�V �( X; R; B ) � �( X 0; R0; B 0) �p�K�”�} �

�o�U
R�“�q�m�T�•�q�M�O�ð�J�›�ß�Q�‘�O�}

Theorem 3.13. (N.) ���v
¯�Ô�� (X; R; B ) �t�0�`�| group-weighted graph�( X; R; B ) �›�m�X�”�}

� �› �( X; R; B ) �t group-weighted graph�w�,�Š�!���›�æ�l�o�˜�’�•�h�¬�å�Ñ�q�b�”�}�\�w�q�V�|�Í

�›�¬�h�b���v
¯�Ô�� (X 0; R0; B 0) �U���O�b�”�}

� � = �( X 0; R0; B 0).

� (X; R ) �q (X 0; R0) �x strongly Tietze equivalent. �

4 �A�|�è�g�æ�•�w� �;

�Š	·�x�|�A�|�è�g�æ�•�w� �;�›	\�‚�”�}�I�T�M�t�?�w���[�s�r�x [14] �s�r�›�€	°�^�•�h�M�}�‡�c

�x�|�è�>�¯ [7] �t�‘�l�o���[�^�•�h�A�|�è�w twisted Alexander ���ò�Ü�›���[�`�|�ù�>�¯ [4] �w���g

�›�“
†�b�”�q�q�‹�t�|�A�|�è�w�!���q
Œ�t	\�‚�h�¬�å�Ñ�w�!���›�A�|�m�Z�”�}�f�`�o�|�7�™�t�x�A�|

�è
$�Ü�T�’
Æ�!�”�›�˜�”�t�x�¬�å�Ñ	Í�p�r�w�‘�O�s	Ú�E�›�¬�h�b�‚�V�T�t�m�M�o�^�æ�›�b�”�}�Ž�<�p

�x K �q	{�M�h�’�A�|�è�q�`�| � K �q	{�M�h�’�f�w�A�|�è�� � 1(S3 n K ) �q�b�”�}

� K �w Wirtinger 
¯�Ô
hx1; � � � ; xn j r 1; � � � ; r n � 1i

�›�°�m�{���b�”�}�\�\�t�| Wirtinger 
¯�Ô�q�x�|�A�|�è
$�Ü�U�)�Q�’�•�”�h�|�t�¦�%�:�]�q�t�Í�w�7

�t � K �w
\
R�i�›	{�M�o�˜�’�•�” � K �w
¯�Ô�p�K�l�h :

x i

x i +1

u

ux i +1

x i

u

u

�����Ü : x i +1 u� 1x � 1
1 u x i +1 ux � 1

1 u� 1

twisted Alexander ���ò�Ü�q�x�|�A�|�è���w
¯�q�T�’�˜�’�•�”�‹�w�p�K�”�}�ø
þ�›�M�X�m�T�;�™�`

�‘�O�}�‡�c�| � �x Hurewicz �ø
þ�T�’� �‹�^�•�”�ø
þ�q�b�” :

� : � K ! � K =[� K ; � K ] �= Z �= hti ; x i 7! t

� �› Z� K ! Z[t � 1] �t���Õ�`�h�‹�w�› e� �q�`�| Fn = hx1; � � � ; xn i �T�’ � K �•�w�×
µ�s�ù�è�› � ,

� : � K ! GL m (C) �›
¯�q�q�b�”�}�\�•�’�›���Õ�`�h�‹�w�› e�; e� �q�T�X�}�Ž	Í�w�ø
þ�›�;�M�o�Í�w

�ù
R�›�ß�Q�”�}

� : ZFn
e�

�! Z� K
e� 
 e�
�! M m (C[t � 1])

387



(i; j ) 
R
ü�U

M ij =
�

@ri
@xj

�
2 M m (C[t � 1])

�p�K�”�Ò�é�¿�«�æ�»�› M �q�`�| M �w k �»�è�›	��“	†�M�o�˜�’�•�”�Ò�é�¿�«�æ�»�q�`�o (m � 1) �

(m � 1) �w�±� �¶�w�æ�»�› M k �q�b�”�}

Lemma 4.1 ([7]). �b�‚�o�w j �t�0�` det �(1 � x j ) 6= 0 �p�K�”�} �

Lemma 4.2 ([7]). 1 � i < j � n �t�0�`�o

(det M j ) (det �(1 � x i )) = � (det M i ) (det �(1 � x j ))

�U
R�“�q�m�} �

�\�•�t�‘�“�|�A�|�è K �w Wirtinger 
¯�Ô�›�°�m�{���`�h�Ì�t�m�M�o�w
Æ�!�”�›�˜�’�•�h�}

De�nition 4.3 ([7]). Wirtinger 
¯�Ô�T�’�˜�’�•�”���g�Ü

� K;� (t) =
det M j

det(1 � �( x j ))

�›
¯�q � �t�0� �`�h�A�|�è K �w twisted Alexander ���ò�Ü�q�t�O�} �

�\�•�t�‘�l�o�|�A�|�è
$�Ü�›�°�m�{���b�”�h�|�t�|�b�s�˜�j�A�|�è���w
¯�Ô�›�°�m�{���b�”�h�|�t

�‹�›�Â�“�p�o�”�\�q�U�p�V�h�}�ù�>�¯ [4] �x�|�A�|�è���w�����Ü�›

r i : x i +1 = u� 1x i +2 u� 1 (i = 1 ; 2; � � � ; n � 1)

�q�`�h�q�V�| M 1 �x�&
~�s matrix-weighted graph �w�¸�”�»��
:�T�’�˜�’�•�”�\�q�›�Ô�`�h�}�ù�>�¯

�x�A�|�è
$�Ü�T�’ knot graph �q�z�y�•�”�¬�å�Ñ�›�Ï
R�`�|�f�\�t weight �›
Ç�)�b�”�\�q�p matrix-

weighted graph �›�Ï
R�`�h�}�°
`�t�x Wirtinger 
¯�Ô�w	��“�M�x�M�–�M�–�K�”�T�’�| Wirtinger 
¯

�Ô�w�q�“�M�›�!�Q�h�Ì�t�m�M�o�w�ß�o�›�`�‘�O�}

Theorem 4.4 ([7]). � K;� �x C[t � 1] �w�o
:
��w�§�M�›	†�M�o���‡�”�}

Proof. �\�\�p�x�|�¬�å�Ñ�›�;�M�h	Â�Ì�›�b�”�} Wirtinger 
¯�Ô�t�S�M�o�����Ü�›�r�w�‘�O�t n � 1 �x


¬�•�T�w
Æ��
Q�x strong Tietze �!�õ�p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�S�“�|�\�•�t�‘�”�æ�»�Ü�w�!�=�x C[t � 1]

�w�o�i
��w�§�M�w�ˆ�p�K�”�} Wirtinger 
¯�Ô�t�S�Z�”�����Ü�› x i = u� 1x i +1 u� 1 �q�¡�ˆ�|�¬�å�Ñ�›

�^�”�}�«�Q�y Reidemeister move 3�w
²�™�w�¬�å�Ñ�w�!�=�x�Í�w�7�t�s�l�o�M�”�}

vi

vi+1
vi+2

vj vj+1

vk

xj

1 � xi

xk

1 � x�1
j xixj

xk

1 � xj

vi

vi+1
vi+2

vj vj+1

vk

xk

1 � xi

xk

1 � xj

x�1
k xjxk

1 � x�1
k xixk
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�\�w�Ë�m�x group-weighted graph�w�,�Š�!���p� �“�ù�O�\�q�U�˜�T�”�T�’�|
¯�q�›�;�M�o matrix-

weighted graph �›�Ï
R�`�h�M�|�\�•�’�‹�,�Š�!���p� �“�ù�O�}�b�s�˜�j�¸�”�»��
:�x�°�•�b�”�} �

Remark 4.5. 	Í�w	Â�Ì�p�|�,�Š�!���w�»�›�^�”�q�f�•�U strong Tietze �!�õ�w�»�t�s�l�o�M�”�\�q

�U�˜�T�”�}�\�•�x�|�‰�a�X [7] �t�‘�l�o�Ô�^�•�h�® � K �w�Ú�™�w Wirtinger 
¯�Ô�x strongly Tietze

equivalent �p�K�”�¯�q�M�O�\�q�w	Â�Ì�‹�‰�Ì�t�)�Q�”�} �

Remark 4.6. �è�>�¯�x�|
¯�q�U unimodular �p�K�”�q�V�|�b�s�˜�j�| � : � K ! SLm (R) �p�K�”�q�V

�t � K;� �x�K�” e 2 Z �›�;�M�o�| m �U�-
:�w�q�V � te �w�| m �U�î
:�w�q�V te �w�§�M�›	†�M�o���‡

�”�|�q�M�O�\�q�›�Ô�`�o�M�”�}�\�w�\�q�x Theorem 4.4 �t�S�M�o�| Wirtinger 
¯�Ô�w�����Ü�›�{��

�`�h	Ô�ù�¸�”�»�w�‹�x�°�•�b�”�h�Š�| strong Tietze �!�õ�w (1), (2) �p�w�æ�»�w�æ�U��
:
��^�•�”�\

�q�T�’	H�O�} �

Theorem 4.4 �t�S�Z�”�¬�å�Ñ�w�!�=�›�6�ß�`�‘�O�} w(vi ! vj ) �p vi �T�’ vj �•�w path �w weight

�w�è�q�b�”�}�\�w�q�V�|�†���w�¬�å�Ñ�q�‹�t�Í�U
R�“�q�l�o�M�”�}

� w(vi ! vi +2 ) = x j xk

� w(vi ! vj +1 ) = xk � x i xk

� w(vi ! vk ) = 1 � x i

� w(vj ! vj +1 ) = xk

� w(vj ! vj ) = 1 � x j

�\�w�ß�Q�M�›�!�`
��Š�”�q�| Reidemeister moves�w
²�™�t�0� �b�”�¬�å�Ñ�w�&
~�s path �w weight

�U�s�`�Z�•�y�A�|�è
$�Ü�U�)�Q�’�•�h�Ì�t
Æ�!�”�›�)�Q�”�\�q�U�8�4�^�•�”�}�f�\�p�|�×��
•
ü�T�’

�˜�’�•�”�q�x�v�’�s�M�æ�»�w weight �›
Ç�)�^�d�o�¬�å�Ñ�›�Ï
R�`�| Reidemeister moves�w
²�™�t

�0� �b�”�¬�å�Ñ�w�&
~�s path �w weight �U�s�`�M	Ú�E�›�ß�Q�‘�O�}�\�w�q�V�|
t�ª�¯�|�G	Ó�¯ [2] �t

�‘�l�o���[�^�•�h Alexander pair �t�‘�“ weight �U�w
M�^�•�”�\�q�U�˜�T�”�}

De�nition 4.7. Q �› quandle, R �›�o�•�$���q�b�”�}�ø
þ f 1; f 2 : Q � Q ! R �U�Í�w	Ú�E�›�¬�h

�b�q�V�|
Ê f = ( f 1; f 2) �› Alexander pair �q�z�•�}

(1) 
¶�o�w a 2 Q �t�0�` f 1(a; a) + f 2(a; a) = 1

(2) 
¶�o�w a; b2 Q �t�0�` f 1(a; b) �x�D�o�i

(3) 
¶�o�w a; b; c2 Q �t�0�`�Í�U
R�“�q�m :

(�ž ) f 1(a � b; c)f 1(a; b) = f 1(a � c; b� c)f 1(a; c)

(�  ) f 1(a � b; c)f 2(a; b) = f 2(a � c; b� c)f 1(b; c)

(�¢ ) f 2(a � b; c) = f 1(a � c; b� c)f 2(a; c) + f 2(a � c; b� c)f 2(b; c) �

quandle �w���[�s�r�t�m�M�o�x [6] �s�r�›�€	°�^�•�h�M�} Alexander pair �w	Ú�E�Ü�x�Í�w�7�s
ƒ��

�›�ß�Q�h�Ì�t�×
µ�t	Z�o�X�”	Ú�E�p�K�”�}

Proposition 4.8. [8] f = ( f 1; f 2) �U Alexander pair �p�K�”�q�b�”�}�\�w�q�V�| Q � R �t�Í�p
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quandle�w�Ï�� (Q � R; ?) �U�Ö�” :

(a; x) ? (b; y) = ( a � b; f1(a; b)x + f 2(a; b)y)

�

Alexander pair f = ( f 1; f 2) �U Propositoin 4.8 �U�¬�h�b�\�q�q weight �w path �›�-���b�”�\�q�w

���È�x�|
ƒ
ô�í���q�,�Š���w�����w�ž�Æ�é�´�”�T�’�g�r�p�V�”�}
Œ�t�q�•�h�Ž�Ž�w�A�|�è�w
Æ�!�”�q

�`�o�| quandle 2-cocycle invariant�q�w���È�s�r�‹�Ž	Í�w���º�T�’�
�Q�”�\�q�U�p�V�| [11] �w��	Â�Ì

�›�)�Q�”�s�r�|�¬�å�Ñ�w path �w weight �›�-�m�q�M�O	Ú�E�U
‡	×�t	O�A�s	Ú�E�p�K�”�\�q�U�Ô�&�^

�•�”�}
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Quandle と f -twisted Alexander matrix

大阪大学大学院 理学研究科 数学専攻
谷口 雄大 (Yuta Taniguchi)

概要
Quandle とは結び目理論と相性の良い代数系である. 近年, quandle を用いて f -twisted

Alexander matrix と呼ばれる概念が導入され, いくつかの結び目不変量が構成された. 本講演で
は f -twisted Alexander matrix から得られる結び目不変量が Alexander 不変量より真に強い
不変量であることを示す. 時間が許せば, 最近の研究についても報告する.

1 導入
結び目とは円周 S1 の 3 次元球面 S3 への滑らかな埋め込みの像のことである, ここで S1 と S3

には向きが入っているとする. また向きを保つ滑らかな同相写像 ’ : S3 ! S3 で ’(K1) が K2 と
向きをこめて一致しているとき, 結び目 K1 と K2 は同値であるという. 結び目理論において基本
的な問題の 1 つは与えられた 2 つの結び目が同値かどうかという問題である. この問題に対しては
結び目の不変量, すなわち結び目の同値類からある集合への写像の研究が重要な役割を果たす. 代表
的な結び目の不変量の 1 つは結び目群 G(K) である. これは結び目 K の補空間 S3nK の基本群
�1(S3nK) のことである. 結び目群は結び目の分類に対しては強力に働く不変量ではあるが, 完全に
分類できるわけではなく結び目としては同値ではないが結び目群が同型になる結び目の組が存在する
ことが知られている. 他にも Alexander 不変量や (twisted) Alexander 多項式など様々な不変量が
知られている ([1, 3, 8]).

Quandle とは Joyce [5] と Matveev [6] によって独立に導入された結び目理論と非常に相性が
良い代数系である. 現在までに様々な結び目の不変量が quandle を用いて定義され, 盛んに研究さ
れてきた. 近年, Ishii-Oshiro [4] によって f-twisted Alexander matrix という概念が導入され,

新たな結び目の不変量が構成された. この概念は結び目の図式, quandle, Alexander pair と呼ば
れる写像の組と彩色と呼ばれる写像を決めることで定義される. 特にある条件の元では f -twisted

Alexander matrix は Alexander matrix や Wada [8] によって定義された表現付きの Alexander

matrix を復元する. Alexander 不変量や (twisted) Alexander 多項式は Alexander matrix や表現
付きの Alexander matrix から得られるので f -twisted Alexander matrix から得られる不変量は
Alexander 不変量や (twisted) Alexander 多項式の拡張と考えられる.

ここで自然な疑問として「 f -twisted Alexander matrix から得られる不変量は Alexander 不変
量や (twisted) Alexander 多項式を真に拡張したものだろうか」というものが考えられる. すなわ
ち, Alexander 不変量や (twisted) Alexander 多項式から取り出せない情報を f -twisted Alexander

matrix から得られる不変量から取り出せるのかという問題である. 特にこの問題を結び目の分類と
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いう面から考えると次のような問題に書き換えられる.

問題 1. Alexander 不変量で区別できない結び目を f -twisted Alexander matrix から得られる不変
量で区別できるのだろうか.

本稿の目的はこの問題に肯定的な解答を与えることである.

定理 1.1. f -twisted Alexander matrix から得られる不変量は Alexander 不変量よりも強力な結び
目の不変量である, すなわち Alexander 不変量で区別できないが f -twisted Alexander matrix から
得られる不変量で区別出来る異なる結び目が存在する.

2 定義
定義 2.1 (Joyce [5]). 空でない集合 X 上の 2 項演算 � : X � X ! X が次の条件を満たすとき、組
(X; �) を quandleという. 簡単のため (X; �) を単に X と書くことにする.

(Q1) 任意の x 2 X に対して, x � x = x.

(Q2) ある 2 項演算 �̄ : X �X ! X が存在し,任意の x; y 2 X に対して (x�y)�̄y = (x�̄y)�y = x.

(Q3) 任意の x; y; z 2 X に対して, (x � y) � z = (x � z) � (y � z).

Quandle の条件 (Q1), (Q2), (Q3) は結び目理論における Reidemeister 移動に対応している. 同
様の概念が Matveev によって導入されている [6].

例 2.2. X を左 Z[t�1] -加群, X 上の 2 項演算を x � y = tx + (1 � t)y で定める. このとき X は
quandleであり, この quandleをAlexander quandleと呼ぶ.

例 2.3. X を群 G, X 上の 2 項演算を x � y = y�1xy で定める. このとき X は quandle であり,

この quandle を conjugation quandle と呼び Conj(G) と書く.

p : S3 ! S2 を有向結び目 K の像 p(K) の多重点が有限個で, 多重点全てが横断的な 2 重点であ
る射影とする. p(K) の各 2 重点に上下の情報を付け加えたものを有向結び目の図式と呼ぶ.

定義 2.4 (Joyce [5]). D を有向結び目 K の図式, X を quandle とし, A(D) で D の弧全体の集合
とする. 写像 c : A(D) ! X が次の条件を満たしているとき, c を X-彩色と呼ぶ.

• 任意の D の 2 重点 � に対して, c(xi) � c(xj) = c(xk) が成り立つ, ここで xi; xj ; xk は � の
周りで図 1 のように集まっている弧である.

X-彩色全体の集合を ColX(D) と書くことにする.

命題 2.5 (Joyce [5]). D と D0 を結び目 K の図式とする. このとき ColX(D) と ColX(D0) の間に
全単射が存在する. 特に X が有限 quandle ならば ColX(D) は有限集合になりその位数は図式の取
り方に寄らない.
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図 1 2 重点 � の周りの弧.

続いて quandle cocycle 不変量の定義を述べる. A をアーベル群としその単位元を eA と書く. 本
稿ではアーベル群の演算は乗法的であるとする.

定義 2.6 (Carter-Jelsovsky-Kamada-Langford-Saito [2]). 写像 � : X2 ! A が次の条件を満たす
とき � を quandle 2-cocycle と呼ぶ.

• 任意の x 2 X に対して, �(x; x) = eA.

• 任意の x; y; z 2 X に対して, �(x � y; z)�(x; y) = �(x � z; y � z)�(x; z).

c : A(D) ! X を X-彩色とし, � : X2 ! A を quandle 2-cocycle とする. ここで D の 2 重点 �

をとり, � の周りでは図 1 のようになっているとする. このとき � における重み Φ�(�; c) 2 A を次
で定める:

Φ�(�; c) :=

(
�(c(xi); c(xj)) (下方弧の向きが xi から xk);

�(c(xi); c(xj))�1 (下方弧の向きが xk から xi):

つづいて全ての 2 重点における重みをかけ合わせた元を Φ�(D; c) := Π�Φ�(�; c) 2 A と書く. この
とき次が成り立つ.

定理 2.7 (Carter-Jelsovsky-Kamada-Langford-Saito [2]). D と D0 を結び目 K の図式とし, 命題
2.5 の全単射を ’ : ColX(D) ! ColX(D0) と書く. このとき任意の X-彩色 c 2 ColX(D) に対して
Φ�(D; c) = Φ�(D0; ’(c)) が成り立つ.

よって X が有限 quandle のとき, 多重集合 Φ�(D) = fΦ�(D; c) j c 2 ColX(D)g は図式の取り
方に寄らない, すなわち結び目の不変量になる. この不変量を quandle cocycle 不変量 と呼び
Φ�(K) と書く.

3 Alexander pair と f -twisted Alexander matrix

X を quandle, R を乗法的単位元 1 をもつ環とする.

定義 3.1 (Ishii-Oshiro [4]). 写像 f1; f2 : X � X ! R が次の条件を満たすとき, 組 f = (f1; f2) を
Alexander pair と呼ぶ.

• 任意の x 2 X に対して, f1(x; x) + f2(x; x) = 1.
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• 任意の x; y 2 X に対して, f1(x; y) は R の単元.

• 任意の x; y; z 2 X に対して,

f1(x � y; z)f1(x; y) = f1(x � z; y � z)f1(x; z);

f1(x � y; z)f2(x; y) = f2(x � z; y � z)f1(y; z);

f2(x � y; z) = f1(x � z; y � z)f2(x; z) + f2(x � z; y � z)f2(y; z):

いくつか Alexander pair の例を挙げる.

例 3.2. X を任意の quandle とし, f1; f2 : X � X ! Z[t�1] を f1(x; y) = t; f2(x; y) = 1 � t で定
めるとこの組 f = (f1; f2) は Alexander pair になる.

例 3.3. G を群とし, X を conjugation quandle Conj(G) とする. このとき f1; f2 : X � X !
Z[G][t�1] を f1(x; y) = y�1t; f2(x; y) = y�1x � y�1t で定めるとこの組 (f1; f2) は Alexander pair

になる.

D を結び目 K の図式, c : A(D) ! X を X-彩色とし, C(D) で D の 2 重点全体の集合とする.

また f = (f1; f2) を Alexander pair とする. 続いて D の 2 重点 � に対して � の上方弧を aov(�),

� の下方弧で aov(�) の向きに沿って右側にある弧を ari(�), � の下方弧で aov(�) の向きに沿って
左側にある弧を ale(�) と書くことにする. このとき, 次で定める各成分が R の元であるような行列
(�ij)i2C(D);j2A(D) を D に関する f-twisted Alexander matrix と呼び A(D; c; f1; f2) と書く:

�ij : = �(ari(i); j)f1(c(ari(i); c(aov(i)))

+ �(aov(i); j)f2(c(ari(i); c(aov(i)))

� �(ale(i); j);

ここで �(x; y) =

8<:1 (x = y)

0 (x 6= y)
である.

例 3.4. D を図 2 の図式とし, 弧と 2 重点を図のようにラベル付けする. このとき

図 2 結び目の図式 D と D のラベル付け

aov(�1); ari(�1); ale(�1) はそれぞれ x3; x1; x2 である. よって ��1;x1
; ��1;x2

; ��1;x3
はそれ
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ぞれ f1(c(x1); c(x3)); �1; f2(c(x1); c(x3)) となる. 他の交点に関しても計算すると f -twisted

Alexander matrix は以下の行列である:

A(D; c; f1; f2) =

0@f1(c(x1); c(x3)) �1 f2(c(x1); c(x3))
f2(c(x2); c(x1)) f1(c(x2); c(x1)) �1

�1 f2(c(x3); c(x2)) f1(c(x3); c(x2))

1A
定義から f -twsited Alexander matrix は図式 D やその弧や 2 重点のラベル付けにも依存するが

次のようにして図式等に依らない値を取り出すことができる. n := j(A(D))j; m := jC(D)j とおくと
A(D; c; f1; f2) は m � n 行列である. ここで R-加群準同型 Rm 3 a 7! aA(D; c; f1; f2) 2 Rn の余
核を Coker(A(D; c; f1; f2)) と書くことにする. このとき次が成り立つ.

定理 3.5 (Ishii-Oshiro [4]). D と D0 を結び目 K の図式とし, 命題 2.5 の全単射を ’ : ColX(D) !
ColX(D0) と書く. このとき任意の X-彩色 c 2 ColX(D) に対して Coker(A(D; c; f1; f2)) と
Coker(A(D0; ’(c); f1; f2)) は R-加群として同型である.

よって X が有限 quandle ならば多重集合 fCoker(A(D; c; f1; f2)) j c 2 ColX(D)g は結び目の不
変量になる.

例 3.6. f = (f1; f2) を例 3.2 の Alexander pair とする. このとき f -twisted Alexander matrix

A(D; c; f1; f2) は Alexander matrix と一致する (cf. [4]). よって Coker(A(D; c; f1; f2)) は
H1(E1

K ) � Z[t�1] と同型である, ここで E1
K は K の補空間の無限巡回被覆空間 (すなわち可換化準

同型 G(K) ! Z の核に対応した被覆空間) である.

H1(E1
K ) は結び目 K の Alexander 不変量と呼ばれ古くから研究されている. つまり例 3.6 か

ら次のことがわかる.

• Alexander matrix は A(D; c; f1; f2) の特別な場合である.

• Alexander 不変量は Coker(A(D; c; f1; f2)) の特別な場合である.

よって Alexander matrix や Alexander 不変量の拡張として f -twisted Alexander matrix や
Coker(A(D; c; f1; f2)) を調べたいというのがこの研究の動機の 1 つである.

4 主定理の証明
定理 1.1 の証明は具体的に Alexander pair を構成し, 計算することで成される. この節ではその

鍵となる定理を紹介する.

X を quandle, A をアーベル群とし, � : X2 ! A を quandle 2-cocycle とする. Z[A] を整数環 Z
上の群環とし写像 f�; 0 : X2 ! Z[A] を次で定める:

f�(x; y) := 1 � �(x; y); 0(x; y) := 0:

このとき次が成り立つ.

補題 4.1. f� = (f�; 0) は Alexander pair である.
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この Alexander pair f� = (f�; 0) を quandle 2-cocycle に付随する Alexander pair と呼ぶ
ことにする. 次の定理が主結果の証明の鍵である.

定理 4.2. D を結び目 K の図式とし c : A(D) ! X を X-彩色とする. このとき次が成り立つ:

Coker(A(D; c; f�; 0)) �= Z[A]=(1 � Φ�(D; c) � 1 � eA):

この定理では f -twisted Alexander matrix から quandle cocycle 不変量の情報が得られるという
ことを示している.

図 3 結び目 K1 と K2

ここで図 3 の結び目を考える. これらの結び目 K1 と K2 の結び目群 G(K1); G(K2) は同型であ
る. Alexander 不変量は結び目群から定まるので K1 と K2 の Alexander 不変量は一致する. その
ため K1 と K2 を f -twisted Alexander matrix から得られる不変量で区別することが出来れば定
理 1.1 の証明が出来たことになる. つまり多重集合 fCoker(A(D; c; f1; f2)) j c 2 ColX(D)g が異な
る quandle X と Alexander pair を構成すればよい.

そこでまず Φ�(K1) 6= Φ�(K2) を満たす quandle X と quandle 2-cocycle � を用意する. 定理 4.2

を用いて多重集合 fCoker(A(D; c; f�; 0)) j c 2 ColX(D)g を計算することによって, quandle X と
� に付随する Alexander pair (f�; 0) が欲しい quandle と Alexander pair であるということが確か
められる. 具体的な計算は [7] を参照されたい.

注意 4.3. 前述したように G(K1) と G(K2) は同型である. Alexander matrix の拡張である表現付
きの Alexander matrix から得られる twisted Alexander 多項式と呼ばれる不変量も結び目群から
定まる, すなわち K1 と K2 は twisted Alexander 多項式を用いても区別することが出来ない. よっ
てこのことから f -twisted Alexander matrix は表現付きの Alexander matrix を真に拡張した概念
であるといえる.
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曲面絡み目の plat表示
大阪大学大学院理学研究科数学専攻
安田順平 (Jumpei YASUDA)

1 絡み目の plat表示
3 次元ユークリッド空間内の閉曲線を絡み目 (link) といい，連結な絡み目を結び目 (knot) とい
う*1．結び目理論の基本問題は結び目，絡み目の分類問題と同型問題である．2 つの絡み目 L と L0

が全同位 (ambient isotopy)によって移りあうとは，R3 の同位 (isotopy) fhsg1
s=0 であって h0 = idR3 と

h1(L) = L0 を満たすものが存在することをいう．また全同位によって移りあう絡み目を同値な絡み目
という．絡み目 Lが自明 (trivial)であるとは，R3 に埋め込まれた互いに交わらない 2次元円板の和
集合であって Lを境界に持つものが存在することをいう．
ユークリッド空間 R3 からユークリッド平面 R2 への射影による絡み目 Lの像 Pを考える．このと

き Pが絡み目 Lの正則射影図であるとは，平面 R2 上における Pの多重点が横断的な二重点のみか
らなるときをいう．正則射影図 Pの各二重点に絡み目の上下が分かるように情報を付与したもの D

を絡み目 Lの図式 (diagram)という．
結び目理論の研究において絡み目の図式は大きな寄与を果たしている．そのため次章で導入する曲

面絡み目に対しても適切な図式や表示を定義することは，曲面絡み目の変形や不変量の計算を行う上
で重要な問題である．
絡み目をブレイドの plat閉包によって表示する方法を紹介する．今後 n; mは正の整数とする．区

間 I = [0; 1]と 2次元円板 D = I2 に対して，p : D � I ! I を第二成分の射影，D内の n点からなる
部分集合 Qn = fq1; : : : ; qngを qk = (1=2; k=(n + 1)) 2 Dによって定める．このとき円筒 D � I 内の曲
線 �が次数 nの幾何ブレイド (geometric braid)であるとは，次の 2条件を満たすことをいう．

(1) 制限写像 pj� : � ! I は n次の被覆写像である．
(2) 境界 @�は Qn � f0; 1gと一致する．

また境界を固定する D � I の全同位によって 2つの幾何ブレイドが移りあうとき，それらのブレイド
は同値であるという．混乱の恐れが無ければ幾何ブレイドを単にブレイドと呼ぶ．

Dの n点配置空間を Cn(D)とするとき，Cn(D)の基本群 Bn = �1(Cn(D); Qn)を次数 nのブレイド
群という．n 次の幾何ブレイドの同値類は n 次ブレイド群の元と 1 対 1 対応することが知られてい
る．またブレイド群 Bn は次の群表示を持つことが知られている (Artin [1])．

Bn =
D
�1; : : : ; �n�1 j �i � j = � j �i (ji � jj > 2); �i � j �i = � j �i � j (ji � jj = 1)

E
:

*1 本講演では PLカテゴリーで議論する．しかし同様の方法によって滑らかなカテゴリーにおいても議論が可能である．
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ブレイドから絡み目を得るために，フタの役割を担う wicketを定義する．円筒 D � I 内の wicket
とは，D � I 内の半円周 (semicircle)であり，半円周の境界は IntD � f0gと垂直に交わっているもので
ある ([3])．D � I 内の m-wicket systemとは，互いに交わらない m本の wicketの和集合である．

wicketの大きな特徴は，端点 @wを指定すると一意的に m-wicket system wが与えられることであ
る．そこで @wm = ffq1; q2g; : : : ; fq2m�1; q2mggによって定義される m-wicket systemを標準的であると
呼ぶ．ここで fq1; q2gは wm の連結成分の 1つが q1 と q2 を端点に持つことを指定している．標準的
な 2m-wicket system wm は次数 2mのブレイドの (片側の)端点と一致している．そこで図 1のように
次数 2mのブレイド �の境界を 2つの m-wicket systemによって塞ぐことにより，ブレイドから絡み
目e�を構成することが出来る．この絡み目e�をブレイドの plat閉包 (plat closure)といい，また絡み
目の plat表示という．

図 1 次数 4のブレイドと 8の字結び目の plat表示 (m = 2)

2 曲面絡み目
4次元ユークリッド空間 R4 内の閉曲面を曲面絡み目 (surface-link)といい，連結な曲面絡み目を曲

面結び目 (surface-knot)という*2．特に 2次元球面 S 2 と同相な曲面結び目を 2次元結び目 (2-knot)
と呼ぶ．2つの曲面絡み目が R4 の全同位変形で移りあうとき，それらの曲面絡み目は同値であると
いう．
曲面結び目理論の基本問題は結び目理論と同様であるが，(1次元)結び目とは異なり位相形が複数

存在する．また絡み目と同様に R3 への正則射影図を考えることにより曲面絡み目の図式が定義され
るが，これは紙面で計算することが困難なため，不変量計算においては別の表示を構成することが有
効である．その表示の 1つとして，次に紹介するバンド付き絡み目表示がある．
絡み目 Lに接着するバンド (band)とは R3 内に埋め込まれた 2次元円板 bであって，Lと bの共

通部分が Lと @bの共通部分と一致し，それは異なる 2つの線分であることをいう：

L \ b = L \ @b; L \ b � I t I:

絡み目 Lのバンドを bとする．このとき絡み目 L0 がバンド bに沿った絡み目 Lのバンド手術 (band
surgery)によって得られるとは，絡み目 L0 が次のようにして得られるときをいう：

L = (L [ @b) n Int(L \ @b):

絡み目 Lと Lに接着する互いに交わらないバンドの集合 B = fb1 : : : ; bngの組 (L; B)をバンド付き絡
み目 (banded link)という．2つのバンド付き絡み目が同値であるとは，R3 の全同位変形によってバ

*2 曲面絡み目を knotted surfaceと呼ぶ文献もある．
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ンド同士が交わることなく移りあうことをいう．またバンド付き絡み目 (L; B)に対して Lを Bに属
するバンドによって手術して得られる絡み目を LB と記す．
バンド付き絡み目 (L; B)について，2つの絡み目 Lと LBが共に自明な絡み目であるとき，(L; B)は許

容的 (admissible)であるという．以下では許容的なバンド付き絡み目を考えよう．pr : R3 � R ! R3

を第 1 成分の射影とする．L と LB は自明であるため，R3 内の円板族 d と D の境界となっている．
この円板族を用いて次のような R4 = R3 � R 内の曲面絡み目を構成する (このように曲面絡み目を
バンド付き絡み目と 2次元円板の 1-パラメータ族によって表示する手法をモーションピクチャーと
いう)．

pr(F \ R3 � ftg) =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

D (t = 1);
LB (0 < t < 1);
L [ jBj (t = 0);
L (�1 < t < 0);
d (t = �1); and
; otherwise;

この曲面絡み目 F は円板族 d; Dと (L; B)に依った定義であるが，dと Dの取り方，そして (L; B)の
同値類の取り方に依らず (曲面絡み目の同値の差を除いて)一意的に定まることが知られている．こ
の曲面絡み目 F を F(L; B)と記し，バンド付き絡み目 (L; B)の閉実現曲面 (closed realizing surface)

という．(許容的な)バンド付き絡み目は閉実現曲面によって曲面絡み目を表示することが出来るが，
逆に全ての曲面絡み目はバンド付き絡みによって表示することが知られている (cf. [10])．これを曲
面絡み目のバンド付き絡み目表示 (banded link presentation)という．

3 ブレイド状曲面と 2次元ブレイド
ブレイド状曲面は Rudolph[11]によって導入され，そして Viro(cf. Kamada [6, 7, 8])によって 2次
元ブレイドが導入された．これらは幾何ブレイドの高次元化である．

D1 と D2 を 2次元円板 I2，写像 pri : D1 � D2 ! Di (i = 1; 2)を第 i成分への射影とする．また D2

の基点 y0 を @D2 上に取り固定する．次数 nの (点付き)ブレイド状曲面 ((pointed) braided surface)

とは次を満たす D1 � D2 に埋め込まれた向き付けられた曲面 S である [11]:

(1) 制限写像 �S = pr2jS : S ! D2 は次数 nの単純分岐被覆写像である．
(2) 境界 @S は D1 � @D2 内の閉ブレイドである.

(3) 基点 y0 上の �S の逆像 pr1(��1
S (y0))は Qn と一致する.

n次の分岐被覆写像が単純 (simple)であるとは，各分岐値の逆像が n � 1点からなるときを言う．
2 次元ブレイド (2-dimensional braid) とは境界 @S が自明な閉ブレイドとなるようなブレイド状

曲面である．即ち，各 y 2 @D2 について pr1(��1
S (y)) = Qn が成り立つ．分岐被覆写像 �S の次数をブ

レイド状曲面 S の次数といい，deg S と記す．
2 つのブレイド状曲面が同値であるとは，D1 � D2 のファイバーを保つ全同位 (isotopy)fhtgt2I に
よって移り合うことを言う．ここで連続写像 ht がファイバーを保つとは，D1 � D2 を D2 上の自明な
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D2 束と見なしたときにファイバー構造を保つことを意味している．ブレイド状曲面が自明であると
は，2次元ブレイド Qn � D2 に同値であることをいう．

補題 3.1 (cf. [8]). ブレイド状曲面 S が自明である必要十分条件は分岐被覆写像 �S が分岐点を持たな
いことである．

3.1 2次元ブレイドの閉包
2次元ブレイドを用いて曲面絡み目を表示する手法として閉包を導入する．
I � Rにより D1 � D2 � R4 とする．次数 nの 2次元ブレイド S の閉包 (closure)とは，n枚の自

明な円板を @S に沿って (R4 内における)D1 � D2 の外側から S に貼り合わせて得られる (向き付け
られた) 曲面絡み目である．S の閉包を S と表す．2 次元ブレイドの閉包は図 2 に示すモーション
ピクチャーによって記述することが出来る．ここで S [t] (t 2 I)は S の D1 � (I � ftg)における切断面
S \ D1 � (I � ftg)である．

図 2 2次元ブレイドの閉包のモーションピクチャー

2次元ブレイドの閉包について，次の存在性が成り立つ．

命題 3.2 (鎌田 [7]). 全ての向き付けられた曲面絡み目はある 2次元ブレイドの閉包と同値である．

そのため全ての向き付け可能な曲面絡み目は 2次元ブレイドによる表示を持つ．向き付け可能な曲
面絡み目 F に対して，閉包が F と同値となるような 2次元ブレイドの最小次数をブレイド指数とい
い Braid(F)と記す．ブレイド指数の値が小さな曲面絡み目については次のことが知られている．

命題 3.3 (鎌田 [5]). 向き付け可能な曲面絡み目 F のブレイド指数について次が成り立つ．

• ブレイド指数が 2以下であるとき，F は自明な曲面結び目である．
• ブレイド指数が 3であるとき，F はリボン曲面絡み目である．

命題 3.4 (鎌田-佐藤-高林 [9]). 非自明な 2次元結び目 F と F0 に対して，ブレイド指数は連結和に関
して加法的でない：

Braid(F#F0) < Braid(F) + Braid(F0) � 1:
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3.2 ブレイド状曲面のブレイドモノドロミー
ブレイド状曲面は次に導入するブレイドモノドロミーによって特徴付けることが可能である．
次数 nのブレイド状曲面 S に関して分岐被覆写像 �S の分岐値全体を �S とする．このとき D2 n �S

上のループ 
 : (I; @I) ! (D2 n �S ; y0)に対して，pr1(��1(
(t))) (t 2 I)は D1 上の m点集合となり，特
に pr1(��1(
(0))) = pr1(��1(
(1))) = Qn となる．よって D2 n �S 上のループ 
から次数 nのブレイド

�
 =
[
t2I

pr1(��1(
(t))) � D1 � I:

が定まり，同値類を取ることによって群準同型写像

�S : �1(D2 n �S ; y0) ! Bn

が得られる．この群準同型 �S をブレイド状曲面 S のブレイドモノドロミー表現 (braid monodromy
representation)という．2つのブレイド状曲面 S と S 0 のブレイドモノドロミー表現 �S と �S 0 を考
える．このとき次を満たす同相写像 g : D2 ! D2 が存在するとき，�S と �S 0 は同値であるという．
但し g� : �1(D2 n �S ; y0) ! �1(D2 n �S 0 ; y0)は同相写像 gが誘導する同型写像である．

(1) g(y0) = y0 かつ g(�S ) = �S 0 が成り立つ．
(2) �S = �S 0 � g� が成り立つ．

命題 3.5 (cf. [8]). 2つのブレイド状曲面が同値である必要十分条件はそれらのブレイドモノドロミー
表現が同値であることである．

ブレイドモノドロミー表現は，�S に関する Hurwitz arc systemを用いることにより，ブレイド群
Bn の有限個の元により具体的に書き表すことが可能である (これをブレイド状曲面 S のブレイドシ
ステム (braid system)という)．詳細については [8]を参照されたい．

4 ブレイド状曲面の plat閉包
(1次元)絡み目の plat表示では，ブレイドにフタとして wicketを貼り合わせて絡み目を構成した．

そこで wicketのループ (閉曲線)を上手く応用することでブレイド状曲面の”フタ”を構成し，そして
曲面絡み目の plat表示を導入する．
次の m + 1個のブレイドによって生成されるブレイド群 B2m の部分群 K2m を Hilden部分群という

([4], cf.[2])：
K2m =

D
�1; �2�1�3�2; �2i�2i�1��1

2i+1��1
2i (i = 1; 2; : : : ; m � 1)

E
:

また円筒 D � I 内の m-wicket system全体のなす配置空間をWm とする．ここでWm は弧状連結
であることが知られている．

命題 4.1 (Brendle-Hatcher [3]). 配置空間Wm の基本群は Hilden部分群と同型である：

�1(Wm; wm) ’ K2m:

403



この同型写像は次のようにして与えられる． f : (I; @I) ! (Wm; wm)を配置空間Wm 内のループと
する．このとき次数 2mのブレイド � f を

� f =
[
t2I

@ f (t) � ftg � D � I

によって定めると，ブレイド � f の同値類は Hilden 部分群の元となる．この対応により基本群
�1(Wm; wm)から Hilden部分群 K2m への写像が定まり，かつ同型写像を与えることが分かっている．

定義 4.2. (幾何)ブレイド �が適切 (adequate)であるとは，あるループ f : (I; @I) ! (Wm; wm)が存
在して � = � f を満たすことをいう．

次に次数 nのブレイド状曲面 S に対して，その境界に現れるブレイド �S を

�S =
[
t2I

pr1(��1
S (�(t))) � ftg � D � I

として定める．これは境界 @S の閉ブレイドを基点上で切り開いて得られるブレイドである．

定義 4.3. 幾何ブレイド �S が適切なブレイドであるとき，ブレイド状曲面 S は適切 (adequate)であ
るという．

4.1 Wicket型曲面と plat閉包
I � Rにより Di � R2，D1 � D2 � R4 とする．R2 n Int D2 内における境界 @D2 の正則近傍を N と

する．すると N はアニュラス I � S 1 と同相であるため，自然な同一視によって D1 � N を D � I � S 1

と見做す．

定義 4.4. f : (I; @I) ! (Wm; wm)をループとする．このとき D1 � N 内のコンパクト曲面 A f を

A f =
[
t2I

f (t) � fp(t)g � D � I � S 1 = D1 � N;

によって定める (ここで p : I ! S 1 = I=@I は商写像である)．この曲面 A f を wicket型曲面という．

Wicket型曲面 A f の構成より，境界 @A f は適切なブレイド � f の閉包となっている．そこで適切な
ブレイド状曲面 S を考えると，定義よりあるループ f : (I; @I) ! (Wm; wm)が存在して �S = � f とな
る．境界 @S と @A f は共にブレイド � f の閉包となり一致している．よって曲面絡み目 S [ A f が定
義できる．
また m-wicket systemは境界成分から一意的に復元できていた．よって wicket型の曲面 A f は境界

@S = @A f から一意的に定まる．そこで A f を AS と記すことにする．

定義 4.5. 適切なブレイド状曲面 S の plat閉包 (plat closure) eS を R4 内の S と wicket型曲面 AS の
和集合として定める： eS = S [ AS :

定義 4.6. 曲面絡み目 F がある適切なブレイド状曲面の plat閉包であるとき，F を plat formという．
さらに S が 2次元ブレイドのとき，F を genuine plat formという．
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5 主定理
曲面絡み目の plat表示について，次の存在性定理が分かった．

定理 5.1. 全ての曲面絡み目はあるブレイド状曲面の plat閉包と同値である．

また 2次元ブレイドの閉包の存在性 (命題 3.2)に対して，類似の結論も得られた．

定理 5.2. 全ての向き付け可能な曲面絡み目はある genuine plat閉包と同値である．

曲面絡み目の plat表示を用いることにより，次の曲面絡み目不変量が定義される．

定義 5.3. 曲面絡み目 F の plat指数 (plat index) Plat(F)を，F の plat表示を与えるブレイド状曲面
の最小次数の半数値によって定義する．

Plat(F) = min
n
deg S=2 j S はブレイド状曲面; eS ’ F

o
:

定義 5.4. 曲面絡み目 F は genuine plat表示を持つとする．このとき F の genuine plat指数 (genuine
plat index) g:Plat(F)を，F の genuine plat表示を与える 2次元ブレイドの最小次数の半数値によっ
て定義する．

g:Plat(F) = min
n
deg S=2 j S は 2次元ブレイド; eS ’ F

o
:

この 2つの不変量は次の不等式関係が成り立つ．これは定理 5.2の証明から従う．

定理 5.5. 向き付け可能な曲面絡み目 F に対して次の不等式が成り立つ．

Plat(F) � g:Plat(F) � Braid(F):

この不等式は (1次元)絡み目で知られている事実の類似である．
注意 5.6. (1次元)絡み目 Lの橋指数を bridge(L)とするとき，次の不等式が成り立つ．

bridge(L) = plat(L) � braid(L):

6 結び目群と結び目対称カンドルの計算
また plat表示を用いた計算例として，曲面絡み目の不変量である結び目群と結び目 (対称)カンド
ルの計算を紹介する．

4次元ユークリッド空間 R4 内の曲面絡み目 F に対して，その補空間の基本群 �1(R4 n F)を結び目
群 (knot group)といいG(F)と記す．同様に，D1 � D2 内のブレイド状曲面 S に対して，その補空間
の基本群 �1(D1 � D2 n S )を S の結び目群 (knot group)といい G(S )と記す．
ブレイド状曲面の結び目群は次のようにして群表示が与えられることが知られている．補空間

D1 � D2 n S 内のループ x1; : : : ; xn を基点 y0 上のメリディアンループとする．
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命題 6.1 (cf. [8]). 次数 nのブレイド状曲面 S の結び目群は次の群表示を持つ．
G(F) = hx1; : : : ; xn j r1; : : : ; rli

ここで lはブレイド状曲面の分岐点の個数であり，各関係子 r j は S のブレイドシステムから与えら
れる．

定理 6.2. 次数 2mの適切なブレイド状曲面 S に対して，plat閉包の結び目群 G(eS )の群表示として
次が成り立つ．

G(eS ) =
D
x1; : : : ; x2m j r1; : : : ; rn; x2i�1 = x�1

2i (i = 1; : : : ; m)
E

この定理は結び目対称カンドルと呼ばれる曲面絡み目の不変量に応用することが可能である．

定理 6.3. 曲面絡み目 F はブレイド状曲面 S によって plat表示が与えられているとする．また結び
目対称カンドルを (X(F); �)とするとき次の対称カンドル表示がある：

X(F) = hx1; : : : ; x2m j r1; : : : ; rn; x2i�1 = �(x2i) (i = 1; : : : ; m)isq

ここで各 r j は S のブレイドシステムから与えられる関係子である．
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Thompson群や関連する群の divergence functionについて
東京都立大学大学院 理学研究科 数理科学専攻

児玉悠弥 (Yuya KODAMA)

概要
幾何学的群論における主要な研究対象に, Thompson群 F , T , V と呼ばれる無限群がある. こ
れらの群は珍しい性質をもつので, 様々な “亜種”も研究されている. 近年 Thompson 群に対し
て, “無限遠での連結性”を表す量が計算された. この結果が他の亜種にも成り立つのかが急速に
調べられており, 講演者のものも含めた結果を紹介したい.

1 導入
1965 年に, Richard Thompson によって F , T , V という 3 つの群が定義された. これらの群は,

ある種の有限性を持ちながらも多くの不思議な性質を持つ群で, 現在でも様々な手法を用いて研究さ
れている.

その手法の一つに, Thompson 群と似た群を新たに構成し, 元の群との関係性や, その群自身の
性質を調べるというものがある. 3 つの群はそれぞれ様々な定義の仕方があり, それらの定義から
様々な亜種が構成されている. 例えば, Higman-Thompson群 [6], Brown-Thompson群 [3], braided

Thompson群 [2, 4], 高次元の Thompson群 [1], Lodha-Moore群 [8]等が挙げられる. それぞれが興
味深い性質をもつ群だが, 今講演においては主に braided Thompson群 BV に着目する. この群は,

Thompson群 V と Braid群を組み合わせて構成されるような群である.

幾何学的群論における群の研究の主要な方法の一つに, 有限生成群にグラフの構造を定め, そのグ
ラフの幾何的性質を調べるというものがある. このグラフは一般には生成集合の取り方に依存するた
め, その幾何的性質は “群とその生成系に関する性質”ということになる. 我々が主に興味を持ってい
るのは “群の性質” であるので, 生成系の取り方の違いを同一視する必要があり, それが擬等長同型
と呼ばれるものである. 群に対して擬等長不変な量を計算するという研究は, 現在でもよく行われて
いる.

有限生成群に対して定まる擬等長不変量のひとつに, divergence function と呼ばれるものがある.

divergence functionとは概ね “無限遠における空間のつながりの強さ”を表す量であり, 十分につな
りが強いことを「linear divergenceをもつ」という. Thompson群が linear divergenceをもつこと
は [5] において既に証明されている. また, ブレイド群 Bn についても, n � 3 であるならば linear

divergenceをもつことがわかる*1. これらのことから, その 2つの群を組み合わせた BV も同様の性
質を持つことが期待される. 実際次が成り立つ.

*1 例えば, v2の [7, Proposition 3.3]に記載予定.
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Theorem 1.1 ([7]) BV は, linear divergenceをもつ.

証明は, 細かい場合分けを含む組み合わせ群論的な議論を用いて行う.

2 Cayley graphと擬等長同型
有限生成群と生成集合に対して, 次のようにグラフを定義する.

De�nition 2.1 (Cayley graph) G を有限生成群, S をその有限な生成集合で単位元を含んでい
ないものとし*2, Gの部分集合 S�1を fs�1 j s 2 Sgで定める. 無向グラフ Cay(G; S)を次で定める:

• 頂点集合は G.

• 辺集合は ffg; gsg j g 2 G; s 2 S [ S�1g.

このとき, Cay(G; S) を G の S に関する Cayley graph と呼ぶ. 簡単のため, fg; gsg という辺と
fgs; gss�1g = fgs; ggという辺は同一視しておく.

Cayley graphには, 常にその生成集合によって定まる語距離 dS をいれておく. これはつまり, 各辺
の長さを 1として, 2点を結ぶ辺の列で最小のものの辺の数である. 以下では, この距離を頂点集合に
制限したものを考える.

Cayley graph は群を幾何学化したものに見えるが, 実際にはその生成集合に依存して定まるもの
である. 生成集合のとり方に依らないものでなければ, 群そのものを幾何学化したとは言えない. そ
こで, 次のように “ゆるい同型”を定める.

De�nition 2.2 (擬等長同型) 距離空間 X; Y の間の写像 f : X ! Y が次を満たすとする:

1. ある数 � � 1; k � 0が存在して, 任意の x1; x2 2 X に対して

1

�
dX(x1; x2) � k � dY (f(x1); f(x2)) � �dX(x1; x2) + k

が成り立つ.

2. ある C > 0が存在して, f(X)の C�閉近傍が Y と一致する.

このとき X と Y は擬等長同型であるといい, f を擬等長同型写像という*3.

有限生成群とその Cayley graphに対して, 次が成り立つ.

Proposition 2.3 有限生成群 Gに対して S; T を 2つの有限生成集合とする. このとき, Cay(G; S)

と Cay(G; T )は擬等長同型である.

*2 特に断らない限り, 有限生成集合は常にこの性質を満たすとする.
*3 X から Y への擬等長同型写像が存在すれば, Y から X への擬等長同型写像も (一意とは限らないが) 存在する. 条件

2を使って適当に対応を決めればよい.
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Proof. (G; dS)から (G; dT )への恒等写像が擬等長同型写像となることを示す. ある L > 0が存在
して, 任意の g; h 2 Gに対して

dS(g; h)

L
� dT (g; h) � LdS(g; h):

が成り立つことを示せば良い.

L1 := maxt2T [T −1 dS(e; t)とする*4. dT (g; h) = n, すなわち n個の T [ T �1 の元 t1; : : : ; tn を
用いて gt1t2 � � � tn = hと書けるとする. 言い換えると, (G; dT )における g から hへの最短の道は,

g; gt1; gt1t2; : : : ; gt1t2 � � � tn = hという順番に頂点を通っていく道ということである. (G; dS)内で,

同じ頂点を通って g と hを結ぶことを考える. dS(g; gt1)とは, t1 を S [ S�1 の元の (最小の個数で
の)積で表した時の元の個数であるので, これは結局 dS(e; t1)と等しく, L1 で上から評価される. 同
様に, dS(gt1; gt1t2) = d(e; t2)であるのでこれも L1 で上から評価され, 以降も同じように計算でき
る. 三角不等式から,

dS(g; h) � dS(g; gt1) + dS(gt1; gt1t2) + � � � + dS(gt1 � � � tn�1; h)

� L1n

= L1dT (g; h)

が成り立つ.

L2 := maxs2S[S−1 dT (e; s)に対して, S; T の役割を入れ替えた上の議論を適用すれば, dT (g; h) �
L2dS(g; h)が得られる.

最後に maxfL1; L2gを Lとおけば, 証明が完了する. □

この命題によって, 有限生成群の Cayley graphは擬等長同型の違いを除いて一意に定まることがわ
かる.

Remark 2.4 自明な群の Cayley graph(すなわち 1点からなる graph)と, 有限群 (と適当な生成集
合)の Cayley graphは擬等長同型である. 実際, 自明群の 1点を有限群の単位元に送る写像が擬等長
同型写像の定義を満たす. このことから, 通常我々は有限生成である無限群を研究対象とすることが
多い.

また, 一つの生成集合上での Cayley graphに対して “幾何的な性質”を定めたあとに, それが擬等長
同型のもので不変であることが示せれば, その性質を群の幾何的な性質と思うことができる. Section

4では, その一つの例である divergence functionというものについて述べる.

3 Thompson群と braided Thompson群
3.1 Thompson群 F, T, V

まず V を定義して, その部分群として残りの 2つを定義する.

*4 dS(e; t) = dS(e; t−1)であるので, T −1 はなくてもよい.
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V の元 g は, leafの数が同じである有限の根付き 2分木 T+; T� と leafの集合の置換 � からなる 3

つ組 (T+; �; T�)で表される. このような 3つ組のことを, tree diagramと呼ぶ.

2分木 T の各 leaf oに対して, rootから oへの一意な pathが対応する. 各 caret(ˆのこと)の左側
を 0, 右側を 1とラベル付けすれば, pathに対応する binary word w(o)が得られる. 以降, 各 path

とそれに対応する binary wordは同一視する.

Cantor集合 C と無限 2進列からなる空間を同一視することにより, V の元 (T+; �; T�)に対応し
た C から C への同相写像が得られる. 実際, T+ の各 leaf o と任意の無限語 a に対して, w(o)a を
w(�(o))aに対応させれば良い.

群の合成を定義するための準備をする. T+ の leaves x; y が dipoleを形成するとは, x; y が T+ 内
で同じ親を持ち, さらに �(x); �(y)が (この順番で)T� 内で同じ親をもつ状態のことをいう. dipole

は自然に取り除くことができる. また, 取り除く前後の tree diagram から得られる Cantor 集合 C

の間の同相写像は同じであり, このときこれらの tree diagram は V の同じ元を表しているとみな
す. dipoleを差し込むことも, 上の内容を逆にたどればできる. dipoleがない tree diagramのことを
reduced tree diagram という. V の任意の元は reduced tree diagram を用いて unique に表さ
れる.

群の演算を定義する. 任意の 2元 g1; g2 2 V に対して, それに対応する tree diagramを 2つ任意
にとり, (A+; �; A�) と (B+; �; B�) とする. このとき, いくつかの dipole を差し込むことにより,

g1; g2 を表し更に B0
+ = A0

� を満たすような tree diagrams(A0
+; �0; A0

�), (B0
+; �0; B0

�) が得られる.

このとき,

g1g2 := (A0
+; �0�0; B0

�)

と定義する. なお, ここでの �0�0 とは通常の写像の合成とは逆の順番での合成, すなわち右作用であ
る. B0

+ = A0
� より leafの数が等しいので, 写像の合成が計算できる.

最後に F; T を定義する. T は � を巡回置換のみに制限したものとし, F は � を恒等写像のみに制
限したものと定める. 明らかに, それぞれ V の部分群となる.

3.2 braided Thompson群 BV

Thompson群 V は, 葉の数が等しい 2つの有限根付き 2分木と, その葉の数に対応する対称群の元
を用いて表されていた. BV は, この対称群の部分をブレイド群に置き換えることで定義される. V

における tree diagramに対応して, BV における 3つ組を tree-braid-tree diagramと呼ぶ.

V と異なるのは, 同じ元を表す別の tree-braid-tree diagramの同一視の仕方と, 合成の定義である.

V においては, 対応する 2 つの leaf が dipole を形成するときに, 取り除く操作を与えた. BV に
おいては, 次の 2つの条件を満たすとき, caretと対応する 2本の紐を取り除く操作を定め, 同一視を
行う.

1. ブレイド群から自然に定まる対称群への全射準同型を用いて tree-braid-tree diagramを tree

diagramとみなしたとき, V の元の意味で dipoleを形成していること.

2. その対応する 2本の紐が平行であること.

410



逆の操作も同様に定義することができるので, それを用いて tree-braid-tree diagram の間の同一視
を定める.

合成の定義については, 写像の合成の部分をブレイド群の積で置き換えればよい.

4 divergence function

f; g を R+ から R+ への写像とする. ある A; B; C; D; E � 0が存在して, 全ての x 2 R+ に対して

f(x) � Ag(Bx + C) + Dx + E

が成り立つとき, f � gと定める. f � gを f � gかつ g � f で定めると, これは同値関係になる. 定
義から, 全ての線形写像は同値である.

� 2 (0; 1)とする. 有限生成群 Gの �-divergence function f�(x)とは, ある有限生成系 S に関
する Cayley graphの単位元に対応する点 eから距離が x離れた任意の 2点を, eを中心とした半径
�x の ball の中を通らずに結べる道の長さを, 上からおさえられる値の最小値のことである. そのよ
うな道が存在しないときには, 道の長さを1と定める.

ある � が存在して, Gとある生成集合 S に対して定まる divergence functionが線形写像と同値で
あるとすると, 別の生成集合 S0 に対して定まる divergence functionもその性質を持つ*5. 従ってこ
れは, 群そのものの性質とみなすことができる. ある � が存在して, Gのあるケイリーグラフに対す
る �-divergence functionが線形写像と同値であるとき, Gは linear divergenceをもつという.

Thompson群 F; T; V や BV は, 全て linear divergenceをもつ. これは実際に道を構成して, 具体
的な � を与えることで証明される.
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*5 この性質は擬等長同型の元でも不変である.
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The space of non-extendable quasimorphisms

名古屋大学大学院多元数理科学研究科 多元数理科学専攻
丸山修平 (Shuhei MARUYAMA)

概要

群上の “有界な誤差で準同型”となる実数値関数を擬準同型 (quasimorphism)という. 正規部
分群上の擬準同型が全体の群に拡張できるか, という「擬準同型の拡張問題」について得られた
結果を紹介する. とくに, 自由群, 曲面群, 3-manifold 群, 自由群の (IA-) 自己同型群など, 幾何
由来の群に関する拡張不可能な擬準同型の空間の決定について紹介する. 本稿は川崎盛通氏 (青
山学院大学), 木村満晃氏 (京都大学), 松下尚弘氏 (琉球大学), 見村万佐人氏 (東北大学)との共同
研究に基づく.

1 序

本稿ではプレプリント [KKM+21]の結果を紹介する.

群 G上の実数値関数 � : G ! Rが擬準同型 (quasimorphism)であるとは,

D(�) = sup
g;h2G

j�(gh) � �(g) � �(h)j < 1

が成り立つときをいう. つまり擬準同型とは “有界な誤差で準同型”な関数である. また, 任意の巡回

部分群上で準同型となる擬準同型を斉次擬準同型 (homogeneous quasimorphism)という. 斉次擬準

同型のなす線形空間を Q(G)で表す. 以下では斉次なものしか扱わないので, 単に擬準同型と書いた

ら斉次なものを指すことにする.

Gの正規部分群 N 上の G不変擬準同型 �が与えられたとき, それが G上の擬準同型に拡張でき

るか, という G 不変擬準同型の拡張問題を扱う (ここで G 不変というのは共役不変の意味である).

拡張不能擬準同型については, 筆者の知る限り [Sht16], [KK19]の例しか無かった.*1 また [Sht16]の

例は拡張不能な準同型なので, 真に擬準同型であり拡張不能なものは [KK19]の例しか見つかってい

なかった.

一般に擬準同型の構成は難しいので, 拡張不能な擬準同型を構成するのはなおのこと難しい. そこ

で, 拡張不能な擬準同型の存在や非存在くらいは示せないだろうか, ということで, 拡張不能な擬準同

型のなす線形空間
N E(G; N) = Q(N)G

��
i�Q(G) + H1(N)G

�
を導入し (3章), その線形空間の非自明性や自明性を調べることにする. この空間の正確な意味は 3

章で説明するが, ラフに述べると, この空間N E(G; N)が非自明なとき, N 上に拡張不能な G不変擬

準同型が存在する.

*1 本研究とほぼ同時期に, 拡張不能準同型の別の例を見つけた [KM20].
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本稿の主結果は以下である:

定理 1.1 ([KKM+21]). (1) 自由群 G = Fn とその交換子部分群 N に対し, N E(G; N) = 0.

(2) 自由群の自己同型群 G = Aut(Fn)と IA-自己同型群 N = IAn に対し, N E(G; N) = 0.

(3) 連結成分が 2つの双曲絡み目の基本群 Gとその交換子部分群 N に対し, N E(G; N) = 0.

(4) 種数 2以上の閉曲面の基本群 Gとその交換子部分群 N に対し, N E(G; N) �= R.

(5) 種数 l � 2の閉曲面上の向きを保つ同相写像 f に対し, Mf でその写像トーラスを表し, GをMf

の基本群, N を交換子部分群とする. 同相写像 f が擬アノソフであり, その写像類がトレリ群に

入るとき, N E(G; N) �= R2l+1.

N E(G; N)は商空間として定義されているが, 上定理の例ではすべて分子の空間も分母の空間も非

可算無限次元の空間である (定理 2.2から分かる). しかし商を取りその差を見てみると, 自由群の例

だと分子と分母の差はなく, 曲面群の例だとその差はたったの 1次元分しかない.

拡張不能擬準同型やその空間にはいくつか応用がある ([KKMM21b], [KKM+21]). とくに空間

N E(G; N)に関して, 次の安定交換子長 sclG と sclG;N の同値定理が成り立つ.

定理 1.2 ([KKM+21]). N E(G; N) = 0のとき, sclG と sclG;N は双リプシッツ同値である.

2 擬準同型と交換子長

以下では擬準同型と (安定)交換子長の基礎的なことを紹介する. 擬準同型や (安定)交換子長につ

いては [Cal09]が標準的な教科書である.

擬準同型は準同型を含む広いクラスであるが, 擬準同型を考える動機の一つに完全群がある. 完全

群とは任意の元が交換子 [g; h] = ghg�1h�1 の積で表せるという群である. Gを完全群としたとき,

実数値準同型 G ! Rはすべて自明となることが定義から直ちに分かる. したがって, 実数値準同型

を用いて完全群の情報を取り出すことは不可能である. 一方, 完全群は擬準同型なら許容し得て, その

擬準同型を用いてその完全群の代数的な情報 (例えば交換子長など)を取り出すことができる.

群 Gの交換子部分群 [G; G]の元 g について, その交換子長 (commutator length) clG(g)は, g を

与える交換子の最小数
clG(g) = minfl 2 N j g = [a1; b1] � � � [al; bl]g

である. 交換子長は幾何的には “最小種数”とみなすことができる. 例えば Gとして多様体の基本群

を考える (もしくは離散群 Gの分類空間を考える). このとき Gの元 g は多様体上のループで実現で

きるが, そのループを張る境界付き曲面の種数の最小数がまさに g の交換子長である.

一般に交換子長の計算は非常に難しい.*2 そこで交換子長の安定化として安定交換子長 (stable

commutator length)

sclG(g) = lim
n!1

clG(gn)

n

を考える. 交換子長は劣加法性を持つので, 極限は必ず存在する. 安定交換子長の計算については, 擬

*2 プレプリント [Heu20]のタイトルを見よ.
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準同型を用いた次の定理がある.

定理 2.1 ([Bav91], Bavardの双対定理). 交換子部分群の元 g 2 [G; G]に対し,

sclG(g) = sup
�2Q(G)=H1(G)

j�(g)j
2D(�)

が成り立つ.

したがって具体的な擬準同型が構成できたとすると, それを用いて安定交換子長の lower boundを

与えることができる. とくに安定交換子長が非零とすると, 交換子長は非有界関数であることが分か

る. 完全群 Gについて交換子長が有界関数になるとき, Gを一様完全群という. つまり完全群上に非

自明な擬準同型が存在すると, その群は一様完全群にはなり得ないことが分かる.

擬準同型と一様完全性に関する例として, Poincaréの translation number ([Poi81]) を挙げる. 円

周の向きを保つ同相群を H, 実数直線上の同相写像で 1平行移動と可換なもののなす群を eHで表す.eHはHの普遍被覆群となることが知られている. 写像 � : eH ! Rを

�(h) = lim
n!1

hn(0)

n

で定める. 極限が必ず存在し, 擬準同型となることは簡単に分かる. この � を Poincaréの translation

numberという. Translation numberは円周の力学系の研究の過程で [Poi81]で導入され, その有理

性と円周の同相写像の周期点の存在が同値となるなど, 円周の力学系における基本的で重要な道具で

ある. 簡単に分かるように 1平行移動 T 2 eH について �(T ) = 1なので, scl eH(T ) > 0である.*3 H
は一様完全群であることが知られている. 一方, eH は完全群であることが知られているが, 上記の理

由から eHは一様完全でないことが分かる.

Thurstonや Banyagaの定理により, 閉多様体の微分同相群やハミルトン微分同相群は完全群であ

ることが知られている. このことから擬準同型は微分同相群などでよく調べられているが, 幾何群論

的な視点から有限生成群においても擬準同型は盛んに調べられている. 擬準同型の存在について, 次

の定理がある.

定理 2.2 ([EF97]). Gが非初等的双曲群のとき, Q(G)は非可算無限次元である.

例えば閉双曲多様体の基本群上には, 擬準同型が豊富に存在している.

3 G不変擬準同型と (G, N)-交換子長

ここまでの章では, 群を一つ固定して, その群上の擬準同型について述べてきた. 以下では, 群Gと

その正規部分群 N を固定して, 各群上の擬準同型の関係について「擬準同型の拡張可能性」の観点か

ら話をする.

簡単に分かることとして, G上の擬準同型 �はG不変, つまり任意の g; h 2 Gに対し �(ghg�1) =

�(h)が成り立つ. このことから, 擬準同型 � : G ! Rの N への制限も以下の G不変性を持つ.

*3 実際には scl eH(T ) = 1/2となる.
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定義 3.1. N 上の擬準同型 �が G不変であるとは, 任意の g 2 G, x 2 N に対し �(gxg�1) = �(x)

を満たすときをいう. G不変擬準同型のなす空間を Q(N)G � Q(N)で表す.

したがって, G不変性は N 上の擬準同型が Gに拡張するための簡単な必要条件である.

一般に, N 上の G不変擬準同型が G上の擬準同型の制限として得られるとは限らない. そのよう

な擬準同型の存在や非存在を議論するために, 次の空間を導入する.

定義 3.2. 商空間
N E(G; N) = Q(N)G

��
i�Q(G) + H1(N)G

�
を拡張不能擬準同型のなす空間とよぶ. ここで H1(N)G は N 上の G不変準同型のなす空間である.

G不変な準同型で割っているので, 真に擬準同型で拡張不能なものを見ている. 拡張不能性の観点

から言うと, 空間 N E(G; N)は G不変準同型で摂動しても拡張できない擬準同型と見ていることに

なる.

この空間を考える一つの動機に (G; N)-交換子長がある. まず, g 2 G と x 2 N に対し, 元

[g; x] = gxg�1x�1 を (G; N)-交換子とよび, (G; N)-交換子で生成される群 [G; N ]を (G; N)-交換子

部分群とよぶ. (G; N)-交換子部分群の元 g に対し, (G; N)-交換子長 clG;N (g)を

clG;N (g) = minfl 2 N j g = [g1; x1] � � � [gl; xl]; x1; : : : ; xl 2 Ng

で定義する. 安定 (G; N)-交換子長 sclG;N (g)も同様に

sclG;N (g) = lim
n!1

clG;N (gn)

n

と定める. (G; N)-交換子長にも劣加法性があり, 極限が必ず存在する. この安定 (G; N)-交換子長に

も Bavardの双対定理と同様の定理が成り立つ.

定理 3.3 ([KKMM21a]). (G; N)-交換子部分群の元 g 2 [G; N ]に対し,

sclG;N (g) = sup
�2Q(N)G=H1(N)G

j�(g)j
2D(�)

が成り立つ.

定理 2.1 と定理 3.3 を見比べてみると, sup を取る範囲の差がちょうど N E(G; N) である. した

がって, 空間 N E(G; N)は sclG と sclG;N の差を測っているとも思える. 例えば N E(G; N)が自明

のとき, sclG と sclG;N との間に差がないことが期待されるが, 実際に次の定理が成り立つ.

定理 3.4 ([KKM+21]). 空間N E(G; N)が自明のとき, sclG と sclG;N とは双リプシッツ同値である.

簡単に分かるように [G; N ]上で sclG � sclG;N が成り立つので, 双リプシッツ同値とはある定数 C

が存在して [G; N ]上
sclG � sclG;N � C � sclG

が成り立つことを意味している.
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4 相対コホモロジーの五項完全列

群 Gとその正規部分群 N を与えると, 商群 Γ = G=N と合わせて短完全列

1 ! N
i�! G

p�! Γ ! 1

が得られる. このとき, 擬準同型のなす空間について次が完全列が知られている.

命題 4.1 ([Cal09, Remark 2.90]). 次は完全列である:

0 ! Q(Γ)
p∗

�! Q(G)
i∗

�! Q(N)G:

また, 準同型については次の完全列が知られている.

定理 4.2 ([HS53], 五項完全列). 以下の完全列が存在する:

0 ! H1(Γ) ! H1(G) ! H1(N)G ! H2(Γ) ! H2(G):

ここで H�(�)は群の実数係数コホモロジー群である.

注意として, 群Gの実数係数 1次コホモロジー群は, G上の実数値準同型のなす空間と同型である.

一旦, 準同型の拡張問題を考える. 「N 上の G不変準同型 hが Gに拡張できるか」は, 定理 4.2の

完全列から「hがH2(Γ)上で自明となるか」と問うのと同値である. 例えばH2(Γ) = 0となる場合,

N 上の G不変準同型は常に G上に拡張可能である.

擬準同型の場合, 命題 4.1 の完全列が Q(N)G のところで途切れているのが問題である. そこで,

Q(N)G の右側を埋める形で以下の完全列を構成した.

定理 4.3 ([KKM+21], 相対コホモロジーの五項完全列). 以下の完全列が存在する:

0 ! Q(Γ) ! Q(G) ! Q(N)G ! H2
=b(Γ) ! H2

=b(G):

ここで H2
=b は群コホモロジーの有界コチェイン複体に関する相対コホモロジー群である.

また, この完全列は群コホモロジーの五項完全列と整合的である. とくに次の各行各列が完全列と

なる可換図式がある:

H2
b (Γ) //

��

H2
b (G)

cG

��
0 // H1(Γ) //

��

H1(G) //

��

H1(N)G //

��

H2(Γ)
p∗

//

��

H2(G)

��
0 // Q(Γ) // Q(G) // Q(N)G // H2

=b(Γ) //

��

H2
=b(G)

��
H3

b (Γ) // H3
b (G):
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ここで H�
b は実数係数の有界コホモロジー群である.

上の完全列は N E(G; N) = Q(N)G
��

i�Q(G) + H1(N)G
�
の各項 Q(N)G; i�Q(G); H1(N)G を

含んでいる.

補題 4.4. 各列各行が完全列であるような線形空間の可換図式

A

i

��
B //

k

��

C
j //

�=
��

D

��
E

l // F // G // H

で C ! Gが同型だとする. このとき, 自然な写像 F ! D は同型

F
��

l(E) + k(B)
� �= Im i \ Im j

を誘導する.

例えば Γ がアーベル群 (より広く amenable 群) のとき, 自然な写像 H2(Γ) ! H2
=b(Γ) は同型と

なる. このように H2(Γ) ! H2
=b(Γ) が同型のとき, 補題 4.4 を上の可換図式に適用すると, 同型

N E(G; N) �= Im cG \ Im p� が得られる. この同型を用いると, 拡張不能擬準同型のなす空間を群コ

ホモロジーと有界コホモロジーを用いて調べることができるようになる. これが定理 1.1の証明の鍵

である.

5 定理 1.1の証明の概略

定理 1.1の (2)

定理 1.1の中で (2)が原理的には最も単純である. 自由群 Fn の自己同型群 G = Aut(Fn)を考え

る. Fn のアーベル化は Zn であり, そこに自明に作用する部分群を N = IAn とおく. このとき Gと

N は完全列
1 ! N ! G ! GL(n; Z) ! 1

をなす. 簡単のため n � 3 とする. このとき, [Mil71] より H2(GL(n; Z)) = 0 であり, [Mon04]

と [Mon10] を合わせると H3
b (GL(n; Z)) = 0 が分かる ([KKM+21, Lemma 7.5]). したがって

H2
=b(GL(n; Z)) = 0である. よって定理 4.3から Q(N)G=i�Q(G) = 0である. とくに N E(G; N) =

0である.

定理 1.1の (1)

(1) に限らず (3), (4), (5) においても, N が交換子部分群なので Γ = G=N はアーベル群であ

る. よって同型 N E(G; N) �= Im cG \ Im p� が使える. G が自由群 Fn のとき H2(G) = 0 なので

Im cG \ Im p� = 0である. よって N E(G; N) = 0である.
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定理 1.1の (3)

Gを連結成分 2つの双曲絡み目の基本群とし, N をその交換子部分群とする. [FS02]より Im cG 6=
H2(G)であり, H2(G) �= Rなことから Im cG = 0を得る. よって N E(G; N) �= Im cG \ Im p� = 0

である.

定理 1.1の (4)

G を種数 l � 2 の閉曲面 Σl の基本群とし, N を交換子部分群とする. このとき H2(G) �=
H2(Σl) �= R と Im cG \ Im p� � H2(G) より Im cG \ Im p� = 0 または R である. 閉曲面 Σl

は双曲多様体なので, [Gro82] より cG : H2
b (G) ! H2(G) は全射である. また, 具体的な計算で

p� : H2(G=N) ! H2(G)の全射性も分かる. 以上より

N E(G; N) �= Im cG \ Im p� = H2(G) = R

である.

定理 1.1の (5)

種数 l � 2の閉曲面 Σl 上の向きを保つ擬アノソフ同相写像 f で, その写像類がトレリ群に入ると

する. Gを f の写像トーラスMf の基本群とし, N をその交換子部分群とする.

[Thu86]([Ota96])より, f が擬アノソフであることと写像トーラスMf が双曲構造を持つことが同

値である. したがって (4)のときと同様, [Gro82]より cG : H2
b (G) ! H2(G)は全射である.

写像類がトレリ群に入るので, f は閉曲面のホモロジーに自明に作用する. ここから写像トー

ラスのホモロジー, コホモロジーが計算でき, Mf が K(�; 1)-多様体なことを合わせると G=N �=
H1(G; Z) �= Z2l+1 および H2(G) �= R2l+1 が分かる. また, トレリ性をうまく使って計算すると

p� : H2(G=N) ! H2(G)が全射となることが分かる. 以上より

N E(G; N) �= Im cG \ Im p� = H2(G) = R2l+1

である.

注意 5.1. (1) トレリ群の中で擬アノソフ元は以下の意味で genericに存在する: 種数 3以上のとき

トレリ群は有限生成であり, その Cayleyグラフ上でランダムウォークをしたときに擬アノソフ

元にいない確率が exponential orderで 0に収束する ([LM12], [MS13]).

(2) 定理 1.1 の (5) の例 (写像トーラス) は 3 次元双曲多様体の中で基本的な対象である. 実際, 任

意の 3 次元閉双曲多様体は有限被覆を取ることで写像トーラスにできることが分かっている

([Thu82]の virtual fibering予想, [Ago13]により肯定的に解決).
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ロジスティック項と非線形の生成項をもつ

走化性方程式系の解の爆発

東京理科大学大学院 理学研究科 数学専攻

田中悠也 (Yuya TANAKA)

1 序

本稿では非退化放物・楕円型走化性方程式系8>>>><>>>>:
ut = r � ((u + �)m�1ru) � r � (u(u + �)��1rv) + �u � �u�; x 2 BR; t > 0;

0 = ∆v � M‘(t) + u‘; x 2 BR; t > 0;

ru � � = rv � � = 0; x 2 @BR; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); x 2 BR

(1)

及び退化放物・楕円型走化性方程式系8>>>><>>>>:
ut = ∆um � r � (u�rv) + �u � �u�; x 2 BR; t > 0;

0 = ∆v � M‘(t) + u‘; x 2 BR; t > 0;

rum � � = rv � � = 0; x 2 @BR; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); x 2 BR

(2)

の解の有限時刻爆発について考える. ここで, BR � Rn (R > 0; n � 1)は原点を中心とする半径 R

の開球, � > 0, m 2 R, � > 0, � > 0, � > 0, � > 1, ‘ > 0 とし, � は @BR の外向き単位法線ベクト

ルとする. また, M‘(t) := 1
jBRj

R
BR

u‘(x; t) dx とし, u0 は非負の関数とする. 問題 (1)と問題 (2)は

ある化学物質 (濃度 v)に引き寄せられる性質 (走化性)をもつ生物 (密度 u)の動きを表したモデルで

あり, 生物の増殖を抑制するロジスティック項 �u � �u� と, 非線形の生産項 u‘ をもつことが特徴で

ある.

問題 (1)について, m = � = ‘ = 1のときには, Fuest [1]により

� 2
�

1; min
n

2;
n

2

o�
(n � 3) (3)

という条件の下で解の有限時刻爆発が示されている. また, m = � = 1, ‘ > 0のときには, Yi, Mu,

Xu, Dai [5]によって � < ‘+1
1+2=n という条件の下で解の有限時刻爆発が示されている. しかし, この

条件は, ‘ = 1の場合を考えると [1]における条件 (3)よりも強い条件となっている. また, 拡散項や

走化性項が非線形の場合であるm 6= 1, � 6= 1の場合の解の有限時刻爆発の条件については得られて

いない. なお, 退化放物型の問題 (2)に対する解の有限時刻爆発に関する結果は知られていない.

本研究の目的は, 問題 (1)及び問題 (2)の解の有限時刻爆発を示すことである. また, [5]における

条件の改良も行う.
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2 主結果 1

問題 (1)における解の有限時刻爆発について, 以下の結果を得た.

定理 1 ([3]). m 2 R, � > 0, � > 1, ‘ > 0は次の条件を満たすと仮定する:

� + ‘ > max

�
m +

2

n
�;

2

n
�; �

�
: (4)

このとき, 任意のM0 > 0に対して, 以下を満たす十分小さなある �0 2 (0; M0)と r? 2 (0; R)が存

在する: 球対称で動径方向に単調減少な非負の関数 u0 2 C�(BR) (� 2 (0; 1))がZ
BR

u0(x) dx = M0

かつ Z
Br?

u0(x) dx � M0 � �0

を満たすならば, ある T � 2 (0; 1)が存在し, 問題 (1)の古典解 (u; v)で次を満たすものが存在する:

lim
t%T �

ku(�; t)kL1(BR) = 1:

注意. m = � = 1の場合を考えると, 条件 (4)は

� < min
nn

2
‘; 1 + ‘

o
となる. この条件は [5]における条件 � < ‘+1

1+2=n の改良となっている. さらに, この条件は [1]の条件

(3)の一般化になっている.

証明の方針. [4]の手法を参考に, 解 uの局所的な積分量を用いて定義されるモーメント型関数

�(t) :=

Z s0

0

s�
(s0 � s)

0@Z s
1
n

0

�n�1u(�; t) d�

1A ds (5)

(s0 2 (0; Rn); 
 2 (�1; 1)はある定数) を用いて次のような不等式を導出する:

�0(t) � C�1+�(t) (� > 0):

この不等式から Tmax < 1 (Tmax: 解の最大存在時刻) となることがわかり, 解の爆発が示される.

3 主結果 2

非退化放物型の問題 (1)の研究では, モーメント型関数 (5) に対する微分不等式を導いて解の爆発

を示している. 一方, 退化放物型の問題 (2)では解の正則性が保証されず, �の微分不等式を導くこと

が困難である. そこで, 問題 (2)については, 弱解の枠組みで解の有限時刻爆発を示す. そのために,
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主結果 1における議論で扱ったモーメント型関数 �の微分不等式を積分して得られる不等式 (次項の

モーメント不等式)に着目して, 解の有限時刻爆発を導く.

主結果を述べる前に問題 (2)のモーメント解を次のように定義する.

定義 2 (モーメント解). T 2 (0; 1] とする. BR � [0; T ) 上で定義された球対称な非負の関数の組

(u; v)で, 以下を満たすようなものを問題 (2)の [0; T )上のモーメント解であるという:

(i) 8 T 0 < T ; u 2 L1(0; T 0; L1(BR)), um 2 L2(0; T 0; H1(BR)),

(ii) 8 T 0 < T ; v 2 L1(0; T 0; H1(BR)),

(iii) 8 ’ 2 C1
c (BR � [0; T ));Z T

0

Z
BR

(rum � r’ � �u�rv � r’ � �u’ + �u�’ � u’t) =

Z
BR

u0(x)’(x; 0);Z T

0

Z
BR

rv � r’ +

Z T

0

�
M‘(t)

Z
BR

’

�
�

Z T

0

Z
BR

u‘’ = 0;

(iv) (u; v)は次のモーメント不等式を満たす:

9K > 0 s.t. �(t) � �(0) � K

Z t

0

��+‘(�) d� for all t 2 (0; T ):

ここで, �は (5)で定義されるモーメント型関数である.

本研究では, 問題 (2)における解の有限時刻爆発について次の結果を得た.

定理 3. m � 1, � � 1, � > 1, ‘ > 0は次の条件を満たすと仮定する:

� + ‘ > max

�
m +

2

n
�; �

�
このとき, 任意のM0 > 0に対して, 以下を満たす十分小さなある �0 2 (0; M0)と r? 2 (0; R)が存

在する: 球対称で動径方向に単調減少な非負の関数 u0 2 L1(BR)がZ
BR

u0(x) dx = M0

かつ Z
Br?

u0(x) dx � M0 � �0

を満たすならば, ある T � 2 (0; 1)が存在し, 問題 (2)の [0; T �)上のモーメント解 (u; v)で次を満た

すものが存在する:

ess- lim sup
t%T �

ku(�; t)kL1(BR) = 1;

i.e.,
8 L > 0 9 T0 < T � 8 t � T0; ku(�; t0)kL1(BR) � L for a.a. t0 2 (t; T �):

証明の方針. 問題 (2)に対する近似問題を考え, 主結果 1 における議論により, その近似解に対する

モーメント不等式を導出する. そして, 近似解の収束から問題 (2)の解に対するモーメント不等式を

得ることで解の有限時刻爆発を示す. ここで, 近似解の収束については, [2]における議論を用いる.
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非線形動的境界条件付きの楕円型偏微分方程式に対する
Phragmén-Lindelöfの定理

北海道大学大学院 理学院 数学専攻 博士後期課程 1年
安孫子啓介 (Keisuke ABIKO)

1 導入
1.1 目的
本稿の目的は, 楕円型方程式の境界値問題の粘性劣解に対する Phragmén-Lindelöf の定理を証明
することである. Phragmén-Lindelöfの定理とは, 非有界領域上の偏微分方程式の解に対して増大度
条件を課した場合の最大値原理の一種である.

楕円型方程式
F (x; t; Du; D2u) = 0 in Ω � (0; T ) (1.1)

を考える. ただし, Ω � Rn はその境界が滑らかな領域, T > 0は定数とし, u : Ω � (0; T ) ! Rを未
知関数, Du =

�
@u
@x1

; : : : ; @u
@xn

�
, D2u =

�
@2u

@xi@xj

�
i;j
とする. また, F 2 C(Ω � (0; T ) � Rn � Sn)の

細かい条件は後述するが, 一様楕円型とは限らないものとする. Sn は n次実対称行列全体の集合と
する.

境界条件は次のものを考える.

@tu + B(x; Du) = 0 on @Ω � (0; T ) (1.2)

なお, @tu = @u
@t , B 2 C1(@Ω � Rn)とし, こちらも細かい条件は後述する. (1.2)のように, 空間変数

に関する項に時間微分項を付け加えた境界条件を動的境界条件と呼ぶ. 動的境界条件は化学工学や流
体力学等の分野で様々な拡散現象を記述する際に現れることが知られている.

F , B にはそれぞれ以下の条件を仮定する.

■F への仮定 本稿では以下の (F1)-(F3)を常に仮定する.

(F1) (x; t; p) 2 Ω � (0; T ) � Rn と N � M であるM , N 2 Sn に対して
F (x; t; p; M) � F (x; t; p; N):

(F2) Λ > 0 と b 2 C(Ω) は非負値関数, � : Ω ! Rn は連続で � 6= 0, かつ @Ω 上では @Ω

の外向き単位法線ベクトル場と一致するベクトル場が存在して, 以下を満たす: 任意の
(x; t; p; M) 2 Ω � (0; T ) � Rn � Sn に対して (1.3)が成り立つ.

�Λ Tr(� 
 �)M � b(x)j(I � � 
 �)pj � F (x; t; p; M): (1.3)
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(F3) (x; t) 2 Ω � (0; T )に対して, F (x; t; 0; O) = 0.

(F1)は退化楕円性と呼ばれる条件である. なお, N , M 2 Sn に対し N � M (resp., N < M)とは,

任意の � 2 Rn nf0gに対して h(N �M)�; �i � 0 (resp.,h(N �M)�; �i < 0)であることとする. h�; �i
は Rn 上の標準内積とし, j � jは内積によって定まるノルムとする. また, I 2 Sn は単位行列とする.

■B への仮定

(B1) 任意の x 2 Ω, � � 0, p 2 Rn に対して, B(x; �p) = �B(x; p):

(B2) ある � > 0が存在して, 任意の x 2 @Ωと p 2 Rn に対して h�(x); DpB(x; p)i � �:

この仮定は [4]に倣ったものである. 通常の境界条件 B(x; Du) = 0は非線形な Neumann境界条
件であり, 例えばNeumann条件 (B(x; p) = h�; pi), Capillary境界条件 (B(x; p) = h�; pi�a(x)jpj),
a(x) 2 [0; 1]が典型的である.

以上を踏まえ, 次の定理 1が主結果である.

定理 1 (Phragmén-Lindelöf). (1.1), (1.2) の粘性劣解 u 2 C(Ω � (0; T )) が次の条件を満たすと
する.

1. 任意の R > 0に対して, lim sup
t!+0

sup
jxj�R;x2


u(x; t) � 0.

2. (1.4) を満たす正値関数 g 2 C2(Ω � (0; T )) が存在して, lim inf
R!1

sup
@BR�(0;T )

u+

g
� 0. ここで,

BR := fx 2 Ω j jxj < Rgとし,(
�Λ Tr(� 
 �)D2g � b(x)j(I � � 
 �)Dgj � 0 in Ω � (0; T );

@tg + B(x; Dg) � 0 on @Ω � (0; T ):
(1.4)

このとき, sup

�(0;T )

u � 0.

この証明は次のような手順で行われる. まず, v(x; t) = u+(x;t)
g(x;t) と変換する. 1, 2と最大値原理を使

うと, v(x�; t�)が極大値となるような (x�; t�) 2 @Ω � (0; T )が存在することがわかる. v(x�; t�) > 0

であると仮定すると, (x�; t�)で v � ’が極大値をとりながら, 方程式と境界条件をともに満たさない
ような関数 ’を構成することができ, 矛盾が導かれる.

1.2 Phragm�en-Lindel�ofの定理
楕円型偏微分方程式の解が満たす性質として最大値原理は基本的なものであるが, 非有界領域上で

も解に何らかの形で増大度の条件を課すことで最大値原理と同じような評価が得られる場合がある.

そのような命題を Phragmén-Lindelöfの定理と呼ぶ. 典型的には次のような命題である.

命題 1. u 2 C2(Rn
+) \ C(Rn

+)が次を満たすとする.(
�∆u � 0 in Rn

+;

u � 0 on @Rn
+:
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ただし, Rn
+ := fx 2 Rn j xn > 0gとする. このとき, lim sup

R!1
R�1 sup

@BR\Rn
+

u � 0ならば sup
Rn

+

u � 0

である.

一般には, 増大度の条件がなければこのような評価は得られない. 例えば u(x) = �x2
1 + x2

2 は R2
+

上で ∆u = 0かつ @R2
+ 上 u � 0だが, sup

@BR\R2
+

u = R2 なので増大度条件を満たしておらず, 明らか

に R2
+ 上 u � 0ではない.

Phragmén-Lindelöfの定理に関する古典的な結果は数多いが, まずは [8]を参照することをお勧め
する. 動的境界条件付きの楕円型方程式に対しては [5, 6]で扱われている. [5]は動的境界条件を伴っ
た Poisson 方程式に対する最小解について議論したもので, Dirichlet 問題との関連性を論じるにあ
たって Phragmén-Lindelöfの定理は重要な役割を果たしている.

主結果である定理 1は, 次の [6, Theorem 5]を進展させたものである.

命題 2 ( [6, Theorem 5]). u 2 C(Rn
+ � (0; T ))を次の粘性劣解とする.(

F (x; t; Du; D2u) = 0 in Rn
+ � (0; T );

@tu + h�; Dui = 0 on @Rn
+ � (0; T ):

ただし, F 2 C(Rn
+ � (0; T ) � Rn � Sn)は (F1)と次の (1.5)を満たすとする.

P�
�;�(M) � b(x)jp0j � F (x; t; p; M) 8(x; t; p; M) 2 Rn

+ � (0; T ) � Rn � Sn: (1.5)

ここで, P�
�;�(M) := minf� Tr(AM) j �ΛI � A � ��Igは 0 < � � Λに対して定まる Pucci作用

素, p0 = (p1; � � � ; pn�1) 2 Rn�1 としている.

uが次を満たすと仮定する.

lim sup
t!+0

sup
jx′j�R

u(x0; 0; t) � 0 8R > 0;

lim inf
R!1

sup
jxj=R;t2(0;T )

u(x; t)

1 + xn
� 0:

このとき, Rn
+ � (0; T )上で u � 0である.

命題 2は定理 1において Ω = Rn
+, B(x; p) = �pn, g(x; t) = 1 + xn とし, (F2)に代えて (1.5)と

した場合の主張である.

2 準備
2.1 粘性解
まずは弱解の概念として粘性解を用意する. 粘性解とは, 1980年代はじめに Crandall, Lionsらに
よって導入された弱解の概念で, 一階もしくは二階楕円型, 放物型方程式に対して有効であることが
特徴である.

定義 1 (粘性解).
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1. u 2 C(Ω � (0; T ))が (1.1)の粘性劣解 (resp., 粘性優解)であるとは, ’ 2 C2(Ω � (0; T ))に
ついて, u � ’が点 (x�; t�) 2 Ω � (0; T )で極大値 (resp.,極小値)を取るとき, 次の不等式が
成り立つことをいう.

F (x�; t�; D’(x�; t�); D2’(x�; t�)) � 0:

(resp:; F (x�; t�; D’(x�; t�); D2’(x�; t�)) � 0)

2. u 2 C(Ω�(0; T ))が (1.1), (1.2)の粘性劣解 (resp.,粘性優解)であるとは, ’ 2 C2(Ω�(0; T ))

について, u � ’が点 (x�; t�) 2 Ω � (0; T )で極大値 (resp.,極小値)を取るとき, 1に加えて,

(x�; t�) 2 @Ω � (0; T )であれば, 次の不等式が成り立つことをいう.

minf@t’(x�; t�) + B(x�; D’(x�; t�)); F (x�; t�; D’(x�; t�); D2’(x�; t�))g � 0:

(resp:; maxf@t’(x�; t�) + B(x�; D’(x�; t�)); F (x�; t�; D’(x�; t�); D2’(x�; t�))g � 0)

uが粘性劣解かつ粘性優解であるとき, uを粘性解と呼ぶ. また, 通常の意味で微分可能である場合は
古典劣解などと呼ぶ.

定義に現れる ’のことを試験関数と呼ぶ. 直感的には ’が uに点 (x�; t�)で上から”タッチ”して
いるとき, uの微分を ’の微分に置き換えて解釈しているということである.

注意 1. (F3)のとき, uが (1.1)の粘性劣解であれば, u+ := maxfu; 0gも (1.1)の粘性劣解である.

本稿では割愛するが, 粘性解理論の基本的な事柄は [3, 7]等が参考になる.

2.2 方向楕円性と最大値原理
本研究において, 一様楕円性より弱い楕円性を考えているのは重要なポイントである. そこで, ”弱
い”楕円性と最大値原理について紹介する.

楕円性とは, F の Sn 成分に関する単調性の仮定である. (F1)の退化楕円性は, 粘性解を考えるに
あたって最低限の仮定といえる. 一階の方程式はすべて退化楕円性を満たすことを注意しておく.

定義 2 (楕円性).

1. 0 < Λ と � 2 Rn n f0g が存在して, (x; t; p; M) 2 Ω � (0; T ) � Rn � Sn と � � 0 に対して
(2.1)が成り立つことを方向楕円型という.

F (x; t; p; M + �� 
 �) � F (x; t; p; M) � �Λ� (2.1)

2. 0 < � � Λが存在して, (x; t; p) 2 Ω � (0; T ) � Rn とM , N 2 Sn に対して (2.2)が成り立つ
ことを一様楕円型という.

�Λ Tr(M � N) � F (x; t; p; M) � F (x; t; p; N) � �� Tr(M � N): (2.2)

例えば� Tr M や Pucci作用素は一様楕円型である. Partial Trace作用素 Pk(M) := m11 +m22 +

� � � + mkk は k < nであれば一様楕円型ではないが, e1, e2,� � � , ek について方向楕円型である (feig
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は Rn の標準基底とする). F が一様楕円型であれば方向楕円型であることが簡単な計算でわかる. 弱
い楕円性を持つ方程式に関しては [2, 10]等を参照せよ.

(F2)の十分条件に関する命題を紹介しておく. 証明は割愛する.

命題 3. F が以下の条件を満たすとき, F は (F2)を満たす.

• 0 < � � Λが存在して, (x; t; p) 2 Ω � (0; T ) � Rn, M , N 2 Sn に対して

�Λ Tr(� 
 �)(M � N) � F (x; t; p; M) � F (x; t; p; N) � �� Tr(� 
 �)(M � N): (2.3)

• (x; t; M) 2 Ω � (0; T ) � Sn, p, q 2 Rn に対して

jF (x; t; p; M) � F (x; t; q; M)j � b(x)j(I � � 
 �)(p � q)j:

なお, (2.3)は前述の方向楕円性より多少強い仮定になっていることを注意しておく.

次に, 最大値原理と Hopfの補題を紹介する. 以下 U � Ωを有界領域とする.

命題 4 (弱最大値原理). u 2 C(U � [0; T ])を (1.1)の粘性劣解とする. このとき,

max
U�[0;T ]

u = max
@U�[0;T ]

u:

命題 5 (Hopf の補題). u 2 C(U � (0; T )) を (1.1) の粘性劣解とする. @U が十分滑らかで,

(x�; t) 2 @U � (0; T )で u(x�; t�) = M かつ U � (0; T )上 u < M のとき, ある定数 A > 0が存在し
て, h�(x�); �i < 0である任意の � 2 Rn について

lim sup
h!0

u(x� + h�; t�) � u(x�; t�)

h
� Ah�(x�); �i:

詳しい証明は [1, 9, 10]などを参照せよ.

3 定理 1の証明の概略
証明の概略. v := u+

g は次の (3.1)の粘性劣解であることが直接的な計算によりわかる.

(
�Λg Tr(� 
 �)D2v � 2ΛjDgjjDvj � b(x)gj(I � � 
 �)Dvj = 0 in Ω � (0; T );

g@tv + v@tg + B(x; gDv + vDg) = 0 on @Ω � (0; T ):
(3.1)

増大条件から, 次を満たすような増加列 fRkgが存在する.

lim
k!1

Rk = 1; lim
k!1

sup
x2@BRk

;t2(0;T )

v � 0:

よって, 任意の " > 0に対して十分大きな k について

sup
x2@BRk

;t2(0;T )

v � " (3.2)

である.
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ある k で Lk := sup
BRk

�(0;T )

v > "であると仮定する.

Lk = v(x�; t�)で (x�; t�) 2 BRk
� [0; T ]を定める. 最大値原理により x� 2 @BRk

だが, (3.2)に
より jx�j 6= R. また, 初期条件を鑑みれば t� 6= 0. よって (x�; t�) 2 (BRk

\ @Ω) � (0; T )である.

さて, ’(x; t)を次のように定める.

’(x; t) := pj(I � �� 
 ��)(x � x�)j2 � qh���; x � x�i2 � rh���; x � x�i + jt � t�j2 + Lk: (3.3)

ただし, p, q, rは適切な正定数とし, �� = �(x�)としている. このとき, v � ’は (x�; t�)で極大値を
とる (極大値を取るように係数を選ぶことができる). しかし, ’の微分を計算して (3.1)に代入すれ
ば, 方程式, 境界条件ともになり立たないことがわかり, 矛盾する.

よって, 全ての kについて Lk = max
BRk

�(0;T )
v � "となり, k ! 1, " ! 0とすれば結論を得る.

4 試験関数の構成
(3.3)で定めた試験関数 ’の係数を決定する方針を説明する. 以下 tは固定して考える.

B = fx 2 Ω j jx � cj < Rgを x� における内部球とする. � > 0に対して, 次の補助関数を考える.

h(x) := �e��jx�cj2

+ e��R2

:

N = fx 2 Ω j jx � x�j < lgとする. まずは N n B 上では ’ > Lk となるように係数をきめる. こ
れは f’(x; t) = Lkgという等高面が x� の近傍で B に含まれるようにすれば可能である.

十分大きい � > 0とこれに依存して十分小さい " > 0について, N \ B で v � "h � Lk � 0とでき
る. これは Hopfの補題や強最大値原理の証明と同じ手法である (参考: [1]). h(x�) + Lk = v(x�; t�)

だから, v � ’の代わりに "h + Lk � ’を評価していくことで, 滑らかな関数の極値問題に帰着する.
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一般の劣一次ベクトルポテンシャルをもつシュレーディンガー
方程式の解のモジュレーションノルム評価について

村松 亮 (Ryo MURAMATSU)∗

東京理科大学 大学院理学研究科数学専攻 博士後期課程 2年

1 導入
本研究では, 以下のベクトルポテンシャル付きシュレーディンガー方程式の初期値問題を考える.(

i@tu(t; x) + 1
2 (r � ia(t; x))

2
u(t; x) = V (t; x)u(t; x); (t; x) 2 R � Rn;

u(0; x) = u0(x); x 2 Rn:
(1)

ただし, u(t; x), u0(x) はそれぞれ (t; x) 2 R � Rn, x 2 Rn についての複素数値関数であり, @t = @=@t,

r = (@=@x1; � � � ; @=@xn), V : R � Rn ! R, a : R � Rn ! Rn で, a(t; x) = (a1(t; x); � � � ; an(t; x)) とし,

(r � ia(t; x))2 =
Pn

k=1(@xk
� iak(t; x))2 である. さらに, V (t; x), a(t; x)には以下の仮定を課す.

仮定A. 各 j = 1; � � � ; nに対し aj : R � Rn ! Rは C1 級であり, � < 1が存在して任意の多重指数 � 2 Zn
+

に対し,

9C� > 0 s:t: 8(t; x) 2 R � Rn; max
1�j�n

j@�
x aj(t; x)j � C�(1 + jxj)��j�j:

仮定V. V 2 C1(R � Rn)は, j�j � 2をみたす任意の多重指数 � 2 Zn
+ に対し条件

9C� > 0 s:t: 8(t; x) 2 R � Rn; j@�
x V (t; x)j � C�

をみたすとする.

2 シュレーディンガー方程式とモジュレーション空間
量子力学において, n次元ユークリッド空間 Rn に存在する粒子の位置 x 2 Rn における状態は, 波動関数と
よばれる L2 関数 u(x)によって表現される. 系が時間発展するとき, 対応する波動関数が時間発展すると考え,

時刻 tにおける波動関数 u(t; x)は, 次のシュレーディンガー方程式をみたす:(
i@tu(t; x) = H(t; x)u(t; x); (t; x) 2 R � Rn;

u(0; x) = u0(x); x 2 Rn:
(2)

ただし H(t; x)は量子力学的ハミルトニアン

H(t; x) = �∆

2
+ V (t; x)
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であり, 対応する古典的ハミルトニアン H = p2=2 + V (t; x)に正準量子化という手続きを施すことで得られ
る. ただし, �∆ =

Pn
j=1(�i@xj

)2 で, 粒子の質量とプランク定数は 1としている.

量子力学における種々の結果から知られているように, 波動関数は波と粒子の二重性をもつ. このことを偏
微分方程式の文脈で言い換えれば, 波動方程式の解に似た性質と熱方程式の解に似た性質の両方を波動関数が
持つということを意味する. 例えば熱方程式の解と似た性質としては, 平滑化効果とよばれる現象が (熱方程
式よりも弱い形ではあるが)成立することも知られている. 具体的には V (t; x) � 0としたとき, 次の分散型評
価とよばれる不等式が成り立つ:

命題 (分散型評価). 2 � p � 1とし, p0 � 1を 1=p + 1=p0 = 1をみたすものとする. このとき, C > 0が存在
して, (2)の解 u(t; x)と初期値 u0(x)について,

ku(t; �)kLp � Cjtj�n(1=2�1=p)ku0kLp0 ; t 6= 0

が成り立つ.

その一方で, 熱核が持っていたようなルベーグ空間 Lp(Rn)での有界性は, シュレーディンガー発展作用素
には一般に保証されない. これは偏微分方程式論としては分散型波動方程式と放物型方程式とを分ける性質の
一例と言え, また量子力学的には波動関数そのものは粒子ではないということを言っているとも解釈できよう.

シュレーディンガー発展作用素が有界になる空間としては L2 空間や重み付きソボレフ空間があるが, シュ
レーディンガー発展作用素が有界となり, かつ一般の Lp 空間に近しい性質を持つ関数空間はないだろうか?

このような視点から導入されるのが, モジュレーション空間とそれにおける解の評価である.

定義 1 (波束変換). ’ 2 S(Rn) n f0g, f 2 S 0(Rn)とする. このとき, 窓関数 ’による f の波束変換W’f を,

以下で定める:

W’f(x; �) =

Z
Rn

’(y � x)e�iy��f(y)dy; (x; �) 2 Rn � Rn:

定義 2 (モジュレーション空間). ’ 2 S(Rn) n f0gとする. このとき, 1 � p; q � 1に対し, モジュレーショ
ン空間Mp;q

’ (Rn)を以下のように定義する:

Mp;q
’ (Rn) =

n
f 2 S 0(Rn)

��� kfkMp;q
’

�


kW’f(x; �)kLp

x




Lq

�

< 1
o

:

モジュレーション空間は Feichtinger[3] によって 1983 年に導入された空間であり, 擬微分作用素との関連
性や, Mp;1 ノルムによる双線形評価から非線形方程式との相性が指摘され, 研究がすすめられてきた. 非線形
シュレーディンガー方程式のモジュレーション空間における局所および大域的適切性はWang-Zhao-Guo[7]

やWang-Hudzik[6]があるが, これらの結果を得る際に自由シュレーディンガー発展作用素のモジュレーショ
ン空間における分散型評価を用いている.

他方, Bényi-Gröchenig-Okoudjou-Rogers[1] ではシュレーディンガー方程式の解のMp;q ノルムを初期値
の Mp;q ノルムで制御するという, Lp(Rn) には見られない評価が得られた. Kato-Kobayashi-Ito[5] におい
ては, 窓関数を時間に依存させてとるという手法を用いることで, 自由および調和振動子付きシュレーディン
ガー方程式に対し, それぞれ解のモジュレーション空間におけるノルム評価を等式の形で与えている. さらに,

[4]では劣 2次の空間増大度を持つ一般のスカラーポテンシャルを付与したシュレーディンガー方程式の解 (2)

に対し, 以下のモジュレーションノルム評価を与えている:

438



定理 (Kato-Kobayashi-Ito[4]). 1 � p � 1, ’0 2 S(Rn)nf0gとし, ’(t; x) = eit�=2’0(x)と定める. V (t; x)

は仮定 Vをみたすとし, u(t; x)は C(R; L2(Rn))に属する方程式 (2)の解であるとする.

このとき, T > 0に対してある CT > 0が存在して, 任意の u0 2 S(Rn)に対し,

ku(t; �)kMp;p
’(t;�)

� CT ku0kMp;p
’0

; t 2 [�T; T ]

が成り立つ.

本研究の主定理は, [4]を劣 1次増大の a(t; x)に対して拡張したものである.

3 主結果
主定理. 1 � p � 1, T > 0, ’0 2 S(Rn) n f0gとする. また a(t; x)は仮定 Aを, V (t; x)は仮定 Vをみたす
とする. このとき, ある定数 CT > 0が存在して, 任意の u0 2 S(Rn)に対し, C(R; L2(Rn))に属する方程式
(1)の解 u(t; x)は

ku(t; �)kMp;p
’(t;�)

� CT ku0kMp;p
’0

; t 2 [�T; T ] (3)

をみたす. ただし, ’(t; x) = eit�=2’0(x).

4 証明の概略
方程式の線形性により, 十分小さい T に対して (3) を示せばよい. t 2 R, x; � 2 Rn に対し, 特性曲線

x(s) = x(s; t; x; �), �(s) = �(s; t; x; �)を(
ẋ(s) = �(s) � a(s; x(s)); x(t) = x;

�̇(s) = rx(�(s) � a(s; x(s)) � 1
2 a2(s; x(s))); �(t) = �

(4)

の解とする. ただし ȧ = d
ds a. このとき波束変換と上記の特性曲線を用いて積分不等式

W’(t;�)u(t; x; �)




Lp

xLp
�

�


W’(0;�)u0(x(0; t; x; �); �(0; t; x; �)




Lp

xLp
�

(5)

+





Z t

0

jR’(�)u(�; x(� ; t; x; �); �(� ; t; x; �)jd�






Lp

xLp
�

が得られる. ここで,

R’(�)u(�; x; �) =

nX
j;k;l=1

�j �
� ZZZ

’k;l(�; y � x)’(�; y � z)W’(�)u(�; z; �)

� Rj;k;l(�; y; x)eiy�(���)dydzd̄�

�
+ (�の低階項);

Rj;k;l(�; y; x) =

Z 1

0

(@2
xkxl

aj)(�; x + �(y � x))(1 � �)d�;

’k;l(�; y � x) = (yl � xl)(yk � xk)’(�; y � x):

ベクトルポテンシャルのない [4] では (5) 式右辺にある剰余項の被積分関数を左辺で評価しグロンウ
ォールの不等式を用いることで目標の (3) が得られたが, 今回は方程式中の一階微分の項に由来して,
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R’(�)u(�; x(�); �(�))の主要部が �(�)に関し 1次の増大度を持つため, 一般の Lp-ノルムをとって評価を得る
ことが難しい. そこで一般の pに対して直接示す代わりに, p = 2, 1の場合のみ示し, 複素補間を用いること
で 2 � p � 1の場合を証明する. 1 � p � 2のときは双対性の議論を用いることで得られる.

p = 2 の場合は方程式の構造から簡単に導けるので, p = 1 の場合について述べる. � > 1 に対し,

’�(t; x) = ei�2t�=2’0(�x)とする. 重要なのは十分大きい �に対して次の評価を示すことである:



Z t

0

jR’�(�)u(�; x(�); �(�))jd�






L1

x L1
�

� 1

2
sup

t2[0;T ]



W’�(t;�)u(t; x; �)




L1
x L1

�

: (6)

これが示されれば, (5)式の両辺に L1
x -L1

� ノルムと tに関する supをとることで, 窓関数 ’�(t; x)に対す
るモジュレーションノルム評価が示される. モジュレーションノルムは窓関数に依らないから, これにより一
般の ’(t; x)で p = 1の場合が示されたことになるのである. (6)は, 次の基本的な特性曲線の評価式を用い
ることで示される:

補題. � > 0とする. 定数 C� > 0が存在して, 十分小さい T > 0, 任意の x; � 2 Rn, t 2 Rに対し,Z T

0

hx(� ; t; x; �)i�1�� j�(� ; t; x; �)j d� � C�(1 + T ):

注. 補題 1 から, �(�) の 1 次増大項を評価するためには x(�) の 1 次より真に大きい減衰と抱き合わせて
時間積分する必要がある. このとき, x(�) の減衰はベクトルポテンシャル a(t; x) のテイラー展開の剰余項
Rj;k;l(�; y; x(�))から得ることができる. しかし, a(t; x)の空間増大度が 1次になってしまうと, x(�)の 1次
の減衰しか得られず, 補題 1を適用できない. 現状, 劣一次のベクトルポテンシャルに対してのみしか証明が
完了していないのはこのためである.
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長距離型ポテンシャルをもつ非線形シュレディンガー

方程式の解の時間大域挙動について

埼玉大学大学院 理工学研究科

浜野 大 (Masaru HAMANO)

概要

本講演では長距離型ポテンシャルをもつ非線形シュレディンガー方程式を考える. 方程式の線

形部分は解に対して分散的に働き, 非線形部分は解に対して吸引的に働く. そのため, 分散性と吸

引性の強弱により様々な解の時間大域挙動が存在する. 分散性が強いとき, 時間無限大で非線形

効果が薄まり線形方程式の解に漸近する. 吸引性が強いとき, 解はあるところに集中する. 分散性

と吸引性が釣り合うとき, 時間に関して位相の周期的な変動しかない解が生じる. 本講演では, 時

間大域挙動を決定づける初期値の条件を紹介する.

1 導入

本稿では逆冪乗型ポテンシャルをもつ以下の非線形シュレディンガー方程式を考える.8<:i@tu(t; x) + @2
xu(t; x) � 


jxj�
u(t; x) = �ju(t; x)j4u(t; x); (t; x) 2 R � R;

u(0; x) = u0(x); x 2 R:
(NLS
)

ここで, 虚数単位 i =
p

�1, 時間微分 @t = @
@t , 空間微分 @x = @

@x , 
 > 0, 0 < � < 1, 解

u(t; x) : R � R �! Cは未知関数, 初期値 u0(x) : R �! Cは既知関数である.

0 < � � 1のとき 

jxj� は長距離型ポテンシャルと呼ばれ, 1 < �のとき 


jxj� は短距離型ポテンシャ

ルと呼ばれる.

1.1 準備

非負値 X, Y に対して, ある C > 0 が存在して X � CY が成り立つとき X ≲ Y と表現する.

X ≲ Y ≲ X が成り立つとき X � Y と表現する.

定義 1.1 (ルベーグ空間). p � 1において, ルベーグ空間 Lp(R)を

Lp(R) := ff : R �! C : kfkLp < 1g

で定義する. ここで, ルベーグノルム k � kLp は次である.

kfkLp :=

8>><>>:
�Z

R
jf(x)jpdx

� 1
p

; (1 � p < 1);

ess sup
x2R

jf(x)j; (p = 1):
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定義 1.2 (フーリエ変換・フーリエ逆変換). フーリエ変換とフーリエ逆変換を次のように定義する.

(フーリエ変換) Ff(�) :=

Z
R
e�2�ix�f(x)dx;

(フーリエ逆変換) F�1f(�) :=

Z
R
e2�ix�f(x)dx:

定義 1.3 (ソボレフ空間). 非斉次ソボレフ空間W s;p(R) と斉次ソボレフ空間 Ẇ s;p(R) を次で定義

する.

W s;p(R) := ff : R �! C : kfkW s;p < 1g ;

Ẇ s;p(R) := ff : R �! C : kfk _W s;p < 1g :

ここで, 非斉次ソボレフノルム k � kW s;p と斉次ソボレフノルム k � k _W s;p はそれぞれ

kfkW s;p := k(1 � ∆)
s
2 fkLp = kF�1(1 + 4�2j � j2)

s
2 FfkLp ;

kfk _W s;p := k(�∆)
s
2 fkLp = kF�1(2�j � j)sFfkLp :

p = 2のとき Hs(R) := W s;2(R), Ḣs(R) := Ẇ s;2(R)と表すこととする.

注意 1.4. 1 < p < 1, s = 1のとき, 次が成り立つ.

kfkW 1;p � kfkLp + k@xfkLp :

2 (NLS
)の時間局所適切と解の時間挙動

この後の都合のため (NLS
)のみでなく, より一般な非線形冪をもつ方程式 :

i@tu+ @2
xu� 


jxj�
u = �jujp�1u; (t; x) 2 R � R (NLSp


)

に関する性質を述べていく. (NLS
) = (NLS5

)であることに注意する.

時間に依存した非線形偏微分方程式の研究は大きく分けると 2つに分けられる. 1つ目は時間局所

適切の有無である. (NLSp

)が時間局所適切であるとは, 次の (1)～(4)が成り立つことである.

(1) (解の一意性) (NLSp

)の解は一意である.

(2) (解の存在性) 任意の u0 2 H1(R) に対して, 時間区間 (Tmin; Tmax) = (Tmin(u0); Tmax(u0))

(3 0)上定義される (NLSp

)の解 u 2 C((Tmin; Tmax);H1(R))が存在して, (Tmin; Tmax)を超

えて (NLSp

)の解は存在しない.

(3) (Blow-up alternative) もし Tmax < 1 (Tmin > �1)とすると,

lim
t%Tmax

ku(t)kH1 = 1;

�
lim

t&Tmin

ku(t)kH1 = 1
�
:

(4) (初期値への連続依存性) もし u0;n �! u0 in H1 とすると, 任意の閉区間 I � (Tmin; Tmax)に

対して, ある n0 2 Nが存在して, 任意の n � n0 に対して u0;n を初期値にもつ (NLSp

)の解

un は I 上で定義されて un �! u in C(I;H1) (n ! 1)をみたす.
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注意 2.1. (Blow-up alternative)より, 次が成り立つ.

sup
t2(Tmin;Tmax)

ku(t)kH1 < 1 =) (Tmin; Tmax) = 1:

(NLSp

)は時間局所適切であることが知られている.

定理 2.2 ((NLSp

)の時間局所適切, [2]). p > 1, 
 > 0, 0 < � < 1とする. このとき, (NLSp


)は時

間局所適切である.

定理 2.2で得られた (NLSp

)の解は質量とエネルギーを保存する.

定理 2.3 (保存則). 定理 2.2で得られた (NLSp

)の解 uは次の質量とエネルギーを時間に関して保

存する.

(質量) M [f ] := kfk2
L2 ;

(エネルギー) Ep

 [f ] =

1

2
k@xfk2

L2 +
1

2

Z
R




jxj�
jf(x)j2dx� 1

p+ 1
kfkp+1

Lp+1 :

つまり,

M [u(t)] = M [u0]; Ep

 [u(t)] = Ep


 [u0]; t 2 (Tmin; Tmax)

が成り立つ. p = 5のとき, 簡単のため単に E5

 = E
 で表す.


 = 0のとき (NLSp
0)は次のスケール変換に関して不変である.

u(t; x) 7! u[�](t; x) := �
2

p�1u(�2t; �x); (� > 0):

つまり, uが (NLSp
0)の解であるならば, � > 0に対して u[�] もまた (NLSp

0)の解である. この変換に

より初期値 u0 は

u0(x) 7! (u0)f�g(x) := �
2

p�1u0(�x) (1)

と移り変わる. sc := 1
2 � 2

p�1 とすると, Ḣsc-ノルムはこの変換に関して不変である. つまり,

k(u0)f�gk _Hsc = ku0k _Hsc が成り立つ. そのため p = 5 (sc = 0)のとき, (NLS
)は L2-臨界もしくは

質量臨界と呼ばれる.

時間局所適切が得られたとき, 解の時間発展による挙動を調べることが時間に依存した非線形偏微

分方程式の研究の 2つ目である. (NLSp

)の解の時間発展を考えた際, 線形部分 (i@tu+ @xu� 


jxj�u)

は分散的にはたらき, 非線形部分 (�jujp�1u)は吸引的にはたらく. 分散性は波を散らばらせ, 吸引性

は波を集中させる.

　
分散性 吸引性

線形部分と非線形部分の働きが逆であり, これらの兼ね合いにより様々な種類の時間挙動が存在する.
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分散効果の方が吸引効果より強いとき, 解 uは空間遠方に向かっていく. そのため, 解 u自身の相互

作用が弱まり線形状態に近づく. このような挙動を散乱といい, このような解を散乱解と呼ぶ. 吸引

効果の方が分散効果より強いとき, 解 uはあるところに集中していく. このような挙動を爆発といい,

このような解を爆発解と呼ぶ. 爆発は有限時間爆発と無限時間爆発の 2つに分けられる. 分散効果と

吸引効果が釣り合うとき, 時間に関して位相の周期的な変動しかない解が生じる. このような解を定

在波解と呼ぶ. これらの挙動を数学的に記述すると以下のようになる.

定義 2.4 (散乱解, 有限時間爆発解, 無限時間爆発解, 定在波解). u0 2 H1(R)とする.

� (散乱解)

(NLSp

)の解 uが正 (負)の時間で散乱するとは, Tmax = +1 (Tmin = �1)であり, さらに,

ある  + 2 H1(R) ( � 2 H1(R))が存在して

lim
t!+1

ku(t) � eit(@x� 

jxj� ) +kH1 = 0;

�
lim

t!�1
ku(t) � eit(@x� 


jxj� ) �kH1 = 0

�
が成立することである. 時間両方向で散乱するとき, 単に散乱すると呼ぶ. ここで, eit(@x� 


jxj� )

は線形シュレディンガー発展作用素であり, eit(@x� 

jxj� ) は  を初期値にもつ線形方程式8<:i@tu(t; x) + @2

xu(t; x) � 


jxj�
u(t; x) = 0; (t; x) 2 R � R;

u(0; x) =  (x); x 2 R
(LS
)

の解である.

� (有限時間爆発解)

(NLSp

)の解 uが正 (負)の時間で有限時間爆発するとは, Tmax < +1 (Tmin > �1)をみた

すことである. 時間両方向で有限時間爆発するとき, 単に有限時間爆発すると呼ぶ.

� (無限時間爆発解)

(NLSp

)の解 uが正 (負)の時間で無限時間爆発するとは, Tmax = +1 (Tmin = �1)であり,

さらに,

lim sup
t!+1

ku(t)kH1 = 1;

�
lim sup
t!�1

ku(t)kH1 = 1
�

が成り立つことである. 時間両方向で無限時間爆発するとき, 単に無限時間爆発すると呼ぶ.

� (定在波解)

ある ! 2 Rに対して

u(t; x) = ei!tQ!;
(x)

の形をしているとき, 解 uは定在波解であるという. ここで, Q!;
 = Q!;
(x)は楕円型方程式

�!Q!;
 + @2
xQ!;
 � 


jxj�
Q!;
 = �jQ!;
 jp�1Q!;
 (SPp

!;
)

の解である.
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注意 2.5. (SPp
!;
)の解は作用汎関数

Sp
!;
(f) :=

!

2
M [f ] + Ep


 [f ]

により次のように特徴付けられる.

Q!;
 が (SPp
!;
)の解 () (Sp

!;
)0(Q!;
) = 0:

3 先行結果


 = 0 (ポテンシャルの項がない)とき :

� (定在波解の存在) p > 1のとき (SPp
!;
)は解をもつ. 特に,

Gp
!;
 := f� 2 Ap

!;
 : Sp
!;
(�) � Sp

!;
( ) for any  2 Ap
!;
g

に属する基底状態と呼ばれる解が存在する. ここで,

Ap
!;
 := f� 2 H1(R) n f0g : (Sp

!;
)0(�) = 0g:

� (時間大域存在) 1 < p < 5, u0 2 H1(R)ならば, (NLSp
0)の解 uは時間大域的に存在する.

� (散乱) Q1;0 は (SPp
1;0)の基底状態とする.

� p = 5, u0 2 L2(R), M [u0] < M [Q1;0]ならば, (NLS0)の解 uは散乱する [4].

� p > 5, u0 2 H1(R), sc := 1
2 � 2

p�1 ,

M [u0]
1�sc

sc Ep
0 [u0] < M [Q1;0]

1�sc
sc Ep

0 [Q1;0]; (2)

ku0k
1�sc

sc

L2 k@xu0kL2 < kQ1;0k
1�sc

sc

L2 k@xQ1;0kL2 (3)

ならば, (NLSp
0)の解 uは散乱する [1, 6].

� (有限時間爆発または無限時間爆発) Q1;0 は (SPp
1;0)の基底状態とする. p > 5, u0 2 H1(R),

sc := 1
2 � 2

p�1 , (2),

ku0k
1�sc

sc

L2 k@xu0kL2 > kQ1;0k
1�sc

sc

L2 k@xQ1;0kL2 (4)

ならば, (NLSp
0)の解 uは有限時間爆発もしくは無限時間爆発する [1, 5].

� (有限時間爆発)

� p � 5, u0 2 H1(R) \ jxj�1L2(R), Ep
0 [u0] < 0ならば, (NLSp

0)の解 uは有限時間爆発す

る [7].

� Q1;0 は (SPp
1;0) の基底状態とする. p > 5, u0 2 H1(R) \ jxj�1L2(R), (2), (4) ならば,

(NLSp
0)の解 uは有限時間爆発する [1].

� p = 5 の場合には, Ogawa–Tsutsumi [10] により u0 2 jxj�1L2(R) の仮定が取り除か

れた.

定理 3.1 (Ogawa–Tsutsumi, [10]). p = 5, 
 = 0とする. u0 2 H1(R)が E0[u0] < 0をみたすとき,

(NLS0)の解 uは有限時間爆発する.
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注意 3.2. Ogawa–Tsutsumiはスケール変換 (1)を利用することで定理 3.1を証明した.


 > 0 (ポテンシャルの項がある)とき :

� (時間大域存在) Q1;0 は (SPp
1;0)の基底状態とする.

� p < 5, u0 2 H1(R)ならば, (NLSp

)の解 uは時間大域的に存在する.

� p = 5, u0 2 H1(R), M [u0] < M [Q1;0]ならば, (NLS
)の解 uは時間大域的に存在する.

� p > 5, u0 2 H1(R), sc := 1
2 � 2

p�1 , (3),

M [u0]
1�sc

sc Ep

 [u0] < M [Q1;0]

1�sc
sc Ep

0 [Q1;0]; (5)

ならば, (NLSp

)の解 uは時間大域的に存在する [3].

� (有限時間爆発または無限時間爆発) Q1;0 は (SPp
1;0)の基底状態とする. p > 5, u0 2 H1(R),

sc := 1
2 � 2

p�1 , (4), (5)ならば, (NLSp

)の解 uは有限時間爆発もしくは無限時間爆発する [8].

� (有限時間爆発)

� p � 5, u0 2 H1(R) \ jxj�1L2(R), Ep

 [u0] < 0ならば, (NLSp


)の解 uは有限時間爆発す

る [3, 8].

� Q1;0 は (SPp
1;0) の基底状態とする. p > 5, u0 2 H1(R) \ jxj�1L2(R), (4), (5) ならば,

(NLSp

)の解 uは有限時間爆発する [3].

4 主定理


 = 0の場合と同様に 
 > 0の場合にも p = 5において u0 2 jxj�1L2(R)の仮定を取り除けるか

どうかというのは自然な疑問である. しかしながら 0 < � < 1のとき (NLS
)はスケール不変でない

ため, Ogawa–Tsutsumi [10]の議論を直接適用することはできない. そこで, 当問題における局所化

されたビリアル等式 (補題 5.2)の重み関数に対するスケール変換を用いた証明方法の有効性を確認し

た. それを (NLS
)に適用することにより以下の結果を得た.

定理 4.1 (H.–Ikeda–Machihara, [9]). p = 5, 
 > 0, 0 < � < 1とする. u0 2 H1(R)が E
 [u0] < 0

をみたすとき, (NLS
)の解 uは有限時間爆発する.

5 証明の概略

補題 5.1 (Ogawa–Tsutsumi, [10]). f 2 H1(R) とする. また g 2 W 1;1(R) は実数値関数とする.

このとき, 任意の R > 0に対して

kfgkL1(jxj�R) � kfk
1
2

L2(jxj�R)

�
2kg2@xfkL2(jxj�R) + kf@x(g2)kL2(jxj�R)

	 1
2

が成り立つ.

補題 5.2 (局所化されたビリアル等式, [3, 11]). p = 5, 
 > 0, 0 < � < 1とする. ’ 2 W 3;1(R)は
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コンパクトな台をもつとする. w :=
R x

0
’(y)dy と (NLS
)の解 u(t)に対して

I
;w(t) :=

Z
R
w(x)ju(t; x)j2dx

を定義する. このとき,

I 0

;w(t) = 2Im

Z
R
w0(x)u(t; x)@xu(t; x)dx;

I 00

;w(t) = 4

Z
R
w00(x)j@xu(t; x)j2dx� 4

3

Z
R
w00(x)ju(t; x)j6dx

�
Z

R
w(4)(x)ju(t; x)j2dx+ 2�

Z
R

w0(x)

x
� 


jxj�
ju(t; x)j2dx

が成り立つ.

ここで, いくつかの関数を定義する. � は奇関数であり次をみたすとする.

�(s) :=

8>>>>>><>>>>>>:

2s (0 � jsj � 1);

2[s� (s� 1)3] (1 � s � 1 + 1=
p

3);

2[s� (s+ 1)3] (�1 � 1=
p

3 � s � �1);

� 0(s) < 0 (1 + 1=
p

3 < jsj < 2);

0 (2 � jsj):

さらに, 関数 � を用いて

X (x) :=

Z x

0

�(s)ds; XR(x) := R2X
� x
R

�
(6)

を定義する.

命題 5.3. p = 5, 
 > 0, 0 < � < 1, u0 2 H1(R) とする. もし R > 0, (NLS
) の解 u 2
Ct([0; Tmax);H1

x(R)), 0 � t < Tmax が

ku(t)kL2(jxj�R) �
�

3

8

� 1
4

=: a0; (7)

をみたすならば I 00

;X R

(t) � �2e� := 16E
 [u0] � 2� が成り立つ. ここで,

� := � 4

3R2

 
p

6 +
k� 00kL1(1+1=

p
3�jxj�2)

2

!2

ku0k6
L2 �

k�(3)kL1(1�jxj�2)

2R2
ku0k2

L2 :

証明. 補題 5.2を用いると

I 00

;X R

(t) = 16E0[u0] �
Z

R
g

R
(x)4

�
4j@xu(t; x)j2 � 4

3
ju(t; x)j6

�
dx�

Z
R

1

R2
X (4)

� x
R

�
ju(t; x)j2dx

が成り立つ. ここで g
R
は

g
R

(x) :=
n

2 � X 00
� x
R

�o 1
4
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である. 補題 5.1よりZ
R
g

R
(x)4ju(t; x)j6dx =

Z
jxj�R

g
R

(x)4ju(t; x)j6dx

� kuk2
L2(jxj�R)kgR

uk4
L1(jxj�R)

� kuk4
L2(jxj�R)

�
2kg2

R
@xukL2(jxj�R) + ku@x(g2

R
)kL2(jxj�R)

	2

� 8kuk4
L2(jxj�R)kg

2
R
@xuk2

L2(jxj�R) + 2kuk6
L2(jxj�R)k@x(g2

R
)k2

L1(jxj�R):

単純な計算から

j@x(gR(x)2)j

8>><>>:
= 0; (0 � jx=Rj � 1; 2 � jx=Rj);
�

p
6=R; (1 � jx=Rj � 1 + 1=

p
3);

� 1

2R
k� 00kL1(1+1=

p
3�jxj�2); (1 + 1=

p
3 < jx=Rj < 2):

が得られる. それゆえ

I 00

;X R

(t) � 16E0[u0] � 4

�
1 � 8

3
kuk4

L2(jxj�R)

�Z
jxj�R

n
2 � X 00

� x
R

�o
j@xu(t; x)j2dx

+
8

3R2

 
p

6 +
k� 00kL1(1+1=

p
3�jxj�2)

2

!2

kuk6
L2(jxj�R) +

k�(3)kL1(1�jxj�2)

R2
kuk2

L2(jxj�R)

が従う. 質量保存 (定理 2.3)を用いると証明を終える.

定理 4.1の証明. 時間正方向のみ考える. 背理法のため (NLS
)の解 uが時間大域的に存在すると仮

定する.

次をみたすように R > 0を固定する.

e� > 0;

1

R

�Z
R

XR(x)ju0(x)j2dx
� 1

2
�

1 +
4e� k@xu0k2

L2

� 1
2

� 1

2
a0; (8)

ここで e� と a0 は命題 5.3で定義されたものである. e� �! �8E0[u0] > 0 (R ! 1)そして, ルベー

グの収束定理により

1

R2

Z
R

XR(x)ju0(x)j2dx =

Z
R

X
� x
R

�
ju0(x)j2dx =

Z
R

Z x=R

0

�(s)dsju0(x)j2dx �! 0 (R ! 1)

であることに注意する. これより, 任意の 0 � t < 1に対して u(t)は (7)をみたすことを示す. (8),e� > 0, XR � R2 (jxj � R)から

ku0kL2(jxj�R) � 1

2
a0 (9)

が成り立つ. ここで

t0 := supft > 0 : ku(s)kL2(jxj�R) � a0 for any 0 � s < tg
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を定義する. (9) と ku(t)kL2 の連続性により t0 > 0 である. t0 = 1 のときには, 望んだ結果が得

られる. 0 < t0 < 1のとき, ku(t)kL2 の連続性により ku(t0)kL2(jxj�R) = a0 が従う. このとき, 解

u(t)は任意の 0 � t � t0 に対して (7)が成り立つので, 命題 5.3から

I 00

;X R

(�) � �2e� (0 � � � t0):

この不等式を � 2 [0; s]で積分し, さらに s 2 [0; t]で積分すると

I
;X R(t) � I
;X R(0) + I 0

;X R

(0)t� e�t2: (10)

(10)と e� > 0を合わせると, 任意の 0 � t � t0 に対して

I
;X R
(t) � I
;X R

(0) � e��t� 1

2e� I 0

;X R

(0)

�2

+
1

4e� I 0

;X R

(0)2

� I
;X R
(0) +

1e� ku0X 0
Rk2

L2k@xu0k2
L2 : (11)

XR � R2 (jxj � R), (11), (X 0
R)2 � 4XR, (8)より, 任意の 0 � t � t0 に対して

ku(t)kL2(jxj�R) � 1

R
I
;X R(t)

1
2 � 1

R
I
;X R(0)

1
2

�
1 +

4e� k@xu0k2
L2

� 1
2

� 1

2
a0:

しかしながら, これは矛盾である.

t0 = 1のとき, (10)は有限時間で I
;X R
(t) < 0となることを導くが, これは矛盾である. それゆ

え, (NLS
)の解 uは有限時間爆発する.

6 付録

定理 4.1の証明はより一般的なポテンシャルをもつ

i@tu(t; x) + @2
xu(t; x) � V (x)u(t; x) = �ju(t; x)j4u(t; x); (t; x) 2 R � R (NLSV )

に対する以下の系を与える.

系 6.1. u0 2 H1(R)とする. V は次の (1) � (3)をみたすとする.

1. (NLSV )は時間局所適切である.

2. ’ 2 W 3;1(R)とする. w(x) :=
R x

0
’(s)dsと (NLSV )の解 uに対して次が成り立つ.

d2

dt2

Z
R
w(x)ju(t; x)j2dx = 4

Z
R
w00(x)j@xu(t; x)j2dx� 4

3

Z
R
w00(x)ju(t; x)j6dx

�
Z

R
w(4)(x)ju(t; x)j2dx� 2

Z
R
w0(x)V 0(x)ju(t; x)j2dx: (12)

3. 任意の R > 0と任意の x 2 Rに対して

�RX 0
� x
R

�
V 0(x) � 4V (x) � 0 (13)

が成り立つ. ここで, X は (6)で定義される.
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このとき, もし

EV [u0] :=
1

2
k@xu0k2

L2 +
1

2

Z
R
V (x)ju0(x)j2dx� 1

6
ku0k6

L6 < 0

ならば (NLSV )の解 uは有限時間爆発する.
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�

utt � uxx = H (u; ux ; ut ; uxx ; uxt ) in R � (0; 1 );
u(x; 0) = "f (x); ut (x; 0) = "g(x); x 2 R ;

(1)

�t�0�`�o�z�4�Q�È�x� 
•
ü�›
¯�˜�b�q�`�z�7�Œ��
: H; f; g �x	G
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�b�”�{	s�8�‹�ð�J (1) �w�r�w�7�G���O�Ì���z�M�˜�•�” lifespan�z�› eT(" ) �q�M�O�G�ø�p�<�G�w�‘�O�t

���[�b�”�{

eT(" ) := sup f t > 0; �&�p�t�{���`�h (f; g ) �t�0�`�o (1) �w�y�/�r u(x; t ) �U���O�b�” g

lifespan �t�m�M�o�z eT(" ) = 1 �›�¬�h�b�s�’�y�Ì���G�¬�r�›�Ë�m�q�t�M�z eT(" ) < 1 �›�¬�h�b�z�m�‡
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�Õ�«�Ä�ç�‹��
: U(x; t ) =
�
u(x; t ); ux (x; t ); ut (x; t )

�
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•
ü�^�;
É�› Dv := ( vx ; vt ) �q���[

�`�o DU =
�
Du; Du x ; Du t

�
�b�”�q�z	s�8�‹�ð�J (1) �x r �›�¯
��z � �›�º
u�q�`�o

Utt � Uxx =
�
H (U; DU); r H (U; DU) � (Ux ; DUx ); r H (U; DU) � (Ut ; DU t )

�
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H (u; ux ; ut ; uxx ; uxt ) = H0(u; Du ) + H1(u; Du )utx + H2(u; Du )uxx
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•
ü�Š
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æ
ü�x
°�A�U�0�›�i�T�’�z H0 �w�r
s�z�m�‡

�“
R
¢���ò�w�r
s�U�°
`�æ�p�x	��.�q�s�”�{�Ž�<�p�x H = H (u; Du ) �q�>���b�”�{

�‡�h�z�r
s�›�æ�O	Í�p	s�8�‹�t�0�`�o (f; g ) � 0 �s�’�y u � 0 �U
R�“�q�h�s�Z�•�y�r�w�°�™
Q�U�H

�•�o�`�‡�O�w�p�z H (0) = 0 �U
R�“�q�l�o�„�`�M�{�\�w	Ú�E�x H �›�Ú�«�é�”�æ�ï�2�‰�`�h�q�V�t��


:
æ
ü�U 0 �q�M�O	Ú�E�q�‰�‹�p�K�“�z�ô�Í�w	Ò�(�ò�› Rn +1 �q�`�o�2�‰�b�”�q�Í�w�‘�O�t�s�”�{

H (u; ux ; ut ) =
nX

k=1

1
k!

(u@� 0 + ux @� 1 + ut @� 2 )k H (�̂ )
�
�
�
�̂ = 0̂

+ Rn +1

	Í�G�t�S�M�o k = 1 �w�ò�x
¢���‘�“�z�\�w�ò�›�Ö�•�”�q�þ�ˆ�M���Ü�p�x�Á�X�s�l�o�`�‡�O�{	H�l�o�z

	s�8�‹�ð�J (1) �x " �U	G
ü	–�^�M�\�q�T�’�r u �‹	–�^�M�w�p�z
¢���ò�w	��s
æ
ü�x k � 2 �w�ÿ�Í�w�ò

�p�K�”�q�ß�Q�”�\�q�U�p�V�”�{�\�w�‘�O�s�ß�o�w�‹�q�z Li, Yu and Zhou[6] �t�‘�l�o	s�8�‹�ð�J (1)

�t�0�`�o�Í�w�‘�O�s�r�w���O�U�Ô�^�•�o�M�”�{

���g 1.1 	s�8�‹�ð�J (1) �U�×
µ
: � �›�;�M�o �̂ = 0 �w�Ù�c�t�S�M�o H (�̂ ) = O(j�̂ j1+ � ) �›�¬�h�b

�q�V�z�K�”
Y��
: "0 = "0(f; g; � ) �U���O�`�o�z�Ú�™�w 0 < " � "0 �›�¬�h�b " �t�0�`�o�<�G�U
R�q

�b�”�{

eT(" ) �

8
>><

>>:

C" � �= 2 in general case,

C" � � (1+ � )=(2+ � ) if
Z

R
g(y)dy = 0 ;

C" � � if @�
u H (0̂) = 0 ; (1 + � � � � 2� )

�\�\�p�z C > 0 �x " �t�¼�’�s�M��
:�p�K�”�{

�\�w���g 1.1 �w H �t�0�b�”�j�:�Ù�c�w	Ú�E�x�‡�^�t�ß�o�T�’�˜�’�•�h
‡
¢���ò�w�ÿ�Í�w�ò�t�m

�M�o	Ú�E
Ç�Z�›�`�o�M�”�{�‡�h�z���g 1.1 �w	Ô�ù
ü�Z�x�7	s�w 2 �m�x�§ Huygens �w�j�g�t�‘�“�zZ

R
g(y)dy = 0 �w	Ô�ù�x	s�8�‹�w�è�¹�U�í���Í�i�U�ô�Í�i�w	Ô�ù�q�‰�a�‘�O�t�s�”�\�q�t�I�¼�`�z�7

�™�w	Ô�ù
ü�Z�x
‡
¢���ò�t u �w�ˆ�U�ÿ�Í�p�Ö�”�q�V�x�o	m�s�¤�É�ç�ª�”�O�t�‘�l�o�r�›�Ï
R�p�V�c�z

���w
Æ�s�Ü�›�–�O�M�t�ž�Í�Ù�Å�w
°�A�U�q�X�s�”�\�q�t�I�¼�b�”�{

�\�•�’ lifespan �w�<�T�’�w
°�A�t�0�`�o�7�&�s
°�A�p�K�”�\�q�›�Ô�b�t�x�z�›���s	s�8�‹�q
‡
¢

���ò�›�;�M�o�‰�a " �w�¦�”�¼�”�›�Ë�l�h�”�t�‘�l�o lifespan �U	Í�T�’
°�A�^�•�”�\�q�›�Ô�d�y�‘�M�{

�›�t�7�&
Q�x�z�È�’�T�^�›�X
[�t�`�o	Ä�I�s�r
s�U�D�ó�t�s�” H = jujp �• H = jut jp (p > 1) �q��

�[�`�h�Þ�Ã�ç�M���Ü�t�‘�l�o�Ô�^�•�”�{���g 1.1 �w�7	s�w 2 �m�w	Ô�ù�x Zhou[8] �t�‘�“
‡
¢���ò�›

H = juj1+ � �q�z�7�™�w	Ô�ù�t�0�`�o�x Zhou[9] �t�‘�“
‡
¢���ò�› H = juj � jut j1+ � � � �q�”�X�\�q�t

�‘�l�o�7�&
Q�U�Ô�^�•�o�M�”�{�«�™�q�`�o�z�\�•�’�w�Þ�Ã�ç�M���Ü�t�‘�”�7�&
Q�p�í���°�Í�i�w�°
`

�w	Ô�ù�w�r
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`�w	Ô�ù�t�&�;�b�”�t�x�z
‡
¢��

�ò�w�ˆ�U�î
:�w	Ô�ù�x�f�w�‡�‡�p�‘�M�U�z�-
:�w	Ô�ù�x�r u �t
Y�‹
Q�s�r�U
ž�A�t�s�”�{�f�‹�f�‹�°


`�w	Ô�ù�w	Ô�ù
ü�Z�U	Í�G 3 �m�p	G
ü�p�K�”�T�r�O�T�x�‡�i
ü�T�l�o�M�s�M�w�p�z�K�”�Þ�Ã�ç�M���Ü

�w�A�L�U���g 1.1 �w
ü�¨�t���‡�•�s�M�s�’�y�z�°
`�æ�w�‘�“�I�T�M	Ô�ù
ü�Z�U
ž�A�p�K�”�\�q�w�D�ó


Q�›�Ô�`�h�\�q�t�s�”�{

	H�l�o�z�Þ�Ã�ç�M���Ü�w�r
s�x�°
`�w	Ô�ù�w�r�w���O
Q�›�^�æ�b�”	Í�p�7�&
Q�›�-	Â�b�”�‹�w�p�K

�“�s�U�’�z�Þ�Ã�ç�M���Ü�w lifespan 
°�A�›�æ�O�\�q�t�‘�l�o�°
`�w	Ô�ù�‹�r
s�p�V�”	Ô�ù�‹�K�”	Í�z
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�Þ�Ã�ç�M���Ü�w lifespan 
°�A�T�’
‡
¢���ò�U�°
`�w	Ô�ù�w�7�&�s lifespan 
°�A�›�'
Ý�b�”�\�q�U�p

�V�”�{�m�‡�“�z�Þ�Ã�ç�M���Ü�w�r
s�q�°
`�æ�w�Ï�™�x
¯�j�°�.�w�����t�K�”�q�t�Q�”�{

�Ž�<�p�x�Þ�Ã�ç�M���Ü�t�0�`�o�r
s�›�æ�O�{
ú�g�¶�s�r�T�’�w�A
e�t�‘�“�z
‡
¢���ò�t�0�`�o�Ì�í

�w�!
: (x; t ) �›���‰	Ô�ù�›�ß�o�b�”�h�Š�z	O�ˆ��
: F = F (x; t ) �›
‡
¢���ò�t�Ë�h�d�”�{�C�Q�o�z��

�g 1.1 �q�f�w�7�&
Q�T�’�z
‡
¢���ò�t u �U�ÿ�Í�p���‡�•�o�M�”�q�V�t lifespan �x	–�^�X�s�”�w�p�z�°


`�w	Ô�ù�›�ß�o�b�”�Þ�Ã�ç�M���Ü�q�`�o H = jujp �t�0�`�o�r
s�›�æ�O�{

2 	j
‹

�°�Í�i�í��	Í�w�î
:�‹�°�Œ��
: u = u(x; t ) �t�0�`�o�z
‡
¢���ò�t�Ì�í�w�!
:�w	O�ˆ�›�Ë�m
‡
¢��

�þ�ˆ�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J

�
utt � uxx = F (x; t )jujp in R � (0; 1 );
u(x; 0) = "f (x); ut (x; 0) = "g(x); x 2 R ;

(2)

�›�ß�Q�”�{�\�\�p p > 1 �T�m�z	s�8�‹�t�m�M�o f 2 C2
0 (R ) �T�m g 2 C1

0 (R ) �T�m 0 < " � 1 �q�b�”�{

�C�Q�o	O�ˆ F �t�0�`�o�x	G
ü�È�’�T�p�K�”�q�>���b�”�{�\�•�’�w�>���w�<�p�x�z Duhamel �w�j�g�t

�‘�“�z�Í�w
u
ü�M���Ü�q�‰�‹�t�s�”�{

u(x; t ) = "u 0(x; t ) + L(jujp)(x; t ) (3)

�\�\�p�z
u
ü�M���Ü�w
¢���s
æ
ü�x

u0(x; t ) :=
1
2

f f (x + t) + f (x � t)g +
1
2

Z x + t

x � t
g(y)dy;

Duhamel �w�ò�x

L(v)(x; t ) :=
1
2

Z t

0
ds

Z x + t � s

x � t + s
F (y; s)v(y; s)dy for v 2 C(R � [0; 1 ))

�t�‘�l�o���[�^�•�”�{
u
ü�M���Ü (3) �‘�“�†�%�›
•
ü�b�”�\�q�p�È���s�r u �x�y�/�r�q�s�”�{�`�h

�U�l�o�z�Ì�� T > 0 �‡�p�w�y�/�r u 2 C2(R � [0; T]) �›�ß�Q�z lifespan �› T(") �q�M�O�G�ø�p�<�G�w

�‘�O�t���[�b�”�{

T(") := sup f T > 0; �&�p�t�{���`�h (f; g ) �t�0�`�o�y�/�r u(x; t ) �U 0 � t � T �p���O�b�” g

�\�\�p�z f � g � 0 �w�q�V�z�r�w�°�™
Q�‘�“ (2) �w�y�/�r�x u � 0 �q�s�“ T(") = 1 �›�¬�h�b�{	H�l

�o�z�Ì���Á	t�r�›�Ë�m (2) �t�0�`�o lim
" ! 0

T(") = 1 �U
R�“�q�m�\�q�U�'
Ý�p�V�”�{�7�t 1980 �å�t

Kato[4] �t�‘�l�o F � 1 �w	Ô�ù�x (2) �x�Ú�™�w p > 1 �t�0�`�o�Ì���Á	t�r�›�Ë�m�z�m�‡�“���v�Ì���t

�S�M�o�r�U
0
C�b�”�\�q�U�Ô�^�•�o�S�“�z " ! 0 �w�q�V�w T(") �w
ÿ�G�S�›�Ð�‚�”�\�q�t�‘�l�o	O�ˆ

�w�è�¹�›�ß�o�b�”�\�q�U	Z�R�”�{�Š�Z�€�w�è�$�x�›
Q�M�²�w	O�ˆ�›�Ë�m
‡
¢���þ�ˆ�M���Ü�w lifespan


°�A�›�æ�O�\�q�t�‘�l�o	O�ˆ�U�r�t�)�Q�”�è�¹�›�ß�o�b�”�\�q�t�K�”�{
Œ�t	��A�L�›	\�‚�z
Œ�æ�Z�€

�q
z�±�b�”�{
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3 	��A�L

hxi :=
p

1 + x2 �q�G�ø�›���[�b�”�{ (2) �t�m�M�o�z a; b2 R �t�‘�l�o�Í�å�Ý�”�»
Ç�Z�^�•�h�›
Q�M

�²�w	O�ˆ F (x; t ) = ht + hxii � 1� aht � h xii � 1� b �›�Ë�m�°�Í�i
R
¢���þ�ˆ�M���Ü

8
<

:
utt � uxx =

jujp

ht + hxii 1+ aht � h xii 1+ b in R � (0; 1 );

u(x; 0) = "f (x); ut (x; 0) = "g(x); x 2 R ;
(4)

�w�y�/�r�w lifespan �t�m�M�o�z�f�‘�x�<�G�w�A�L�›�˜�h�{

���g 3.1 a > 0 �T�m a + b > 0 �s�’�y�z�K�”
Y��
: "1 = "1(a; b; f; g; p) �U���O�`�o�z�Ú�™�w

0 < " � "1 �›�¬�h�b " �t�0�`�o T(") = 1 �U
R�q�b�”�{ (
$ 1 �t�|
$ 2)

���g 3.2
Z

R
g(y)dy 6= 0 �s�’�y�z�K�”
Y��
: "2 = "2(a; b; f; g; p) �U���O�`�o�z�Ú�™�w 0 < " � "2

�›�¬�h�b " �t�0�`�o�<�G�U
R�q�b�”�{ (
$ 1)

T(" ) �

8
>>>><

>>>>:

exp(C" � (p� 1) ) if a + b = 0 and a > 0; or a = 0 and b > 0;
exp(C" � (p� 1)=2) if a = b = 0 ;
C" � (p� 1)=( � a) if a < 0 and b > 0;
� � 1

1 (C" � (p� 1) ) if a < 0 and b = 0 ;
C" � (p� 1)=( � a� b) if a + b < 0 and b < 0;

�\�\�p�z C �x " �t�¼�’�s�M
Y��
:�p�K�“�z � � 1
1 �x � 1(s) = s� a log(2 + s) �p���[�^�•�”��
:�w�o��
:

�p�K�”�{�‡�h�z T(") � A("; C ) �s�”�G�ø�x�z C1 �q C2 �q�M�O " �t�Á�����s
Y��
:�U���O�`�o�z
Æ�s

�Ü A("; C1) � T(" ) � A("; C2) �›�¬�h�b�\�q�›
¯�b�{

���g 3.3
Z

R
g(y)dy = 0 �s�’�y�z�K�”
Y��
: "3 = "3(a; b; f; g; p) �U���O�`�o�z�Ú�™�w 0 < " � "3

�›�¬�h�b " �t�0�`�o�<�G�U
R�q�b�”�{ (
$ 2)

T(" ) �

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

exp(C" � (p� 1) ) if a = 0 and b > 0;
exp(C" � p(p� 1) ) if a + b = 0 and a > 0;
exp(C" � p(p� 1)=(p+1) ) if a = b = 0 ;
C" � (p� 1)=( � a) if a < 0 and b > 0;
 � 1

1 (C" � p(p� 1) ) if a < 0 and b = 0 ;
C" � p(p� 1)=( � pa� b) if a < 0 and b < 0;
 � 1

2 (C" � p(p� 1) ) if a = 0 and b < 0;
C" � p(p� 1)=( � a� b) if a + b < 0 and a > 0;

�\�\�p�z C �x " �t�¼�’�s�M
Y��
:�p�K�“�z  � 1
1 �q  � 1

2 �x�f�•�g�•  1(s) = s� pa log(2 + s) �q

 2(s) = s� b logp� 1(2 + s) �p���[�^�•�”��
:�w�o��
:�p�K�”�{ � �w�™�¯�x���g 2 �q�‰�a�{
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a

b

Z

R
g(y)dy 6= 0 ( 
$ 1)

1

exp(C" � (p� 1) )

exp(C" � p−1
2 )

exp(C" � (p� 1) )

C" � p−1
−a

� � 1
1 (C" � (p� 1) )

C" � p−1
−a−b

a + b = 0

a

b

Z

R
g(y)dy = 0 ( 
$ 2)

1

exp(C" � p(p� 1) )

exp(C" � p( p−1)
p+1 )

exp(C" � (p� 1) )

C" � p−1
−a

 � 1
1 (C" � p(p� 1) )

C" � p−1
−pa−b

 � 1
2 (C" � p(p� 1) )

C" � p−1
−a−b

a + b = 0

4 
Œ�æ�Z�€


Œ�æ�Z�€�t�‘�”�7�Œ�w�A�L�q	��A�L�›
z�±�b�”�{	s�8�‹�ð�J (2) �t�m�M�o F � 1 �w	Ô�ù�z�m�‡�“

	O�ˆ�U�Á�M	Ô�ù�t�S�M�o�z Zhou[8] �t�‘�“ lifespan �w�7�&�s
°�A�U�˜�’�•�o�M�”�{	��A�L�w�G�ø�›�;

�M�o�<�G�w�‘�O�t	{�Z�”�{

8
><

>:

T(" ) � C" � (p� 1)=2 if
Z

R
g(y)dy 6= 0 ;

T(" ) � C" � p(p� 1)=(p+1) if
Z

R
g(y)dy = 0 :

�\�•�x	��A�L�w a = b = � 1 �w	Ô�ù�q�°�•�`�o�M�”�{

�‡�h�z F = (1 + t) � (p� 1) �w	Ô�ù�x�M�X�m�T
Œ�æ�Z�€�U�K�”�{�s�e�s�’

vtt � vxx +
2

1 + t
vt = jvjp (5)

�q�M�O���w�M�˜�•�”�µ�­�”�ç
Æ�!�s	«�„�ò�›�Ë�m
R
¢���þ�ˆ�M���Ü�t�0�`�o�z u(x; t ) = (1 + t)v(x; t )

�q�M�O Liouville �!�õ�t�‘�l�o F = (1 + t) � (p� 1) �w	O�ˆ�›�Ë�m
‡
¢���þ�ˆ�M���Ü�U�˜�’�•�”�T�’�p

�K�”�{�\�w	O�ˆ�w	s�8�‹�ð�J�t�0�`�o�z Wakasugi[7] �t�‘�l�o 1 < p � 3 �w�q�V T(") < 1 �p�K�”�\

�q�›�Ô�`�h�{�‡�h�z D'Abbicco[1] �t�‘�l�o p > 3 �w�q�V�t T(") = 1 �p�K�”�\�q�›�Ô�`�h�{�«�™�b

�‚�V�:�x�\�•�’�x�¤�É�ç�ª�”�r�z�m�‡�“�y�/�r�„�r�x�È�’�T�p�x�s�M�r�t�0�`�o�w
°�A�p�K�”�\�q�p

�K�”�{�f�`�o�z Kato, Takamura and Wakasa[3] �t�‘�” 1 < p � 3 �w	Ô�ù�w�y�/�r�w lifespan 
°�A

�S�‘�|�Ì���G�¬�r�U�˜�’�•�h�U�z�f�•�’�x	��A�L�t�S�M�o a = p � 2 �T�m b = � 1 �q�{���`�h�q�V�w

lifespan 
°�A�q�°�•�`�o�M�”�{�\�w�Ä�î�x�z (4) �w	O�ˆ�t�m�M�o�x	s�8�‹�w�F�w�¯�ï�Í�«�Ä
Q�T�’�‹

�T�•�”���v�;�û
Q�‘�“ ht + hxii �U 1 + t �q�‰�‹�p�K�”�\�q�t�‘�l�o�z	��A�L�U�Ì���!
:�w�ˆ�w	O�ˆ

�›�Ë�m	Ô�ù�w�°
`�=�›���œ�p�M�”�\�q�T�’�×�Ì�t
ü�T�”�{�‡�h�z�Ÿ�„�¦
:�U�°�Í�i�w�{�>�¦
:�q�°�•

�b�”�\�q�T�’ (5) �x�ä�$�q�ß�Q�”�\�q�‹�p�V�”�U�z	s�8�‹�w
u
ü�”�t�‘�l�o lifespan �U�!�˜�”�q�M�O

�þ�ˆ�$�s�A
É�U�K�“�z�‰�`�–�Ì���!
:�w�n
0�t�‘�l�o Strauss�¦
:�U�c�•�h�q�ß�Q�”�‚�V�p�K�”�{
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�\�•�’ ht + hxii �q 1 + t �w�‰�‹
Q�q�x�0	°�$�t ht � h xii �q hxi �x�j�:
Ç�Ù�p�‰�‹�p�x�s�M�{���È


Q�›�ß�o�b�”�h�Š�t�‰�a�Í�å�Ý�”�» b 2 R �›
ƒ���`�z F = hxi � 1� b �q�M�O�í���!
:�w�ˆ�w	O�ˆ�›�Ë

�m	Ô�ù�t�x Kitamura, Morisawa and Takamura[5] �t�‘�”�Í�w�A�L�U�˜�’�•�o�M�”�{

T(") �

8
<

:

C" � (p� 1) for b > 0;
� � 1(C" � (p� 1) ) for b = 0 ;
C" � (p� 1)=(1 � b) for b < 0

if
Z

R
g(x)dx 6= 0 ;

�
� (s) := s log(2 + s)

�
(6)

and

T(" ) �

8
<

:

C" � p(p� 1) for b > 0;
 � 1

p (C" � p(p� 1) ) for b = 0 ;
C" � p(p� 1)=(1 � pb) for b < 0

if
Z

R
g(x)dx = 0 ;

�
 p(s) := s logp� 1(2 + s)

�
(7)

	Í�G�q a = � 1 �t�{���`�h	��A�L�w lifespan 
°�A�›
z�‚�”�q�z

Z

R
g(x)dx 6= 0 �w	Ô�ù�x	O�ˆ�U�n


0�›
¯�˜�b	Ô�ù�‹
ÿ�G�›
¯�˜�b	Ô�ù�‹ lifespan 
°�A�x�°�•�`�o�M�”�{�`�T�`�s�U�’�z

Z

R
g(x)dx = 0

�w	Ô�ù�x�z	O�ˆ�U�n
0�z�m�‡�“ b > � 1 �w�q�V�x hxi �n
0�w�M�U lifespan �x�Õ�X�s�“�z	O�ˆ�U
ÿ�G�z

�m�‡�“ b < � 1 �w�q�V�x ht � h xii 
ÿ�G�w�M�U lifespan �x�Õ�X�s�”�\�q�U
ü�T�”�{�\�•�’ ht � h xii

	O�ˆ�q hxi 	O�ˆ�w lifespan 
°�A�w�G�V�^�w�§�M�x�Í�w�‘�O�t
†�Ì�b�”�\�q�U	Z�R�”�{

	s�8�‹�ð�J�w�r�w���O�‹�r�w
0
C�‹�z
¢��
u
ü�^�;
É L �t�‘�”�¤�:
°�A�w iteration method �t

�‘�l�o	Â�Ì�^�•�”�{�r�w���v�;�û
Q�‘�“�z suppf f; g g � fj xj � Rg �›�¬�h�b�‘�O�t R(> 1) �›	��”�q

�r u �x supp u � fj xj � t + Rg �›�¬�h�b�{	H�l�o L �w
u
ü�–�¬�x�Ö�: (x; t ) �w�~�¯���–�¬�w�O�j�z

�Í�w
$�w�‘�O�t	í�C�“�^�•�h
æ
ü�t�s�”�{

s

y = 0 s = jyj

y

R� R x + tx � t

(x; t )

Z

R
g(y)dy 6= 0 �w	Ô�ù

u � O(" )

s

y = 0 s = jyj

y

R� R x + tx � t

R

(x; t )

Z

R
g(y)dy = 0 �w	Ô�ù

u � O("p)

u � O(" )

�\�\�p�z�Ö�: (x; t ) �U t � j xj � R �›�¬�h�b�q�V�z
u
ü�M���Ü�w
¢���s
æ
ü u0 �x

u0(x; t ) =
1
2

f f (x + t) + f (x � t)g +
1
2

Z x + t

x � t
g(y)dy =

1
2

Z

R
g(y)dy

�U
R�q�b�”�w�p�z
u
ü�M���Ü (3) �‘�“�z

Z

R
g(y)dy 6= 0 ) u(x; t ) = O(") as " ! 0 for (x; t ) 2 f (y; s) : s � j yj � Rg

Z

R
g(y)dy = 0 ) u(x; t ) = O("p) as " ! 0 for (x; t ) 2 f (y; s) : s � j yj � Rg
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�q�s�”�{�‡�h�z	O�ˆ�U�n
0�b�”�q�V�x�z hxi �x y = 0 �w�Ù�c�p�z ht � h xii �x s = jyj �w�Ù�c�p�n
0�U

�Á�X�s�”�w�p lifespan �›�>���b�”�¤�:
°�A�U�q�X�s�“�z	O�ˆ�U
ÿ�G�b�”�q�V�x�z hxi �x s = jyj �w�Ù�c

�p�z ht � h xii �x y = 0 �w�Ù�c�p lifespan �›�>���b�”�¤�:
°�A�U�q�X�s�”�{	H�l�o�z

Z

R
g(y)dy 6= 0 �s

�’�y hxi 	O�ˆ�‹ ht � h xii 	O�ˆ�‹�¤�:
°�A�U�q�X�s�”�–�¬�w�r�w�¦�”�¼�”�U�‰�a O(") �s�w�p lifespan


°�A�U�‰�a�t�s�”�U�z

Z

R
g(y)dy = 0 �s�’�y y = 0 �w�j�:
Ç�Ù�Ž�Ž�w�Ù�c�p�x�r�w�¦�”�¼�”�U O("p)

�q�‘�X�s�”�h�Š�z	O�ˆ�U�n
0�s�’ hxi �n
0�w�z	O�ˆ�U
ÿ�G�s�’ ht � h xii 
ÿ�G�w lifespan �U�Õ�X�s�”

�q�M�O�\�q�U
ü�T�”�{

	Í�G�w�‘�O�s�r u �w�¦�”�¼�”�q	O�ˆ�w�¤�:
°�A�U�q�X�s�”�–�¬�›�ß�o�b�”�\�q�t�‘�l�o�z��
:

C > 0 �›�;�M�o	O�ˆ�U ht � Chxii �t�‘�l�o�Ï
R�^�•�o�M�”	Ô�ù�w lifespan 
°�A�›�'
Ý�b�”�\�q�U�p

�V�”�{�m�‡�“�z C > 1 �w	Ô�ù�x s = Cjyj �U u � O("p) �q�s�”�–�¬�t�¥�Ö�b�”�w�p ht � Chxii �n
0

�x hxi �n
0�q lifespan 
°�A�U�‰�a�t�s�“�z ht � Chxii 
ÿ�G�x s = jyj �w�Ù�c�p�¤�:
°�A�U�q�X�s�”�w

�p hxi 
ÿ�G�q lifespan 
°�A�U�‰�a�t�s�”�q�'
Ý�p�V�”�{�‡�h�z 0 < C < 1 �w	Ô�ù�x s = Cjyj �U
u
ü

�–�¬�T�’�³�d�b�”�w�p ht � Chxii �n
0�x 1 + t �n
0�q lifespan 
°�A�U�‰�a�t�s�“�z ht � Chxii 
ÿ�G

�x s = jyj �w�Ù�c�p�¤�:
°�A�U�q�X�s�”�w�p hxi 
ÿ�G�q lifespan 
°�A�U�‰�a�t�s�”�q�'
Ý�p�V�”�{

5 	��A�L�w	Â�Ì�M�O

	Â�Ì�x�z lifespan �w�<�T�’�w
°�A�¢�Õ�Ì�����O�£�‹	Í�T�’�w
°�A�¢���v�Ì��
0
C�£�‹�z�\�w
ü�ú�p

�x
ª	j�$�s�¤�:
°�A�w�ž�Í�E�Ö�t�‘�”�{�`�T�`�s�U�’�z�f�w�¤�p�x�z
Œ�æ�Z�€�t�x�_�’�•�s�T�l�h

�Ë�m�w�›
Q�M�²�w
ì�“�^�;�U�q�•�o�S�“�z�›�t�z a > 0 �T�m a + b = 0 �w	Ô�ù�t�z�r�w�<�T�’�w�7

�&�s
°�A�›�˜�”�M�w���É�^�U�f�¶�p�K�”�{�f�w
æ
ü�x�z Agemi, Kurokawa and Takamura[2] �t�‘�”

\slicing method" �U���®�t�‡�X�{�è���p�x�z�f�\�›	O�:�$�t	º�p�b�”�'���p�K�”�{

�€�ß���Y
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2 �Š Fuchs ��
•
ü�M���Ü�w

�Þ�Ê�Å�é�Û�”
Æ�!�¤�ç�Û�”�Ä���Ü�t�m�M�o

�ý�Š�G�¶�G�¶�Ã �×
µ�J�¶�­�­
æ �g�¶
•�È

�†�a	c�û (Shunya ADACHI)

1 Introduction

�\�w�è�Ù�”�Ä�p�x , Gauss�w�Ò�2�?
•
ü�M���Ü�›�«�t�`�o�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�S�‘�|
Æ�! Hermite ��

�Ü�t���b�”�°
`�$�s�Ä�ò�›�“
†�`�h�™ , �7�Ù�è��	��t�‘�l�o�˜�’�•�h�A�L [2] �›	º�p�b�” .

1.1 Gauss�w�Ò�2�?
•
ü�M���Ü�q�f�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q

Gauss�w�Ò�2�?
•
ü�M���Ü�q�x�Í�p�)�Q�’�•�” 2 �Š�w
¢��	×
•
ü�M���Ü�p�K�” .

x(1 � x)y00+ f 
 � (� + � + 1) xgy0 � ��y = 0 ; (1)

�\�\�p y �x x 2 C �›� �q�!
:�q�b�”�°�Œ��
: , �; �; 
 2 C �x�M���Ü�t���‡�•�”�Í�å�Ý�”�»�p�K�” . �\

�w�M���Ü�x Riemann �•�Ø P1 	Í�w 3 �: f 0; 1; 1g �t�›�Ÿ�:�›�Ë�m . 
•
ü�M���Ü�w�r�x�›�Ÿ�:�w�Ù�c�p

�›�Ã�$�s�•�ˆ�›�Ô�b�U , �M���Ü (1) �w�›�Ÿ�:�x
¶�o�¬���›�Ÿ�:�q�z�y�•�”
‡	×�t�Ð�‚�•�b�M�›�Ÿ�:�t

�s�l�o�M�o , �Ú�™�w�r y(x) �x f 0; 1; 1g �t
ü�0�:�›�Ë�m���A��
:�q�s�” . �\�w�‘�O�t P1 	Í�w�›�Ÿ�:

�U
¶�o�¬���›�Ÿ�:�q�s�”�‘�O�s���g��
:��
:�w
¢��
•
ü�M���Ü�› Fuchs ��
•
ü�M���Ü �q�z�• .

�Í �t �r �w�� �A
Q�› �G	\ �b�” �” �p�K�” �Þ�Ê�Å�é�Û�” 
¯ �q �t �m�M�o
†�Ì �b�” . �M�� �Ü�w
Y�� �:

b 2 P1 n f 0; 1; 1g �›�°�m�q�l�o�{���b�” . �M���Ü (1) �x 2 �Š�w
¢��
•
ü�M���Ü�s�w�p x = b �w�Ù�c

�t�S�Z�”�r
¶�.�x 2 �Í�i�w
¢���í���›�s�b . �f�w�,���q�s�”�°�Í� �q�s�r�› f y1(x); y2(x)g �q�`�o ,

�f�•�’�›���‚�h�Õ�«�Ä�ç�‹��
:
Y(x) = ( y1(x); y2(x))

�›�M���Ü (1) �w x = b �t�S�Z�” �,�Š�r�% �q�z�• .

�,�Š�r�% Y(x) �x f 0; 1; 1g �t
ü�0�:�›�Ë�m . �p�x�¤
ü�0�:�w	*�“�p Y(x) �U�r�w�‘�O�s���A
Q�›

�Ô�b�T�›�Ð�‚�o�ˆ�‘�O . ��
: Y(x) �w� �q�!
: x �› b �›�,�:�q�`�o x = 0 �w	*�“�›�°	*�b�”�ç�”�Ó


 0 �t�
�l�o�r
s
€���`�o�˜�’�•�”��
:�›

~Y(x) = (~y1(x); ~y2(x))

�q�b�” . �b�”�q ~y1(x) �q ~y2(x) �‹�‡�h (1) �w�r�q�s�“ , 	H�l�o�i�‘�w�,�Š�r f y1(x); y2(x)g �w
¢���A

�ù�p
¯�b�\�q�U�p�V�” . �m�‡�“
~Y(x) = Y(x)M 0
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�q�s�”�‘�O�s��
:�æ�» M 0 2 GL(2; C) �U���O�b�” . �\�w�æ�» M 0 �› x = 0 �t���b�” �Þ�Ê�Å�é�Û�”�æ

�» �q�z�• . �‰�7�w�\�q�›���w�›�Ÿ�:�›�s�”�ç�”�Ó�t�m�M�o�ß�Q�”�\�q�p M 1; M 1 �U�˜�’�•�” . �\�\�p

2 �m�w�›�Ÿ�: x = t i �q x = t j �›�\�w	q
j�p�°	y�t�s�”�ç�”�Ó�x 
 i �q 
 j �›�(�M�i�ç�”�Ó�t�È���$�t

�!���p�V�” (
$ 1). �\�w�ç�”�Ó�› 
 i 
 j �p	{�X�\�q�t�b�”�q , �ç�”�Ó 
 i 
 j �t�0� �b�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”�æ

�»�x M j M i �q�s�” , �m�‡�“�ç�”�Ó�w	q
j�q�Þ�Ê�Å�é�Û�”�›�T�Z�”	q
j�x�o�t�s�”�\�q�t�«�™�b�” . �\

�w�\�q�›�æ�„�t�”�X�q , �ç�”�Ó 
 0; 
 1; 
 1 �w���t
R�“�q�m�����Ü


 0
 1
 1 = 1 (2)

�t�0� �`�o , �Þ�Ê�Å�é�Û�”�æ�» M 0; M 1; M 1 �w���t�x

M 1 M 1M 0 = I (3)

�q�M�O�����U
R�“�q�m�\�q�U�˜�T�” .


$ 1 �(�w�ç�”�Ó�x�È���!���p�È�w�ç�”�Ó γ0γ1 �t�s�”

�Ž	Í�w
†�Ì�w�<�p , �;� �›
T�g�`�o�S�\�O . b �›�,�:�q�b�”�ç�”�Ó
¶�.�›�È���!���t�‘�”�‰�‹����

�p�Â�l�o�˜�’�•�”���› P1 n f 0; 1; 1g �w�,�Š�� �q�z�| , � 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b) �p
¯�b . 	Í�G�w�ç�”�Ó


 0; 
 1; 
 1 �p�E
¯�^�•�”�‰�‹�¨�h�j�›�~�Š�o 
 0; 
 1; 
 1 �q	{�X�\�q�t�b�”�q � 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b) �x

� 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b) = h
 0; 
 1; 
 1 j 
 0
 1
 1 = 1 i (4)

�q�M�O
¯�Ô�›�Ë�m . �\ �w�q�V�, �Š�� (4) �w GL(2; C) �• �w (
S) 
¯ �q , �b�s�˜ �j 	j �‰�� �ø
þ � :

� 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b) ! GL(2; C) �p�K�l�o

� (
 i ) = M i (i = 0 ; 1; 1 )

�›�¬�h�b�‹�w�›
•
ü�M���Ü (1) �w�,�Š�r�% Y(x) �t���b�” �Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q �q�z�• . 	j�‰���ø
þ � �›

���Š�”�h�Š�t�x � 1(P1 n f 0; 1; 1g ) �w
\
R�i�w�æ�V
Œ�w�ˆ�›�>�Š�o�•�•�y	G
ü�p�K�”�\�q�t�«�™�`�o

�S�X . �‡�h , �����Ü (3) �T�’ , M 0 �q M 1 �U�>�‡�•�y M 1 �x�°�™�$�t�>�‡�” . �\�w�\�q�T�’�Þ�Ê�Å�é

�Û�”
¯�q�› � = ( M 0; M 1) �q
¯�b�\�q�‹�K�” . �°
`�t
•
ü�M���Ü�w�r�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�x�,�Š���w


¯�q�q�s�” . �‡�h�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�w
þ�x M 0; M 1; M 1 �S�‘�|�����Ü (3) �p
\
R�^�•�” GL(2; C) �w


æ
ü�� G = hM 0; M 1i �q�s�” . �\�w
æ
ü���› �Þ�Ê�Å�é�Û�”�� �q�z�• .
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1.2 �Þ�Ê�Å�é�Û�”
Æ�! Hermite���Ü


²
…�q�‰�7�t f y1(x); y2(x)g �›�M���Ü (1) �w x = b �w�Ù�c�t�S�Z�”�°�Í� �q�s�r�w
Ê�q�`�o , �,�Š

�r�% Y(x) �t�0�b�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q � : � 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b) ! GL(2; C) �›�ß�Q�” . �\�w
¯�q�x�M

���Ü (1) �w�Í�å�Ý�”�» �; �; 
 �t�‘���b�”�U , �; �; 
 �U�î
:�p�K�”�q�V ,

t � (
 )H� (
 ) = H (
 2 � 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b)) (5)

�›�¬�h�b�‘�O�s 2 � 2 �±� �¶�w Hermite �æ�» H �U���O�b�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” . f y1(x); y2(x)g �›

�,���q�b�”�M���Ü (1) �w�r�í���› V �q�b�”�q�V , �\�w Hermite �æ�»�t�‘�l�o V �x Hermite �í���q�ˆ

�s�b�\�q�U�p�V�” * 1. �\�w�\�q�›
†�Ì�`�‘�O .

V �t���b�”�Ú�™�w�r y(x) 2 V �x y1(x) �q y2(x) �t�‘�”
¢���A�ù�p
¯�^�•�” . �f�\�p , u1; u2 2 C

�›�;�M�o u1y1(x) + u2y2(x) �q
¯�^�•�”�r�› yu (x) �q�b�”�q , yu (x) �x�,�Š�r�% Y(x) �q	N�Õ�«�Ä�ç

u = t (u1; u2) �›�;�M�o

yu (x) = u1y1(x) + u2y2(x) = ( y1(x); y2(x))
�

u1

u2

�
= Y(x)u

�q
¯�b�\�q�U�p�V�” . �m�‡�“�,�Š�r�%�›�p�b�”�\�q�p , �r yu (x) 2 V �q	N�Õ�«�Ä�ç u 2 C2 �w�‰���0

� V �= C2 �U�˜�’�•�” . �\�w�q�V (5) �t�S�Z�” H �›�;�M�o�ø
þ h : C2 � C2 ! C �›

h : C2 � C2 �! C

2 2

(u; v) 7�! t �uHv

�q���[�b�”�\�q�p , V �= C2 	Í�w Hermite ���Ü h �U�˜�’�•�” .

�\�w�‘�O�t�`�o�˜�’�•�h Hermite ���Ü h �x�Þ�Ê�Å�é�Û�”�w�^�;�t�0�`�o
Æ�!�p�K�”�\�q�›�Ô�f�O .

�ç�”�Ó 
 2 � 1(P1 n f 0; 1; 1g ; b) �t�
�l�h yu (x) �w�r
s
€���› 
 � yu (x) �q	{�X�\�q�t�b�”�q ,


 � yu (x) = Y(x)� (
 )u = y� ( 
 )u (x)

�U
R�“�q�m . �m�‡�“ 
 �t�
�l�h�r
s
€���x u 2 C2 �t�0�b�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”�w�^�;

u 7! � (
 )u

�›�¾�V�I�\�b . �°�M (5) �‘�“

h(� (
 )u; � (
 )v) = t � (
 )uH� (
 )v

= t �u
�

t � (
 )H� (
 )
�

v

= t �uHv

= h(u; v)

�U�˜�’�•�” . �m�‡�“ h �x�Þ�Ê�Å�é�Û�” � �w�^�;�t�‘�l�o
Æ�!�p�K�”�\�q�U�˜�T�” .

* 1 �Š�R V �x x = b �t�S�Z�”�Á	t�r�w�s�b�í���p�K�”�h�Š Vb �q	{�X�‚�V�p�K�”�U , �\�\�T�’�w�^�æ�x�,�: b �w
¬�|�M�t�‘

�’�s�M�h�Š , �G�O�w���t�=�w�h�Š�t V �q	{�X�\�q�t�b�” .

461



�\�w�‘�O�t�`�o�˜�’�•�h�Þ�Ê�Å�é�Û�”
Æ�! Hermite ���Ü�x , �r�w�2�?�$�s
Q�í�w�r
s�t���;�p�K

�” . �«�Q�y Hermite ���Ü�w���‹
Q�›�;�M�h�Þ�Ê�Å�é�Û�”�w���v
Q�w
Q���• Hermite �æ�» H �q�,�Š�r

�%Y(x) �›�;�M�h�-����
:�w�Ï
R�s�r�U�•�[�’�•�” . �\�•�’�w�µ�Ä�”�æ�”�›�r
†�`�o�M�”���Y�q�`�o

�G�q�- [7], �b�> [8] �›�•�[�o�S�X .

Remark 1. �Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q � �S�‘�| Hermite ���Ü h �x�,�Š�r�% Y(x) �t�‘���`�o�M�” . �`�T�`

�,�Š�r�%�›	��“�8�Q�o�‹ , 	��“�8�Q�h�,�Š�r�%�t�0� �b�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�‹�‡�h
Æ�! Hermite ��

�Ü�›�Ë�m�\�q�U�¬�T�Š�’�•�” . �m�‡�“�\�\�‡�p�w�^�æ�x�,�Š�r�%�w	��“�M�t�‘�’�s�M . 	H�l�o
Æ�!

Hermite ���Ü�w���O
Q�x , 1 �m 1 �m�w�r�t�0�`�o�p�x�s�X
¶�o�w�r , �{�M�o�x�M���Ü�t�0�`�o�ß�Q�’

�•�”�‚�V�ð�J�p�K�” (�™�p	Ä�`�X
†�Ì�b�” ).

1.3 �Þ�Ê�Å�é�Û�”
Æ�! Hermite���Ü�q�r�w
u
ü
¯�Ô

�Ò�2�?
•
ü�M���Ü (1) �x�Í�w�‘�O�s�r�w (Euler �� ) 
u
ü
¯�Ô�›�Ë�m�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” .

y(x) =
Z q

p
t � � 
 (t � 1)
 � � � 1(t � x) � � dt (6)

�\�\�p p; q 2 f 0; 1; x; 1g �p�K�” . �\�w
u
ü
¯�Ô�x P1 n f 0; 1; 1g �p���[�^�•�”�G�¬�$�s�r�p�K�“ , 
²


…�p
†�Ì�`�h�Þ�Ê�Å�é�Û�”
Æ�! Hermite ���Ü�t
��X�A�|�m�M�o�M�” . �\�w�Ä�î�›�Ì�’�T�t�`�h�w�U

�*�� -�b�> [6] �p�K�” . 
t�’�x , 
Æ�! Hermite ���Ü�x
u
ü (6) �t
Ç
5�b�” twisted cycle (
ƒ
u
ü��
:�w

���A
Q�›�C�¯�`�h
u
ü�Ï ) �w�¦�:�æ�»�q�`�o�™�¯
Ç�Z�’�•�”�\�q�›�Ì�’�T�t�`�h . �\�w�g�æ�t�m�M�o

�x�b�> [8] �t	Ä�`�M�r
†�U�s�^�•�o�M�” . �h�i�` [6, 8] �p�x�,�Š�r�%�›�#�Õ�«�Ä�ç�p�x�s�X	N�Õ�«�Ä

�ç�p�ß�Q�o�M�”�h�Š , �¦�:�æ�»�f�w�‹�w�p�x�s�X , �f�w�o�æ�»�U
Æ�! Hermite ���Ü�t�0� �`�o�M�” .

�r�w
u
ü
¯�Ô�T�’
Æ�! Hermite ���Ü�U�˜�’�•�”�q�M�O�µ�Ä�”�æ�”�x�Ò�2�?
•
ü�M���Ü�t�v�’�c , �°


`�w
•
ü�M���Ü�t�0�`�o�‹
R�“�q�m . Fuchs ���M���Ü�w�O�j , rigid �q�z�y�•�”�›���s�«�å�µ�t���b�”

�M���Ü�t�m�M�o�x�r�w
u
ü
¯�Ô�U���O�b�”�\�q�U	Â�Ì�^�•�o�S�“ (cf. �j�, [3]), 	H�l�o rigid �s�M��

�Ü�t�x
Æ�! Hermite ���Ü�U���O�b�”�\�q�U�˜�T�” . �j�s�ˆ�t�Ò�2�?
•
ü�M���Ü (1) �x rigid �s�M���Ü

�w�/���«�p�K�” . �°�M�p rigid �p�x�s�M�M���Ü�t�0�`�o�x , �r�w
u
ü
¯�Ô�›�Ë�m�‘�O�s�›	��s�M���Ü

�›	†�M�o
Æ�! Hermite ���Ü�w���O�x�Œ�’�•�o�M�s�T�l�h . �`�T�`�7�Ù , �r�w
u
ü
¯�Ô�w���O�›�>���b

�”�\�q�s�X , 
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m�‘�O�s non-rigid �s Fuchs ���M���Ü�w�«�å�µ�U���O�b�”�\�q�U

	Â�Ì�^�•�h [1, 2]. �\�w�«�å�µ�t���b�”�M���Ü�U
¶�o�r�w
u
ü
¯�Ô�›�Ë�m�T�•�q�M�O�ð�J�x�°�r�>�p

�K�”�U , �f�‘�w�A�L�x Fuchs ���M���Ü
¶�.�w�s�b�í���t \ 
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m " �q�M�O rigid �›

�A���b�”�«�å�µ�t�‘�”�°�m�w�Ï���U�Ö�”�\�q�›�™�¯�`�o�S�“ , Fuchs ���M���Ü�w�Z�€�t	ý�`�M�¹�:�›

�‹�h�’�b�‹�w�q�ß�Q�’�•�” . �Í
…�p�x [2] �w�A�L�w�“�A�›	º�p�b�” .
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2 4 �m�w�›�Ÿ�:�›�Ë�m 2 �Š Fuchs���M���Ü�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”
Æ�!

Hermite���Ü


²
…�p�{�l�o�M�h�Ò�2�?
•
ü�M���Ü (1) �x 3 �m�w�›�Ÿ�:�›�Ë�m 2 �Š�w�M���Ü�p�K�” . �æ�� [2] �p�x

�›�Ÿ�:�w�x
:�›
ÿ�•�`�h 4 �m�w�›�Ÿ�:�›�Ë�m 2 �Š�w Fuchs ���M���Ü (�%) �›�ß�Q�o�M�” . �\�w�»� �Ó

�w�M���Ü�x�°
`�t non-rigid �s�M���Ü�p�K�“ , �r�w
u
ü
¯�Ô�w���O
Q�x�°
`�t�x�Œ�’�•�o�M�s�M .

2.1 �ð�J
ƒ��

Riemann �•�Ø P1 	Í�w 4 �: f t1; t2; t3; t4 = 1g �t�›�Ÿ�:�›�Ë�m�‘�O�s 2 �Š Fuchs ���M���Ü , �‹�`

�X�x�Š
: 2 �w Fuchs ���M���Ü�%�›�ß�Q�” . �M���Ü�w
Y���: b 2 P1 n f t1; t2; t3; t4g �q x = b �t�S�Z�”

�,�Š�r�% Y(x) �›�{���b�”�q , �\�w�M���Ü (�%) �w�r�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�x�,�Š��

� 1(P1 n f t1; t2; t3; t4g; b) = h
 1; 
 2; 
 3; 
 4 j 
 1
 2
 3
 4 = 1 i

�w
¯�q�q�s�” . 
²
…�p�x GL(2; C) �•�w
¯�q�›�ß�Q�h�U , �Ú�™�wFuchs ��
•
ü�M���Ü�t�S�M�o�x�°�Œ

��
:�w�®�”�´�!�õ�›�ß�Q�”�\�q�p�Þ�Ê�Å�é�Û�”�æ�»�w�æ�»�Ü�› 1 �t�b�”�\�q�U�p�V�”�w�p , �\�\�T�’

�x�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�q�`�o SL(2; C) �•�w
¯�q

� : � 1(P1 n f t1; t2; t3; t4g; b) ! SL(2; C)

�›�ß�Q�” . �\�w�‘�O�s
¯�q � �t�0�`�o

� (
 i ) = M i (i = 1 ; 2; 3; 4)

�q�S�X�q , �����Ü 
 1
 2
 3
 4 = 1 �t�0� �`�o M 4M 3M 2M 1 = I �U
R�“�q�m . 	H�l�o � �›�æ�»�w 3 �m
Ê

(M 1; M 2; M 3) 2 SL(2; C)3 �q�‰�°�¹�`�o � = ( M 1; M 2; M 3) �q	{�X .

�Ž	Í�w
ƒ���w�<�p , �f�‘�w�è
ª�x�Í�w�‘�O�t	\�‚�’�•�” .

�ð�J 1. 
Æ�! Hermite ���Ü , �b�s�˜�j

t � (
 )H� (
 ) = H (
 2 � 1(P1 n f t1; t2; t3; t4g; b)) (7)

�›�Ë�m�‘�O�s Hermite �æ�» H �›�Ë�m�‘�O�s � �U���O�b�”�\�q�›�Ô�` , �^�’�t�›�Ã
Ç�Z�‘ .

�\�\�p , �ð�J 1 �t�S�Z�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q � �S�‘�| Hermite �æ�» H �x�,�Š�r�% Y(x) �w
¬�|�M�t

�‘�l�o�M�”�\�q�t�«�™�`�‘�O . �`�T�` Remark 1 �p	\�‚�h�‘�O�t , 
Æ�! Hermite ���Ü�w���O
Q�×�.�x

�,�Š�r�%�w
¬�|�M�t�‘�’�s�M . �î�M 2 �m�w�,�Š�r�% Y(x); ~Y(x) �w���t�x�K�” P 2 SL(2; C) �U���O

�`�o
~Y(x) = Y(x)P

�U
R�“�q�m�U , �\�w�q�V ~Y(x) �t�0�b�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q ~� �x

~� (
 ) = (Ad( P)( � )) ( 
 ) := P � (
 )P � 1
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�q�s�” . �\�\�p�‹�` � �U (7) �›�¬�h�`�o�M�”�s�’�y , Hermite �æ�» ~H = t P � 1HP � 1 �t�0�`�o

t ~� (
 ) ~H ~� (
 ) = ~H

�U
R�“�q�m . �\�•�x ~� �U ~H = t P � 1HP � 1 �t�‘�”
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m�\�q�›�Ô�`�o�M�” .

�\�w�\�q�T�’ , 
Æ�! Hermite ���Ü�w���O�›�ß�Q�”	Í�p�x�,�Š�r�%�t�‘���b�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�t�0

�b�”���O
Q�›�ß�Q�”�w�p�x�s�X , �,�Š�r�%�t�‘�’�s�M �Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�w�‰�‹�¨ �t�0�b�”���O
Q�›�ß

�Q�”�w�U�×
µ�p�K�” . �\�w�Ý�Ý�w�‹�q�p , 2 �m�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q �; � 0 �t�0�b�”�‰�‹�����›

� � � 0 def
() � 0 = Ad( P)( � ) (9P 2 SL(2; C))

�q���[�` , � �t�0�b�”�‰�‹�¨�› [� ] �q	{�X�\�q�t�b�” . �\�w�‰�‹���� \ � " �x \ �‰�a
•
ü�M���Ü�w�r�w

�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�p�K�” " �q�M�O�����t�0� �`�o�M�” . 	H�l�o�‰�‹�¨ [� ] �x Fuchs ��
•
ü�M���Ü�t�0

� �`�o�M�”�q�M�O�\�q�t�s�“ , 
•
ü�M���Ü�w �Þ�Ê�Å�é�Û�” �q�z�y�•�” . �‡�h � = ( M 1; M 2; M 3) �q�æ

�»�w
Ê�p
¯�`�h�q�V�x , �‰�‹�����x

(M 1; M 2; M 3) � (PM1P � 1; PM2P � 1; P M3P � 1) (9P 2 SL(2; C))

�q�s�” . �\�\�p�Í�w���[�›�)�Q�” .

���[ 1. �Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q � = ( M 1; M 2; M 3) 2 SL(2; C)3 �‡�h�x�Þ�Ê�Å�é�Û�” [� ] = [( M 1; M 2; M 3)]

�U�7�ÿ �p�K�”�q�x , M 1; M 2; M 3 �t�ž�è�`�h
Æ�!
æ
ü�í���U�×�Ì�s�‹�w (C2; f 0g) �t�v�”�\�q�p�K�” .

�7�ÿ�p�s�M�q�V �D�ÿ �q�z�• .

�Þ�Ê�Å�é�Û�” (
¯�q ) �U�D�ÿ�p�K�”�‘�O�s Fuchs ���M���Ü�x , �‘�“�Š
:�w�ÿ�M�M���Ü�t�<�£�^�d�o

�r�X�\�q�U�p�V�” . �f�\�p���s�x�7�ÿ�s�Þ�Ê�Å�é�Û�”�t	¯�:�›�Ü�l�o�ß�Q�”�\�q�t�b�” . �Ž	Í�w	j
‹

�w�<�p , �ð�J 1 �›�Í�w�‘�O�t	{�V�Ú�b .

�ð�J 2. 
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m�‘�O�s�7�ÿ�s�Þ�Ê�Å�é�Û�” [� ] �w���O�›�Ô�` , �^�’�t�›�Ã
Ç�Z�‘ .

	Í	\�w�0� �����‘�“ , �ð�J 2 �x
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m�7�ÿ�s Fuchs ��
•
ü�M���Ü (�%) �w���O�S

�‘�|�f�w�›�Ã
Ç�Z�›�ð�O�ð�J�q�‹�¥�Q�”�\�q�t�«�™�`�o�S�X .

2.2 �Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�w moduli�í���q 3 �Í�Â�Ø

�‡�c�x�Þ�Ê�Å�é�Û�” [� ] �U���b�”�í���›���Ü�=�`�‘�O . �›�Ÿ�: x = t i �t�S�Z�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”�æ�»

M i �w SL(2; C) �t�S�Z�”�ž�þ�¨�› x = t i �t�S�Z�” �Á	t�Þ�Ê�Å�é�Û�” �q�z�| , Ci �p
¯�b . �¤�›�Ÿ�:�t

�S�Z�”�Á	t�Þ�Ê�Å�é�Û�”�›	B�Š�h�Ã�”�»�› C = ( C1; C2; C3; C4) �q�S�X . �\�w�q�V moduli �í��

M C = f (M 1; M 2; M 3) 2 C1 � C 2 � C 3 ; (M 3M 2M 1) � 1 2 C4g= � (8)

�x , �¤�›�Ÿ�:�t�S�Z�”�Á	t�•�ˆ�› C �p�¦���`�h�Þ�Ê�Å�é�Û�”�›	B�Š�h	B�ù�q�s�” . �í�� (8) �w�i�q

Fuchs ���M���Ü�q�w�0� �����x
z�±�$�˜�T�“�•�b�M�U , �°
`�t�\�w�í�� (8) �x�E
:���7�.�t�s�’�c ,

�K�‡�“�‘�M�í���q�x�t�Q�s�M . �f�\�p , �‘�“
É
Q�w�‘�M�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q�w moduli �í���›�ß�Q�”�\

�q�t�b�” .
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�Í�å�Ý�”�» a = ( a1; a2; a3; a4) 2 C4 �›

ai = tr Ci

�p���Š�” . �Ž�<���o�w�h�Š
ai 6= � 2 (9)

�›�>���b�” . �M�‡ M i 2 SL(2; C) �p�ß�Q�o�M�”�\�q�T�’ , �>�� (9) �x , \ �¤�›�Ÿ�:�t�S�Z�” �Þ�Ê�Å�é

�Û�”�æ�»�U�Ÿ�s�”�{���‹�›�Ë�m " �q�M�O�\�q�›�™�¯�`�o�M�”�\�q�t�«�™�`�‘�O . 	H�l�o x = t i �t�S�Z

�”�Á	t�Þ�Ê�Å�é�Û�”�x
Ci = f M 2 SL(2; C) ; tr M = ai g =: O(ai )

�p�)�Q�’�•�” . �\�w�q�V�Þ�Ê�Å�é�Û�”�w moduli �í�� M (a) �›�Í�p���[�b�” .

M (a) = f (M 1; M 2; M 3) 2 O (a1) � O (a2) � O (a3) ; (M 3M 2M 1) � 1 2 O (a4)g==SL(2; C): (10)

�\�\�p == �x SL(2; C) �w
ì�Å�!�õ�t�‘�”�^�;�t���b�”�2�?�¶�$
Æ�!�Ü�æ�$	Ž (GIT quotient).

���[ 2. �i [(M 1; M 2; M 3)] 2 M (a) �U�7�ÿ �p�K�”�q�x , [(M 1; M 2; M 3)] �t���‡�•�”�Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯

�q�U
¶�o�7�ÿ�p�K�”�\�q�q���[�b�” .

moduli �í�� (10) �x
Œ�„�r���[�`�h (8) �q
z�‚�o
•
ü�M���Ü�q�w�0� �x�_�n�’�M�‘�O�t�¥�˜�•�”

�U, [(M 1; M 2; M 3)] 2 M (a) �U�7�ÿ�s�’�y , �f�•�x M C �t�S�Z�”�‰�‹�¨ [(M 1; M 2; M 3)] �q	B�ù�q�`

�o�s�`�M�h�Š , �7�ÿ�s�i�›�ß�Q�o�M�”�v�“�x (8) �q (10) �t�S�Z�”�‰�‹�¨�x�‰�a�‹�w�i�q�ß�Q�o�‘�M .

moduli �í�� M (a) �x 2 �Í�i�w�E
:���7�.�t�s�”�i�Z�p�x�s�X , 3 �Í�Â�Ø�q�`�o�2�?�$�t�î�q�p�V

�”�q�M�O�G�V�s�b�:�U�K�” . �\�w�\�q�›
†�Ì�`�‘�O . �Þ�Ê�Å�é�Û�”
¯�q � = ( M 1; M 2; M 3) �t�0�`�o

x1 = tr( M 2M 3); x2 = tr( M 3M 1); x3 = tr( M 1M 2) (11)

�q�b�”�q x = ( x1; x2; x3) 2 C3 �x a 2 C4 �›�Í�å�Ý�”�»�q�b�” 3 �Í���ò�Ü

f a(x) = x1x2x3 + x2
1 + x2

2 + x2
3 � � 1(a)x1 � � 2(a)x2 � � 3(a)x3 + � 4(a):

�›�¬�h�b (Jimbo [4]). �\�\�p (i; j; k ) �› (1; 2; 3) �w	n�s�”�õ�q�`�o

� i (a) = aj ak + ai a4 (i = 1 ; 2; 3);

� 4(a) = a1a2a3a4 + a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4 � 4:

�0� (11) �x SL(2; C) �w
ì�Å�!�õ�p
Æ�!�p�K�”�h�Š , �Þ�Ê�Å�é�Û�” [(M 1; M 2; M 3)] 2 M (a) �t�0�`�o

�‹�‹ x = ( x1; x2; x3) 2 C3 �›�0� �^�d�”�\�q�U�p�V�” . �m�‡�“ , �0� (11) �x�Þ�´�á�å� �í�� M (a)

�T�’ 3 �Í�Â�Ø
S(a) = f x 2 C3 ; f a(x) = 0 g

�•�w�ø
þ M (a) ! S (a) �›�)�Q�o�M�”�\�q�t�s�” . �\�w�ø
þ�x�f�w�‡�‡�p�x
¶�o�ù�t�x�s�’�s�M�U ,

Iwasaki [5] �x big open �q�z�y�•�” Zariski �‰	B�ù S� (a) � S (a) �q M � (a) � M (a) �›�‹�Ö�` , �f�w

���w�‰���ø
þ ' : S� (a) '�! M � (a) �›�Ï
R�`�h ([5], Theorem 3.6). �^�’�t S� (a) = S(a) �q�s�”�‘

�O�s a 2 C4 �w�‹�›�Ž�<�t�‘�l�o�›�Ã
Ç�Z�h .
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�Ë�J 1 (Iwasaki [5], Theorem 4.1). �Í�å�Ý�”�» a = ( a1; a2; a3; a4) 2 C4 �t�0�`�o

v(a) =
Y

" 2f� 1g3

f a(2" );

w(a) =
Y

" 1" 2" 3=1

("1a1 + "2a2 + "3a3 + a4) �
3Y

i =1

(ai a4 � aj ak )

�q�b�” . �\�\�p v(a) �t�m�M�o�x " = ( "1; "2; "3) �p�K�“ , w(a) �w�È�%�w
ï
u�G�ø�p�x "1"2"3 = 1 �›

�¬�h�b�‘�O�s ("1; "2; "3) 2 f� 1g3 �t�m�M�o�w
u�›�q�”�\�q�q�b�” . �b�”�q

v(a)w(a) 6= 0 (12)

�U
R�“�q�m�q�V , �‡�h�f�w�q�V�t�v�“ S� (a) = S(a) �U
R�“�q�m .

�Í�å�Ý�”�» a 2 C4 �U	Ú�E (12) �›�¬�h�b�q�V generic �q�z�•�\�q�t�b�” . �‡�h , �Í�U
R�“�q�m .

�Ë�J 2 ([2]). �Í�å�Ý�”�» a 2 C4 �t�0�`�o

• M � (a) �w�Ú�™�w�i�x�7�ÿ�p�K�” .

• a �U generic�s�’�y M � (a) = M (a) �U
R�“�q�m .

�Ž	Í�w�Ä�î�›�‡�q�Š�”�q , generic�s a 2 C4 �t�0�`�o S(a) �= M (a) �p�K�“ , 
¶�o�w M (a) �w�i�U

�7�ÿ�p�K�”�\�q�U�˜�T�” .

2.3 	��A�L

�æ�� [2] �p�x�ð�J 2 �w�r�t�q�`�o , �‡�c M � (a) �w�i�t�0�`�o , �f�w�^�;�p
Æ�!�s
‡�@�= Hermite ��

�Ü�U���O�b�”�h�Š�w
ž�A	G
ü	Ú�E�› S� (a) �w�t�?�p�›�Ã
Ç�Z�h .

���g 1 ([2]). a 2 R4 �q�` , �‰���ø
þ ' : S� (a) '�! M � (a) �›�q�” . �\�w�q�V x 2 S � (a) \ R3 �s�’

�y , �‡�h�f�w�q�V�t�v�“ ' (x) = [( M 1; M 2; M 3)] 2 M � (a) �x�f�w�^�;�p
Æ�!�s
‡�@�= Hermite ���Ü

�›�Ë�m .

a 2 R4 �U generic�p�K�•�y , �\�w�A�L�t�‘�l�o
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m�‘�O�s
¶�o�w M (a) �t�S

�Z�”
¶�o�w�Þ�Ê�Å�é�Û�”�U�›�Ã
Ç�Z�’�•�h�\�q�t�s�” . �æ�� [2] �p�x�‘�“�°
`�s	Ý�¯�q�`�o�>�� (9)

�S�‘�| (12) �›	†�M�h	Ô�ù�‹�{�l�o�S�“ , �Í�w�A�L�›�˜�o�M�” .

���g 2 ([2]). a 2 R4 �q�b�” . �\�w�q�V�Ú�™�w�7�ÿ�s [(M 1; M 2; M 3)] 2 M (a) �t�0�`�o , �f�w�^�;

�p
Æ�!�s
‡�@�= Hermite ���Ü�›�Ë�m�h�Š�w
ž�A	G
ü	Ú�E�x , �0� (11) �p���‡�” x = ( x1; x2; x3) �U

x 2 S(a) \ R3 �›�¬�h�b�\�q�p�K�” .

�Ž	Í�w�A�L�T�’ , 4 �m�w�›�Ÿ�:�›�Ë�m 2 �Š Fuchs ���M���Ü , �‹�`�X�x�Š
: 2 �w Fuchs ���M���Ü�%�w

�s�b�í���w�¤�t
Æ�! Hermite ���Ü�›�Ë�m�M���Ü (�%) �w�s�b
æ
ü�í���U���O�b�”�\�q�U�˜�T�” .

Remark 2. 	Í�G�w���g 1, 2 �w	Â�Ì�x
¶�o�Ï
R�$�p�K�” . �b�s�˜�j
Æ�! Hermite ���Ü�›�)�Q�”

Hermite �æ�»�w�é�.���‹	Â�Ì�w�¤�p�)�Q�’�•�o�M�” .
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�Ÿ�M�$�ê
Q�ò�›�Ë�m 3 �Í�i
‡�y	V
Q Navier-Stokes �M���Ü

�w�r�w�Õ�Ì���•�ˆ

�Ý	-�G�¶�G�¶�Ã
:�g�¶
Î
:�g�¶
•�È 
$�œ�™�8�]�� 2 �å

�{�ª �ð�G (Mikihiro FUJII)

�“�A

�Š�è���p�x�| 3 �Í�i
‡�y	V
Q Navier-Stokes �M���Ü�p�|�f�w�ê
Q�ò�U
+���M�²�w�!
:�w�ˆ�w 2

�Í�i Laplacian �T�’�s�”�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J�›�ß�o�`�|�ê
Q�ò�w�Ÿ�M
Q�U�r�w�Õ�Ì���•�ˆ�t�)�Q

�”�è�¹�t�m�M�o�«�è�b�”�}�›�t�|���S	Ô�w
+��
R
ü�w�Ì���n
0�p�x 2 �Í�i�w�ä�©�w�n
0�p�q�°�•

�b�”�U�|���S	Ô�w���Ú
R
ü�w�n
0�p�x 3 �Í�i�w�ä�©�w�n
0�p�q�°�•�b�”�\�q�›
¢���r
s�q
u
ü�M

���Ü�t�S�Z�” Duhamel �ò�w
ü�r�›�æ�O�\�q�t�‘�“
†�Ì�b�”�}�^�’�t�r�w�Ì���Á�v�G�p�w
´�Ù�%

�›�é�.�$�t�>���p�V�”�\�q�›�C���b�”�}

1 �‹�Ö

�Š�è���p�x�Í�w 3 �Í�i�Ÿ�M�$ Navier-Stokes�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J�›�ß�Q�” :
8
><

>:

@t u � � hu + ( u � r )u + r p = 0 ; t > 0; x 2 R3;
r � u = 0 ; t > 0; x 2 R3;
u(0; x) = u0(x); x 2 R3:

(1)

�\�\�p�| u = ( u1(t; x ); u2(t; x ); u3(t; x )) �q p = p(t; x ) �x�f�•�g�•�|�v�.�w���S	Ô�S�‘�|�y�—�›
¯�b

�°�Œ��
:�p�K�“�| u0 = ( u0;1(x); u0;2(x); u0;3(x)) �x�v�.�w	s�8�Ì���t�S�Z�”�7�Œ�w���S	Ô�p�K�”�}

�‡�h�| � h = @2
1 + @2

2 �x
+���M�²�w 2 �Í�i Laplacian �p�K�“�| r = ( @1; @2; @3) �x 3 �Í�i�¯
��p�K�”�}

�Ž�<�p�x 3 �Í�i
:�Õ�«�Ä�ç a = ( a1; a2; a3) 2 R3 �t�0�`�o�|�f�w
+��
R
ü�› ah := ( a1; a2) �q	{�X�\

�q�t�b�”�}�^�’�t�| r h = ( @1; @2) �› 2 �Í�i�¯
��q�b�”�}

1.1 	��‘�w��
:�í���w�Ê�ç�Ü

�‡�c�|��
:�w�r
s�$�›�Ã�›���”�M�t�;�M�’�•�”	��‘�w�Ê�ç�Ü�›���[�b�”�}�Ž�<�p�x�Ê�ç�Ü k � kX

�›���[�`�h�M�t�f�w�Ê�ç�Ü�U���v�p�K�”�‘�O�s��
:
¶�.�w	B�ù�› X �q���[�b�”�\�q�q�b�”�}�‡�h

X (Rd; Y ) �q	{�M�h	Ô�ù�x���[�¬�U Rd �|	4�¬�U�Ê�ç�Ü�í�� Y �w��
:�p�K�l�o X -�Ê�ç�Ü�U���v�s��


:
¶�.�›
¯�b�\�q�q�b�”�}�‡�h���o�w�h�Š X (Rd; R) = X (Rd), k � kX (Rd ) = k � kX �q�t�G�b�”�\�q

�U�K�”�}�‡�c��
:�w�›�Ÿ
Q�•�Á�v���M�p�w�•�ˆ�›�Ð�‚�”�M�t�;�M�’�•�” L p-�Ê�ç�Ü (1 6 p 6 1 ) �›
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���[�b�”�•

kf kL p (Rd ;Y ) :=
� Z

Rd
kf (x)kp

Y dx
� 1

p

; (1 6 p < 1 );

kf kL 1 (Rd ;Y ) := inf
�

B > 0 ; jf x 2 Rd ; kf (x)kY > B g = 0
	

; (p = 1 ):

L p �í���t��
:�w�È�’�T�^�w	Ø�C�›�C�Q�h�í�� W s;p (Rd) (s 2 N) �x Sobolev�í���q�z�y�•�|

kf kW s;p :=
X

06 m 6 s

kr m f kL p (Rd )

�q���Š�’�•�”�}�›�t p = 2 �w�q�V�x H s(Rd) = W s;p (Rd) �s�r�q���[�^�•�”�} H s(Rd) �x Fourier �!

�õ�›�;�M�o
‡
T
: s 2 R �w	Ô�ù�t�‹�¦�Á�b�”�\�q�U�p�V�|

kf kH s := k(1 + j� j2) bf (� )kL 2 (Rd
� )

�q���[�^�•�”�}�\�w Sobolev�í���w���[�x���?�t H s(Rd) = (1 � �) � s
2 L 2(Rd) �q
¯�q�b�”�\�q�‹�K

�”�}�^�’�t�| s; � 2 R �t�0�`�o�Ÿ�M�$ Sobolev�í�� H �;s (R3), _H �;s (R3) �›

H �;s (R3) := (1 � � h ) � �
2 (1 � @2

3 ) � s
2 L 2(R3); _H �;s (R3) := ( � � h ) � �

2 (� @2
3 ) � s

2 L 2(R3)

�t�‘�“���[�b�”�}�‡�h�| 
 � R �t�0�`�o C(
; Y ) �x 
 �T�’ Y �•�w�È���ø
þ
¶�.�w	B�ù�q�b�”�}

1.2 
¢���ä�M���Ü�w�Õ�Ì���•�ˆ

�Š�è���w�è�$�x�Ì���Á�v�G�t�S�Z�”�M���Ü (1) �w�r�w�•�ˆ�›�é�.�$�t�Ð�‚�h�Z�€�A�L�›�C���b�”�\

�q�p�K�”�}�Š�Z�€�t�‡�m�˜�”
Œ�æ�Z�€�•	��A�L�›	\�‚�”
²�t�|���o�s d �Í�i
¢���ä�M���Ü

(
@t u � � u = 0 ; t > 0; x 2 Rd;
u(0; x) = u0(x); x 2 Rd (2)

�w�Õ�Ì���•�ˆ�›�ß�Q�”�}�\�\�p�| � = @2
1 + ::: + @2

d �x Rd �t�S�Z�” Laplacian �p�K�“�|	s�8�‹

u0 2 L 1(Rd) �x�7�Œ�p�K�”�q�b�”�}�\�w�q�V�| (2) �w�r u(t; x ) �x Fourier �!�õ�›�;�M�o�-�‰�p�V�|

u(t; x ) = et � u0(x) =
Z

Rd
Gd(t; x � y)u0(y)dy; Gd(t; x ) := (4 �t ) � d

2 e� j x j 2

4 t

�q	{�X�\�q�U�p�V�”�}�\�\�p
u
ü�© G(t; x ) �x d �Í�i�ä�©�q�z�y�•�”��
:�p�K�”�}�\�w�q�V�|�Ú
€�$

�s�-�‰�t�‘�“

ket � u0kL 1 6 kG(t)kL 1 ku0kL 1 = ku0kL 1 ;

ket � u0kL 1 6 (4�t ) � d
2 ku0kL 1 6 t � d

2 ku0kL 1

�q�s�”�}�‘�l�o ket � u0kL p 6 ket � u0k
1
p

L 1 ket � u0k
1� 1

p

L 1 �‘�“

ket � u0kL p 6 t � d
2 (1 � 1

p ) ku0kL 1
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�p�K�”�}�m�‡�“�|�M���Ü (2) �w�r�w L p �Ê�ç�Ü�x�Ì���Á�v�G t ! 1 �t�S�M�o O(t � d
2 (1 � 1

p ) ) �w�¦�”

�¼�”�p�n
0�b�”�\�q�U�˜�T�”�}�‡�h�|�ä�© G(t; x ) �›�í���!
: x �t�m�M�o Talyor �2�‰�b�”�\�q�p�|

�r u(t; x ) = et � u0(x) �w�Ì���Á�v�G�t�S�Z�”
´�Ù���›�˜�”�\�q�U�p�V�” :

lim
t !1

t
d
2 (1 � 1

p )







 et � u0(x) � G(t; x )

Z

Rd
u0(y)dy










L p

= 0 :

1.3 
Œ�æ�Z�€

	s�8�‹�ð�J (1) �w�Ì���G�¬�$�&
~
Q�x�| Chemin-Desjardins-Gallagher-Grenier [1]�t�‘�“	s�Š�o

�ß�o�^�•�|�Ÿ�M�$ Sobolev�í�� H 0;s (R3) (s > 1=2) �t�S�Z�”	–�^�M	s�8�‹�t�0�b�”�Ì���G�¬�r�U

�Ï
R�^�•�h�}�‡�h�|�r�w�°�™
Q�x Iftimie [5] �t�‘�l�o�)�Q�’�•�h�}�\�\�p�G�¬�&
~
Q�w
•
ü�¦
:

s > 1=2 �x�µ�­�”�ç�¼�Ÿ�„�s�¦
:�p�K�“�|�µ�­�”�ç�Ÿ�„�¦
: s = 1=2 �x���Ú�M�²�w Sobolev�’�Š��

�ˆ H s(Rx 3 ) ,! L 1 (Rx 3 ) �U
��|�b�”�h�Š	†�Ž�^�•�o�M�”�} Paicu [8] �x�µ�­�”�ç�Ÿ�„�s�î
Ê�ˆ�p�w

�G�¬�&
~
Q�›�ß�o�`�| L 2(R3) �›�,
Å�q�b�”�Ÿ�M�$ Besov�í�� B0; 1
2 (R3) �t�S�Z�”	–�^�M	s�8�‹�t�0

�b�”�Ì���G�¬�r�w�
�°���O�›	Â�Ì�`�h�} Chemin-Zhang [2]�S�‘�| Zhang-Fang [12]�t�‘�l�o Paicu

�w�A�L�› L p �w�î
Ê�ˆ�t�¦�Á�b�”�Z�€�U�s�^�•�|�µ�­�”�ç
Æ�!�s�Ÿ�M�$ Besov �í�� B
� 1+ 2

p ; 1
2

p (R3)

(2 6 p < 1 ) �t�S�Z�”�Ì���G�¬�$�&
~
Q�U	Â�Ì�^�•�h�} [7, 9, 11, 13]�s�r�t�S�M�o�| (1) �t���b�”�f

�w���w�&
~
Q�t���b�”�A�L�U�C���^�•�o�M�”�}

�°�M�p�|�M���Ü (1) �w�r�w�Õ�Ì���•�ˆ�x Ji-Wu-Yang [6] �t�‘�“�|	–�^�s	s�8�‹ u0 2 H 4(R3) \

H � �; 1(R3) (3=4 6 � < 1) �t�0�b�”�r�U�b�‚�o�w t > 0 �q j� j 6 1 �›�ˆ�h�b��	O�¦
: � = ( � h ; � 3) 2

(N [ f 0g)2 � (N [ f 0g) �t�0�`�o

ku(t)kH 4 \ H � �; 1 6 Cku0kH 4 \ H � �; 1 ; kr � u(t)kL 2 6 C(1 + t) � � + j � h j
2 ku0kH 4 \ H � �; 1 (3)

�›�¬�h�b�\�q�›	Â�Ì�`�h�}�\�\�p�| (3) �t�S�Z�”�r�w�n
0�p�x
¢���r et � h u0 �w�n
0�p�q�°�•�`�o

�M�”�}�^�’�t Xu-Zhang [10] �x	s�8�‹�t�0�b�”
Y��
Q�w�>���›	��Š�h�î
Ê�ˆ�p�w�Õ�Ì���•�ˆ�›�ß

�o�`�o�S�“�| s > 2; (1 + 3s)=f 10(s � 1)g < � < 1 �w�q�V	–�^�s	s�8�‹ u0 2 ( _H 0;s \ _H � �; 0 \
_H � �; � �

2 � 1
4 \ _H � 1

2 ;1)(R3) �t�0�b�”�Ì���G�¬�r u(t) �U t ! 1 �t�S�M�o j� h j 6 1 �p�K�”��	O�¦
:

� h 2 (N [ f 0g)2 �t�0�`�o

kr � h
h u(t)kL 2 = O(t � � + j � h j

2 ); k@3u(t)kL 2 = O(t � 1
4 );

kr � h
h u3(t)kL 2 = O(t � 1

2 ( 3
2 � + 1

4 + j � h j ) )
(4)

�›�¬�h�b�\�q�›	Â�Ì�`�h�}

�Š�Z�€�w�è�$�x�| [6, 10] �t�‘�“�C���^�•�o�M�”�Õ�Ì���•�ˆ�t���b�”�A�L�›
^�µ�=�`�|�M���Ü�w�‹

�m�Ÿ�M
Q�U�r�w�Õ�Ì���•�ˆ�t�)�Q�”�®�L�›�|�r�w L p �Ê�ç�Ü�w�n
0�q
´�Ù�2�‰�w�
�:�T�’�Ì�’�T�t�b

�”�\�q�p�K�”�}
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2 	��A�L

�×
µ
: s �t�0�`�o X s(R3) := H s(R3) \ L 1(R2
x h

; (W 1;1 \ W 1;1 )(Rx 3 )) �q�S�X�}�‡�h Gh (t; x h )

�x
+���M�²�t�í���!
:�›�q�” 2 �Í�i�w�ä�©�q�b�” :

Gh (t; x h ) := (4 �t ) � 1e� j x h j 2

4 t ; (t; x h ) 2 (0; 1 ) � R2:

�Š�Z�€�t�S�Z�”	��A�L�x�Ž�<�w���g�p�K�”�}

���g 1 ([4]). �×
µ
: s > 5 �t�0�`�o
Y��
: � = � (s) �U���O�`�o�Í�U
R�q�b�”�•

	s�8�‹ u0 2 X s(R3) �U r � u0 = 0 �S�‘�| ku0kX s 6 � �›�ˆ�h�b�q�V�|	s�8�‹�ð�J (1) �w�°�™�r

u 2 C([0; 1 ); X s(R3)) �U���O�b�”�}�‡�h
Y��
: C �U���O�`�o�Ú�™�w 1 6 p 6 1 �t�0�`�o

kr � uh (t)kL p 6 Ct � (1 � 1
p ) � j � h j

2 ku0kX s ; (5)

kr � h
h u3(t)kL p 6 Ct � 3

2 (1 � 1
p ) � j � h j

2 ku0kX s (6)

�U�b�‚�o�w t > 0 �q j� j 6 1 �›�ˆ�h�b��	O�¦
: � = ( � h ; � 3) 2 (N [ f 0g)2 � (N [ f 0g) �t�0�`�o
R�q

�b�”�}

�^�’�t 1 6 p 6 1 �t�0�`�o

lim
t !1

t1� 1
p








 uh (t; x ) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;h (yh ; x3)dyh

+ Gh (t; x h )
Z 1

0

Z

R2
@3(u3uh )( �; y h ; x3)dyhd�










L p
x

= 0
(7)

�U
R�q�`�| 1 6 p < 1 �w�q�V�x

lim
t !1

t
3
2 (1 � 1

p )







 u3(t; x ) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh










L p
x

= 0 (8)

�‹
R�q�b�”�}

�«�™ 1. (i) �r�w
+��
R
ü uh (t) �w L p �n
0�p (5) �x 2 �Í�i�ä�©�w L p(R2) �Ê�ç�Ü kGh (t)kL p (R2 )

�w�n
0�p�t�°�•�b�”�\�q�U�˜�T�”�}�›�t p = 2 �w�q�V�| (5) �x [6] �t�S�Z�”�z�: � = 1 �w	Ô

�ù�t�0� �b�”�}�°�M�p�r�w���Ú
R
ü u3(t) �w�n
0�p (6) �x 3 �Í�i�ä�©�w L p(R3) �n
0�p�t�°�•

�b�”�}

(ii) �s�M�$�s Burgers �M���Ü�• Navier-Stokes�M���Ü�w	Ô�ù�q�Ÿ�s�“�|�r�w
+��
R
ü uh (t) �w
´�Ù

�2�‰ (7) �x�¡�)�U o(t � (1 � 1
p ) ) �w
^�S�p�‹
¢���r�w�ˆ�p�x�Ù�Å�p�V�c
‡
¢��
Q�w�®�L�U�q�•�”�}

(iii) 
´�Ù�Ã�v (8) �t�S�Z�” p = 1 �w	Ô�ù�x�°
`�t
Æ
R�q�p�K�”�}�m�‡�“�|�K�”	s�8�‹ u0 2 S(R3)

�U���O�`�o

lim inf
t !1

t
3
2








 u3(t; x ) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh










L 1
x

> 0

�U
R�q�b�”�}
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(iv) 	s �8 �‹ �U 
Ç�C	Ú�E jxh ju0(x) 2 L 1(R2
x h

; (L 1 \ L 1 )(Rx 3 )) �› �ˆ �h �` �| s > 9 �T �m 1 <

p 6 1 �w�q�V�x
´�Ù�2�‰ (7) �q (8) �t�S�Z�”�¡�) o(t � (1 � 1
p ) ) �q o(t � 3

2 (1 � 1
p ) ) �x�f�•�g�•

O(t � (1 � 1
p ) � 1

2 log t) �q O(t � 3
2 (1 � 1

p ) � 1
2p ) �t�~
³�^�•�”�}

3 
¢���r
s

�\�w
…�p�x
¢���r�w�Ì���n
0�p�q�Õ�Ì���•�ˆ�t�m�M�o�ß�o�b�”�}�›�t�|
¢���r�w�H 3 
R
ü et � h u0;3

�w
°�A�t�m�M�o�ß�Q�”�}

�4�J 1 ([4]). (1) 
Y��
: C �U���O�`�o

ket � h u0;3kL p 6 Ct � 3
2 (1 � 1

p ) ku0kL 1 (9)

�U�b�‚�o�w 1 6 p 6 1 , t > 0 �q r � u0 = 0 �›�ˆ�h�b u0 = ( u0;1; u0;2; u0;3) 2 L 1(R3) �t�0�`

�o
R�q�b�”�}

(2) 1 6 p 6 1 �q r � u0 = 0 �›�ˆ�h�b u0(x) = ( u0;1; u0;2; u0;3) 2 L 1(R2
x h

; (L 1 \ L 1 )(Rx 3 )) �t

�0�`�o�| t ! 1 �w�q�V 0 �t	)���b�”��
: R p(t) �q
Y��
: C �U���O�`�o








 et � h u0;3(x) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh










L p

6 Ct � 3
2 (1 � 1

p ) R p(t)
1
p ku0(x)k

1� 1
p

L 1 (10)

�U�b�‚�o�w t > 0 �t�0�`�o
R�q�b�”�}

	Â�Ì . �‡�c (9) �›�Ô�b�}	s�8�‹�w
C�„ 0 	Ú�E�T�’ @3u0;3 = �r h � u0;h �p�K�”�h�Š�|

ket � h u0;3kL p 6 ket � h u0;3k
1
p

L p
x h L 1

x 3
ket � h u0;3k

1� 1
p

L p
x h L 1

x 3

6 C
�

t � (1 � 1
p ) ku0;3kL 1

� 1
p

ket � h @3u0;3k
1� 1

p

L p
x h L 1

x 3

= Ct � 1
p (1 � 1

p ) ku0;3k
1
p

L 1 ket � h r h � u0;hk
1� 1

p

L p
x h L 1

x 3

6 Ct � 1
p (1 � 1

p ) ku0;3k
1
p

L 1

�
t � (1 � 1

p ) � 1
2 ku0;hkL 1

� 1� 1
p

6 Ct � 3
2 (1 � 1

p ) ku0kL 1

�U	H�O�}

�Í�t (10) �›�Ô�b�}

F (t; x ) := et � h u0;3(x) � Gh (t; x h )
Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh

�q�b�”�q

kF (t)kL p 6 kF (t)k
1
p

L p
x h L 1

x 3
kF (t)k

1� 1
p

L p
x h L 1

x 3
6 kF (t)k

1
p

L p
x h L 1

x 3
k@3F (t)k

1� 1
p

L p
x h L 1

x 3
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�p�K�”�}�\�\�p R p(t) := t1� 1
p kF (t)kL p

x h L 1
x 3

�q�b�”�q�|�ä�©�w Taylor �2�‰�t�‘�“ R p(t) �x t ! 1

�t�S�M�o�n
0�b�”�}�°�M�p	s�8�‹�w
C�„ 0 	Ú�E�q
æ
ü
u
ü�t�‘�“

@3

Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh = �

Z

R2
r h � u0;h (yh ; x3)dyh = 0 ;

@3et � h u0;3(x) = �
Z

R2
r hGh (t; x h � yh ) � u0;h (yh )dyh

�q�s�”�w�p�|

@3F0(t; x ) = �
Z

R2
(r hGh )( t; x h � yh ) � u0;h (yh ; x3)dyh

�p�K�”�}�‘�l�o

k@3F0(t; x )kL p
x h L 1

x 3
6 kr hGh (t)kL p (R2 ) ku0;hkL 1

6 Ct � (1 � 1
p ) � 1

2 ku0kL 1

�q�s�”�}�Ž	Í�T�’

kF0(t)kL p 6 Ct � 3
2 (1 � 1

p ) R p(t)
1
p ku0k

1� 1
p

L 1 :

�q�s�“�|	Â�Ì�U�ì�ƒ�b�”�}

4 
u
ü�M���Ü�w
ü�r

�Š
…�p�x�|�M���Ü (1) �t�0� �b�”�Í�w
u
ü�M���Ü�t�m�M�o�ß�o�b�” :

u(t) = et � h u0 �
Z t

0
e( t � � )� h Pr � (u 
 u)( � )d�: (11)

�\�\�p P = ( � kl + Rk Rl )16 k;l 6 3 �x Helmholtz �ù�è�p�K�“�| f Rk g3
k=1 �x 3 �Í�i�w Riesz�!�õ�›
¯�b�}

Riesz�!�õ�x L 1 �S�‘�| L 1 �t�S�M�o
‡���„�p�K�”�h�Š�|
u
ü�M���Ü (11) �›�;�M�o�r�w L 1,L 1 �Ê�ç

�Ü�w
°�A�›�b�”�\�q�x���É�p�K�”�‘�O�t�_�Q�”�}�`�T�`�^�;
É e( t � � )� h Pr� �›�&
~�t
ü�r�b�”�\�q

�t�‘�“�\�w�ð�J�x�r�>�p�V�”�}�î�M�| (11) �x�Ú
€�$�s�-�‰�t�‘�“�Í�w�‘�O�t Riesz�!�õ�›���‡�s�M��

�t	{�V�õ�Q�’�•�”�}

�4�J 2 ([4]). �Õ�«�Ä�ç	Ô u �›
u
ü�M���Ü (11) �w�r�q�b�”�}�\�w�q�V�|�Í�U
R�q�b�” :

8
>>>><

>>>>:

uh (t) = et � h u0;h +
5X

m =1

Dh
m [u](t);

u3(t) = et � h u0;3 +
3X

m =1

Dv
m [u](t)

(12)
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�p�K�“�| Duhamel �ò�w
ü�r fD h
m [u]g5

m =1 �q fD v
m [u]g3

m =1 �x

Dh
1 [u](t) := �

Z t

0
e( t � � )� h @3(u3uh )( � )d�;

Dh
2 [u](t) := �

Z t

0
e( t � � )� h r h � (uh 
 uh )( � )d�;

Dh
3 [u](t) :=

Z t

0
r he( t � � )� h (u3(� )2)d�;

Dh
4 [u](t) := �

2X

k;l =1

Z t

0
r h@k @l K (t � � ) � (uk ul )( � )d�;

Dh
5 [u](t) := 2

2X

k=1

Z t

0
r h@k (� � h )

1
2 eK (t � � ) � (u3uk )( � )d� +

Z t

0
r h � hK (t � � ) � (u3(� )2)d�

�S�‘�|

Dv
1 [u](t) :=

Z t

0
e( t � � )� h r h � (u3uh )( � )d�;

Dv
2 [u](t) :=

2X

k;l =1

Z t

0
(� � h )

1
2 @k @l eK (t � � ) � (uk ul )( � )d�;

Dv
3 [u](t) := 2

2X

k=1

Z t

0
@k � hK (t � � ) � (u3uk )( � )d� +

Z t

0
(� � h )

3
2 eK (t � � ) � (u3(� )2)d�

�t�‘�“���[�^�•�”�}�\�\�p K (t; x ) �q eK (t; x ) �x

K (t; x ) :=
Z 1

0

e� j x h j 2

4( t + s )

4� (t + s)
e�

x 2
3

4s

(4�s )
1
2

ds; eK (t; x ) := sgn( x3)K (t; x )

�t�‘�“���[�^�•�”
u
ü�©�p�K�”�}

5 	��A�L�w	Â�Ì�w�“�t

�Š
…�p�x���g 1 �w	Â�Ì�w�“�t�›	\�‚�”�}

5.1 �Ì���n
0
°�A (5),(6) �w	Â�Ì

�Ì���n
0
°�A (5),(6) �x
¢��
°�A

ket � h u0;hkL p 6 Ct � (1 � 1
p ) ku0kL 1 (R2

x h
;( L 1 \ L 1 )( Rx 3 )) ;

ket � h u0;3kL p 6 Ct � 3
2 (1 � 1

p ) ku0kL 1
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�S�‘�|
u
ü�© K (t) �t���b�”
°�A

kr 3
hK (t)kL p 6

Z 1

0




 r 3

hGh (t + s)





L p (R2 ) kGv (s)kL p (R) ds

6 C
Z 1

0
(t + s) � (1 � 1

p ) � 3
2 s� 1

2 (1 � 1
p ) ds

6 Ct � 3
2 (1 � 1

p ) � 1
2

�›�;�M�o�| continuous argument �›�&�;�b�”�\�q�p	Â�Ì�p�V�”�}�›�t Duhamel �ò�w�n
0
°�A�x

t ! 1 �w�q�V�| j� j 6 1 �p�K�”��	O�¦
: � 2 (N [ f 0g)3 �t�0�`�o

kr � Dh
1 [u](t)kL p = O(( t � (1 � 1

p ) � j � h j
2 );

kr � Dh
2 [u](t)kL p = O(t � (1 � 1

p ) � 1+ j � h j
2 log t);

kr � Dh
3 [u](t)kL p = O(t � (1 � 1

p ) � 1+ j � h j
2 );

kr � Dh
4 [u](t)kL p = O(t � 9

8 (1 � 1
p ) � 1+ j � h j

2 log t);

kr � Dh
5 [u](t)kL p = O(t � 9

8 (1 � 1
p ) � 1+ j � h j

2 )

�S�‘�|

kr � Dv
1 [u](t)kL p = O(t � (1 � 1

p ) � 1+ j � h j
2 ) = O(t � 3

2 (1 � 1
p ) � 1

2p � j � h j
2 );

kr � Dv
2 [u](t)kL p = O(t � 9

8 (1 � 1
p ) � 1+ j � h j

2 log t);

kr � Dv
3 [u](t)kL p = O(t � 9

8 (1 � 1
p ) � 1+ j � h j

2 )

�q�s�”�}

5.2 
´�Ù�2�‰ (7), (8) �w	Â�Ì

Fujigaki-Miyakawa [3] �w	��O�›�;�M�o�-�‰�b�”�\�q�p�|

lim
t !1

t1� 1
p








 Dh

1 [u](t; x ) + Gh (t; x h )
Z 1

0

Z

R2
@3(u3uh )( �; y h ; x3)dyhd�










L p
x

= 0

�p�K�”�\�q�U�˜�T�”�}�‡�h�|�ä�©�w Taylor �2�‰�t�‘�“�|

lim
t !1

t1� 1
p








 et � h u0;h (x) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;h (yh ; x3)dyh










L p
x

= 0
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�p�K�”�}�`�h�U�l�o�|�Ž	Í�w�\�q�q
²	–
…�p	\�‚�h
‡
¢���ò�w�n
0
°�A�›�;�M�”�\�q�p

t1� 1
p








 uh (t; x ) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;h (yh ; x3)dyh

+ Gh (t; x h )
Z 1

0

Z

R2
@3(u3uh )( �; y h ; x3)dyhd�










L p
x

6 t1� 1
p








 et � h u0;h (x) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;h (yh ; x3)dyh










L p
x

+ t1� 1
p








 Dh

1 [u](t) + Gh (t; x h )
Z 1
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L p
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5X

m =2

t1� 1
p kDh
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 et � h u0;h (x) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;h (yh ; x3)dyh










L p
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+ t1� 1
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 Dh

1 [u](t) + Gh (t; x h )
Z 1

0

Z

R2
@3(u3uh )( �; y h ; x3)dyhd�










L p
x

+ Ct � 1
2 log t

! 0 as t ! 1

�q�s�“�| (7) �›�˜�”�}

�Í�t (8) �›�Ô�b�}�4�J 1 �q
²	–
…�p	\�‚�h
‡
¢���ò�w�n
0
°�A�T�’�}

t
3
2 (1 � 1

p )







 u3(t; x ) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh










L p
x

6 t
3
2 (1 � 1

p )







 et � h u0;3(x) � Gh (t; x h )

Z

R2
u0;3(yh ; x3)dyh










L p
x

+
3X

m =1

t
3
2 (1 � 1

p ) kDv
m [u](t)kL p

x

6 CR p(t)
1
p ku0k

1� 1
p

L 1 + Ct � 1
2p + Ct � 1

2 + 3
8 (1 � 1

p ) log t:

	Í�Ü�w�7�È�%�x�| p < 1 �p�K�•�y�| t ! 1 �w�q�V 0 �t	)���b�”�}�Ž	Í�t�‘�l�o	Â�Ì�U�ì�ƒ�`�h�}
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	F�
�¼� ���q���S
Ç�V�‰�‹����


ã�´�>�G�¶�G�¶�Ã�­�­�¶�Z�€�J

�“�Š��� (Yuta MICHIMOTO)

�“�A

���S
Ç�V�‰�‹�����T�’ von Neumann ���›�Ï
R�b�”�\�q�U�p�V�” . �r�w�‘�O�s���S
Ç�V�‰�‹��

���p�K�•�y	F�
�¼� ���›� �‹�b�”�w�T , �›	��J�q�`�h�Z�€�p�˜�’�•�h�A�L�t�m�M�o
C
¯�b�” . �Š

�Ø�p�x , �f�w�Z�€�t�¸�l�h�&�¢�•�'
‹�Œ�Ý�›�‡�q�Š , �Š�Z�€�w	����g�›	º�p�b�” .

1 �x�a�Š�t

�^�;
É���æ�x
5
:�r
s�¶�t�S�Z�”�°
ü�ú�p�K�“ , Hilbet �í�� H 	Í�w���„
¢���^�;
É
¶�.�w
R�b��

B (H) �w
æ
ü���p�K�” , C! ���• von Neumann���q�z�y�•�”�0	Å�›	��t	��“�{�O . �¤	ú�U�×�Ì�s von

Neumann ���›�¼� ���q�M�O . �»� �Ä�ç�t�K�” , 	F�
�¼� ���q�x von Neumann���w	O�A�s�«�å�µ�p

�K�” . �‡�h , �¤�ç�°�”�Å�^�;�q�f�•�t
Ç
5�b�” von Neumann���w�����›�Ð�‚�”�\�q�x�^�;
É���æ�w


Ñ
R�8�T�’�w�,�Š�$�s�ð�J�p�K�” . �f�\�p , �Š�Z�€�p�x�¤�ç�°�”�Å�g�æ�w���º�p�J	Ô�b�”���S
Ç�V�‰

�‹�����q	F�
�¼� ���w����
Q�t�m�M�o�Ð�‚�h .

�Á�v�Í�i�w
H�„�›�{�O�^�;
É���æ�t�S�M�o , ���v�Í�i�Ù�Å
Q�›�‹�m�0	Å�x	O�E�^�• , �‘�“�‘�X�Ð�‚

�’�•�o�M�” . �j�/�p�K�” MurrayÐvon Neumann�w�æ���t�S�M�o , ���v�Í�i�Ù�Å
Q�›�‹�m (�˜ 1 ���q�z

�y�•�” ) �¼� ���x�‰���›	†�M�o�h�i�°�m�p�K�”�\�q�U�Ô�^�•�o�M�” . �‡�h , �^�;
É���æ�t�S�M�o	O�A

�s�“�æ�w�°�m�U	H	q
Q�p�K�” . 	H	q
Q�x�‹�q�‹�q���æ�w�t�?�p�K�“ , �(
Æ�!�s���v�C�O�$���S�›�‹�m

�q�V�›�M�O (�T�•�w�‰�‹	Ú�E�U���O�b�” ). von Neumann ���w	H	q
Q�x , 	H	q���w�����T�’� �‹�^�•

�h von Neumann���w
Q�í�q�0� �b�” . ���Ê�s Connes�w�A�L ([Con76]) �t�‘�“ , von Neumann��

�U	H	q�p�K�”�\�q�q���v�Í�i�Ù�Å
Q�›�‹�m�\�q�x�‰�‹�p�K�” . �\�w�‘�O�t , 	H	q���t�m�M�o�x���X�w

�\�q�U�r�Ì�^�•�o�M�”�U , 
‡	H	q�¼� ���w�Ï���w�r
s�x�‘�“���É�p�K�” . �«�Q�y , 
‡�D�õ�s�×���� Fn

�x
‡	H	q���p�K�”�T�’ , �f�w�� von Neumann�� L (Fn ) �x
‡	H	q���p�K�”�U , �\�•�’�U
\
R�i�w�x
:

�t�‘���b�”�T�x�Õ�å�w�°�r�>�ð�J�p�K�” . �\�w�‘�O�s�Ï���U
ó�v�p�K�”
‡	H	q���w�¤�p�‹�{�O�\�q�U

�p�V , �Z�€�U
��œ�p�M�”�«�å�µ�w�°�m�U	F�
�¼� ���p�K�” .

�¼� ���U	F�
�$�p�K�”�q�x , �f�w�×�~�‰�����t�S�M�o�º
æ�×�~�‰��
¶�.�w
R�b
æ
ü���U (
µ�”�‚

�V�•
ì�p ) ���q�s�”�q�V�›�M�O . �\�•�x Connes�U von Neumann ���w�×�~�‰�����›�Ð�‚�o�M�”�M

�t�‹�Ö�^�•�h�“�æ�p�K�” . �®�r�w�‘�O�s���•�¤�ç�°�”�Å�^�;�T�’� �‹�^�•�”�¼� ���U	F�
�$�p�K�”

�T�¯�x�×
µ�s�ð�J�p�K�”�U , �q�O�p�x���X�w�\�q�U�r�Ì�^�•�o�M�” . �«�Q�y , 
‡�D�õ�×�����w�� von

Neumann�� L (Fn ) �x	F�
�¼� ���p�K�“ , �‹�l�q�°
`�t�º
æ	H	q�p�s�M�m�„�� ! �w�� von Neumann

�� L (!) �x	F�
�$�p�K�” (�\�w�o�x
R�“�q�h�c , 
S�«�U�Ï
R�^�•�o�M�” ). �‡�h , �º
æ	H	q�p�s�M�m�„��
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�w�§�¤�ç�°�”�Å�s�-���^�;�T�’� �‹�^�•�”�¼� ���x	F�
�$�p�K�“ , �\�w
‡�›�Ÿ�^�;
[�‹�Ù�å	Â�Ì�^�•

�o�M�” . �²�x , �¤�ç�°�”�Å�^�;�T�’�Ï
R�^�•�”�¼� ���w	F�

Q�t�µ�¯�›�‹�j , �f�w�°
`�=�t
ì�p�b�”��

�S
Ç�V�‰�‹�����T�’� �‹�^�•�”�¼� ���w	F�

Q�›�Ð�‚�h . �Š�Ø�x , �f�w�Z�€�w
²���Œ�Ý�•�&�¢ , �˜�’�•

�h�A�L�w�º�0�›�‡�q�Š�h�‹�w�p�K�” .

2 von Neumann���t���b�”�,
Å�Ä�ò

�Š
…�p�x, von Neumann ���t���b�”�,
Å�Ä�ò�t�m�M�o	º�p�b�” . �‘�“	Ä�`�M�º�0�t�m�M�o�x ,

[Tak1] �s�w�Â�©�µ�Ä�›�€	°�d�‘ .

M �› Hilbert �í�� H 	Í�w���„
¢���^�;
É
¶�.�w
R�b Banach �� B (H) �w�o�•�$ ! 
æ
ü���q

�b�” . ! �›�q�”
â�^�x , �æ�»���p�M�O�ž�þ�›�q�”
â�^�t�0� �b�” . �Ë	O�D�õ� �� M "" �U M �×


��q�°�•�b�”�q�V , M �› von Neumann �� �q�M�O. �D�õ� ���q�x A " B (H) �t�m�M�o A" :=

{ T # B (H) | $a # A, aT = Ta } �q���Š�’�•�h�‹�w�p�K�“ , �Ë	O�D�õ� ���› A"" := ( A")" �q	{�X�\

�q�t�b�” . von Neumann�w�Ë	O�D�õ� ���g�‘�“ , von Neumann���p�K�”�\�q�q , �§�^�;�•
ì�p���a

�o�M�”�\�q�q�x�‰�‹ (	��^�;
É�•
ì�t���`�o�p�‹�‰�‹ ) �p�K�”�\�q�t�«�™�b�” . �m�‡�“ , B (H) �t�S�M

�o�¤�:	)���w�•
ì�t�m�M�o���a�o�M�”�o�•�$ ! 
æ
ü���U von Neumann���p�K�” . �°�M�p , �°�7	)��

�t�K�h�”�Ê�ç�Ü	)���t�m�M�o���a�o�M�”
æ
ü���U C! ���p�K�” . �Ê�ç�Ü�•
ì�w�M�U�§�^�;
É�•
ì�‘�“

�‹�§�M�w�p , von Neumann���x C! ���p�K�” . �»�Z�‰�^�;
É�t�‘�l�o , L # (X, µ ) �x B(L 2(X, µ )) 	Í

�w�D�õ�s von Neumann���q�ˆ�s�d�” . �î�x , �D�õ�s von Neumann���t�0�`�o , �f�•�q�‰���q�s�”

�‘�O�s L # ���›�q�”�\�q�U�p�V�” . �\�w�‘�O�s�
�:�T�’ , von Neumann���æ�x
‡�D�õ
u
ü�æ�q�‹�t

�˜�•�”�\�q�U�K�” .

von Neumann�� M �U�¼� �� �p�K�”�q�x , �f�w�¤	ú Z (M ) = M %M " �U�×�Ì�p�K�”�q�V�›�M�M ,

�D
ü�s von Neumann���x�¼� ���w�Ú
u
ü�t
ü�r�^�•�” . von Neumann���U�D
ü�p�K�”�q�x
²
Ò�0

�U�Ê�ç�Ü�•
ì�t�m�M�o�D
ü�p�K�”�\�q�p�K�“ , �D
ü�s Hilbert �í��	Í�w von Neumann���x�D
ü�p�K

�” . �Ž�ñ�x , Hilbert �í���t�0�`�o�D
ü
Q�›�>���b�” . �Í�t , ���•���^�;�T�’� �‹�^�•�”�¼� ���w�é�.

�«�t�m�M�o	º�p�b�” .

�« 2.1 (�� von Neumann �� ). ! �›�D�‰�m�„���q�` , ! �› ! �w�(
Y��
¯�q�q�b�” . �m�‡�“ , ! �x

! s(f )( t) := f (s$ 1t) (s, t # !) �q���Š�’�•�h "2(!) 	Í�w�â�Ç�»�æ
¯�q�w�\�q�p�K�” . �\�w�q�V ,

L (!) := ! (!) "" " B ("2(!))

�› ! �w�� von Neumann �� �q�M�O. �D�‰�� ! �t�0�`�o , ! �U�Á�v�ž�þ�¨�� (ICC �� ) �p�K�”�\�q�q ,

�� von Neumann�� L (!) �U�¼� ���p�K�”�\�q�x�‰�‹�p�K�” . 
¶�o�w
‡�×�Ì�s�ž�þ�¨�U�Á�v	B�ù�p�K

�”�q�V , �Á�v�ž�þ�¨���p�K�”�q�M�O . �\�w�›�Ã
Ç�Z�x�y�/�$�s�A�L�p�K�”�U , �°�M�p�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä��

�w	Ô�ù�x�r�Ì�^�•�o�M�s�M (�ì
¶
Æ�È�A���p�‹�‘�X�˜�T�l�o�M�s�M ).

�« 2.2 (�����S von Neumann �� ). ! ! (X, µ ) �›�m�„�� ! �w (
ª	j�$ ) �¬�p���S�í��	Í�w
‡�›�Ÿ

�^�;�q�b�” . �\�\�p , �^�;�ø
þ G & X ' X �U�D���p�K�”�q�V���S�í��	Í�w�^�;�q�M�M , 
‡�›�Ÿ�^

�;�q�x , �Ú�™�ws # ! �t�0�`�o s! µ �q µ �U���S�w�™�¯�p�‰�‹�p�K�”�‹�w�›�M�O . �h�i�` , s! µ �x

µ �w s # ! �t�‘�”�!�`	Z�`���S�p�K�” . �\�w�q�V , #s(f )( t) := f (s$ 1t) �q���Š�•�y ! �w�D�õ von

480



Neumann �� L # (X, µ ) 	Í�w�^�; # �U� �‹�^�•�” . �\�w�^�; ! ! L # (X, µ ) �›�;�M�o , 
R�Ú
u���w

�Ï
R�w�‘�O�t�`�o	ý�h�s von Neumann���›�Í�w�‘�O�t�Ï
R�b�”�\�q�U�p�V�” . �‡�c , Hilbert �í��

H := L 2(X, µ ) ( "2(!) �q�S�V , H 	Í�w ! �w ! 
¯�q $! : ! ' B (H) �› $! (f )(%( &s) := #s(f ) ( &s

(f # L # (X, µ ), %# L 2(X, µ ), s # !) �q���Š�” . �‡�h , us := 1 ( ! s (s # !) �q�S�X . �\�\�p , �����Ü

$! (#s(f )) = us$! (f )u!
s (s # ! , f # L # (X, µ )) �›�ˆ�h�b�\�q�t�«�™�b�” . �\�w�q�V ,

L # (X ) " ! := { $! (f ), us | f # L # (X, µ ), s # ! } "" " B (H)

�› �����S von Neumann �� �q�M�O. �p�x�����w	Ô�ù�q�‰�7�t , �M�m�¼� ���q�s�”�w�T�U�ð�J�q�s�” .

�f�w�h�Š�t , �^�;�t�m�M�o 2 �m�w�“�æ�›�‹�Ö�b�” . 
‡�›�Ÿ�^�; ! ! (X, µ ) �U (�Š�í�$�t ) �×���p�K�”

�q�x , �„�q�œ�r�¸�”	t�w x # X �t�m�M�o�{��
æ
ü���U�×�Ì�p�K�”�q�V�›�M�M , �¤�ç�°�”�Å�$�p�K�”�q

�x , �b�‚�o�w ! 
Æ�!�s�D��	B�ù U " X �U�×�Ì�q�s�” (�m�‡�“ , �Ú�™�ws # ! �t�0�`�o µ(U ) sU) = 0

�s�’�y µ(U)(1 * µ(U)) = 0 �q�s�” ) �q�V�›�M�O . �×���^�; ! ! (X, µ ) �t�0�`�o , �\�w�^�;�U�¤�ç

�°�”�Å�$�p�K�”�\�q�q�Ï
R�^�•�h�����S von Neumann���U�¼� ���p�K�”�\�q�x�‰�‹�p�K�” .

�« 2.1 �w�‘�O�t ! �U ICC ���w�q�V L(!) �x�¼� ���q�s�“ , �^�’�t���„
¢��
Z��
:�› ' : L (!) + x '

,x&e, &e-" 2 (!) # C �q���Š�•�y , ' �x
Y�F�§�î�s�Ä�è�”�µ	Ý�6�p�K�” . �m�‡�“ , ' �w�^�;
É�Ê�ç�Ü�x 1

(' �x	Ý�6�p�K�” ) �p , 	��^�;
É�•
ì�t�m�M�o�È�� (
Y�F
Q) �p�K�“ , ' (x! x) = 0 . x = 0 ( �§�î
Q ),

' (xy) = ' (yx) (x, y # L(!))( �Ä�è�”�µ
Q ) �›�ˆ�h�b�\�q�›�M�O . �°
`�t , �¼� �� M �U�˜ 1 �� �p�K�”

�q�x , �Á�v�Í�i�T�m
Y�F�§�î�s�Ä�è�”�µ	Ý�6�›�‹�m�q�V�›�M�O . �›�t�Ä�è�”�µ
Q�U	O�A�p�K�“ , �\�•�x

���U�K�”	��w�D�õ
Q�›�‹�m�\�q�›�™�¯�b�” . �Ä�è�”�µ
Q�›�‹�h�s�M�¼� ���x �™�� �p�K�”�q�M�O . ����

�S von Neumann���w���º�p�x , �˜ 1 ���p�K�”�T �™���p�K�”�T�x , �i�w�^�;�U�-���$�T
‡�›�Ÿ�$�T�t�‘

���b�” . �™�����w�r
s�x �˜ 1 ���¼� ���‘�“�‹���É�p�K�“ , 
Ì�>�›�Z�g�æ�q�M�O�“�é�U
ž�A�q�s�” . �`�T

�` , �™�����w�Ï���t�m�M�o�x���X�w�´�Ø�U
ž�A�q�s�”�h�Š�Â�j�b�” . 	Ä�`�X�x�Â�©�µ�Ä [Tak2] �›�€	°

�d�‘ . �Š�Z�€�p�x �™���¼� ���•
‡�›�Ÿ�^�;�‹�{�O .

3 ���S
Ç�V�‰�‹�����q von Neumann��

�Š
…�p�x, �� �S
Ç�V�‰�‹�� � � �q von Neumann ���w��� � � t �m�M�o	º�p�b�” . � � �S�í� � 	 Í �w��

�^�;�U�)�Q�’�•�h�q�V , �J�“�‰�‹�����q�z�y�•�”���S
Ç�V�‰�‹�����U���‡�” . ! �›�D�‰�Á�v�� ,

(X, µ ) �› (
ª	j�$ ) �¬�p�í���q�` , ! ! (X, µ ) �x
‡�›�Ÿ�^�;�p�K�”�q�b�” . �¤ x, y # X �t�m�M

�o x �U y �w ! �J�“�t���‡�•�”�q�V , x / ! y �q	{�X�\�q�t�` , / ! �x X 	Í�w�‰�‹�����›���Š�” .

R(! ! X ) := { (x, y) # X & X | x / ! y } �q	{�X�\�q�t�b�” . �\�w�q�V , R(! ! X ) �x�Ž�<�w	Ú�E

�›�ˆ�h�b .

¥ R(! ! X ) �w (�‰�‹���� / ! �w) �¤�‰�‹�¨�x�D�‰	B�ù�p�K�” .

¥ R(! ! X ) �x (X & X, µ ( µ) �w�¤�p�D���p�K�” .

¥ �D��	B�ù E " X �t�m�M�o [E ]! := [ E ]R (! ! X ) := { x # X | 0y # X : x / ! y } �q���Š�”�q

�V, µ(E) = 0 �s�’�y µ([E ]! ) = 0 �q�s�” .

�\�w�‘�O�s R(! ! X ) �› ! ! (X, µ ) �w�J�“�‰�‹�����q�M�O . �‘�“�°
`�t , X 	Í�w�‰�‹���� R �U�\
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�•�’�w 3 	Ú�E�›�ˆ�h�b (/ ! �› R �w�‰�‹�����q�ˆ�” ) �q�V , 
‡�›�Ÿ�s���S
Ç�V�‰�‹���� �q�M�O. �Ž�ñ

�x , �o�t���S
Ç�V�‰�‹�����q�z�•�\�q�t�b�” .

�« 2.2 �p�x , 
‡�›�Ÿ�^�;�T�’ von Neumann ���›�Ï
R�`�h . ���s�x , ���S
Ç�V�‰�‹�����T�’ von

Neumann ���›�Ï
R�b�”�M�O�›	º�p�b�” . �¦�æ�´�Æ�ç�x Krieger �t�‘�l�o�‹�Ö�^�•�h�U , �f�w�™�t

FeldmanÐMoore�t�‘�l�o�~�‘�^�•�h . �Ž�<�x , FeldmanÐMoore�t�‘�”�Ï
R�O�›�,�t�`�o�M�” . R �›

(
ª	j�$ ) �¬�p���S�í�� (X, µ ) 	Í�w
‡�›�Ÿ�s���S
Ç�V�‰�‹�����q�b�” . �\�w�q�V , �( (�È) 
:�Q	Í�[��

�S�q�z�y�•�” R " X & X 	Í�w���S µl (µr ) �› , �D��	B�ù A " R �t�m�M�o

µl (A) :=
∫

X
# { y # X | (x, y) # A } dµ(x),

µr (A) :=
∫

X
# { x # X | (x, y) # A } dµ(y).

�q���Š�” . �\�\�p , R �w
‡�›�Ÿ
Q�x µl �q µr �U���S�w�™�¯�p�‰�‹�p�K�”�\�q�t�0� �b�” . �^�;�w	Ô�ù

�x s! µ �q µ �w�‰�‹
Q�q�0� �`�o�M�h�\�q�t�«�™�b�” . L # (R , µl ) �º�p�(���v�q�z�y�•�” , ���„�T�m	G


ü	–�^�M�F�›�‹�m�‘�O�s��
:
¶�.�› M f (R) �q	{�X�\�q�t�b�” . M f (R) �t�S�M�o , �æ�»�w
u�w�‘�O

�s���‰�›�‹�Ö�`���›�Ï
R�b�” . F, G # M f (R) �t�0�`�o , 
u�›

F ! G :=
∑

z%R [x ]

F (x, z)G(z, y)

�q���Š�” . �h�i�` , R [x] �x R �t�S�Z�” x # X �w�‰�‹�¨�q�b�” . �^�’�t , F # M f (R) �w�ž�þ�›

F ! (x, y) := F (y, x) �q���Š�” . �7�™�t , von Neumann���›�Ï
R�b�”�h�Š�t M f (R) �› L 2(R , µl ) 	Í

�t
¯�q�b�” . F # M f (R) �t�0�`�o L F # B (L 2(R , µl )) �›

(L F %)(x, y) :=
∑

z%R [x ]

F (x, z)%(z, y), %# L 2(R, µl )

�q���Š�•�y , L F L G = L F ! G �q L !
F = L F ∗ �›�ˆ�h�b . �Ž	Í�w�‘�O�t�`�o , { L F | F # M f (R) } �›

B (L 2(R , µl )) �º�w ! 
æ
ü���q�`�o�ˆ�s�d�” . �‘�l�o , �Í�w�‘�O�t von Neumann��

L (R) := { L F | F # M f (R) } "" " B (L 2(R , µl )) .

�›���Š�”�\�q�U�p�V�” . �J�“�‰�‹���� R (! ! X ) �‹���S
Ç�V�‰�‹�����p�K�l�h . �î�x , �^�; ! ! X

�U�×���p�K�•�y , �����S von Neumann�� L # (X ) " ! �q L (R(! ! X )) �x�‰���q�s�” . �‡�h , ����

�S von Neumann���w�q�V�q�‰�7 , L (R) �U�¼� ���q�s�”�\�q�x R �w�¤�ç�°�”�Å
Q�U�-	Â�b�” . ���S


Ç�V�‰�‹���� R �U�¤�ç�°�”�Å�$�p�K�”�q�x , �D��	B�ù U " X �p U �x R 
Æ�!�p�K�” (�µ	B�ù�›	†�M

�o U = [ U]R �›�ˆ�h�b ) �q�V U �x�×�Ì�p�K�” (µ(U)(1 * µ(U)) = 0 �p�K�” ) �\�q�›�M�O .

�7�™�t , ���S
Ç�V�‰�‹���� R �q von Neumann�� L (R) �w�0� �t�m�M�o	º�p�b�” . �Š�Ø�w�o�„�p

�‹	\�‚�h�è�“ , �¤�ç�°�”�Å�^�;�q von Neumann���x�µ
€�s�����t�K�“ , �f�w�°�m�w�g���q�`�o�Í�w

Sinegr�w���g�U�•�[�’�•�” .

���g 3.1 (Singer). R 1 �q R 2 �›�f�•�g�• (X 1, µ1), (X 2, µ2) 	Í�w���S
Ç�V�‰�‹�����q�b�” . �\�w

�q�V , R 1 �q R 2 �U�‰���p�K�”�\�q�q , "( L # (X, µ 1)) = L # (X 2, µ2) �›�ˆ�h�b�‘�O�s ! �‰���ø
þ

" : L (R 1) ' L (R 2) �U���O�b�”�\�q�x�‰�‹�p�K�” .
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�\ �w	��Á�t�m�M�o�2�m�T�«�™�›	\� ‚ �” . �‡�c , R 1 �q R 2 �U�‰���p�K�”�q�x , Borel �‰���ø
þ

( : X 1 ' X 2 �p ( �x�¤�‰�‹�¨�›�-�j , ( ! µ �q µ �U���S�w�™�¯�p�‰�‹�p�K�”�‹�w�U���O�b�”�q�V

�›�M�O. �Í�t , ���g 3.1 �w	��Á�p�x , �‰�t L # (X i , µi ) �› L (R i ) �w
æ
ü���q�ˆ�s�`�o�M�” . �°
`

�t , L # (X, µ ) �x M f (R) �w�0�¯
R
ü�q�`�o�ˆ�”�\�q�U�p�V�” . �î�M , f # L # (X, µ ) �t�0�`�o

F (x, y) := f (x)1" (x, y) �q�M�O�0� �›�ß�Q�•�y�‘�M . �h�i�` , 1" �x�0�¯	B�ù�w���[��
:�p�K�” . �^

�’�t , L # (X, µ ) " L (R) �x Cartan 
æ
ü���q�z�y�•�”�‘�M
æ
ü���p�K�” (���[�x�Â�j�b�” ). Cartan


æ
ü���t�x
¶�.�w���T�’ (�K�”	��w ) �ù�è�U�X�j�”�h�Š , �f�w
æ
ü���w	Ø�C�›�Æ�;�b�”�\�q�U�p�V�” .

Singer �w���g�x���S
Ç�V�‰�‹�����w�‰���x von Neumann���w�‰���q�f�w Cartan 
æ
ü���›�ø�b�\

�q�t�0� �b�”�\�q�›	\�‚�o�M�” . �\�\ 20 �å�„�r�p , von Neumann���w Cartan 
æ
ü���w�•�”�›�›��

�b�”�U	[�x�G�V�X
��2�U�K�“ , �\�w�U	[�x�¤�ç�°�”�Å�^�;�T�’�Ï
R�^�•�” von Neumann���t���b�”

�ö
Q�ð�J�›�r�Ì�b�”	Í�p	O�A�p�K�” .

4 	F�
�¼� ���t���b�”
�� 

�Š
…�p�x , 	F�
�¼� ���w���[�•	~
Q�í�›	º�p�` , �Š�Z�€�w�ˆ�;�›	\�‚�h�M . 
²
…�x , ���S
Ç�V�‰�‹��

���q von Neumann���w�0� (���g 3.1) �t�m�M�o	\�‚�h . Cartan 
æ
ü���t���b�”�Z�€�s�x
]�œ�t�æ

�˜�•�o�M�”�U , �Š�Z�€�p�x�®�r�w�‘�O�s���S
Ç�V�‰�‹���� (�‹�`�X�x�^�; ) �p�K�•�y , � �‹�^�•�h von

Neumann���U�‘�M	Ú�E�›�‹�m�w�T�•�¯�›	��J�q�b�” . �f�w�è
ª�q�`�h�M von Neumann���w	Ú�E�U

	F�

Q�p�K�” .

	F�

Q�x Connes�U von Neumann���w�×�~�‰�����w�Ï���›�Ð�‚�”�M�t�‹�Ö�`�h�“�æ�p�K�” . von

Neumann�� M �w�×�~�‰���� Aut( M ) �w�•
ì�x , #i ' # �w	)���› 1) 2 #i * ) 2 #1 ' 0, ) # M !

�q�`�o���Š�h�‹�w�›�ß�Q�” . �h�i�` , M ! �x M �w
²
Ò�0�p�K�“ , 
Y�F
Q�q�M�O von Neumann���›�ß

�Q�”	Í�p
ž�A�s�È��
Q�›
‹�Q�” M 	Í�w
¢��
Z��
:
¶�.�w�\�q�p�K�” . (�Š�Ø�p�x , M ! �U�Ê�ç�Ü�D
ü

�p�K�”	Ô�ù�`�T�{�˜�s�M . ) �‡�h , # # Aut( M ) �U�º
æ�$�p�K�”�q�x , # = Ad( u) �›�ˆ�h�b�‘�O�s�â

�Ç�»�æ�i u # M �U	��•�”�q�V�›�M�O . �º
æ�$�s�×�~�‰��
¶�.�› Int( M ) �q
¯�b . Int( M ) �x Aut( M )

�w
Y�F
æ
ü���p�K�”�\�q�t�«�™�b�” . �\�w�q�V , 	F�

Q�x�Ž�<�w�‘�O�t���[�^�•�” .

���[ 4.1 (Connes [Con74]). M �› von Neumann���q�b�” . Int( M ) �U Aut( M ) �p���p�K�”�q�V ,

M �x 	F�
�$ �p�K�”�q�M�O .

�—���¼� �� (�K�” B (H) �q�‰���q�s�”�¼� �� ) �w�Ú�™�w�×�~�‰���x�º
æ�$�p�K�”�\�q�T�’ , �—���¼� 

���x	F�
�$�p�K�”�\�q�t�«�™�b�” .

�¼� �� M �t�0�`�o�¤	ú�»�›�;�M�h	F�

Q�w�›�Ã
Ç�Z�U�K�” . ���„�» (xn )n " M �t�m�M�o ,

¥ �Ú�™�w%# L 2(M ) �t�0�`�o 1xn %* %xn 1L 2 (M ) ' 0 �U
R�“�q�m�q�V , (xn )n %N " M �x �¤	ú

�» �p�K�”�q�M�O .

¥ ���„�» (! n )n %N " C �p ! �§�^�;
É�•
ì�t�m�M�o xn * ! n 1M ' 0 �›�ˆ�h�b�‹�w�U���O�b�”�q

�V, (xn )n %N " M �x�×�Ì�p�K�”�q�M�O .

�î�x , von Neumann�� M �U
¯�q�b�” Hilbert �í���› (�K�”�™�¯�p ) 
ª	j�$�t	��”�\�q�U�p�V , �f�w
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Hilbert �í���› L 2(M ) �q	{�M�o�M�” . �^�’�t , L 2(M ) �t�x�†�� M �C���q�`�o�w�Ï���U�Ö�”�\�q�t�«

�™�b�” . �Ž	Í�w�;� �t�‘�“ , 	F�

Q�x�Í�w�‘�O�t�›�Ã
Ç�Z�’�•�” .

�Ë�J 4.2 (Connes [Con74]). M �›�¼� ���q�b�” . M �U	F�
�$�p�K�”�\�q�q , �Ú�™�wM �w�¤	ú�»�U

�×�Ì�p�K�”�\�q�x�‰�‹�p�K�” .

�Í�t , 	F�
�¼� ���w�é�.�«�t�m�M�o	\�‚�” . MurrayÐvon Neumann�w�æ�� [MvN43] �T�’�Í�U�˜�’

�•�” .

(1) ���v�Í�i�Ù�Å
Q�›�‹�m �˜ 1 ���¼� ���x	F�
�$�p�s�M .

(2) 
‡�D�õ�×���� Fn �w�� von Neumann�� L (Fn ) �x	F�
�$�p�K�” . �\�\�p , Fn �x ICC ���s�w�p

L (Fn ) �x�¼� ���p�K�”�\�q�t�«�™�b�” .

�\�w�p�Ì�x�‡�i	F�

Q�x�‹�Ö�^�•�o�S�’�c , 
Q�í ! �q�z�y�•�”���w�“�æ�›�;�M�o�Ô�^�•�h . �\�w�A�L

�T�’ , (
‡�D�õ ) �×���� von Neumann���x���v�Ù�Å
Q�›�Ë�h�s�M�\�q�‹�˜�T�” . (1) �q���È�`�o , �‘�“

�°
`�t �—���p�s�M	H	q�¼� ���x	F�
�$�p�s�M �\�q�U�Œ�’�•�o�M�” . �°�M�p , (2) �q���È�`�o , �‘�“�°
`

�t�Í�w�\�q�U�Ô�^�•�h .

���g 4.3 (E#ros [E#73]). �º
æ	H	q�$�p�s�M�D�‰�Á�v���w�� von Neumann���x	F�
�¼� ���p�K�” .

�º
æ	H	q�p�s�M���x	H	q�p�s�X , �×�ˆ�$�t ICC ���p�K�”�\�q�t�«�™�b�” . 
‡�D�õ�×���� Fn , 
Q�í (T)

�›�‹�m ICC ���• ICC �s (Gromov �w�™�¯�p�w ) 
Ò�Â���x�º
æ	H	q�p�s�M .

�Í�t , �����S von Neumann���q	F�

Q�w�����t�m�M�o	º�p�b�” . �f�w�h�Š�t , �§�¤�ç�°�”�Å
Q�q

�M�O�^�;�w	Ú�E�›�‹�Ö�b�” . ! �›�D�‰�� , (X, µ ) �› (
ª	j�$ ) �¬�p���S�í���q�` , ! ! (X, µ ) �›
‡�›�Ÿ

�^�;�q�b�” . (Un )n %N �› X �w�D��	B�ù�w�»�q�b�”�q�V ,

¥ �Ú�™�ws # ! �t�0�`�o µ(Un ) sUn ) ' 0 �q�s�”�q�V , (Un )n %N �x ! �“
Æ�!�p�K�”�q�M�O .

¥ µ(Un )(1 * µ(Un )) ' 0 �›�ˆ�h�b�q�V , (Un )n %N �x�×�Ì�p�K�”�q�M�O .

���[ 4.4 (Schmidt) . 	Í�w�G�ø�w�‹�q , �^�; ! ! (X, µ ) �U�§�¤�ç�°�”�Å �p�K�”�q�x , �Ú�™�w�“
Æ�!�»

�U�×�Ì�p�K�”�\�q�›�M�O .

�§�¤�ç�°�”�Å�^�;�x�¤�ç�°�”�Å�$�p�K�”�\�q�t�«�™�b�” . 
¶�o�w
‡	H	q�s�D�‰���t�m�M�o , �f�w

Bernoulli �^�; ! ! ([0, 1]! , Leb& ! ) �x�§�¤�ç�°�”�Å�s�×���-���^�;�p�K�” (�\�w
‡�›�Ÿ�^�;
[�x�É

�`�M�é�J�q�s�” ). �°�M�p , �b�‚�o�w�¤�ç�°�”�Å�$�s�×��
‡�›�Ÿ�^�; Z ! (X, µ ) �x�§�¤�ç�°�”�Å�$

�p�s�M . �‘�“�°
`�t , 	H	q�s
‡�›�Ÿ�^�;�x�§�¤�ç�°�”�Å�$�p�s�M . 	Í�p	º�p�`�h E#ros �w�A�L (���g

4.3) �w�����S von Neumann��
[�U�Ž�<�w���g�p�K�” .

���g 4.5 (Choda [Cho81]). �D�‰�Á�v�� ! �U�º
æ	H	q�p�s�X , ! ! (X, µ ) �U�§�¤�ç�°�”�Å�s�×���-

���^�;�p�K�•�y , �f�w�����S von Neunann�� L # (X ) " ! �x	F�
�¼� ���p�K�” .

�^�’�t�Ù�å , Choda �w�A�L�w
‡�›�Ÿ�^�;
[�t�m�M�o�‹�Ô�^�•�o�M�” . �f�•�x , ���t�0�`�o
Ò�ì
¶
Q

�q�M�O, ���X�w���U�ˆ�h�b�‘�O�s	Ú�E�t���b�”	��Á�q�s�l�o�M�” . �D�‰�� ! �U
Ò�ì
¶ �p�K�”�q�x , !
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�U�ì
¶���p�K�“ , �Í�w	Ú�E

0m : ! + x 3' mx # Prob(!) , $s, t # ! , lim
x '#

1msxt * s! mx 1" 1 (!) = 0

�›�ˆ�h�b�\�q�p�K�” . �™
R�w	Ú�E�x 
Q�í (S) �q�z�y�•�” .

���g 4.6 (HoudayerÐIsono [HI15]). �D�‰�� ! �U
Q�í (S) �›�ˆ�h�` , (X, µ ) �x (
‡�j� �$�s
ª	j�$ )

�¬�p���S�í���q�b�” . ! ! (X, µ ) �U�§�¤�ç�°�”�Å�s�×��
‡�›�Ÿ�^�;�p�K�•�y , �f�w�����S von

Neunann�� L # (X ) " ! �x	F�
�¼� ���p�K�” .

BrothierÐDeprezÐVaes�t�‘�l�o , �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���t�0�`�o�‹
Ò�ì
¶
Q�•
Q�í (S) �U�‹�Ö�^�•�h

([BDV18]). �f�\�p , HoudayerÐIsono�w�A�L�U�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���t�m�M�o�‹
R�q�b�”�w�T�• �q�M�O

�Y�ð�U�Š�Z�€�w�ˆ�;�p�K�l�h .

5 �s�e���S
Ç�V�‰�‹�����U
ž�A�q�s�l�h�w�T

4 
…�p	º�p�`�h�è�“ , �m�„���w�^�; ! ! (X, µ ) �w�����S von Neumann�� L # (X ) " ! �U�M�m	F

�
�$�p�K�”�T�x�7�t�r�Ì�^�•�o�M�” . L # (X ) " ! �x�J�“�‰�‹�����T�’� �‹�^�•�h�‹�w�i�U , �s�e�°
`

�w���S
Ç�V�‰�‹���� R �w von Neumann�� L (R) �›�ß�Q�”
ž�A�U�K�l�h�w�T�›	\�‚�h�M . �Á	t�¯�ï

�Í�«�Ä�� G �w�^�;�T�’�Ï
R�^�•�”�¼� �� L # (X ) " G �t�m�M�o�x , �m�„���w	Ô�ù�q�Ÿ�s�l�h�ð�J�:�U

�2�m�T�K�” . �°�m�è�q�`�o , 3 
…�p	\�‚�h�‘�O�t�m�„���w	Ô�ù�x Cartan 
æ
ü���q�z�y�•�”�����S von

Neumann ���w
æ
ü���U	O�A�s�þ�Â�›�r�l�o�M�h . �`�T�` , �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���w	Ô�ù�x L # (X ) " G

�t�S�M�o L # (X ) �U Cartan 
æ
ü���q�s�’�s�M . �f�w�h�Š , L # (X ) " G �T�’ L # (X ) �t�‘�M�ù�è�U

�X�j�s�M�w�p , �^�; G ! (X, µ ) �w	Ø�C�›
¶�.�w���t
S�é�^�d�”�\�q�U���É�q�s�” . �Ë�m�è�q�`�o ,

�m�„�� ! �w	Ô�ù�x , �J�“�‰�‹���� R (! ! X ) �x���S
Ç�V�‰�‹�����q�s�“ , �����S von Neumann��

L # (X ) " ! �x R(! ! X ) �T�’� �‹�^�•�h�‹�w�q�`�o�ˆ�s�d�h . �`�T�` , �f�‹�f�‹�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä��

G �w	Ô�ù�x�J�“�‰�‹�����U�D�‰
Q�›�æ�M , ���S
Ç�V�‰�‹�����›
R�^�s�M . �Ž	Í�w�‘�O�t , �Á	t�¯�ï�Í

�«�Ä���w�^�;�›�ß�Q�”�q���Š�$�s�ð�J�U
C
\�b�” . �f�w	Ý�¯�›�'�‰�b�”�“�é�q�`�o , cross section�›

�ß�Q�”�M�O�U�K�” .

corss section�w	Ä�`�M���[�x	\�‚�s�M�U , �\�•�x (X, µ ) �w�D��
æ
ü	B�ù�p�K�“ , corss section	Í

�t R (G ! X ) �›
M�v�b�”�\�q�t�‘�l�o , R(G ! X ) �T�’�i�w�^�; G ! X �w	G
ü�s	Ø�C�›�Ë�l

�h���S
Ç�V�‰�‹�����›	��“	Z�b�\�q�U�p�V�” (�\�•�› R 0 �q	{�X�\�q�t�b�” ). �«�Q�y , G ! X

�U
‡�›�Ÿ�p�K�•�y R 0 �x (�‰�‹�����q�`�o ) 
‡�›�Ÿ�p�K�“ , G ! X �q R 0 �w�¤�ç�°�”�Å
Q�x�‰

�‹�p�K�” . �f�`�o , �M�‡�w�µ�¯�x�����S von Neumann �� L # (X ) " G �w	F�

Q�p�K�”�U , �\�•

�‹ L (R 0) �w�Ï���U�G�V�X�è�¹�b�” . �s�S , G ! X �U�¤�ç�°�”�Å�$�T�m�×��
‡�›�Ÿ�^�;�p�K�•�y ,

L # (X ) " G �‹ L (R 0) �‹�¼� ���q�s�”�\�q�t�«�™�b�” . �î�M , �O�‡�X L # (X ) " G �w�ù�è p �›
¬�‚�y ,

p(L # (X ) " G)p /= L(R 0) ( B (L 2(U)) �U
R�q�b�” . �\�\�p , von Neumann���w�ù�è�q�x Hilbert

�í���w�Ú�¦�ù�è�w�\�q�p�K�“ , U �x G �w�o�•�i�w�K�”�Ù�c�p�K�” .

�è
ª�w�ð�J�x , �®
Q�í (S) �›�‹�m�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä�� G �t�m�M�o G ! X �U�§�¤�ç�°�”�Å�$�s�×��
‡

�›�Ÿ�^�;�t�0�`�o , �f�w�����S von Neumann�� L # (X ) " G (�\�•�x�¼� ���q�s�l�o�M�” ) �x	F�


�$�T ?�̄ �p�K�l�h . �\�w�h�Š�t Deprez�U�‹�Ö�`�h���S
Ç�V�‰�‹�����w
Q�í (S) �›�&���b�” ([Dep19]).
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Q�í (S) �›�‹�m G �w�¤�ç�°�”�Å�$�s�×��
‡�›�Ÿ�^�; G ! X �t�m�M�o , cross section�›�;�M�o�Ï
R

�`�h R 0 �x
Q�í (S) �›�‹�m�\�q�T�’ , L (R 0) �w�ð�J�t�<�£�^�d�o�à���$�t�r�>�b�”�\�q�U�p�V�” . �Ž

	Í�w�‘�O�s�&�¢�t�‘�“ , 
Q�í (S) �›�ˆ�h�b���S
Ç�V�‰�‹�����T�’� �‹�^�•�h von Neumann���w�Ï��

�›�Ð�‚�”
ž�A�t�¸�l�h .

6 	��A�L�w	º�p

4 
…�q 5 
…�p	\�‚�h�è�“ , �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���w�^�;�T�’�Ï
R�^�•�”�¼� ���w	F�

Q�›�ˆ�”�h�Š�t ,

���S
Ç�V�‰�‹���� R �w�¼� �� L (R) �w�Ï���t�£�è�`�h . �Š�Z�€�p�˜�’�•�h	��A�L�x�Í�w���g�p�K�” .

���g 6.1. R �U (
ª	j�$ ) �¬�p�í�� (X, µ ) 	Í�w�§�¤�ç�°�”�Å�$�s���S
Ç�V�‰�‹�����p
Q�í (S) �›�‹�o

�y , L (R) �x	F�
�¼� ���p�K�” .

���S
Ç�V�‰�‹���� R �w�§�¤�ç�°�”�Å
Q�x , �^�;�w	Ô�ù�q�0� �b�”�‘�O�t���[�^�•�” . �\�w�A�L�x�‡�^

�`�X HoudayerÐIsono�w�A�L (���g 4.6) �w���S
Ç�V�‰�‹����
[�q�s�l�o�M�” . �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä G 	Í

�w�^�; G ! X �t�m�M�o , cross section�›�è�“�`�o�^�;�w	Ø�C�›	G
ü�t�‹�l�h���S
Ç�V�‰�‹���� R 0

�›	��“	Z�d�”�\�q�›	º�p�`�h . �‹�` , G ! X �U�§�¤�ç�°�”�Å�^�;�p�K�•�y R 0 �‹�§�¤�ç�°�”�Å�$�p

�K�”�\�q�U�˜�T�” . �‘�l�o , 5 
…�p	º�p�`�h�‰�� p(L # (X ) " G)p /= L(R 0) ( B (L 2(U)) �›�&�o , 	Í

�w�%�›�;�M�•�y�è
ª�p�K�l�h�Í�w	��Á�U�˜�’�•�” .

���g 6.2. G �›�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���q�`�o , G ! X �›�×���s
‡�›�Ÿ�^�;�q�b�” . �‹�` G �U
Q�í (S) �›

�ˆ�h�` G ! X �U�§�¤�ç�°�”�Å�$�p�K�•�y , L # (X ) " G �x	F�
�¼� ���p�K�” .

7 �S�˜�“�t

�Š�Ø�p�x , �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���w�^�;�T�’�Ï
R�^�•�” von Neumann���w	F�

Q�›�ˆ�;�t , ���S
Ç�V

�‰�‹�����t�m�M�o�«�è�`�h . �m�„���w�^�;�t���b�”�7���w�A�L�›�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä�t�m�M�o�‹	Â�Ì�b�”

�\�q�U�p�V�h�h�Š , �\�w
Œ�w�Z�€�µ�¯�x�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���›���w�é�.�«�›�Ï
R�b�”�\�q�p�K�” . �q	Ý

�p�x , 
‡�D�õ�×���� Fn �›���‰�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���›�ß�Q�o , �A�Á Fn �w�§�¤�ç�°�”�Å�^�;�w�é�t�<�£

�^�•�o�`�‡�O . �‡�h , �m�„���p�K�l�o�‹�§�¤�ç�°�”�Å�$�s
‡�›�Ÿ�^�;�w�é�.�«�›�Ï
R�b�”�\�q�U���É

�p�K�”�\�q�U���M . �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���w	Ô�ù�p�Ø
(�M
‡�›�Ÿ�^�;�›�Ï
R�p�V�”�w�T , �‹�ð�J�p�K�” .

HoudayerÐIsono�w	F�
�¼� ���t���b�”�A�L�x Ozawa�t�‘�”��	Â�Ì�‹�Œ�’�•�o�S�“ , SL(3, Z) �s�r

�w
Ò�ì
¶�p�s�M�m�„���t�m�M�o�‹	F�

Q�›�Ô�`�o�M�” . �‘�l�o , �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä���p
Q�í (S) �›�‹�h

�s�M SL(3, R) �w�§�¤�ç�°�”�Å�$�s�×��
‡�›�Ÿ�^�; SL(3, R) ! X �t�m�M�o , �����S von Neumann

�� L # (X ) " SL(3, R) �x	F�
�¼� ���p�K�”�T ? �‹�µ�¯�w�K�”�ð�J�p�K�” .
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Hardy-Sobolev ��
R
¢���ä�M���Ü�w�r�w�•�ˆ�t�m�M�o

�f�z�G�¶ �P�‰�J�¶�ô�s�Z�€	t

�i�±�Ê�° (Koichi TANIGUCHI)

�“�A

�Š�è���p�x , �í���t���`�o
‡�É�°�s
‡
¢��
Q�›�‹�m�ä�M���Ü�w�&
~
Q (�r�w���O , �r�w�°�™
Q ,

	s�8�‹�t���b�”�†��
Q ) �q�r�w�•�ˆ�w
ü�¨�t�m�M�o�7�Ù�˜�’�•�h�A�L�›�C���b�” . �ä�M���Ü�q�x ,

�ä�;�‹�•�¦�„�q	Å�›�G	\�b�”�,
Å�M���Ü�w�°�m�p�K�“ , �Š�Z�€�p�x�Ž�—�ò�q�`�o , �K�”�°�:�p�›

�Ÿ
Q�›�‹�m
‡
¢���ò (Hardy ���K�”�M�x Hardy-Sobolev ���q�z�y�•�” ) �›�ß�Q�” . �›�t , �¤�É�ç

�ª�”�Ÿ�„�q�z�y�•�”	Ô�ù�›�ß�o�` , �,��	Ý�6�‘�“	–�^�M�¤�É�ç�ª�”�›�Ë�m	s�8�‹�t�0�`�o , �r�w�•

�ˆ (�„�³�r�K�”�M�x
0
C�r ) �›�>���n�Z�”	s�8�‹�w
ž�A	G
ü	Ú�E�›�)�Q�” . �\�w�‘�O�t , �)�Q�’�•

�h	s�8�Ã�”�»�T�’�r�w
Q�í�›�>���b�”�\�q�x	O�A�s�ð�J�p�K�“ , �\�•�t�‘�“�q	Å�w�'���U�D�ó�q

�s�” . 	Â�Ì�x Kenig-Merle [13, 14] �t�‘�” concentration compactness �w�^�æ , �S�‘�| Levine

�w concavity �O�t�,�n�X .

1 �‹�Ö

�Í�w Hardy-Sobolev ��
R
¢���ä�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J�›�ß�Q�” .
(

@t u � � u = jxj � 
 juj2
� ( 
 ) � 2u; (t; x ) 2 (0; T) � Rd;

ujt =0 = u0 2 _H 1(Rd):
(HS)

�\�\�p , d � 3 �T�m 0 < 
 < 2 �p�K�” . _H 1(Rd) �x
j�Í Sobolev�í���p�K�“ , �Ê�ç�Ü�x�Ž�<�p�)�Q�’

�•�” .

kf k _H 1 =
� Z

Rd
jr f (x)j2 dx

� 1
2

:


‡
¢���ò�w�¤�t�q�•�”�¦
: 2� (
 ) �x

2� (
 ) :=
2(d � 
 )

d � 2

�p�)�Q�’�• , Hardy-Sobolev�Ÿ�„�¦
:�q�z�y�•�o�M�” .

�\�w�M���Ü�w��	×�ð�J�x�Ã
U�%�w�á�ˆ�t���b�”�Þ�Ã�ç�q�`�o , 
:�¶�~
ú�g�¶�t�S�M�o�y�X�T�’�Z�€

�^�•�o�M�” . 
:�¶�$�t�x , 
‡
¢���ò�w�›�Ÿ
Q jxj � 
 �t�‘�“ , �M���Ü�U�í���t���b�”���æ
Æ�!
Q�•�y�/

�r�›�Ë�h�s�M�:�U�›�Ã�$�p�K�” . �Š�è���p�x�‡�c , 	s�8�‹�ð�J (HS) �w�Ì���Á	t�&
~
Q�›�Ô�b . �&
~
Q

�x , �q	Å�w�Þ�Ã�ç�=�•
:�‹�î�g�s�r�w�î�¶�$	��O�w
Y�p
Q�›�g�æ�$�t�-	Â�b�”�h�Š�w	O�A�s�]�J�p�K

�” . 
 = 0 �w	Ô�ù�x , �M���Ü (HS) �x�è	×�w�ˆ��
‡
¢���ò�›�‹�m
R
¢���ä�M���Ü�t�0� �`�o�S�“ , 
‡	×

�Š�è���x , 
•�„	¢�¯ (�Ê�y�0�»�À�G�¶ ), �‘�>
Y�Â�¯ (�g�=�¶�Z�€	t /���/�[	X�G�¶ ) �q�w�ž�‰�Z�€�t�,�n�X .
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�t�‘�X�Z�€�U�s�^�•�o�M�” (�«�Q�y [8, 2] �›�€	° ). �M���Ü (HS) �w�&
~
Q�t�m�M�o�x 1990�å�E�T�’

�Z�€�^�•�o�S�“ , Wang �U CB (Rd) �w�î
Ê�ˆ�p�r�w���O�›�Ô�`�o�M�” ([21] �›�€	° ). �\�\�p , CB (Rd)

�x Rd 	Í�w�È���T�m���„�s��
:�T�’
R�”�í���p�K�” . �Ù�å , Ben Slimene-Tayachi-Weissler�t�‘�l

�o L q(Rd) �t�S�Z�”�&
~
Q , Chikami �t�‘�l�o Besov�í���t�S�Z�”�&
~
Q�U�Ô�^�•�o�M�” ([1, 4] �›

�€	° ). �Š�Z�€�p�x , _H 1(Rd) �t�S�Z�” (HS) �w�&
~
Q�w�A�L�›�)�Q�h ([5] �›�€	° ). �‡�h , H�enon ��

(
 < 0 �w	Ô�ù ) �t�0�`�o�‹�&
~
Q�U�Z�€�^�•�o�M�” ([21, 16, 6]�›�€	° ).

�Í�t , �&
~
Q�w�Z�€�p�Ô�`�h�Ì���Á	t�r�t�0�`�o , �Ì���G�¬�$�•�ˆ�›�Z�€�b�” . �Š�è���w	��A�L�p

�x , �0� �b�”�,��	Ý�6�‘�“	–�^�M�¤�É�ç�ª�”�›�Ë�m	s�8�‹�t�0�`�o , �r�w�•�ˆ�›�>���n�Z�”	s�8�‹

�w
ž�A	G
ü	Ú�E�›�)�Q�o�M�” . �‘�“
Y�¬�t�x , 	s�8�‹�w _H 1 �Ê�ç�Ü�w�G�V�^�t�‘�“ , �r�U�„�³�$�t�s

�”�T
0
C�r�t�s�”�T�U�ì
¶�t�>���n�Z�’�•�” . �\�w	��w�ð�J�x , �¤�É�ç�ª�”�¼�Ÿ�„�w	Ô�ù�t�S�M�o

�x�y�X�T�’�ä�M���Ü , �³�á�è�Ã�Ÿ�ï�¨�”�M���Ü , �þ�ˆ�M���Ü�s�r�7�‘�s�M���Ü�t�0�`�o�Z�€�U�s�^

�•�o�M�” (�«�Q�y [18, 20, 17, 11]�›�€	° ). �¤�É�ç�ª�”�Ÿ�„�t�S�M�o�‹ , Kenig-Merle [13, 14] �Ž�ñ ,

�7�‘�s�M���Ü�t�0�`�o�æ�˜�•�o�S�“ , 
R
¢���ä�M���Ü (
 = 0 �w	Ô�ù ) �t�0�`�o�x Ishiwata [12] �•

Gustafson-Roxanas [9]�t�‘�l�o�Ô�^�•�o�M�” . �Š�Z�€�p�x , Hardy-Sobolev�� (
 < 0 �w	Ô�ù ) �t�0

�`�o�¨�Å�w�A�L�›�Ô�`�h ([5] �›�€	° ).

2 	j
‹

f et � gt � 0 �›�ä
R���q�b�” . �b�s�˜�j ,

(et � f )(x) :=
Z

Rd
Gt (x � y)f (y) dy; Gt (x) := (4 �t ) � d

2 e� j x j 2

4 t :

�Š
…�p�x , 	O�ˆ
Ç�V
¢��
°�A�Ü�S�‘�|�r�w���[�›�)�Q�” .

�4�J 2.1 ([1]) . d � 1, 0 � 
 < d , 0 � 1
p1

< 

d + 1

p2
< 1 �q�b�” . �\�w�q�V , �K�”
Y��
:

C = C(d; 
; p 1; p2) �U���O�` , �Í�U
R�“�q�m .

ket � (jxj � 
 f )kL p 1 � Ct � d
2 ( 1

p 2
� 1

p 1
) � 


2 kf kL p 2 ; t > 0; f 2 L p2 (Rd):

���[ 2.2. T 2 (0; 1 ], u0 2 _H 1(Rd) �q�` , qc := 2d
d� 2 , q > qc �q�b�” . ��
: u 2 C([0; T); _H 1(Rd))

�U
u
ü�M���Ü

u(t) = et � u0 +
Z t

0
e( t � � )� (jxj � 
 ju(� )j2

� ( 
 ) � 2u(� )) d� (1)

�S�‘�|
kukK q (T ) := sup

t 2 (0 ;T )
t

d
2 ( 1

qc
� 1

q ) ku(t)kL q < 1 (2)

�› �¬�h�b�q�V , u �x	s�8�‹�ð�J (HS) �w�r�p�K�”�q�M�O . T < 1 �w�q�V u �› �Ì �� �Á	t�r�q�z

�• . �^�’�t , �r�w�7�G���O�Ì�� Tm = Tm (u0) �U Tm = 1 �w�q�V u �›�Ì���G�¬�r�q�z�| , �›�t

lim
t !1

ku(t)k _H 1 = 0 �›�¬�h�b�r�›�„�³�r , lim sup
t !1

ku(t)k _H 1 = + 1 �›�¬�h�b�r�›�Á�v�Ì��
0
C�r�q�z

�• . �‡�h , Tm < 1 �x�q�V u �›���v�Ì��
0
C�r�q�z�• .
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3 �Ì���Á	t�&
~
Q

���g 3.1 (Chikami-Ikeda-T. [5]) . d � 3 �T�m 0 < 
 < 2 �q�` , q > qc �t�&
~�s�>���›�]�b . �\�w

�q�V , 	s�8�‹�ð�J (HS) �x�Ì���Á	t�&
~�p�K�” . �b�s�˜�j , �Í�U
R�“�q�m .

(i) ( �r�w���O ) �Ú�™�w	s�8�‹ u0 2 _H 1(Rd) �t�0�`�o , �K�”�Ì�� T > 0 �U���O�` , �Í�›�¬�h�b (HS)

�w�r u 2 C([0; T] ; _H 1(Rd)) \ K q(T) �U���O�b�” :

kukK q (T ) � 2ket � u0kK q (T ) :

(ii) ( �r�w�°�™
Q ) T > 0 �q�b�” . u; v 2 K q(T) �› u(0) = v(0) = u0 2 _H 1(Rd) �T�m
u
ü�M���Ü

(1) �›�¬�h�b��
:�q�b�” . �\�w�q�V , �Ú�™�wt 2 [0; T] �t�0�`�o , u(t) = v(t) �U
R�“�q�m .

(iii) ( 	s�8�‹�È���‘��
Q ) �r�ø
þ � : _H 1(Rd) 7! C([0; T) ; _H 1(Rd)) \ K q(T) : u0 7! u �x�æ�Ó�³�¿

�À�È���p�K�” .

�^�’�t , Tm = Tm (u0) �›�r�w�7�G���O�Ì���q�b�”�q , �Í�w�‰�‹
Q�U
R�“�q�m :

kukK q (Tm ) < 1 () Tm = 1 �T�m lim
t !1

ku(t)k _H 1 = 0 : (3)

�«�™ 3.2. 	s�8�‹�ð�J (HS) �x�y�/�r�›�‹�h�s�M . �`�T�`�s�U�’ , ���g 3.1 �p�˜�’�•�h�r u �x , �Í�›�¬

�h�b :
u 2 C1;2

loc ((0; Tm ) � (Rd n f 0g)) \ C
�
2 ;�

loc ((0; Tm ) � Rd)

([1] �w Remark 1.1 �S�‘�| Proposition 3.2 �›�€	° ).

4 �r�w�•�ˆ�w
ü�¨

�Š
…�p�x , �r�w�•�ˆ�t���b�”	��A�L�›	\�‚�” . �f�w�h�Š�t , �M�X�m�T���[�•�4�J�›�)�Q�” . �¤�É�ç

�ª�”
Z��
: E : _H 1(Rd) ! R �›

E(f ) :=
1
2

kf k2
_H 1 �

1
2� (
 )

Z

Rd

jf (x)j2
� ( 
 )

jxj 

dx:

�p���[�b�” . �\�w�q�V , (���Ü�$�t ) �Í�w�¤�É�ç�ª�”�s�Ü�U�˜�’�•�” :

d
dt

E (u(t)) = �
Z

Rd
j@t u(t; x )j2 dx � 0; t > 0: (4)

�¤�É�ç�ª�”�s�Ü (4) �w
Y�p�=�x [5] �w Proposition 2.9 �p�Ô�^�•�o�M�” . �Í�w Hardy-Sobolev
Æ�s�Ü

�‘�“ , �Ú�™�w	s�8�‹ u0 2 _H 1(Rd) �t�0�`�o (HS) �w�r�w�¤�É�ç�ª�” E(u) �x	×�t���v�p�K�” .

�4�J 4.1 (Hardy-Sobolev 
Æ�s�Ü) . d � 3, 0 � 
 � 2 �q�b�” . �\�w�q�V , �Ú�™�w f 2 _H 1(Rd) �t

�0�`�o�Í�U
R�“�q�m .
� Z

Rd

jf (x)j2
� ( 
 )

jxj 

dx

� 1
2 � ( 
 )

� CHS kf k _H 1 : (5)
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�\�\�p , CHS = CHS (d; 
 ) �x (5) �w�7�‘��
:�p�K�” .

�«�™ 4.2. 
 = 0 �w�q�V�x�Ÿ�„ Sobolev
Æ�s�Ü, 
 = 2 �w�q�V�x Hardy 
Æ�s�Ü�q�°�•�b�” .

�Í�t (HS) �w��	×�ð�J�›�ß�Q�” .

� � w = jxj � 
 jwj2
� ( 
 ) � 2w in Rd:

�\�w��	×�ð�J�w
‡�×�Ì�s�7	–�¤�É�ç�ª�”�r�›�,��	Ý�6�q�z�| , W = W (x) �p
¯�b . �\�w�q�V , W �x�Ž

�<�w���p�)�Q�’�•�” .

W (x) = (( d � 
 )(d � 2))
d � 2

2(2 � 
 ) (1 + jxj2� 
 ) � d � 2
2 � 
 : (6)

�«�™ 4.3. �,��	Ý�6 W �x Hardy-Sobolev 
Æ�s�Ü�q�µ
€�t���È�`�o�M�” . �î�M , W �x�7�‘��
: CHS

�›�a
R�b�”��
:�t�s�l�o�M�” . �‡�h , �,��	Ý�6 W �w�¤�É�ç�ª�” E(W ) �q CHS �x�Í�w�‘�O�s����
Q

�U�Œ�’�•�o�M�” :

E (W ) =
2 � 


2(d � 
 )
C

2( d � 
 )
2 � 


HS

(Lieb [15] �›�€	° ).

�\�w�q�V , E (u0) � E (W ) �t�S�M�o�r�w�•�ˆ�U�>���n�Z�’�•�” . �b�s�˜�j , �Í�w�A�L�U�˜�’�•�h .

���g 4.4 (Chikami-Ikeda-T. [5]) . d � 3 �T�m 0 < 
 < 2 �q�` , u0 2 _H 1(Rd) �T�m E(u0) � E (W )

�›�>���b�” . �\�w�q�V (HS) �w�r u �t�0�`�o , �Í�U
R�“�q�m .

(i) ku0k _H 1 < kW k _H 1 �s�’�y , u �x�„�³�r�p�K�” .

(ii) ku0k _H 1 > kW k _H 1 �s�’�y , u �x���v�Ì��
0
C�r�K�”�M�x�Á�v�Ì��
0
C�r�p�K�” . �^�’�t

u0 2 L 2(Rd) �›
Ç�C	Ú�E�q�`�o�]�d�y , u �x���v�Ì��
0
C�r�t�v�” .

(iii) E (u0) = E(W ) �T�m ku0k _H 1 = kW k _H 1 �s�’�y , �r u �x�,��	Ý�6�t�s�” .

�«�™ 4.5. ���g 4.4 �t���b�”	~�«�™�›�)�Q�” .

(a) E (u0) < E (W ) �T�m ku0k _H 1 = kW k _H 1 �›�¬�h�b��
: u0 2 _H 1(Rd) �x���O�`�s�M .

(b) ���g 4.4 (i), (ii) �w�™
R�w	��Á , (iii) �x 
 = 0 �w	Ô�ù�w Ishiwata [12] �• Gustafson-Roxanas

[9] �w�A�L�w 
 > 0 �w	Ô�ù�•�w�¦�Á�t�s�l�o�M�” . (ii) �w
²
R�w	��Á�x 
 = 0 �w	Ô�ù�t�x�Œ�’

�•�o�M�s�M .

(c) �Ù�å , 
‡
¢���³�á�è�Ã�Ÿ�ï�¨�”�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J

i@t u + � u = �j xj � 
 jujp� 2u; (t; x ) 2 (� T; T) � Rd

�t�0�`�o�‹�¨�Å�w�Z�€�U�s�^�•�o�M�” ([3, 7] �›�€	° ). �›�t , Cho-Lee [7] �x�¤�É�ç�ª�”�Ÿ�„

(p = 2 � (
 ) �w	Ô�ù ) �t�S�M�o d = 3 �T�m 0 < 
 < 3
2 �w
M�ÿ�w�< , �•�0	¶�r�t�0�`�o���g 4.4 �t

�0� �b�”�A�L�›�Ô�`�o�M�” .

�7�™�t , ���g 4.4 �w	Â�Ì�w�“�t�›	\�‚�” (	Â�Ì�w	Ä�I�x [5] �w 3 
…�›�€	° ). ���g 4.4 (i) �w	Â�Ì�p�x ,

�›�Ÿ�Ù�Â�ï�³�ß�ç jxj � 
 �U�K�”�\�q�t�‘�“�M�X�m�T�w���É�U
\�a�” . 	Â�Ì�x Kenig-Merle [13, 14]�t
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�‘�” concentration compactness�›�;�M�h
��g�O�w�^�æ�t�,�n�X . 
Y�¬�t�x , �x�a�Š�t (i) �U
R�“�q

�h�s�M�q�>���` , �\�w�>���w�<�p E(uc
0) < E (W ) �T�m kuc

0k _H 1 < kW k _H 1 �›�¬�h�b	s�8�‹ uc
0 �›�‹�m

�7	–�¤�É�ç�ª�”
0
C�r uc �› concentration compactness�›�;�M�o�Ï
R�b�” . �\�w uc �w�Ï
R�t�S�M

�o , (HS) �U���æ� �ˆ
Æ�!
Q�›�‹�h�s�M�\�q�t�‘�“ , (HS) �›���w	ý�h�s���É�U
\�a�” (�•�0	¶�r�t�0�`

�o�x�\�w�‘�O�s���É�x
\�a�s�M�h�Š , �7���w���Y�w���X�x�•�0	¶�r�w�ˆ�›�{�l�o�M�”�U , �Š�Z�€�p�x


‡�•�0	¶�s	Ô�ù�‹�{�l�o�M�” ). �Š�Z�€�p�x , \(HS) �w�r�U�K�”	Ú�E�<�t�S�M�o
¢���r�t
´�Ù�b�” " �q

�M�O 
 > 0 �w�q�V�›���w
Q�í�›�b�;�b�”�\�q�p�\�w�ð�J�›�r�>�`�h ([5] �w Lemma 3.2 �›�€	° ). �7

�™�t , �¤�É�ç�ª�”�s�Ü (4) �q E(uc
0) < E (W ) �›�;�M�o , �7	–�¤�É�ç�ª�”
0
C�r uc �U uc � 0 �p�K�”�\

�q�›�Ô�b�\�q�U�p�V�” (�\�w
æ
ü�w�^�æ�t�m�M�o�‹ , backward uniqueness�›�;�M�”�7���w�M�O�q�Ÿ

�s�l�o�M�” ). �`�T�`�s�U�’ , �\�•�x
0
C�r�p�K�”�\�q�q�Ã	l�b�”�h�Š , 
��g�O�t�‘�“ (i) �U
R�q�b�” .

���g 4.4 (ii) �w	Â�Ì�x , Levine �w concavity �O�t�,�n�M�o�S�“ , �K�”	×
•
ü
Æ�s�Ü�w�^�æ�t�<�£

�^�•�” . �›�t , (ii) �w
²
R�w	��Á�w	Â�Ì�p�x , �í���t���`�o�Á�O�=�`�h�r�t�0�`�o concavity �O�›�;

�M�” . �\�w�^�æ�›
Y�p�=�b�”�h�Š�t jxj � 
 �w�í�����M�t�S�Z�”�n
0�w�®�L�›�Š�í�$�t�b�;�`�o�M�” .

(ii) �w
²
R�w	��Á�w	Â�Ì�x , �r�f�w�‹�w�t concavity �O�›�&�;�b�”�i�Z�p�K�“ , 
 = 0 �w	Ô�ù�w�^�æ

�q�‰�a�p�K�” .

���g 4.4 (iii) �x�,��	Ý�6 W �w
Q�í�q�¤�É�ç�ª�”�s�Ü (4) �T�’�b�Y�t	H�O .
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	j
¢��� �¾�~
S
C��
ø�=
Q�M���Ü�%�w�r�w���„
Q�q
´�Ù

�•�ˆ

�f�˜�g�J�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È


•�E��� �Õ (Yutaro CHIYO)

1 �‹�Ö

�Í�w
ø�=
Q�M���Ü�%�w	s�8�‹�¥�„�‹�ð�J�w�r�w���„
Q�q�f�w
´�Ù�•�ˆ�›�ß�Q�” :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

ut = r �
�
(u + 1) m � 1r u � �u (u + 1) p� 2r v + �u (u + 1) q� 2r w

�
; x 2 
 ; t> 0;

0 = � v + �u � �v; x 2 
 ; t> 0;

0 = � w + 
u � �w; x 2 
 ; t> 0;

r u � � = r v � � = r w � � = 0 ; x 2 @
 ; t> 0;
u(x; 0) = u0(x); x 2 
 :

(1)

�\�\�p , 
 � Rn (n 2 N) �x�È�’�T�s�¥�„�›�‹�m���„�–�¬ , m; p; q 2 R, �; �; �; �; 
; � > 0 �x��
: ,

u0 2 C(
) n f 0g �x
‡
Û�‹��
:�p�K�“ , � �x @
 �w�Ž�²�V�o�•�O
¢�Õ�«�Ä�ç�p�K�” .

�ð�J (1) �t�S�M�o m = 1, p = q = 2 �w	Ô�ù�x , �ž�ç�À�Ë� �Ú�”
´�p�
���^�•�”�I�T�w�½	V�q	Å�›

�G	\�b�”�Þ�Ã�ç�p�K�” . �\�\�p , u �x�I�T�w�µ�S , v �x�=�¶� �¾
ú�í�w�ñ�S , w �x�=�¶�3
†
ú�í�w�ñ�S

�›
¯�b . �ð�J (1) �x , �f�w�Þ�Ã�ç�›�°
`�=�`�h�‹�w�p�K�“ , �‰�7�w�°
`�=�x Keller{Segel �%�t�0�`�o

�‹�Ž�<�w�‘�O�t�s�^�•�o�M�” :
(

ut = r �
�
(u + 1) m � 1r u � �u (u + 1) p� 2r v

�
;

vt = � v + �u � �v:
(2)

�›�t , (2) �t�S�M�o m = 1, p = 2 �w	Ô�ù�U�y�/�$�s Keller{Segel �%�p�K�” .

�Š�Z�€�w�Â�”�Ú�x�Í�w�Ë�m�p�K�” :

(I) �ð�J (1) �w�r�w���„
Q .

(II) �ð�J (1) �w���„�s�r�w
´�Ù�•�ˆ .

�‡�c , (I) �t���È�b�”
Œ�æ�Z�€�q�Š�Z�€�w�è�$�›
†�Ì�b�” . Keller{Segel �% (2) �w�r�•�ˆ�x , �¦�„

�ò r �
�
(u + 1) m � 1r u

�
�t�q�•�” m, � �¾�ò � � r �

�
u(u + 1) p� 2r v

�
�t�q�•�” p, �Í�i n �t���b�”

	Ú�E�t�‘�“
ü�¨�^�•�” . �î�M , p < m + 2
n �w	Ô�ù�x�r�w���„
Q�U�Ô�^�•�o�S�“ (Tao{Winkler [ 11],

Ishida et al. [6]), p > m + 2
n �w	Ô�ù�x
0
C�r�w���O�U�˜�’ �•�o�M�” (Winkler [ 12], Cie�slak{

Stinner [2, 3]). �\�•�t�0�`�o , 
S
C�ò � r �
�
u(u + 1) q� 2r w

�
�›���‰�ð�J (1) �p�x , ���w�
�:�p�r�•
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�ˆ�›
ü�¨�b�”�A�L�U , �›���s	Ô�ù�t�Œ�’�•�o�M�” . �î�M , m = 1, p = q = 2 �w�q�V , �� � �
 < 0 �w	Ô

�ù�x�r�w���„
Q�U�˜�’�•�o�S�“ (Tao{Wang [ 10]), �� � �
 > 0 �w	Ô�ù�x
0
C�r�w���O�U�Ô�^�•�o�M

�” (Fujie{Suzuki [ 5], Lankeit [7]). �\�•�’�w�A�L�T�’ , �ð�J (1) �w�r�•�ˆ�t�m�M�o , 
S
C�ò�w�®�L�U

� �¾�ò�w�®�L�‘�“�§�M , (i ) p < q, �‡�h�x (ii ) p = q �T�m �� � �
 < 0, �w	Ô�ù�t�x , 	Ú�E p < m + 2
n

�›�>���b�”�\�q�s�X (1) �w�r�w���„
Q�U�˜�’�•�”�q�'
Ý�^�•�” . �Š�Z�€�w�H�°�w�è�$�x , �\�w�'
Ý�›


S�é�b�”�A�L�›�‹�X�\�q�p�K�” .

�Í�t , (II) �t���È�b�”
Œ�æ�Z�€�q�Š�Z�€�w�è�$�›
†�Ì�b�” . �ð�J (1) �t�S�M�o m = 1, p = q = 2

�w	Ô�ù�w�r�w
´�Ù�•�ˆ�x , ��
:�‡�h�x	s�8�‹�w	–�^�^�t	Ú�E�›�]�b�\�q�p�>���^�•�o�M�” . �î�M , ��
:

�t	Ú�E�›�]�b	Ô�ù�t�m�M�o�x , Tao{Wang [10] �t�‘�“ n 2 f 2; 3g �p �� � �
 < 0, � = � �w	Ô�ù�t
´

�Ù�•�ˆ�U�>���^�•�o�M�” :

u(�; t) ! u0 in L 1 (
) ( t ! 1 );

v(�; t) !
�
�

u0 in L 1 (
) ( t ! 1 );

w(�; t) !


�

u0 in L 1 (
) ( t ! 1 ):

�f�w�™ , Lin{Mu{Zhou [ 9] �t�‘�“ n � 2 �w	Ô�ù�t��
: �; � �t�0�b�”	Ú�E�U�°
`�=�^�•�h . �°�M , 	s

�8�‹�w	–�^�^�t	Ú�E�›�]�b	Ô�ù�t�m�M�o�x , Li{Lin{Mu [ 8] �t�‘�“ n = 2 �p �� � �
 = 0 �w	Ô�ù�t

ku0kL 1 (
) �t�0�b�”	–�^�^�w	Ú�E�w�<�p	Í�w
´�Ù�•�ˆ�U�˜�’�•�o�M�” . �›�t , [8] �p�x p = q = 2 �p�K

�”�\�q�›�Æ�T�`�o , z := �v � �w �q�!�õ�b�”�\�q�p , �ð�J (1) �› Keller{Segel �%

(
ut = � u � r � (ur z);
0 = � z � z + ( � � � )u

�t�<�£�^�d�”�^�æ�U�b�;�^�•�o�M�” . �`�T�` , p 6= q �w	Ô�ù�w�ð�J (1) �x , Keller{Segel �%�t�x�<�£�p

�V�s�M . �f�\�p�Š�Z�€�p�x , 	j
¢��
ø�=
Q�M���Ü�%

(
ut = r �

�
(u + 1) m � 1r u � �u (u + 1) p� 2r v

�
;

vt = � v � v + u
(3)

�w�r�w
´�Ù�•�ˆ�›�>���`�h Cie�slak{Winkler [ 4] �w	��O�t�£�è�`�h . [4] �p�x , 	Ú�E n � 2, p � m 2

[0; 2
n ), � ku0kp� m

L 1 (
) < 1
C 2

hp � m i
�w�<�p�\�w�M���Ü�%�w�r (u; v) �w
´�Ù�•�ˆ�U

u(�; t) ! u0 in L 1 (
) ( t ! 1 );

v(�; t) ! u0 in L 1 (
) ( t ! 1 )

�q�>���^�•�”�\�q�U�Ô�^�•�o�M�” . �\�\�p u0 := 1
j 
 j

R

 u0 �p�K�“ , Chp� m i > 0 �x�Í�w Poincar�e{

Sobolev�w
Æ�s�Ü�p � := p � m �q�`�h�M�t�q�•�”��
:�p�K�” :

k' � ' kL 2 (
) � Ch� i kr ' k
L

2
� +1 (
)

8 � 2
h
0;

2
n

�
8 ' 2 W 1; 2

� +1 (
) : (4)

�Š�Z�€�w�H�Ë�w�è�$�x , (3) �t
S
C�ò�U�C�˜�“ , �H 2 �M���Ü�t�|�H 3 �M���Ü�U�*�����p�K�”�ð�J (1) �t

�0�`�o�‹ , [4] �w	��O�U���®�p�K�”�\�q�›�¬�Ý�b�”�\�q�p�K�” .
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2 	��A�L

�ð�J (1) �w�r�w���„
Q�t�|�f�w
´�Ù�•�ˆ�t���`�o , �Ž�<�w�A�L�›�˜�h .

���g 1 (�r�w���„
Q ; [1, Theorems 3.1, 3.3]). �Í�w (i ), ( ii ) �w�M�c�•�T�›�>���b�” :

(i ) p < q;

(ii ) p = q �T�m �� � �
 < 0.

�f�w�q�V , �Ú�™�w
‡
Û�‹��
: u0 2 C(
) n f 0g �t�0�`�o , �ð�J (1) �w�Ì���G�¬�$�y�/�r (u; v; w) �U�°

�™�$�t���O�`�o , �Í�w�™�¯�p���„�p�K�” :

9 C > 0; ku(�; t)kL 1 (
) � C (t > 0):

�� �g 2 (�r �w
´ �Ù�• �ˆ ). n � 2 �q�` , �ð�J (1) �w�� �„ �s�r �w�� �O�› �>�� �b�” . �‡�h , m; p �x

p � m 2 [0; 2
n ] �›�¬�h�` , 
‡
Û�‹��
: u0 2 C(
) n f 0g �x

�� ku0kp� m
L 1 (
) �

1
2Chp� m i

�›�¬�h�b�q�>���b�” . �\�\�p , Chp� m i > 0 �x
Æ�s�Ü (4) �p � := p � m �q�`�h�q�V�t�q�•�”��
:�p�K

�” . �f�w�q�V , �ð�J (1) �w�r (u; v; w) �t�0�`�o , �Í�U
R�q�b�” :

u(�; t) ! u0 in L 1 (
) ( t ! 1 );

v(�; t) !
�
�

u0 in L 1 (
) ( t ! 1 );

w(�; t) !


�

u0 in L 1 (
) ( t ! 1 ):

�\�\�p , u0 := 1
j 
 j

R

 u0 �p�K�” .

	Â�Ì�w�d . ���g 1 �w	Â�Ì�t�S�Z�”�d�x , �ð�J (1) �w�r (u; v; w) �t�0�`�o , �Í�U
R�“�q�m�\�q�›�Ô�b�\

�q�p�K�” : �Ú�™�w" > 0 �q ` > 1 �t�0�`�o��
: c("; ` ) > 0 �U���O�`�o ,

Z



w` � "

Z



u` + c("; ` ):

�‡�h , ���g 2 �w	Â�Ì�w�M
��x ,

Z 1

0

Z



(u � u0)2 � c1 (c1 > 0)

�w�‹	Z�p�K�” . �\�w
°�A�U�˜�’�•�”�q , u �w�°�7
°�A kukC 2; 1 ( 
 � [0;1 )) � c2 (c2 > 0) �q Gagliardo{

Nirenberg �w
Æ�s�Ü�w�	�;�t�‘�“ , u �U u0 �t L 1 (
) �w�•
ì�p	)���b�”�\�q�›�Ô�b�\�q�U�p�V�” .
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Non-oscillation criteria for damped half-linear dynamic

equations with mixed derivatives on a time scale

�¿�a	Ž
§�ô�s
•�ó�¶�Í �?� 
M�š�»�¶�J


t�®�è�n (Kazuki ISHIBASHI)

�“�A

Hilger (1988)�t�‘�l�o�‹�Ö�^�•�h�»� �Ü�µ�­�”�ç�w�“�æ�T�’�|�Ù�å�|	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M��

�Ü�w�w�°�g�æ�t���b�”�Z�€�U�«�è�›	B�Š�o�M�”�}�Š�Ø�p�x�|�»� �Ü�µ�­�”�ç�›�Æ�;�`�o�|	×
•
ü

�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�w�r�j�’�w�r�‹	4�Á�$�t
Y�¢�‡�h�x
Û�£�›�-	Â�b�”	G
ü	Ú�E�¢
‡	ü�ˆ	Ú�E�£

�›�˜�h�w�p�C���b�”�}�f�w
‡	ü�ˆ	Ú�E�w�›�Ã�q�`�o�|	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�U�ž�t
¢���M��

�Ü�s�’�y�|�¨�Å	Ú�E�q�s�”�}�`�T�`�|�†	��U 1 �Í�i p �å�Ó�å�µ�^�;
É�›���b�”
‡
¢���M���Ü�s�’

�y�|�f�w	Ú�E�t�x
ì�§
Q�U���O�b�”�}

1 �‹�Ö

�Ù�å�|	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�›�w�°�`�h�¼� �Æ�Û�¿�«�M���Ü�¢ dynamic equation�£�w��
Q�$�g

�æ�U�Æ
C�$�t�Z�€�^�•�o�M�”�}�\�w�Z�€�w�T�F�x�| Hilger [6] �t�‘�l�o�‹�Ö�^�•�h�»� �Ü�µ�­�”�ç

�¢ time scale�£ T �w���[�t�,�n�X�}�»� �Ü�µ�­�”�ç T �q�x�|�Ú�™�w�î
:�Ú
¢	Í�w��
æ
ü	B�ù�p���[�^�•

�”�}�7�t�|�»� �Ü�µ�­�”�ç	Í�w�¼� �Æ�Û�¿�«�M���Ü�t���b�”�,
Å�g�æ�x
T
‹�^�•�o�M�”�¢ [1, 2, 3, 4]

�›�€	°�d�‘�£�}�»� �Ü�µ�­�”�ç	Í�p�{�O�‹��
:�x�|�è	×�w
•
ü�w�“�æ�›�°
`�=�`�|�Í�w��	��¨�w�Ã�ç

�»
•
ü�q�Æ�Ò�å
•
ü�q�z�y�•�”�‹��
:�t�‘�l�o���[�^�•�”�}

x � (t) :=

8
><

>:

lim s! t
x(t) � x(s)

t � s
(t = � (t))

x(� (t)) � x(t)
� (t) � t

(t < � (t))
�T�m x r (t) :=

8
><

>:

lim s! t
x(t) � x(s)

t � s
(t = � (t))

x(� (t)) � x(t)
� (t) � t

(t > � (t)) :

�\�\�p�| � �x � (t) := inf f s 2 T : s > t g �t�‘�l�o���[�^�•�| forward jump operator�q�z�y�•�o�S�“�|

� �x � (t) := sup f s 2 T : s < t g �t�‘�l�o���[�^�•�| backward jump operator�q�z�y�•�o�M�”�}�‡�h�|

�Ì�� t �q���‰�  � �q�w�)�› � (t) := � (t) � t �q�`�o�|�Ì�� t �q���‰�  � �q�w�)�› � (t) := t � � (t) �q

�b�”�}�‹�`�| � (t) = 0 �q�s�” t 2 T �U���O�b�•�y�|�f�w�Ì�� t �› right-dense�q�z�|�| � (t) > 0 �q�s

�” t 2 T �U���O�b�•�y�|�f�w�Ì�� t �› right-scattered�q�z�•�}�°�M�|�‹�`�| � (t) = 0 �q�s�” t 2 T

�U���O�b�•�y�|�f�w�Ì�� t �› left-dense�q�z�|�| � (t) > 0 �q�s�” t 2 T �U���O�b�•�y�|�f�w�Ì�� t

�› left-scattered�q�z�•�}�‡�h�|�»� �Ü�µ�­�”�ç T �t�S�M�o�|�K�”�Ì�� m �U left-scattered�w�7�G�‹

�›�q�”	Ô�ù�| T � = T � f mg �q�b�”�}�f�O�p�s�M	Ô�ù�x�| T � = T �p�K�”�}�‡�h�|�K�”�Ì�� n �U

right-scattered�w�7	–�‹�›�q�”	Ô�ù�| T � = T � f ng �q�b�”�}�f�O�p�s�M	Ô�ù�x�| T � = T �p�K�”�}

�»� �Ü�µ�­�”�ç T �w
¬�|�M�x�7�‘�p�K�“�| T = R �s�’�y�|�Ã�ç�»
•
ü�q�Æ�Ò�å
•
ü�x�| x � (t) =
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x0(t) = x r (t) �q�s�”�T�’�|�è	×�w
•
ü�q�°�•�b�”�}�‡�h�| T = N �s�’�y�|�Ã�ç�»
•
ü�q�Æ�Ò�å
•
ü

�x
²
��)
ü x � (t) = � x(t) = x(t + 1) � x(t) �q�™�@�)
ü x r (t) = r x(t) = x(t) � x(t � 1) �t�s�”�}

�»� �Ü�µ�­�”�ç	Í�w
u
ü�‹���[�^�•�o�M�”�}�î�M�t�|��
: f : T ! [0; 1 ) �t�0�`�o�|�f�•�g�•�w

right-dense point�p�È���T�m�Ú�™�w left-dense point�p�(�Ã�v�‹�U���O�b�•�y�|��
: f �x right-dense

continuous�q�z�y�•�o�S�“�|�‹�`��
: f �U right-dense continuous�s�’�y�| F � (t) = f (t) �›�¬�h�b�Ã

�ç�»
•
ü�D�ó�s��
: F � �U���O�b�”�}�°�M�|��
: g : T ! [0; 1 ) �t�0�`�o�|�f�•�g�•�w left-dense

point �p�È���T�m�Ú�™�w right-dense point�p�È�Ã�v�‹�U���O�b�•�y�|��
: g �x left-dense continuous�q

�z�y�•�o�S�“�|�‹�`��
: g �U left-dense continuous�s�’�y�| Gr (t) = g(t) �›�¬�h�b�Æ�Ò�å
•
ü�D�ó�s

��
: Gr �U���O�b�”�}�b�s�˜�j�| a < b �t�0�`�o�|�Ã�ç�»
u
ü�q�Æ�Ò�å
u
ü�x�f�•�g�•

Z b

a
f (t)� t = F (b) � F (a) �T�m

Z b

a
g(t)r t = G(b) � G(a)

�t�‘�l�o���[�^�•�|�‹�` T = R �s�’�y�|�Ã�ç�»
u
ü�q�Æ�Ò�å
u
ü�x�è	×�w
u
ü�q�s�”�}�°�M�| T = N

�s�’�y�|�Ã�ç�»
u
ü�q�Æ�Ò�å
u
ü�x�Ž�<�w�è�“�p�K�”�}

Z b

a
f (t)� t =

b� 1X

t = a

f (t) �T�m

Z b

a
g(t)r t =

bX

t = a+1

g(t):

�7�t	Í	\�`�h�‘�O�t�|�»� �Ü�µ�­�”�ç�w�“�æ�p�‘�X�–�O���‰� �x � �q � �| � �| � �p�K�“�|�\�•

�’ �w���‰� �›�b�;�`�o�|�°
`�=�^�•�h�¦
:�� 
:�‹���[�^�•�o�M�”�}�f�w�¦
:��
:�›���[�b�”	j


‹�q�`�o�|�Ú�™�w t 2 T � �t�0�`�o�| 1 + � (t)h(t) 6= 0 �›�¬�h�b��
: h : T � ! R �U���O�b�”

�q�>���b�”�}�\�w��
: h �x regressive�q�z�y�•�o�M�”�}�‡�h�|
¶�o�w regressive�T�m right-dense

continuous�›�¬�h�b��
:���w	B�ù�› R � �q���[�b�”�}�^�’�t�|�Ú�™�w t 2 T � �t�0�`�o�|	B�ù R +
� �›

R +
� := f h 2 R � : 1 + � (t)h(t) > 0g �t�‘�l�o���[�b�”�}�\�w�q�V�|��
: h �U h 2 R � �s�’�y�|�Ú�™

�w t 2 T �q s 2 T � �t�0�`�o�|�°
`�=�^�•�h�¦
:��
:�›

e� (t; s) = exp
� Z t

s
� � ( � ) (� (� ))� �

�

�t�‘�l�o���[�b�”�}�h�i�`�| � h (z) �x

� h (z) =

8
<

:

log(1 + hz)
h

(h 6= 0)

z (h = 0)

�p�K�”�}�‹�` h 2 R + �s�’�y�|��
: eh (t; t 0) �x	×�t
Y�p�K�”�}�°�M�|�Ú�™�w t 2 T �t�0�`�o�|

1 � � (t)h(t) 6= 0 �›�¬�h�b��
: h : T � ! R �x � -regressive�q�z�y�•�o�M�”�}�‡�h�|
¶�o�w � -

regressive�T�m left-dense continuous�›�¬�h�b��
:���w	B�ù�› R � �q���[�b�”�}�^�’�t�|�Ú�™�w t 2 T

�t�0�`�o�|	B�ù R � �› R +
� = f h 2 R � : 1 � � (t)h(t) > 0g �t�‘�l�o���[�b�”�}�\�w�q�V�|��
: h �U

h 2 R � �s�’�y�|�Ú�™�w t 2 T �q s 2 T � �t�0�`�o�|�°
`�=�^�•�h�¦
:��
:�›

ê� (t; s) = exp
� Z t

s
�̂ � ( � ) (� (� )) r �

�
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�t�‘�l�o���[�b�”�}�h�i�`�| �̂ h (z) �x

�̂ h (z) =

8
<

:
�

log(1 � hz)
h

(h 6= 0)

z (h = 0)

�p�K�”�}

	Í	\�`�h�»� �Ü�µ�­�”�ç	Í�p�{�O��
:�•���[�x�]�X�°
æ�p�K�”�U�|�Š�Ø�p�x
ž�A�s�“�é�q�s�”�}�\

�w�»� �Ü�µ�­�”�ç	Í�w��
:�•���[�›�b�;�`�o�|	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�w�†�r�•�ˆ�t�0�b�”�¨�Å
Q

�w�Z�€�U�«�è�›�K�|�o�M�”�}�‡�h�|�¨�Å
Q�w�ˆ�s�’�c�|	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�w�r�•�ˆ�w
ì�§
Q

�t�m�M�o�‹�s�{�b�‚�V�]�J�q�s�”�}

�Š�Ø�p�x�|�Ã�ç�»
•
ü�q�Æ�Ò�å
•
ü�›���ù�`�h�n
0
Ç�V
‡
¢���¼� �Æ�Û�¿�«�M���Ü�¢ nonlinear

dynamic equation with mixed derivatives�£

(� p(x � )) r + a(t)� p(x � ) + b(t)� p(x) = 0 ; t 2 Tt 0 (1:1)

�w�r�w
‡	ü�ˆ
Q�›�ß�Q�”�}�h�i�`�| t0 2 T �p�K�“�| Tt 0 = T \ [t0; 1 ) �q���[�b�”�}�‡�h�| a: T ! R

�q b: T ! R �x real left-dense continuous�p�K�”�}�‡�h�|�Ú�™�w p > 1 �t�0�`�o�|�î
:�‹��
: � p �x

� p(s) =

(
jsjp� 2s (s 6= 0)
0 (s = 0)

s 2 R

�p�K�“�|�
�Í�i p-Laplacian�p���[�^�•�h��
:�p�K�”�}�›�t�|�Í�å�Ý�”�» p �w�ž�þ
: q �x (p � 1)(q �

1) = 1 �›�¬�h�b�q�b�”�}�\�w�q�V�|��
: � p �w�o��
:�x � q �p�K�”�\�q�t�«�™�`�o�S�X�}

�M���Ü (1:1) �x
‡
¢���p�K�”�U�|��
: � p �w���[�T�’ 
R
ü
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ê a

1+ �a
(t; t 0)� p(x) = 0

�U�˜�T�”�}�`�h�U�l�o�|�»� �Ü�µ�­�”�ç	Í�w
u�w
•
ü�¬�Ü�T�’�|

(ê a
1+ �a

(t; t 0)� p(x � )) r +
b(t)

1 + � (t)a(t)
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z�±���g�›�b�;�b�•�y�|

b(t) + d(t) � b(t)

�p�K�”�T�’�|�M���Ü (2.1) �w�b�‚�o�w
‡�×�Ì�r�x	ü�ˆ�`�s�M�}�b�s�˜�j�|�M���Ü (1:1) �w�b�‚�o�w
‡�×

�Ì�r�‹	ü�ˆ�`�s�M�\�q�U�˜�T�”�}

3 
R
ü
¢���¼� �Æ�Û�¿�«�M���Ü (1.1) �w
‡	ü�ˆ���g

�M���Ü (1:1) �t�0�`�o�|	ý�`�M
‡	ü�ˆ���g�›�)�Q�”�}
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���g 3.1 �Æ�Ò�å
•
ü�D�ó�s��
: B �x�| B r (t) = b(t) �T�m � q(B (� )) 2 R +
� �›�¬�h�b�q�>���b�”�}

�‹�`

( �
(p � 1)� q(B (t)) � a(t)

�
B (t) � 0 (� (t) = t);

B (� (t)) �
�
B (t)a(t)� (t) + B (� (t))

�
� p

�
1 � � (t)� q(B (� (t)))

�
� 0 (� (t) < t )

(3.1)

�s�’�y�|�M���Ü (1:1) �w
¶�o�w
‡�×�Ì�r�x	ü�ˆ�`�s�M�}

���g 3.1 �w	Â�Ì � (t) < t �w	Ô�ù�w�ˆ	Â�Ì�b�”�} � (t) = t �w	Ô�ù�x Sugie and Matsumura [8]�›�€	°�d

�‘�} � > 0 �T�m 1 � �� q(B (� )) > 0 �p�K�”�\�q�t�«�™�`�o�| (3.1) �w�†�%�› �� p
�
1 � �� q(B (� ))

�
�p

�Â�•�y�|

0 � � B (t)a(t) �
B (� (t))

� (t)
+

B (� (t))
� (t)� p

�
1 � � (t)� q(B (� (t)))

�

= � B (t)a(t) �
B (� (t))

� (t)

 

1 �
1

� p
�
1 � � (t)� q(B (� (t)))

�

!

�›�˜�”�}�\�\�p�|�†�%�t B r �›�C�Q�•�y�|

B r (t) � b(t) � B (t)a(t) �
B (� (t))

� (t)

 

1 �
1

� p
�
1 � � (t)� q(B (� (t)))

�

!

�q�s�”�}�`�h�U�l�o�| B �x���g 2.1 �w�æ�¿�§�½
Æ�s�Ü�›�¬�h�b�} �y

���g 3.1 �w�«�q�`�o�|�Í�w�n
0
Ç�V Euler ��
R
ü
¢���¼� �Æ�Û�¿�«�M���Ü

(� p(x � )) r + a(t)� p(x � ) +
1

t� (t)
� p(x) = 0 ; t 2 Tt 0 (3:2)

�›�ß�Q�”�}�‹�` T = R �s�’�y�| � (t) = t �p�K�”�T�’�|�M���Ü (3:2) �x
R
ü
¢��
•
ü�M���Ü

(� p(x0))0+ a(t)� p(x0) +
1
t2 � p(x) = 0 ; t � 1 (3:3)

�q�s�”�}�°�M�| T = N �s�’�y�| � (t) = t + 1 �p�K�”�T�’�|�M���Ü (3:2) �x
R
ü
¢���)
ü�M���Ü

r (� p(� x(t))) + a(t)� p(� x(t)) +
1

t(t + 1)
� p(x(t)) = 0 ; t � 1 (3:4)

�q�s�”�}�M���Ü (3:3) �q�M���Ü (3:4) �›�f�•�g�•���g 3.1 �t�&�;�b�•�y�|�Ž�<�w�A�L�U�˜�T�”�}

�« 3.1 �‹�`

a(t) �
1 � p
tq� 1 (3:6)

�s�’�y�|�M���Ü (3:3) �w
¶�o�w
‡�×�Ì�r�x	ü�ˆ�`�s�M�}

�« 3.2 �‹�`

a(t) �
t + 1

t� p (1 + � q(t � 1))
�

t + 1
t

(3:7)

�s�’�y�|�M���Ü (3:4) �w
¶�o�w
‡�×�Ì�r�x	ü�ˆ�`�s�M�}
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�« 3.1 �w	Â�Ì ��
: B (t) = � t � 1 �q�S�Z�y�| B 0(t) = t � 2 �q�s�”�}�‡�h�| � (t) = t �w	Ô�ù�w���g 3.1

�w	Ú�E (3.1) �t�0�`�o�|	Ú�E (3:6) �›�b�;�b�•�y�|

�
(p � 1)� p(� t � 1) � a(t)

�
(� t � 1) =

p � 1
tq +

a(t)
t

� 0

�q�s�”�}�`�h�U�l�o�|	Ú�E (3.1) �›�¬�h�b�} �y

�« 3.2 �w	Â�Ì ��
: B (t) = � (t +1) � 1 �q�S�X�}�\�w�q�V�| B (� (t)) = B (t � 1) = � t � 1 �T�m � (t) = 1

�p�K�”�T�’�|

r B (t) = B (t) � B (t � 1) =
1

t(t + 1)

�T�m
1 � � (t)� q

�
B (� (t))

�
= 1 + � q(t � 1) > 0

�q�s�”�}�‡�h�| � (t) < t �w	Ô�ù�w���g 3.1 �w	Ú�E (3.1) �t�0�`�o�|	Ú�E (3:7) �›�b�;�b�•�y�|

B (� (t)) �
�
B (t)a(t)� (t) + B (� (t))

�
� p

�
1 � � (t)� q(B (� (t)))

�

= �
1
t

�
�

�
a(t)
t + 1

�
1
t

�
� p(1 + � q(t � 1))

� �
1
t

+
�

t + 1
t� p (1 + � q(t � 1))

�
t + 1

t

�
� p(1 + � q(t � 1))

t + 1
+

� p(1 + � q(t � 1))
t

= 0

�q�s�”�}�`�h�U�l�o�|	Ú�E (3.1) �›�¬�h�b�} �y

�«�™ 3.1 p = 2 �w	Ô�ù�|	Ú�E (3:6) �q	Ú�E (3:7) �x�ž�t

a(t) � �
1
t

�q�s�”�}�`�h�U�l�o�|
¢��
•
ü�M���Ü (3:2) �q
¢���)
ü�M���Ü (3:3) �w�r�U	ü�ˆ�`�s�M�h�Š�w	Ú�E�x

�°�•�b�”�}

4 �r�w
‡	ü�ˆ
Q�t���b�”	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�w
ì�§
Q

�Š
…�p�x�|	×
•
ü�M���Ü�q�)
ü�M���Ü�w�r�w
‡	ü�ˆ
Q�t���b�”
ì�§	Ú�E�›�^�æ�b�”�}�H 3 
…�w�«�™

3.1 �p	º�p�`�h�‘�O�t�| p = 2 �w	Ô�ù�x�|�M���Ü (3:3) �q�M���Ü (3:4) �w�r�w
‡	ü�ˆ	Ú�E�x�‰�a�q�s�”�}

�`�T�`�s�U�’�| p 6= 2 �T�m p > 1 �w	Ô�ù�x�|
R
ü
¢��
•
ü�M���Ü (3:3) �q
R
ü
¢���)
ü�M���Ü (3:4) �w


¶�o�w
‡�×�Ì�r�U	ü�ˆ�`�s�M	Ú�E�x�Ÿ�s�”�}�î�M�t�|�\�\�p�ð�J�q�s�”�w�x�|
R
ü
¢��
•
ü�M���Ü

(3:3) �w�r�U	ü�ˆ�`�s�M	Ú�E (3:6) �w�‹�q�p�|
R
ü
¢���)
ü�M���Ü (3:4) �w�r�x	ü�ˆ�`�s�M�w�T�•�f�•

�q�‹	ü�ˆ�b�”�w�T�•�‹�`�|
R
ü
¢���)
ü�M���Ü (3:4) �w�
�m�w�r�p�‹	ü�ˆ�r�›�_�m�Z�”�\�q�U�p�V�•

�y�|
ì�§
Q�›
C�_�p�V�”�}�î�M�t�|�« 3.1 �w	Ú�E (3:6) �w�‹�q�p�|
R
ü
¢���)
ü�M���Ü (3:4) �w
‡�×�Ì

�r�U	ü�ˆ�`�o�M�”�\�q�›
:�‹�³�Û�á�è�”�³�ã�ï�t�‘�“�D�¹�=�b�”�}

�M���Ü (3:4) �w�r�J�“�›
³�X�h�Š�t�|�Í�å�Ý�”�»�› p = 3 :8 �T�m q = p=(p � 1) � 1:35714� � � �q�b

�”�}�‡�h�|�M���Ü (3:4) �w��
:��
: a �› a(t) = (1 � p)=tq� 1 �q�b�•�y�|	Ú�E (3:6) �x�¬�
�`�o�M�”�}
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$ 1 p = 3:8 �T�m q = p=(p − 1) ≈ 1:35714 · · · �w�q�V�w	Ú�E (3:6) �›�¬�
�b�”�M���Ü (3:4) �w	ü�ˆ�b�”�r

�\�w�q�V�|�M���Ü (3:4) �w x(1) = 0 �T�m x(2) = 1 �T�’	Z
C�b�”�r�x	ü
ï�U�r�œ�r�œ�G�V�X�s�”	ü�ˆ

�r�p�K�”�\�q�U�˜�T�”�¢
$ 1 �›�€	°�d�‘�£�}

�A�æ�q�`�o�| p 6= 2 �T�m p > 1 �w	Ô�ù�x�|
R
ü
¢��
•
ü�M���Ü (3:3) �q
R
ü
¢���)
ü�M���Ü (3:4) �w

�r�w	ü�ˆ
Q�t�x�f�•�g�•
ì�§
Q�U�K�”�\�q�U�˜�T�”�}�°
`�$�t�|�»� �Ü�µ�­�”�ç�w�“�æ�x	×
•
ü�M��

�Ü�q�)
ü�M���Ü�›�w�°�b�”�“�é�q�`�o�Æ�;�^�•�”�U�|�Š�Ø�p�x�|�¨�Å
Q�w�ˆ�s�’�c
ì�§
Q�t�m�M�o
C

�_�b�”�\�q�U�p�V�h�}
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	j
i�$�O�¾��
R�q	Å�t���R�b�”
‡
¢��
C�2�M���Ü�t�m�M�o

�f�z�G�¶�G�¶�Ã�g�¶�Z�€�J
:�¶
•�È

�$�{�«�!�Õ (Kotaro Sato)

1 	‚��

�Š	–�æ�p�x�Í�w
‡
¢��
C�2�M���Ü�t�m�M�o�ß�o�b�” .

(1.1)

8
><

>:

@I( �1 ;0] (@t z) � � z + �z 3 f in 
 � (0; T);
z = 0 on @
 � (0; T);
z(�; 0) = z0 in 
 :

�h�i�` 
 � RN �x�È�’�T�s�¥�„ @
 �›�Ë�m���„�–�¬ , z = z(x; t ) �x�°�Œ��
:�q�` , ��
: f = f (x; t ),

� = � (x; t ), z0 = z0(x) �x�)�Q�’�•�o�M�”�‹�w�q�b�” . �\�\�p , I ( �1 ;0] �x (�1 ; 0] 	Í�w�¦�Ô��
: ,

@I( �1 ;0] : R ! 2R �x�f�w�¼
•
ü�^�;
É�›
¯�b�q�b�” . �b�s�˜�j , s 2 R �t�0�`�o

I ( �1 ;0](s) =
�

0 if s 2 (�1 ; 0];
+ 1 otherwise;

@I( �1 ;0](s) =

8
<

:

f 0g if s 2 (�1 ; 0);
[0; + 1 ) if s = 0 ;
; otherwise

�q
¯�^�•�” (�¼
•
ü�^�;
É�w�,�Š�$�s
Q�í�t�m�M�o�x , �«�Q�y [9] �s�›�€	° ). �M���Ü (1.1) �x , �Í�w�!
ü


Æ�s�Ü (VI) �t	{�V�õ�Q�”�\�q�U�p�V�” .

(VI)

8
>><

>>:

@t z (� � z + �z � f ) = 0 in 
 � (0; T);
@t z � 0; � � z + �z � f � 0 in 
 � (0; T);
z = 0 on @
 � (0; T);
z(�; 0) = z0 in 
 :

�!
ü
Æ�s�Ü (VI) �w
¯�Ô�T�’�‹�Ì�’�T�s�‘�O�t , �M���Ü (1.1) �w�r�t�x�Ì���t���`�o
‡
ÿ�C�q�b�”
M�ÿ	Ú

�E�U�]�d�’�•�o�M�” . �\�w�‘�O�s
Æ�D�o�Ï���›
P�O�M���Ü�x , �«�Q�y
l
Q
��u�s�r�w
ü�ú�t�`�y�`�y�q

�•�” . Francfort �q Marigo �x , �O�¾
C�2�w�,
Å�g�æ�q�`�o�Œ�’�•�” Gri�th �g�æ�w�¦�Á�q�`�o , 
l
Q


��u�q	Å�t�0�b�”�!
ü�$�Þ�Ã�ç�›��	•�`�h . �\�w�Þ�Ã�ç�p�x�O�¾	B�ù�w�Ë�¢�µ�Å�ç�Ñ���S�›���‰
Z��
:

�U�‹�Ö�^�• , �O�¾	B�ù�w�o�Ð
ÿ�C
Q�›�Æ��	Ú�E�t�]�`�h	Ú�E
Ç�V�7	–�=�ð�J�t�‘�l�o�O�¾�w
C
\�•
��2

�U�G	\�^�•�” . �°�M , �h
þ	r�g�w
ü�ú�p�‹�Ö�^�•�h Ambrosio-Tortorelli 
Y���= [2, 3] �t�‘�”�Ñ�£�”�¶

�Ñ�Ÿ�”�ç�Å�Ù�Å�O�›�8�;�b�”�q , Francfort-Marigo �w�7	–�=�ð�J�x , 
Z��
:

AT" (u; z) =
1
2

Z




�
z2 + � "

�
jr uj2 dx +

"
2

Z



jr zj2 dx +

1
2"

Z



(1 � z)2 dx

�w z �t���b�”
‡
ÿ�C�Æ��	Ú�E
Ç�V�7	–�=�ð�J�t�‘�l�o�Ù�Å�b�”�\�q�U�p�V�” . �h�i�` " > 0 �q�` , � "

�x 0 < � " � " �›�¬�h�b��
:�q�b�” . �\�w�Þ�Ã�ç�p�x , �–�¬ 
 �x
l
Q�P�‰�›
¯�` , ��
: u 2 H 1(
) �x
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�P�‰�w�!�•	Ô�›
¯�b . �h�i�` , �\�\�p�x���o�w�h�Š�µ�§�å�”�‹�=�`�o�M�” . �‡�h z 2 H 1(
) �x [0; 1] �t

�‹�›	��“�¤�: x 2 
 �p�w�P�‰�w��	‡�w�S�ù�M�›
¯�b
ì	Ô (phase-�eld) �p , z �U 1 �t�Ù�M�:�p�x��	‡�U

�s�X , z �U 0 �t�Ù�M�:�p�O�¾�U
\�a�o�M�”�q�ˆ�s�b . Giacomini [8] �x AT" �w�Æ��	Ú�E
Ç�V�7	–�=�ð�J

�›�ž�Í�$�t�r�V , �f�w�7	–�=�i�T�’�s�”�»�w�È���Ã�v�›	��”�\�q�p , �O�¾�w	j
i�$
C�2�›
¯�b�!�•	Ô�q


ì	Ô�w�Ñ�é�”�›�Ï
R�`�h . �^�’�t , �\�\�p�Ï
R�^�•�h�Ñ�é�”�x�O�¾�w	j
i�$
C�2�›�›�Ã�n�Z�” 3 �m�w
Q

�í (
Æ�D�o
Q, �"���Ã	–
Q , �¤�É�ç�ª�”�-���� ) �›�¬�h�b�\�q�U�Ô�^�•�o�M�” . �`�T�` , �°�È�w�µ�©�”�Ü

�U Euler-Lagrange �M���Ü�•�¯
��v�q�`�o
¯�q�^�•�o�M�s�T�l�h�h�Š , �˜�’�•�h�Ñ�é�”�w��
Q�$�~���”

�$�s
Q�í�x�K�‡�“
ü�T�l�o�M�s�M . � 
•
ü�M���Ü�æ�w�q	Ô�T�’�Z�€�b�”	��“
Ê�ˆ�‹�q�•�h�U , �Ñ�ç�Þ�Ã

�ç�x�&
~
Q�‹�Ô�^�•�o�S�’�c , �‡�h�Ù�Å�•�o	m�=�›�æ�l�h	Í�p�Z�€�^�•�o�M�”�h�Š , �›�t	Í�p	\�‚�h�O

�¾�w	j
i�$�a���›�›�Ã�n�Z�” 3 �m�w
Q�í�›�‰�Ì�t
P�O�‹�w�x�_�p�h�’�s�M .

�Š	–�æ�p�{�O�M���Ü (1.1) �x , 
Z��
: AT" �t�0�b�” (���Ü�$�s ) Euler-Lagrange �M���Ü�%�t�0�`�o ,

�!�•	Ô�t
ì�p�b�”�°�Œ��
: u �U
ì	Ô z �q�x� �q�t�>���^�•�”�q�ˆ�s�b�o	m�=�›�ª�`�o�˜�’�•�” z �t��

�b�”�o� �w�M���Ü�p�K�” . �M���Ü (1.1) �w�‘�O�t�Ì��
•
ü�ò�t
‡
¢���T�m
‡���„�s�^�;
É�›
P�O
C�2�M

���Ü�›�{�l�h�Z�€�q�`�o�x [1] �• [4], 
|�Ñ��	‡�t���b�”�Þ�Ã�ç�q�`�o�x [7] �s�U�K�” . �f�\�p�{�˜�•�o�M

�”�^�;
É�x�K�”	��w�§�y
Q�›�Ë�m�U , �\�•�’�q
z�±�`�h�q�V , �M���Ü (1.1) �p�x�Ì��
•
ü�ò�t�»�T�”�^�;


É�U�@�=�`�o�M�” , �b�s�˜�j�§�y
Q�U�æ�˜�•�o�M�”�\�q�t�‘�“�M���Ü�w�L
ú
Q�U�æ�˜�• , �›�t�r�w�Ì��


•
ü�w�ž�Ó�æ�¦�æ
°�A�w�‹	Z�U�‘�“���É�q�s�” . �°�M , �f�•�t�‘�l�o�r�w�Ì��
C�2�w�°
æ�U
M�v�^�•�”

�h�Š , �M���Ü�w�r�x�¤�É�ç�ª�”�-�����›���‰	Í	\�w 3 �m�w
Q�í�›�¬�h�b�‘�O�t�s�” . �s�S , �M���Ü (1.1)

�w�r�w�Ï
R�t�S�M�o�x [1] �p�æ�˜�•�h�M���Ü�w�Ì���m�„�=�t�‘�”�ž�Ó�é�”�½�›�•	;�b�”�U , �Š�M���Ü�p

�x�r�w���È�=�®�L�s�r�L
ú���M���Ü�›���w
Q�í�U�8�4�p�V�s�M�h�Š , �,
k�q�s�”�¤�É�ç�ª�”
°�A�x [1]

�q�x�Ÿ�s�”�M�O�p�‹	Z�b�”
ž�A�U�K�” .

�Š	–�æ�p�{�O�º�0�x	��t�Í�w 3 �:�p�K�” . 1 �:�è�t , �M���Ü (1.1) �w�&
~
Q�›�Ô�b (Theorem 2.3). �r

�w�Ï
R�x�M�˜�•�” minimizing movement �µ�©�”�Ü�t�,�n�X�U , �Ì��
•
ü�t�^�;�b�”�¼
•
ü�^�;
É�U�@

�=
Q�›�Ë�m�h�Š , �M���Ü�t�r�w�Ì��
•
ü�›�»�Z�o
u
ü�`
°�A�b�”�s�r�w�è	×�w�M�O�p�x�Ì��
•
ü�t���b

�”�ž�Ó�æ�¦�æ
°�A�U�‹	Z�^�•�s�M . �\�\�p�x , �‡�c Barbu �•	ý�ª�t�‘�”
‡���„�^�;
É�›
P�O�Ë	O
‡
¢��


C�2�M���Ü�t�0�b�”	��O�›�Ì���m�„�=�` , �Ì��
•
ü�ò�t�»�T�”�¼
•
ü�^�;
É�w�›�Ÿ
Q�›���”�$�t
°�A�b

�”�\�q�p�r�w�Ì��
•
ü�w���„
Q
°�A�›�‹�X . 2 �:�è�t , �f�w�r�U�¬�h�b��
Q�$
Q�í , �b�s�˜�j�O�¾
��2�t

���˜�” 3 �m�w
Q�í�t�m�M�o�ß�o�b�” (Theorem 2.6). �‡�h , Theorem 2.8 �p�x�M���Ü (1.1) �w�r�w�Ì��

�Á�v�G�p�w�Ã�v�U�K�”�Ã�v�M���Ü�w�r�q�`�o�›�Ã
Ç�Z�’�•�”�\�q�›�Ô�b .

2 	����g

�Š	–�æ�›�è�`�o N � 1 �q�` , 
 � RN �x	G
ü�È�’�T�s�¥�„ @
 �›�Ë�m���„�–�¬�q�b�” .

De�nition 2.1. ��
: f 2 L 2(0; T; L 2(
)) \ W 1;2(0; T; H � 1(
)), � 2 W 1;1(0; T; L N= 2(
)), z0 2
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H 1
0 (
) �t�0�`�o , ��
: z : 
 � (0; T) ! R �U�M���Ü (1.1) �w�r�p�K�”�q�x ,

z 2 W 1;2 �
0; T; L 2(
)

�
\ L 2 �

0; T; H 2(
) \ H 1
0 (
)

�
;(2.1)

@t z � 0; � � z + �z � f � 0 a.e. in 
 � (0; T);(2.2)

@t z (� � z + �z � f ) = 0 a.e. in 
 � (0; T);(2.3)

z(x; 0) = z0(x) a.e.x 2 
(2.4)

�U
R�“�q�m�\�q�›�M�O .

Remark 2.2. ���[ 2.1 �w	Ú�E (2.1) �t�q�•�”��
:�í�� W 1;2(0; T; L 2(
)) \ L 2(0; T; H 2(
) \ H 1
0 (
))

�t�0�`�o , ��
: w �›�\�w�í���T�’�Ú�™�t
¬�œ�i�q�V , ��
: t 7! kr w(t)k2
L 2 (
) �x [0; T] 	Í
ˆ�0�È���q�s

�” . �^�’�t , �M�˜�•�”�È�/�p

1
2

kr w(t)k2
L 2 (
) = �

Z t

0

Z



� w(s) @t w(s) dxds for a.e. t 2 (0; T)

�U
R�“�q�m (�«�Q�y [5] �›�€	° ).

	����g�w	Â�Ì�t
Œ�q�l�o , �Í�w�G�O�›�‹�Ö�b�” . ��
: � 2 L N= 2(
) �t�0�`�o ,

(2.5) kuk� :=
� Z



� juj2 dx +

Z



jr uj2 dx

� 1=2

; u 2 H 1
0 (
)

�q���Š�” . ��
: � 2 L N= 2(
) �U 
 	Í
‡
Û�p�K�”�s�’�y , k � k� �x H 1
0 (
) 	Í�t k � kH 1 (
) �q�‰�‹�s�Ê�ç

�Ü�›���Š�” .

�Š	–�æ�w	����g�x�Ž�<�w�è�“�p�K�” .

Theorem 2.3. (i) ��
: f 2 L 1 (0; T; L 2(
)) \ W 1;2(0; T; H � 1(
)), � 2 L 1 (0; T; L N (
)) \

W 1;2(0; T; L N= 2(
)), z0 2 H 2(
) \ H 1
0 (
) �U

� � 0 a.e. in 
 � (0; T);(2.6)

f (�; t) � f̂ a.e. in 
 ; for a.e. t 2 (0; T) for some f̂ 2 L 2(
) ;(2.7)

� � z0 + � (0)z0 � f (0) � 0 in H � 1(
)(2.8)

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V , �M���Ü (1.1) �w�r z �U���O�` , �^�’�t z 2 W 1;2(0; T; H 1
0 (
)) \

L 1 (0; T; H 2(
)) �›�¬�h�b .

(ii) �{���^�•�h��
: � 2 W 1;1(0; T; L N= 2(
)) �t�0�` , ��
: C = C(
 ; � ) > 0 �U���O�`�o , � ,

f = f i 2 L 2(0; T; L 2(
)) \ W 1;2(0; T; H � 1(
)), z0 = zi
0 2 H 1

0 (
), i = 1 ; 2 �t�0�b�”�M���Ü

(1.1) �w�r z1, z2 �t�0�`�o




 z1 � z2




 2

L 1 (0 ;T ;H 1
0 (
)) � C

� 


 z1

0 � z2
0




 2

� (0) dx +



 r z1

0 � r z2
0




 2

L 2 (
) +



 f 1 � f 2




 2

W 1; 2 (0 ;T ;H � 1 (
))

�

�U
R�“�q�m . �›�t , �)�Q�’�•�h�Ã�”�»�t�0�`�o , �M���Ü (1.1) �w�r�x�°�™�p�K�” .

Remark 2.4. (i) Theorem 2.3 (i) �p�x f �w�Ì��
•
ü�U
ì�0�í�� H � 1(
) �w�i�q�`�o�w�ˆ���[�^

�•�o�M�” . �\�\�p , �‹�` f �U W 1;2(0; T; L 2(
)) �t���b�”�s�’�y , �M���Ü�w�†�%�t � z �w�Ì��


•
ü�›�»�Z�o
u
ü�b�”
â�^�›
Y�p�=�b�”�\�q�U�p�V , � z �t���b�”�ž�Ó�æ�¦�æ
°�A�U�‹�T�•�” .

Theorem 2.3 �w�î
Ê�ˆ�p�x�f�w�‘�O�s���Ü
â�^�U
Y�p�=�p�V�s�M�h�Š , minimizing movement

�µ�©�”�Ü�t�,�n�M�o�Ù�Å�r�w	Ø�C�›�‘�“	Ä�I�t�¾�V	Z�b
ž�A�U�K�” .
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(ii) Theorem 2.3 (i) �w�>�� (2.8) �x�)�Q�’�•�h	s�8�Ã�”�»�t�0�b�”
T�ù	Ú�E�p�K�”�U , �\�w�>���x

�M���Ü (1.1) �w�r�U���O�b�”�h�Š�w
ž�A	Ú�E�p�K�” . �î�M , �M���Ü (1.1) �w�r z �S�‘�|�Ú�™�w
‡


Û��
: v 2 H 1
0 (
) �t�0�`�o , ��
: � : [0 ; T] ! R �› �( t) = h� � z(t) + � (t)z(t) � f (t); vi H 1

0 (
)

�q���Š�h�q�V , �r�w���[�‘�“ � � 0 on (0; T) �U
R�“�q�m . �^�’�t , Remark 2.2 �t�«�™�b�”�q , �

�x [0; T] 	Í�È���p�K�”�T�’ , �\�w�\�q�‘�“ �(0) � 0 �U	H�O.

(iii) Theorem 2.3 (ii) �p�x , ��
:��
: � �›�°�m�{���`�h	Ô�ù�w f �S�‘�| z0 �t�0�b�”�r�w�È���‘��
Q

�U	\�‚�’�•�o�M�” . �°�M , � �×
��t�0�b�”�r�w�È���‘��
Q�x�‘�“�Ã�æ�­�”�Ä�p�K�” .

Remark 2.5. Theorem 2.3 �x , �r z �t Dirichlet �¥�„	Ú�E�q Neumann �¥�„	Ú�E�w���ù	Ú�E�›�]�b

	Ô�ù�t�‹�¦�Á�b�”�\�q�U�p�V�” . �h�i�` , �f�w	Ô�ù � �U 
 � (0; T) 	Í�p�@�=�`�s�M�\�q , �b�s�˜�j

inf 0<t<T k� kL 1 (
) > 0 �›�>���b�” .

Theorem 2.3 �t�m�M�o , �Í
…�p (i) �w	Â�Ì�w�“�t , �›�t�r�w�ž�Ó�æ�¦�æ
°�A�w�‹	Z�t�m�M�o	\�‚�” .

�� �X Theorem 2.6 �p �x , �M�� �Ü (1.1) �w�r �w�¬�h�b�� 
Q�$
Q�í �t �m�M�o	\ �‚ �” . 
Z�� 
: E :

H 1
0 (
) � (0; T) ! R �›

E(w; t) =
1
2

kwk2
� ( t ) �

Z



f (t)w dx; w 2 H 1

0 (
) ; t 2 (0; T)

�p���Š�”�q�V , �Í�U
R�“�q�m .

Theorem 2.6. ��
: f , � �S�‘�| z0 �x�f�•�g�• De�nition 2.1 �p�>���^�•�”��
:�í���t���b�”�q�b

�” . �\�w�q�V , �M���Ü (1.1) �w�r z �x�Í�w (i){(iii) �›�¬�h�b .

(i) ( 
Æ�D�o
Q) 
Æ�s�Ü @t z � 0 a.e. in (0; T) �U
R�“�q�m ,

(ii) ( �"���Ã	–
Q ) 
Æ�s�Ü w � z(t) �›�¬�h�b w 2 H 1
0 (
), t 2 [0; T] �t�0�`�o , E(z(t); t) � E (w; t)

�U
R�“�q�m ,

(iii) ( �¤�É�ç�ª�”�-���� ) ��
: t 7! E(z(t); t) �x [0; T] 	Í
ˆ�0�È���p�K�l�o , �¤ 0 � s < t � T �t�0

�`�o

E(z(t); t) = E(z(s); s) �
Z t

s
h@t f (r ); z(r )i H 1

0 (
) +
1
2

Z t

s

Z



@t � (r ) jz(r )j2 dxdr

�U
R�“�q�m .

Remark 2.7. Theorem 2.6 �p�-	Â�^�•�” 3 �m�w
Q�í�x , [8] �t�S�M�o Ambrosio-Torotorelli 
Z��
:�w

�7	–�=�i�w�Ñ�é�”�U�¬�h�b 3 �m�w	Ú�E�t�f�•�g�•�0� �`�o�M�” . �›�t (iii) �w�¤�É�ç�ª�”�t���b�”�s�Ü

�T�’ , f �q � �U�q�‹�t�Ì��
C�2�`�s�M�s�’�y�¤�É�ç�ª�”�‹�!�=�`�s�M , �b�s�˜�j�¤�É�ç�ª�”�x�×
C�$�t

	«�„�`�s�M�\�q�U	H�O . �\�w�:�x�°
`�$�s�L
ú���M���Ü�q�w�)�Ÿ�p�K�“ , �M���Ü (1.1) �U�—�¶�$�s���Ø

�›�Ë�m�\�q�›�Ô�&�`�o�M�” .

Proof of Theorem 2.6. �!
ü
Æ�s�Ü�w
¯�Ô�T�’ , �r z �U
Æ�D�o
Q�w	Ú�E�›�¬�h�b�\�q�x�Ì�’�T�p�K�” .

�Ú�™�w t 2 (0; T) �›�{���` , w � z(t) in 
 �›�¬�h�b��
: w 2 H 1
0 (
) �›�Ú�™�t�{���b�”�q , �!
ü
Æ�s�Ü

�w�H 2 �Ü�‘�“

0 �
Z



(� � z(t) + � (t)z(t) � f (t)) ( w � z(t)) dx

=
Z



(� � z(t) + � (t)z(t) � f (t)) w dx � k z(t)k2

� ( t ) +
Z



f (t)z(t) dx � E (w; t) � E (z(t); t)
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�U
R�“�q�m . �‡�h , z �w�Ì��
•
ü�t�0�b�”�È�/�p�t�‘�“ , �Ú�™�w t �t�0�`�o

d
dt

E(z(t); t) = �
Z



� z(t)@t z(t) dx +

Z



� (t)z(t)@t z(t) dx �

Z



f (t)@t z(t) dx

+
1
2

Z



@t � (t) jz(t)j2 dx � h @t f (t); z(t)i H 1

0 (
)

=
1
2

Z



@t � (t) jz(t)j2 dx � h @t f (t); z(t)i H 1

0 (
) for a.e. t 2 (0; T);

�U
R�“�q�j , E(z(t); t) �w t �t���b�”
ˆ�0�È��
Q�›�˜�” .

�^�’�t , (1.1) �w�Ì���G�¬�r�w���O�S�‘�|�f�w�•�ˆ�t�m�M�o , �Í�U
R�“�q�m .

Theorem 2.8. (i) ��
: f 2 L 2
loc ([0; 1 ); L 2(
)), � 2 L 2

loc ([0; 1 ); L N (
)) �S�‘�| z0 2 H 2(
) \

H 1
0 (
) �x Theorem 2.3 �w�>�� (2.6), (2.8) �t�C�Q ,

@t f 2 L 1(0; 1 ; H � 1(
)) \ L 2(0; 1 ; H � 1(
)) ;(2.9)

@t � 2 L 2(0; 1 ; L 2(
)) ;(2.10)

f (�; t) � f̂ a.e. in 
 ; for a.e. t 2 (0; + 1 ) for some f̂ 2 L 2(
) ;(2.11)

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V , �M���Ü (1.1) �w�Ì���G�¬�$�s�r�U���O�`�o

z 2 W 1;2
loc

�
[0; 1 ); H 1

0 (
)
�

\ L 2
loc

�
[0; 1 ); H 2(
)

�
;

@t z 2 L 2 �
0; 1 ; H 1

0 (
)
�

�›�¬�h�b .

(ii) ��
: f , � , z0 �x	Í�G�w�>���›
¶�o�¬�h�b�q�` , �^�’�t

f � f 1 2 L 2 �
0; 1 ; L 2(
)

�
for some f 1 2 L 2(
) ;(2.12)

� � � 1 2 L 2 �
0; 1 ; L N (
)

�
; � 1 6� 0 in 
 for some � 1 2 L N (
) ;(2.13)

@t � 2 L 1�
0; 1 ; L N= 2(
)

�
(2.14)

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V , �M���Ü (1.1) �w�Ì���G�¬�r z �x

z1 � z0; � � z1 + � 1 z1 � f 1 a.e. in 


�›�¬�h�b��
: z1 2 H 2(
) \ H 1
0 (
) �t t ! + 1 �p H 1

0 (
) 	Í�§	)���b�” . �^�’�t , �C�Q�o

(2.15) f 1 � � 1 z� � f (t) � � (t)z0 a.e. in 
 ; t 2 (0; + 1 )

�U�M���Ü

(2.16) @I( �1 ;0] (z� � z0) � � z� + � 1 z� 3 f 1 in 


�w�r z� �t�0�`�o
R�“�q�m�s�’�y , z1 � z� in 
 �U
R�“�q�m .

Theorem 2.8 �w	Â�Ì�x�\�\�p�x�Â�j�b�” .

Remark 2.9. Theorem 2.8 �t�S�M�o , �\�w�ð�J�›���w�q	Å�›�f�¶�t
¯�q�`�o�M�”�q�ß�Q�’�•�”�w�x

�>�� (2.15) �p�K�” . �›�t , �Ã�v��
:�w�›�Ã
Ç�Z�t	s�8�‹ z0 �•�Ã�”�» f , � �w (0; + 1 ) 	Í�p�w	Ø�C�›�;

�M�o�M�” . �s�S , (2.15) �›�>���`�s�T�l�h	Ô�ù , �f�w���w
¶�o�w	Ú�E�›�>���`�h�q�`�o�‹ , �Ã�v��
:�U

(2.16) �w���p�›�Ã
Ç�Z�’�•�s�M
S�«�U�Ï
R�p�V�” .
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�\�w�\�q�x�M���Ü�w�r�w
Æ�D�o
Q�q�����U�K�” . �b�s�˜�j , �M���Ü (1.1) �w�r�x�°�S�n	—�b�”�q 2 �S

�q
ÿ�C�b�”�\�q�U�p�V�s�M�h�Š , �h�q�Q	s�8�Ì��
Ç�Ù�t	!�Z�h�è�¹�p�‹�Ì���Á�v�G�‡�p�f�w�è�¹�U�’�”

�q�M�O
Q�í�U
S�é�^�•�o�M�”�q�ß�Q�’�•�” .

3 �M���Ü (1.1) �w�r�w���O	Â�Ì�w�“�t

�×
µ
: m 2 N �t�‘�l�o�à�� (0; T) �› m �s
ü�` , �f�w
ï�› � = T=m > 0 �q�b�” . �‡�h , 0 � k � m

�t�0�`�o tk = k� �q�S�X . Theorem 2.3 �p�)�Q�’�•�h��
: f �q � , �S�‘�| 0 � k � m �t�0�`�o ,

f k =
1
�

Z t k

t k � 1

f (�; s) ds 2 L 2(
) for k = 1 ; 2; : : : ; m; f 0 = f (�; 0) 2 H � 1(
) ;

� k =
1
�

Z t k

t k � 1

� (�; s) ds 2 L N (
) for k = 1 ; 2; : : : ; m; � 0 = � (�; 0) 2 L N= 2(
)

�q�S�V , �¤ k �t�0�b�”�M���Ü

(3.1) @I( �1 ;0] (zk � zk � 1) � � zk + � k zk 3 f k in 


�›�ß�Q�” . �M���Ü (3.1) �w�D�r
Q�t�m�M�o , �Í�U
R�“�q�m .

Proposition 3.1. ��
: � 2 H 2(
) \ H 1
0 (
), g 2 L 2(
), �S�‘�| 
 	Í
‡
Û�‹�w��
: � 2 L N (
) �t�0

�`�o , �M���Ü

(3.2)
�

@I( �1 ;0] (v � � ) � � v + �v 3 g in 
 ;
v = 0 on @


�w�r v 2 H 2(
) \ H 1
0 (
) �U�°�™�$�t���O�b�” . �^�’�t , �r v �x�Ž�<�›�¬�h�b .

(i) �M�˜�•�” Lewy-Stampacchia 
°�A�U
R�“�q�m . �b�s�˜�j ,

(3.3) g ^ (� � � + �� ) � � � v + �v � g a.e. in 


�U
R�“�q�m . �h�i�` a ^ b = min f a; bg �q�b�” .

(ii) ��
: � �q g �t���b�”
z�±�j�g�U
R�“�q�m . �b�s�˜�j , � i , gi , i = 1 ; 2 �U � 1 � � 2, g1 � g2 in 


�›�¬�h�b�s�’�y , �0� �b�”�r�x v1 � v2 in 
 �›�¬�h�b .

Proposition 3.1 �w	Â�Ì �x�Â�j �b�” . Proposition 3.1 �t �‘ �“ , �¤ k �t �0�` �o (3.1) �w�r zk 2

H 2(
) \ H 1
0 (
) �U���O�b�” . �\�•�t�0�` 2 	��¨�w�4�� , �b�s�˜�j�à
ü�$
¢���4�� z� �q�à
ü�$��
:�4��

z� �›�f�•�g�•

z� (t) = zk � 1 +
t � tk � 1

�
(zk � zk � 1) in 
 ; tk � 1 � t � tk ;

z� (t) = zk in 
 ; tk � 1 < t � tk

�p���Š�” . �‡�h f � , � � , f � , � � �t�m�M�o�‹�f�•�g�•�‰�7�w�4���›
¯�b�q�b�” . �Ž�<�p�x�\�w 2 	��¨�w�4

���t�m�M�o � �t���b�”���„
Q�›�‹�V , � ! 0+ �t�S�Z�”�Ã�v�q�`�o�r�›�Ï
R�b�” .

Lemma 3.2. �4�� (z� ), (z� ) �t�0�`�o ,

kz� kW 1; 2 (0 ;T ;H 1
0 (
)) � C;

kz� kL 2 (0 ;T ;H 2 (
)) � C

�U
R�“�q�m . �h�i�` C �x�Ì���m�„
ï � �t�‘���`�s�M��
:�q�b�” .
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Proof. �‡�c kz� kL 1 (0 ;T ;H 1
0 (
)) �w���„
Q�›�Ô�b . �¤ k �t�0�`�o � k 2 @I( �1 ;0] (zk � zk � 1) �›

(3.4) � k � � zk + � k zk = f k in 


�q�S�V , �†�%�t zk � zk � 1 �›�Â�µ�Ä�b�”�q , � k (zk � zk � 1) = 0 �t�«�™�`�o , Young �w
Æ�s�Ü�t�‘�“

1
2

kzk k2
� k

�
1
2

kzk � 1k2
� k

�
Z



f k zk dx �

Z



f k zk � 1 dx

�U
R�“�q�m . �†�%�› 1 �T�’ k �‡�p�
�`�ù�˜�d�”�\�q�p

1
2

kzk k2
� k

�
1
2

kz0k2
� 0

+
1
2

kX

j =1

Z



(� j � � j � 1) jzj � 1j2 dx

+
Z



f k zk dx �

Z



f 0z0 dx �

kX

j =1

Z



(f j � f j � 1) jzj � 1j2 dx

�U�˜�’�• , �\�•�t�‘�l�o

kzk k2
H 1

0 (
) � C
�

kz0k2
H 1

0 (
)

�
1 + k� 0kL N= 2 (
)

�
+ kf 0k2

H � 1 (
) + kf k2
W 1; 2 (0 ;T ;H � 1 (
))

�
(3.5)

+
C�
2

kX

j =1

 

1 +










� j � � j � 1

�










2

L N= 2 (
)

!

kzk � 1k2
H 1

0 (
)

�U
R�“�q�m . �h�i�` C = C(
) > 0 �p�K�” . �`�h�U�l�o , �m�„
[ Gronwall �w
Æ�s�Ü�t�‘�l�o ,

kzk k2
H 1

0 (
) � C� exp

0

@�
kX

j =1

 

1 +










� j � � j � 1

�










L N= 2 (
)

! 1

A(3.6)

� C� exp
�

C
�

1 + k@t � kL 1 (0 ;T ;L N= 2 (
))

��

�U
R�“�q�m . �h�i�` � := kz0k2
H 1

0 (
) (1 + k� 0kL N= 2 (
) ) + kf 0k2
H � 1 (
) + kf k2

W 1; 2 (0 ;T ;H � 1 (
)) �q�S�M�h .

�‡�h C = C(
 ; T) > 0 �p�K�” .

�Í�t k@t z� kL 2 (0 ;T ;H 1
0 (
)) �w���„
Q�›�Ô�b . �Ü (3.4) �w k �q k � 1 �t�0�b�”�)
ü�›	��“ , �f�w�†�%�t

(zk � zk � 1) =� �›�Â�µ�Ä�b�”�\�q�p
Z




� k � � k � 1

�
�

zk � zk � 1

�
dx +








 r

�
zk � zk � 1

�

� 








2

L 2 (
)

=
Z




f k � f k � 1

�
�

zk � zk � 1

�
dx �

Z




� k zk � � k � 1zk � 1

�
�

zk � zk � 1

�
dx

�›�˜�” . �\�\�p , � k 2 @I( �1 ;0] (zk � zk � 1) �U
R�“�q�m�T�’ , �(�%�H 1 �ò�x
‡
Û�p�K�” . �‡�h , �È�%�H 2

�ò�t�m�M�o ,

�
Z




� k zk � � k � 1zk � 1

�
�

zk � zk � 1

�
dx

= �
Z



zk

� k � � k � 1

�
�

zk � zk � 1

�
dx �

Z



� k � 1

�
�
�
�
zk � zk � 1

�

�
�
�
�

2

dx

� C










� k � � k � 1

�










L N= 2 (
)










zk � zk � 1

�










L
2N

N � 2 (
)
� C










zk � zk � 1

�










2

H 1
0 (
)

+








 r

�
zk � zk � 1

�

� 








2

L 2 (
)
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�U
R�“�q�m . �h�i�` C = C (
 ; �; z 0; f; T ) > 0 �p�K�” . �`�h�U�l�o , Young �w
Æ�s�Ü�t�‘�“

(3.7)










zk � zk � 1

�










2

H 1
0 (
)

� C










f k � f k � 1

�










2

H � 1 (
)
+ C










� k � � k � 1

�










2

L N= 2 (
)

�U 
R �“ �q �m . �\ �\ �p C �x k �q � �t �‘ �� �` �s �M �� 
: �p �K �” . �È �% �x k@t f k2
L 2 (0 ;T ;H � 1 (
)) +

k@t � k2
L 2 (0 ;T ;L N= 2 (
)) �w��
:
��p
°�A�p�V�”�h�Š , (z� ) �w W 1;2(0; T; H 1

0 (
)) 	Í���„�p�K�” .

�Í�t (z� ) �w L 1 (0; T; H 2(
)) 	Í�w���„
Q�›�Ô�b . �¤ k �t�0�`�o , 
Æ�s�Ü (3.3) �t�‘�“

f k � � � zk + � k zk � f k ^ (� � zk � 1 + � k � 1zk � 1 + ( � k � � k � 1) zk � 1)

� f k ^ f k � 1 ^ � � � ^ f 1 ^
�

� � z0 + � 0z0 +
kX

j =1

(� j � � j � 1) zj � 1

�

� �
�
�
� f̂

�
�
� � j� � z0 + � 0z0j �

kX

j =1

j(� j � � j � 1) zj � 1j

�U
R�“�q�m . �\�•�t�‘�l�o ,

k� zk k2
L 2 (
) � C

�
kf̂ k2

L 2 (
) + k� z0k2
L 2 (
)

�
1 + k� 0k2

L N= 2 (
)

�
+ �

kX

j =1










� j � � j � 1

�










2

L N= 2 (
)
k� zj � 1k2

L 2 (
)

�

+ C
�

k� k k2
L N (
) kzk k2

L 2N= ( N � 2) (
) + kf k k2
L 2 (
)

�

�›�˜�” . �h�i�` C = C(
 ; T) �p�K�” . �\�\�p , kzk kL 2N= ( N � 2) (
) �w���„
Q�t�‘�“

k� zk k2
L 2 (
) � ~� + C

�
k� k k2

L N (
) + kf k k2
L 2 (
)

�
+ C�

kX

j =1










� j � � j � 1

�










2

L N= 2 (
)
k� zj � 1k2

L 2 (
)

� ~� + C
�

k� k2
L 1 (0 ;T ;L N (
)) + kf k2

L 1 (0 ;T ;L 2 (
))

�

+ C�
kX

j =1










� j � � j � 1

�










2

L N= 2 (
)
k� zj � 1k2

L 2 (
)

�U
R�“�q�m . �h�i�` C = C(
 ; �; z 0; f; T ) > 0 �q�` , ~� := C(kf̂ k2
L 2 (
) + k� z0k2

L 2 (
) (1+ k� 0k2
L N= 2 (
) ))

�q�b�” . �\�\�t�m�„
[ Gronwall �w
Æ�s�Ü�›�&�;�b�”�\�q�t�‘�“ ,

k� zk k2
L 2 (
) �

�
~� + C

�
k� k2

L 1 (0 ;T ;L N (
)) + kf k2
L 1 (0 ;T ;L 2 (
))

��
exp

�
�

kX

j =1










� j � � j � 1

�










2

L N= 2 (
)

�

�
�

~� + C
�

k� k2
L 1 (0 ;T ;L N (
)) + kf k2

L 1 (0 ;T ;L 2 (
))

��
exp

�
k@t � k2

L 2 (0 ;T ;L N= 2 (
))

�

�›�˜�” . �h�i�` C = C(
 ; �; T; z 0) > 0 �p�K�” . �\�•�t�‘�l�o k� z� kL 1 (0 ;T ;L 2 (
)) �w���„
Q�U	H

�O.

Lemma 3.2 �T �’ 	H �O 	� 	) �� �S �‘ �| 
Z 	� 	) �� �t �C �Q , Ascoli-Arzel�a �w �� �g �t �‘ �l �o (z� ) �w

C
�
[0; T]; L 2(
)

�
�p �w �§ 	) �� 
Q �U �˜ �’ �• �” . �Ž 	Í �› �‡ �q �Š �” �q �Í �w �‘ �O �t �s �” ; �Ã �v �� 
:

z 2 W 1;2(0; T; H 1
0 (
)) \ L 1 (0; T; H 2(
)) �U���O�`�o

(3.8)

8
>>><

>>>:

z� 0 ! z weakly in W 1;2
�
0; T; H 1

0 (
)
�

;

strongly in C
�
[0; T]; L 2(
)

�
;

z� 0 ! z weakly in L 2
�
0; T; H 2(
)

�
;

weakly star in L 1
�
0; T; H 2(
)

�
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�›�¬�h�b . �h�i�` (� 0) � (� ) �x�&
~�s
æ
ü�»�q�b�” . �7�™�t , �Ã�v��
: z �U (1.1) �w�r�p�K�”�\�q�›�Ô

�b . �Ž�< , ���o�w�h�Š
æ
ü�» (� 0) �›�~�Š�o (� ) �q	{�X .

Lemma 3.3. �Ã�v z �x�M���Ü (1.1) �w�r�p�K�” .

Lemma 3.3 �w	Â�Ì�t�x�Í�w�4�J�›�;�M�” .

Lemma 3.4. �¤ � > 0 �t�0�`�o � � (t) = � k in 
, tk � 1 < t � tk �q�S�X . �h�i�` � k 2 L 2(
) �x

Lemma 3.2 �w	Â�Ì�¤�t���Š�h�‹�w�q�b�” . �\�w�q�V , 	Í�p�˜�h�Ã�v��
: z �t�0�`�o ,

lim sup
� ! 0+

Z T

0

Z



� � @t z� dxdt �

Z T

0

Z



(� z � �z + f ) @t z dxdt

�U
R�“�q�m .

Proof. �¤ � > 0 �t�0�`�o ,
Z T

0

Z



� � @t z� dxdt =

Z T

0

Z



� z� @t z� dxdt �

Z T

0

Z



� z� @t z� dxdt +

Z T

0

Z



f � @t z� dxdt

�p�K�“ , �È�%�w�¤�ò�›	q�t I 1, I 2, I 3 �q�S�X�q , 
•
ü
u
ü�¶�w�,�Š���g�t�‘�“

I 1 � �
1
2

Z



jr z� (T)j2 dx +

1
2

Z



jr z0j2 dx

�U
R�“�q�m . �‡�h , (f � ) �x f �t L 2
�
0; T; L 2(
)

�
	Í�§	)���b�”�T�’ , I 3 !

RT
0

R

 f @t z dxdt as � ! 0+

�U
R�“�q�m . �°�M , I 2 �t�m�M�o ,

�
Z T

0

Z



� � z� @t z� dxdt

=
mX

k=1

Z



(� zk + zk � 1) � k zk dxdt

� �
1
2

mX

k=1

Z




�
� k jzk j2 � � k jzk � 1j2

�
dx

= �
1
2

mX

k=1

Z




�
� k jzk j2 � � k � 1 jzk � 1j2

�
dx +

1
2

mX

k=1

Z



(� k � � k � 1) jzk � 1j2 dx

= �
1
2

Z



� � (T) jz� (T)j2 dx +

1
2

Z



� 0 jz0j2 dx +

1
2

Z T

0

Z



@t � � jz� j2 dxdt

�U
R�“�q�m . �\�\�p ,
� � ! � strongly in W 1;2

�
0; T; L N= 2(
)

�
;

z� ! z strongly in C
�
[0; T]; L 2(
)

�

�U
R�“�q�m�\�q�t�«�™�b�”�q ,

lim inf
� ! 0+

Z



� � (T) jz� (T)j2 dx �

Z



� (T) jz(T)j2 dx;

lim
� ! 0+

Z T

0

Z



@t � � jz� j2 dxdt =

Z T

0

Z



@t � jzj2 dxdt

�U	H�O. �\�•�t�‘�“ ,
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lim sup
� ! 0+

 

�
Z T

0

Z



� � z� @t z� dxdt

!

� �
1
2

Z



� (T) jz(T)j2 dx +

1
2

Z



� 0 jz0j2 dx +

1
2

Z T

0

Z



@t � jzj2 dxdt

= �
1
2

Z T

0

d
dt

� Z



� (t) jz(t)j2 dx

�
dt +

1
2

Z T

0

Z



@t � jzj2 dxdt = �

Z T

0

Z



�z@t z dxdt

�U
R�“�q�m . �`�h�U�l�o ,

lim sup
� ! 0+

Z T

0

Z



� � @t z� dxdt

� �
1
2

Z



jr z(T)j2 dx +

1
2

Z



jr z0j2 dx �

Z T

0

Z



�z@t z dxdt +

Z T

0

Z



f @t z dxdt

= �
1
2

Z T

0

d
dt

kr z(t)k2
L 2 (
) dt �

Z T

0

Z



�z@t z dxdt +

Z T

0

Z



f @t z dxdt

=
Z T

0

Z



(� z � �z + f ) @t z dxdt

�U
R�“�q�m .

Proof of Lemma 3.3. �Ã�v��
: z �U De�nition 2.1 �w�¤	Ú�E�›�¬�h�b�\�q�›�¬�Ý�b�” . �Ã�v�w�Ï
R�O

�‘�“ , z �x (2.1) �›�¬�h�b . �‡�h , �Ù�Å�r z� �S�‘�| z� �U (2.2) �t�q�•�” 2 �m�w
Æ�s�Ü�›�f�•�g�•�¬�h

�b�\�q�t�«�™�b�”�q , �f�w	��Ã�v�p�K�” z �x (2.2) �›�¬�h�b . �^�’�t , (2.2) �S�‘�| Lemma 3.4 �‘�“

0 = lim sup
� ! 0+

Z T

0

Z



� � @t z� dxdt �

Z T

0

Z



@t z (� z � �z + f ) dxdt � 0

�U
R�“�q�j , �‘�l�o (2.3) �U	H�O. �7�™�t , z� (0) = z0 �p�K�”�\�q�t�«�™�`�o , (z� ) �w C([0; T]; L 2(
))

�p�w�§	)��
Q�t�‘ �“ (2.4) �U	H�O. �`�h�U�l�o z �x�M���Ü (1.1) �w�r�p�K�“ , �^�’�t (3.8) �‘ �“

z 2 W 1;2(0; T; H 1
0 (
)) \ L 1 (0; T; H 2(
)) �›�¬�h�b .
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Classification of quantum graphs on M 2

and their quantum automorphism groups

�˜�N�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶�~
:�g�r
s
•�È 
:�¶�%

	¦�>
O�°�Õ (Junichiro MATSUDA)

�“�A

�”� �¬�å�Ñ�w�“�æ�x 2010 �å�E	s�„�t�”� 	Ø�C�g�æ�t	î
C�^�•�o�‹�Ö�^�•�z�”� 	Ø�C�g�æ�z

�^�;
É���æ�z�”� ���æ�s�r�q�w���˜�“�w�¤�p�Ù�å
C�2�`�o�V�h�{ Musto, Reutter, Verdon [7]

�U�‹�Ö�`�h�¡
€�æ�»�q�`�o�w�”� �¬�å�Ñ�U�Š�Z�€�w	��s�0	Å�p�K�”�{�”� �¬�å�Ñ�w�¨	Å�$�s

�Ï
R�O�x�M�X�m�T�æ�a�’�•�o�M�h�U�z	ý�`�M
ü�ú�p�K�”�\�q�‹�K�“
‡�×�Ì�s�é�.�«�t�a�`�M�Ø

�U�K�l�h�{�f�\�p�z�”� �¬�å�Ñ�w�Ì�Ô�$�s�é�.�«�•
Y�`�M�Ú�
�›�˜�”�h�Š�t�7�‹�,�Š�$�s
‡�D

�õ�� M2 	Í�w�”� �¬�å�Ñ�q�”� �×�~�‰�����w
ü�¨�›�æ�l�h�{�‡�h�z�f�w�A�L�T�’�”� �¬�å�Ñ

�q�y�/�¬�å�Ñ�w���w
‡�×�Ì�s�”� �‰���›�˜�o�z�%�q�`�o�”� �×�~�‰�����w
¯�q�M�w���w�‰�‹
Q

SO(3) ∼mon S+
4 , O(2) ∼mon H+

2 �U�‹�T�•�h�{

1 �‹�Ö

Gelfand �w
Ò�0
Q�t�z�›
C�b�”
‡�D�õ�g�æ�~�^�;
É���æ�w���º�t�S�M�o�z�®�”� �¯�q�M�O�o� �x�y

�/�$�s�0	Å�w�®
‡�D�õ� �̄s�°
`�=�~�¨�Å
ú�w�™�¯�p�;�M�’�•�”�{ C 	Í�w�Ê�ç�Ü
Ç�V � -�E
:�p C � -	Ú�E

kx � xk = kxk2 �›�¬�h�b�‹�w�› C � -���q�M�O�U�z�¢�±�[�w�£ Gelfand �w
Ò�0
Q�q�x�o�•�i�›�Ë�m�D�õ

C � -���q�¯�ï�Í�«�Ä�Ë�¢�µ�Å�ç�Ñ�í���q�w�M�æ�$
Ò�0
Q�w�\�q�p�z�é�.�$�t�x C(X ) �›�•
ì�í�� X

	Í�w�È����
:���q�`�o

�¯�ï�Í�«�Ä�Ë�¢�µ�Å�ç�Ñ�í�� X = Spec(A) �È���ø
þ f : X ! Y
�o�•�$�D�õ C � -�� A = C(X ) �o�•�$ � -	j�‰�� � � f : C(Y ) ! C(X )

�q�M�O�0	Å�q�ù�w�0� �p�)�Q�’�•�”�{�f�\�T�’�w�ž�Æ�é�´�”�p�z�°
`�w
‡�D�õ�s C � -���› \ 
‡�D�õ

�s " �í���¢�w��
:�í���£�q�_�s�b�\�q�t�‘�“�^�;
É���æ�z
‡�D�õ�2�?�¶�z�”� ���æ�z�”� 	Ø�C�g�æ�z

�s�r�7�‘�s
ü�ú�U
C�2�`�o�V�h�{���s�{�O�”� �¬�å�Ñ�‹�f�w�v�•�›�|�ˆ�z�y�/�¬�å�Ñ�t�S�Z�”�Ö�:	B

�ù�›�”� �=�¢
‡�D�õ�=�£�`�h�‹�w�t�s�l�o�M�”�{

2 �y�/�¬�å�Ñ�T�’�”� �¬�å�Ñ�•

�%�w	O
ó�U�s�X�²�V�w�K�” (���v ) ���²�¬�å�Ñ�x�z�Ö�:�w	B�ù V �q�f�•�’�›�A�•�%�w	B�ù E � V � V

�w
Ê (V; E) �q�`�o���[�^�•�z�%�t�²�V�w�s�M�Á�²�¬�å�Ñ�x
¶�o�w�% (i; j ) �U�o (j; i ) �‹�%�t�Ë�m���²

�¬�å�Ñ�q�`�o�G	\�p�V�”�{�\�O�`�h�¬�å�Ñ�x�É�¿�Ä�ë�”�«�s�r�w�Þ�Ã�ç�q�`�o�w���Ø�›�Ë�m�{�^�;


É�æ�$�s���Ü�=�q�`�o�x�z�Ö�: j �T�’ i �•�w�%�U�K�”�q�V (i; j ) 
R
ü�U 1�z�s�M�q�V (i; j ) 
R
ü�U 0
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�q�s�”�¡
€�æ�» A = ( A ij ) 2 M jV j �›�ß�Q�”�M�O�U�K�”�{�æ�»�w
R
ü�]�q�w
u�› Schur 
u�q�M�O�U�z

f 0; 1g-�‹�p�K�”�¡
€�æ�»�U Schur 
u�t���`�o�ˆ�s�s�æ�»�q�`�o�›�Ã
Ç�Z�’�•�”�\�q�t�«�™�b�”�{�¡


€�æ�» A �x���v	B�ù V 	Í�w��
:�í�� C(V) = CV = `2(V ) �t�^�;�b�”�^�;
É

A : C(V ) ! C(V ) (Af )( i ) =
X

j

A ij f (j )

�q�_�s�d�”�h�Š�z�f�w�µ�Ö�«�Ä�ç�s�r�›�;�M�o�r
s�$	��O�p�¬�å�Ñ�w	Ø�C�›�Ð�‚�”�\�q�U�p�V�”�{�s

�S�z�Á�²�¬�å�Ñ�w�¡
€�æ�»�x�0	¶�t�s�“�z�%�w	O
ó�•	O�ˆ�w�K�”�¬�å�Ñ�x	O�ˆ�›
R
ü�q�b�”�‘�“�°
`

�w�æ�»�q�`�o�G	\�^�•�”�{�‘�“�°
`�w	O�ˆ�›���Š�o�(�U�“�M�t�£�è�`�h���Ü�=�q�`�o�x�z�%�t�0� �b

�”�æ�»�o�• eij �¢ (i; j ) 
R
ü�U 1 �p���U 0 �w�æ�»�£�p�Á�’�•�” M jV j �w
æ
ü�í��

S = spanf eij j (i; j ) 2 Eg � M jV j = B (`2(V ))

�›�ß�Q�”	��O�‹�K�”�{�Í�Ü�x�Á�²�¬�å�Ñ�w	Ô�ù�w�0� �w�°�«�p�K�”�{

� | � | ��Ó $ A =

0

@
0 1 0
1 0 1
0 1 1

1

A $ S =

8
<

:

0

@
0 � 0
� 0 �
0 � �

1

A

9
=

;

�y�/�¬�å�Ñ�x�\�w�‘�O�t�Ö�:	B�ù V �q�f�w	Í�w
Ç�C�Ï���w
Ê�q�`�o�
�Q�’�•�”�{ Gelfand �w
Ò�0
Q

�T�’�z V �t�0� �b�”�D�õ�s C � -�� C(V) �›�°
`�w C � -�� B �t�”�V�õ�Q�z
Ç�C�Ï���›	Í	��X�°
`�=�b

�”�\�q�t�‘�“�”� �¬�å�Ñ�›���[�b�”�\�q�U�p�V�”�{

�”� �¬�å�Ñ�w�“�æ�x�”� 	Ø�C�g�æ�w���º�p Duan, Severini, Winter �t�‘�“�Á�²�¬�å�Ñ�w�%�w�í

�� S �›
‡�D�õ�=�`�h noncommutative graph �q�`�o�7	s�t�‹�Ö�^�•�h�{�y�/�¬�å�Ñ�U V 	Í�w����

E � V � V �q�`�o�
�Q�’�•�”�\�q�T�’�z�”� �����q�`�o�w�”� �¬�å�Ñ�› Weaver �U�‹�Ö�`�h�{�”� 

�����×�.�‹ Weaver �U�‹�Ö�`�h�‹�w�p�z Duan �’�U C(V) �t�K�h�”��
:���q�`�o Hilbert �í�� H 	Í

�w���„�^�;
É�U
R�b�� B (H ) �w�ˆ�›�{�l�o�M�h�w�t�0�`�o�z�”� �����x�‘�“�°
`�w von Neumann

�� B � B (H ) �›��
:���q�`�o�{�Q�”�‘�O�t�s�l�o�M�”�{ Musto, Reutter, Verdon[7] �x Schur 
u�w

�“�æ�›���v�Í�i C � -�� B 	Í�w�^�;
É A : B ! B �t�¦�Á�b�”�\�q�t�‘�“�z�”� �¡
€�æ�»�q�`�o�”� 

�¬�å�Ñ�›���Ü�=�`�h�{ Musto �’�x B 	Í�w
ª	j�$�s�Ä�è�”�µ�›�;�M�o Schur 
u�›���[�`�h�U�z�f�w�™

Brannan �’�U � -form �q�z�y�•�”�‘�“�°
`�w	Ý�6 (B 	Í�w
Z��
:  : B ! C �p�o�•�$  (1B ) = 1 �T

�m
Y�‹  (x � x) � 0 �s�‹�w ) �›�;�M�o�‰�7�t�”� �¬�å�Ñ�›���[�`�z�f�•�’�”� �¬�å�Ñ�w�”� �×�~�‰��

���s�r�‹�‹�Ö�`�h�{

Musto �’�w�À
w�x string diagram (cf [10], [4]) �›�;�M�h���•�h�G�O�›�”� �¬�å�Ñ�s�r�t�&�;�`�h

�:�t�‹�K�“�z
 	��w�“�Ä�w�°
æ�x�°
`�w � -form �w�‹�q�p�w string diagram �w	��“�{�M�t�m�M�o
^�µ

�=�`�h�\�q�p�K�”�{

�\�\�p�x�”� �¡
€�æ�»�q�`�o�w�”� �¬�å�Ñ�w���Ü�=�t�m�M�o	\�‚�”�{  �›���v�Í�i C � -�� B 	Í�w

�§�î�s	Ý�6�q�b�”�{�m�‡�“ hxjyi :=  (x � y) �p���‡�” B 	Í�w�º
u�U
‡�@�=�p�z�¢ GNS �Ï
R�p�£�˜�’�•

�”�º
u�í���U L 2(B;  ) �= B �p�K�”�q�b�”�{ B �w���Ï���T�’
u m : B 
 B 3 a 
 b 7! ab 2 B �U��

�‡�”�U�z Hilbert �í��	Í�w�^�;
É�q�`�o m �w
5
P�›�q�”�\�q�p�(
u my : B ! B 
 B �›�˜�” .

De�nition 2.1 (Banica [1], Musto, Reutter, Verdon [7], Brannan, et al. [2]). � > 0 �q�b�”�{ B
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	Í�w�§�î�s	Ý�6  �x mmy = � 2idB �›	F�h�b�q�V�t � -form �q�z�y�•�”�{�\�w�q�V (B;  ) �›�”� 	B

�ù�q�z�•�{

�y�/�¬�å�Ñ�w	Ô�ù C(V) 	Í�w � -form �x � 2 = jV j �q�s�”�Ö�:	B�ù	Í�w�°�7
ü
Í � �¢�t���b�”
u
ü
R

� d� �£�w�ˆ�p�K�”�\�q�U�¬�T�Š�’�•�”�h�Š�z � -form �x�°�7
ü
Í�w�K�”	��w�°
`�=�t�s�l�o�M�”�{

�”� 	B�ù	Í�w�^�;
É�t�0�`�o�x�Ž�<�w�‘�O�t Schur 
u�U�°
`�=�^�•�”�{

De�nition 2.2. �”� 	B�ù (B;  ) 	Í�w�^�;
É A0; A1 : B ! B �t�0�`�z�f�w Schur 
u A0 � A1 :

B ! B �›�Ž�<�t�‘�“���[�b�” :

A0 � A1 := � � 2m(A0 
 A1)my:

�y�/�¬�å�Ñ�w	Ô�ù (C(V ); � ) �w
ª	j�,�� (ei ) i 2 V �t�m�M�o m(ei 
 ej ) = � ij ei ; my(ei ) = jV jei 
 ei

�q�s�”�h�Š�z A0 � A1 : C(V ) ! C(V ) �x A0; A1 �›�æ�»
¯�Ô�`�h�q�V�w
R
ü�]�q�w
u�t�°�•�b�”�\�q

�U
ü�T�”�{ Schur 
u�›���Ï���T�’�6�Ï
R�`�h Musto �’�w�Ž�o�x�_�Ä�p�K�”�{�s�S�z�°
`�w B �t�0�`

�o�x Schur 
u�U
‡�D�õ�s
u�p�K�”�\�q�t�«�™�^�•�h�`�{

De�nition 2.3 (Musto, Reutter, Verdon [7], Brannan et al. [2]). �”� 	B�ù (B;  ) 	Í�w�”� �¡
€

�æ�»�q�x�z A : B ! B �p Schur �ˆ�s�s�‹�w�w�\�q�p�K�” :

A � A = � � 2m(A 
 A)my = A:

�\�w�q�V G = ( B;  ; A ) �› (B;  ) 	Í�w�”� �¬�å�Ñ�q�M�O .

�”� �¬�å�Ñ G = ( B;  ; A ) �w�,�Š�$�s
Q�í�q�`�o�Ž�<�U�•�[�’�•�”�{�Ï
R�A
É�p�K�”  �• A �w
Q

�í�›�f�w�‡�‡ G �w
Q�í�q�z�•�\�q�‹���M�{

ˆ  �U tracial  (xy) =  (yx) �p�K�”�q�V G �U tracial;

tracial � -form � �x B =
L

s M n s
�t�0�`�o � = (dim B ) � 1 L

s ns Tr s �q�`�o�°�™�t���‡�”�\

�q�U�Œ�’�•�o�M�”�{

ˆ A �U self-adjoint Ay = A �p�K�”�q�V G �U self-adjoint;

ˆ A �U real (�î ,� -preserving)A(x � ) = ( Ax ) � �p�K�”�q�V G �U real;

�y�/�¬�å�Ñ�w	Ô�ù A �x�×�ˆ�$�t real �p�K�l�h�U�z�”� �¬�å�Ñ�w	Ô�ù�f�O�q�x�v�’�s�M�{

ˆ A �U real �T�m self-adjoint �w�q�V G �U�Á�² (undirected);

�y�/�¬�å�Ñ�w	Ô�ù�x real �U�×�Ì�s�w�p self-adjoint �w�ˆ�p�‘�T�l�h�U�z�”� �¬�å�Ñ�w	Ô�ù real

�›�]�^�s�M�q�Á�²�¬�å�Ñ�’�`�X�s�’�s�M�{

ˆ A �U
Y�‹�¢
R
Y���‹
Q�›�-�m A(B+ ) � B+ �£�s�q�V�t G �U
Y�‹ ; A �U�ì
¶
Y�‹�¢�Ú�™�w n �t

�m�M�o n � n �w B -�‹�æ�»���t
R
ü�]�q�w�^�;�p�¦�Á�`�o�‹
Y�‹ A (n ) (M n (B )+ ) � M n (B )+ �£

�s�q�V�t G �U�ì
¶
Y�‹ ;

ˆ A � idB = id B �w�q�V G �U re
exive, A � idB = 0 �w�q�V irre
exive;

�y�/�¬�å�Ñ�w	Ô�ù idB �q�w�º
u�x�æ�»�w�0�¯
R
ü�›
H�V	Z�b�\�q�t�K�h�“�z�\�w	Ú�E�x�b�‚�o

�w�ç�”�Ó�›�%�t�Ë�m / �Ë�h�s�M�\�q�›�™�¯�b�”�{

ˆ ��
: d �t�0�` A1 = d1 �T�m  A = d �w�q�V G �U d-
Y���q�M�O�{ d �x�Í
:�q�z�y�•�”�{

�y�/�¬�å�Ñ�w	Ô�ù�¤�Ö�:�t	Z�Ö�“�`�o�M�”�%�w
:�U�f�•�g�• d �w�q�V d-
Y���q�M�O�U�z�f�w
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�›�Ã
Ç�Z�w�{�q�m�p�K�”��
:��
: 1V �U�¡
€�æ�»�w�{���‹ d �w�{���Õ�«�Ä�ç�p�K�”�\�q�w�ž�Æ

�é�´�”�p�K�”�{

�‡�h�z Schur �ˆ�s
Q�T�’�Í�w�‰�‹
Q�U�‹�T�•�”�{

Proposition 2.4 (M [6]) . �”� �¬�å�Ñ G = ( B;  ; A ) �t�m�M�o�z�Ž�<�x�‰�‹ :

ˆ A �x�î ; ˆ A �x
Y�‹ ; ˆ A �x�ì
¶
Y�‹ .

Example 2.5. �”� �¬�å�Ñ�w�/���«�q�`�o�Ž�<�U�•�[�’�•�”�{

ˆ �y�/�¬�å�Ñ (V; E), V 	Í�w�°�7
ü
Í � , �¡
€�æ�» A : C(V ) ! C(V ) �t�m�M�o , (C(V ); �; A )

�x�”� �¬�å�Ñ�p�K�“�z�o�t�D�õ�s�”� �¬�å�Ñ�x Gelfand �w
Ò�0
Q�T�’�\�w���p�)�Q�’�•�” .

ˆ A = id B �x �̀¤�Ö�:�w�ç�”�Ó ' �w�ˆ�T�’ �s�” (B;  ) 	Í �w�×�Ì�”�  �¬�å�Ñ�›�)�Q�z�\�•�x

re
exive 1- 
Y���Á�²�”� �¬�å�Ñ�p�K�”�{

ˆ A = � 2 (�)1 = � 2 j1i h1j �x�D�ó�s�b�‚�o�w�%�›�Ë�m (B;  ) 	Í�w (re
exive) �ì
‹�¬�å�Ñ�›�)

�Q�z�\�•�x re
exive � 2-
Y���Á�²�”� �¬�å�Ñ�p�K�”�{

�\�w�‘�O�t�`�o�”� �¬�å�Ñ�U���[�^�•�z�)�Q�’�•�h�”� �¬�å�Ñ (B i ;  i ; A i ) �T�’�x�Ú�è (B0 �

B1; � 2
0  0 � � 2

1  1

� 2
0 + � 2

1
; A0 � A1) �•�Â�ï�¹�ç
u (B0 
 B1;  0 
  1; A0 
 A1)�z�¨	Å�$�s�!���p	ý�`�M�”� �¬

�å�Ñ�›�Ï
R�b�”�M�O [8] �•�å�ï�¼�Ü�Ï
R [3] �s�r�z�¨	Å�$�s�”� �¬�å�Ñ�w�Ï
R�O�x�Œ�’�•�o�M�h�{�`

�T�`�z�‹�Ö�^�•�h�w�U 2010�å�E	s�„�s�w�‹�K�“�”� �¬�å�Ñ�w�Ì�Ô�$�s�é�.�«�x�ì
‹�¬�å�Ñ�s�r�w�×

�Ì�s�‹�w�`�T�Œ�’�•�o�M�s�T�l�h�{�f�\�p
 	��x�7�‹�,�Š�$�s
‡�D�õ�� B = M 2 �w	Ô�ù�t�m�M�o�”

� �¬�å�Ñ�q�”� �×�~�‰�����w�Ì�Ô�$�s�G	\�q
ü�¨�›�æ�l�h�{

3 �”� �×�~�‰����

�”� �¬�å�Ñ�w�”� �×�~�‰�����q�x�z�”� �¬�å�Ñ�t�^�;�b�”
Ó�'�$�s�¯�ï�Í�«�Ä�”� �� (CQG) �w�\

�q�›�¦�`�z�é�.�$�t�x�Ž�<�p�)�Q�’�•�”�{

De�nition 3.1 (Woronowicz [11, 12]). �¯�ï�Í�«�Ä�”� ���q�x�D
ü�o�•�$ C � -�� A �q�(
u�q�z�y

�•�” � -	j�‰�� � : A ! A 
 min A �w
Ê G = ( A ; �) �p�Ž�<�›	F�h�b�‹�w�w�\�q�p�K�” :

(coassociative) (� 
 idA )� = (id A 
 �)�;

(cancellative) (A 
 1)�( A ) �q (1 
 A )�( A ) �x A 
 A �p���µ .

�y�/�$�s�¯�ï�Í�«�Ä�� G �x � : C(G) ! C(G) 
 C(G) �= C(G � G); (� f )(x; y) = f (xy) �q�`

�o CQG (C(G); �) �q�_�s�d�”�{ A �x�°
`�t
‡�D�õ�p�K�”�U�z�y�/���q�w�ž�Æ�é�´�”�T�’���Ü�$�t

C(G) �q	{�X�w�U�°
`�$�p�K�”�{ Gelfand �w
Ò�0
Q�T�’ C(G) �U�”� ���w�F	B�ù�›�)�Q�z � �U�����‰

�›�)�Q�o�M�”�q�t�Q�”�{

De�nition 3.2 (Brannan et al. [2]). �”� �¬�å�Ñ G = ( B;  ; A ) �w�”� �×�~�‰�����x�Ž�<�›	F�h�b


Ê Qut( G) = ( C(Qut( G)) ; �) �T�’�s�” CQG �p�K�” :
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ˆ C(Qut( G)): B = L 2(B;  ) �w
Y�F�Ú�¦�,�� (ei ) �t�0�`�o�z

� : B 3 ei 7!
X

k

ek 
 uk
i 2 B 
 C(Qut( G))

�›�o�•�$ � -	j�‰���q�` � A = ( A 
 id) � �›	F�h�b unitary u = ( uk
i )k;i 2 M n (C(Qut( G))) �w

��
: uk
i �p
\
R�^�•�”�o�•�$
Ó�' C � -�� ;

ˆ �(
u � : C(Qut( G)) ! C(Qut( G)) 
 C(Qut( G)) �x � -	j�‰���p�Í�›	F�h�b�‹�w :

� uk
i =

X

j

uk
j 
 uj

i :

	Í�G�w � �x�,�Š
¯�q�q�z�y�•�z�0	¶�� SN = Aut( X ) �p�M�O N �:	B�ù X �•�w�×
µ�s�^�;�t�K�h

�”�‹�w�p�K�”�{�y�/���w	B�ù�•�w�^�;�x SN � X ! X �q�M�O�ø
þ�p�G	\�^�•�”�U�z�”� ���q�`�o�w

�^�;�x Gelfand 
Ò�0�›�q�l�h��
:���w	j�‰�� C(X ) ! C(SN � X ) �= C(SN ) 
 C(X ) �p�(
u�q�(�A

�ù�$�s�‹�w�q�`�o�G	\�^�•�”�{

4 M2 �t�S�Z�”
ü�¨

M 2 	Í�w tracial 2-form �x � = Tr =2 �p�)�Q�’�•�” . �¡
€�æ�» A �› ONB (
p

2e11;
p

2e12;
p

2e21;
p

2e22)

�t�m�M�o�æ�»
¯�Ô�`�o	Ú�E�Ü�›�r�X�\�q�t�‘�“�Ž�<�›�˜�” .

Theorem 4.1 (M [6], Gromada [5]). (M 2; � ) 	Í�w re
exive �Á�²�”� �¬�å�Ñ A �x�Ž�<�w d-
Y���”

� �¬�å�Ñ�w�M�c�•�T�t�‰���p�K�” .

d = 1) A1 = id B =

0

B
B
B
B
@

1

1

1

1

1

C
C
C
C
A

, Spec(A1) = f 1; 1; 1; 1g.

d = 2) A2 =

0

B
B
B
B
@

2

0

0

2

1

C
C
C
C
A

, Spec(A2) = f 2; 2; 0; 0g.

d = 3) A3 =

0

B
B
B
B
@

1 2

1

1

2 1

1

C
C
C
C
A

, Spec(A3) = f 3; 1; 1; � 1g.

d = 4) A4 = 4 � (�)1 =

0

B
B
B
B
@

2 2

0

0

2 2

1

C
C
C
C
A

, Spec(A4) = f 4; 0; 0; 0g.

�s�S�z tracial �s	Ô�ù�t�m�M�o�x
 	��q�‰�7�w�ˆ�;�T�’ Gromada �U�%�w�í�� S �q�w�0� �›�b�;�b

�”���w	��O�p�‰�7�w
ü�¨�A�L�›	Z�`�o�M�”�{

523



M 2 	Í�w�°
`�w � -form �x Powers state ! q = Tr (Q�) �t�â�Ç�»�æ�‰�‹�p�K�“�z � = q + q� 1,

q 2 (0; 1], Q = 1
1+ q2

 
1 0

0 q2

!

�p�)�Q�’�•�” . q = 1 �q�b�”�q ! 1 = � �t�<�£�b�”�T�’ q < 1 �q�`�o

�‘�M�{�\�w�q�V ONB(eij Q� 1=2) �t�m�M�o (M 2; ! q) 	Í�w�¡
€�æ�» A �›�æ�»
¯�Ô�b�”�q�Ž�<�›�˜�” .

Theorem 4.2 (M [6]) . q 2 (0; 1) �t�0�`�o�z (M 2; ! q) 	Í�w re
exive �Á�²�”� �¬�å�Ñ A �x�Ž�<�w�M

�c�•�T�p�K�” .

ˆ Aq
1 = id B =

0

B
B
B
B
@

1 0

1

1

0 1

1

C
C
C
C
A

, 1-
Y�� .

ˆ Aq
2 =

0

B
B
B
B
@

q� 1�

0

0

q�

1

C
C
C
C
A

, 
‡
Y�� .

ˆ Aq
3 =

0

B
B
B
B
@

1 �

1

1

� 1

1

C
C
C
C
A

, 
‡
Y�� .

ˆ Aq
4 = � 2! q(�)1 =

0

B
B
B
B
@

q� 1� �

0

0

� q�

1

C
C
C
C
A

,

� 2-
Y�� .

�s�S�z	Í�w�Í�å�Ý�”�»�p q = 1 �q�b�”�q�z tracial �s	Ô�ù�t
ü�¨�`�h�”� �¬�å�Ñ�t�°�•�b�”�{�\�•�’

�w�”� �¬�å�Ñ Gq
d = ( M 2; ! q; Aq

d) �w�”� �×�~�‰�����q�`�o�z�›	��Ú�¦�”� �� SOq(3) �•�Ú�¦�� O(2),

�â�Ç�»�æ�Ä�”�å�µ T = U(1) �U�Ž�<�w�‘�O�t�˜�’�•�h�{

Theorem 4.3 (M [6], Gromada [5]). Tracial �s	Ô�ù�z

Qut( G1
1 ) = Qut( G1

4 ) �= SO(3): Qut( G1
2 ) = Qut( G1

3 ) �= O(2):

Theorem 4.4 (M [6]) . q 2 (0; 1) �t�m�M�o�z

Qut( Gq
1 ) = Qut( Gq

4 ) �= SOq(3): Qut( Gq
2 ) = Qut( Gq

3 ) �= T < SO q(3):

	Â�Ì�t�x So ltan [9] �t�‘�” (M 2; ! q) �t�^�;�b�”
Ó�'�$�s CQG �q�`�o�w SOq(3) �w�›�Ã
Ç�Z�U�b

�M�o�M�” .

�^�o�z�\�\�p tracial �s	Ô�ù�w
Y���”� �¬�å�Ñ G1
d �w�µ�Ö�«�Ä�ç�›�
�o�b�”�q�z�î�x 4 �:	B�ù	Í�w

re
exive 
Y���y�/�¬�å�Ñ�w�µ�Ö�«�Ä�ç�t�°�•�`�o�M�”�\�q�t�>
Ç�X�{�î�M�\�•�’�w���t�x�”� �‰��

�q�z�y�•�”�‰���‘�“	��M�U�ô�M�¨�Å
Q�U�K�”�\�q�›�Ô�b�\�q�U�p�V�”�{	B�ù���w�‰���x�µ�§�å�” (C

�w�ù�è f 0; 1g) �‹�w permutation �æ�»�›�;�M�o�G	\�p�V�”�U�z	B�ù���w�”� �‰���x�0� �›�)�Q�”�æ�»

�q�`�o�^�;
É (B (H ) �w�ù�è ) �‹�w�”�  permutation �æ�»�›�•�b�\�q�p�˜�’�•�z�”� �¬�å�Ñ�w�”� �‰

���x�f�•�’�›�°
`�=�`�h�‹�w�t�s�l�o�M�”�{

Theorem 4.5 (M [6], Gromada [5]). �¤ d = 1 ; 2; 3; 4 �t�m�M�o�z (M 2; � ) 	Í�w G1
d �x 4 �:	B�ù	Í�w

re
exive d-
Y���y�/�¬�å�Ñ�q�”� �‰���p�K�” .


 	��x�”� �‰���›�-�‰�b�”�\�q�t�‘�“�\�•�›�Ô�`�h�{�°�M�z Gromada �x Z =4Z �w Cayley �¬�å�Ñ

�›�”� �‰���s���w�¬�å�Ñ�t�!���b�”�M�O�p�\�•�›�Ô�`�o�M�”�{
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CQG G0; G1 �t�m�M�o�z�f�w�â�Ç�»�æ
¯�q�›�0	Å�q�` intertwiner �›�ù�q�b�”�M Rep(Gi ) �w���t


¯�q�w�Â�ï�¹�ç
u�›�-�m�‰�‹�¢�Â�ï�¹�ç�M�q�`�o�w�‰�‹�£�U
R�“�q�m�q�V�t G0; G1 �U�Þ�Ê� �Å�‰�‹

G0 � mon G1 �p�K�”�q�M�O�{ Brannan �’�t�‘�“�”� �‰���U�Þ�Ê� �Å�‰�‹�›� �‹�b�”�\�q�U�Ô�^�•�o

�M�”�{

Theorem 4.6 (Brannan et al. [2, Theorem 4.7]). �”� �¬�å�Ñ�w�”� �‰�� G0
�= q G1 �t�0�`�o�z�”

� �×�~�‰�����w�Þ�Ê� �Å�‰�‹ Qut( G0) � mon Qut( G1) �U
R�“�q�m�{

�`�h�U�l�o�z Theorem 4.5M [6], Gromada [5]dfn.4.5�w�%�q�`�o�Ž�<�›�˜�”�{

Corollary 4.7. (1) �›	��Ú�¦�� SO(3) �x�”� �0	¶�� S+
4 �q�Þ�Ê� �Å�‰�‹�p�K�” .

(2) �Ú�¦�� O(2) �x�”� 
Y
@�Ø�.�� H +
2 < S +

4 �q�Þ�Ê� �Å�‰�‹�p�K�” .

�\�•�’�w�Þ�Ê� �Å�‰�‹�x�”� ���æ�t�S�M�o�7�t�Œ�’�•�o�M�”�A�L�p�x�K�”�U�z	O�A�s�”� ���w���w

�Þ�Ê� �Å�‰�‹�›�”� �¬�å�Ñ�w� �;�q�M�O	ý�h�s	��O�p�Ô�b�\�q�U�p�V�h�q�M�O�:�p�µ�¯
��M�{�é�.�$

�s�”� �¬�å�Ñ�w�Ï
R�O�s�r�w
C�2�t
P�M�z���™�”� ���µ�¯
��M�é�.�«�•�Þ�Ê� �Å�‰�‹�U�˜�’�•�”�w�p

�x�s�M�T�q�8�4�^�•�”�{

�€�ß���Y

[1] Teodor Banica. Quantum groups and Fuss{Catalan algebras.Communications in mathe-

matical physics, 226(1):221{232, 2002.

[2] Michael Brannan, Alexandru Chirvasitu, Kari Ei
er, Samuel Harris, Vern Paulsen, Xiaoyu

Su, and Mateusz Wasilewski. Bigalois extensions and the graph isomorphism game.Com-

munications in Mathematical Physics, 375(3):1777{1809, Sep 2019.

[3] Alexandru Chirvasitu and Mateusz Wasilewski. Random quantum graphs. arXiv preprint

arXiv:2011.14149, 2020.

[4] Bob Coecke and Aleks Kissinger.Picturing Quantum Processes: A First Course in Quan-

tum Theory and Diagrammatic Reasoning. Cambridge University Press, 2017.

[5] Daniel Gromada. Some examples of quantum graphs.arXiv preprint arXiv:2109.13618,

2021.

[6] Junichiro Matsuda. Classi�cation of quantum graphs on m 2 and their quantum automor-

phism groups. arXiv preprint arXiv:2110.09085, 2021.

[7] Benjamin Musto, David Reutter, and Dominic Verdon. A compositional approach to quan-

tum functions. Journal of Mathematical Physics, 59(8):081706, 2018.

[8] Benjamin Musto, David Reutter, and Dominic Verdon. The Morita theory of quantum

graph isomorphisms.Communications in Mathematical Physics, 365(2):797{845, 2019.

[9] Piotr M So ltan. Quantum SO(3) groups and quantum group actions onM 2. Journal of

Noncommutative Geometry, 4(1):1{28, 2010.

[10] Jamie Vicary. Categorical formulation of �nite-dimensional quantum algebras. Communi-

525



cations in Mathematical Physics, 304(3):765{796, 2011.

[11] Stanis law L Woronowicz. Compact matrix pseudogroups.Communications in Mathematical

Physics, 111(4):613{665, 1987.

[12] Stanis law L Woronowicz. Compact quantum groups. Symetries quantiques, Papers from

the NATO Advanced Study Institute, Les Houches, 1995, pages 845{884, 1998.

526



���„���É	ü�ˆ�í���t���b�”�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w

�Ò��
:�r�w���È�=�q	Å�t�m�M�o

�f�z�G�¶ �G�¶�Ã�g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È


h�æ�,�G (Motofumi Aoki)

�“ �A

�Š
C
¯�p�x , �K�”	Ú�E�›�¬�h�`�o�M�”
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�r�w���È�=�q
	Å�t�m�M�o
C
¯�b�” . �¤�É�ç�ª�”���v�s	s�8�‹�t�0�`�o , �Š�M���Ü�w�Ì���G�¬�$�s�Ò��
:�r�U
���O�b�”�\�q�x
:�¶�$�t	Â�Ì�^�•�o�M�” . �`�T�` , �r�U�È�’�T�t�s�”�T�r�O�T�t�m�M�o�x
:�¶
�$�t�x�Ì�’�T�t�s�l�o�S�’�c , �°���w	Ú�E�›
Ç�Z�C�Q�”
ž�A�U�K�” . �Š�Z�€�p�x , ���„���É	ü�ˆ
�í���q�z�y�•�”��
:�í���t�Ì���Á	t�$�s�Ò��
:�r�U���`�o�M�•�y , �f�w�r�U�È�’�T�t�s�”�\�q
�t�m�M�o	\�‚�” .

1 	‚

�Š�Z�€�p�x , �Ž�<�w
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�Ò��
:�r (	��r ) �w
Y��
Q�t�m�M�o

�ß�o�›�æ�O . �í���Í�i�› 3 �Í�i�K�”�M�x 4 �Í�i�q�b�” .
8
>><

>>:

@t u � � u + ( u � r )u + r p = 0 ; t > 0; x 2 Rd;

div u = 0 ; t > 0; x 2 Rd;

u
�
�
t=0 = u0(x); x 2 Rd:

(N-S)

�\�\�p , u = ( u1(t; x ); u2(t; x ); � � � ; ud(t; x )), p = p(t; x ) �x�f�•�g�•�v�.�w���S	Ô�q�y�—�›
¯�b�°

�Œ��
:�p�K�” . �‡�h , u0 = ( u0;1(x); u0;2(x); � � � ; u0;d(x)) �x div u0 = 0 �›�¬�h�b�)�Q�’�•�h	s�8��

�S	Ô�q�b�” . �‡�h , �H�°�Ü�x�v�.�w�á�ˆ�›
¯�b�M���Ü�p�K�“ , �H�Ë�Ü�x�v�.�w�í�”�-�����q
‡�y	V

	Ú�E�T�’�‹�T�•�”�Ü�p�K�” .
�‡�c	s�Š�t , �Š
C
¯�p�;�M�”
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�Ò��
:�r (	��r ) �w���[�t

�m�M�o	\�‚�” . C1
0;� ; L p

� ; _H s
� ; H s

� �›�f�•�g�•8
<

:
C1

0;� := f f 2 C1
�
�suppf �U�¯�ï�Í�«�Ä�p divf = 0g;

L p
� := C1

0;�
k�kp ; 1 < p < 1 ; _H s

� := C1
0;�

k�k _H s ; H s
� := C1

0;�
k�kH s

; s 2 R

�q�b�” . 
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�Ò��
:�r�›�Ž�<�p���[�b�” .
���[ (�Ò��
:�r [7]). u0 2 L 2

� �q�b�” . �Ž�<�U
R�“�q�m�Ì , u �x
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M��

�Ü�w�Ì�� (0; T) 	Í�w�Ò��
:�r�p�K�”�q�t�O .

(1) u �U�¤�É�ç�ª�”�«�å�µ L 1 (0; T; L 2
� ) \ L 2(0; T; _H 1

� ) �t���b�” .

(2) u �x L 2 �w	��•
ì�w�™�¯�p [0; T] 	Í�Ì���t�m�M�o�È�� , �b�s�˜�j , �Ú�™�w � 2 L 2(Rd) �t�0�` ,

u(t; x ) 7! hu(t; x ); � (x)i

�U [0; T] 	Í�Ì���t�m�M�o�È���p�K�” .
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(3) �Ú�™�w 0 � t < T �q � 2 H 1(0; t; H 1
� ) �t�0�` ,

Z t

0
fh� u; @t � i + hr u; r � i + h(u � r )u; � ig d� = �h u(t); � (t)i + hu0; � (0)i

�U
R�“�q�m .

�\�\�p , h�; �i �x L 2 �º
u�q�b�” .

���M�o , 
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w
Œ�æ�Z�€�t�m�M�o	\�‚�” . Leray �x 1934�å�t


¶�í��	Í�t�S�M�o , �¤�É�ç�ª�”
Æ�s�Ü

ku(t)k2
2 +

Z t

0
kr uk2

2d� � k u0k2
2

�›�¬�h�b�Ì���G�¬�r�w���O�›�Ô�`�h . �‡�h , Hopf �x 1951�å�t�¤�É�ç�ª�”
Æ�s�Ü�›�¬�h�b�Ì���G

�¬�r�›�Ú�™�w�–�¬�p�Ï
R�`�o�M�” . �\�w�¤�É�ç�ª�”
Æ�s�Ü�›�¬�h�b�Ò��
:�r�w�\�q�›�›�t Leray{
Hopf �w	��r�q�z�• . �`�T�` , �Ò��
:�r�w�¤�É�ç�ª�”�«�å�µ�p�w�°�™
Y��
Q�x 2 �Í�i�í���`�T�Ô�^

�•�o�M�s�M .
�Ò��
:�r u �U Serrin �«�å�µ�q�z�y�•�”�Í�w�í��

L � (0; T; L r );
2
�

+
d
r

� 1; d � r � 1

�t���`�o�M�”�q�V , �r�U�°�™�$�t�s�”�\�q�U Serrin [10], Masuda [7]�t�‘�l�o�Ô�^�•�o�M�” . �^�’

�t , Serrin [9], Iskauriaza{Ser•egin{�Shver�ak [4] �’�t�‘�l�o Serrin �«�å�µ�t���`�o�M�”�r�U�È�’�T

�t�s�”�\�q�U�Ô�^�•�o�M�” . �\�\�p , � > 0 �t�0�` , u� ; p� �›�f�•�g�•

u� (t; x ) := �u (� 2t; �x ); p� (t; x ) := � 2p(� 2t; �x )

�q���Š�” . �\�w�q�V , u; p �U
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�r�s�’ , u� ; p� �‹�‡�h�M���Ü

�w�r�t�s�l�o�M�” . �‡�h , �µ�­�”�ç�!�õ�›�ª�b�\�q�p , u �q u� �w���t�x�Í�w����

ku� kL � (0;T ;L r ) = � 1� 2
� � 3

r kukL � (0;T ;L r )

�U
R�“�q�m . �›�t 2=� + 3=r = 1 �w�q�V , L � (0; T; L r ) �x , �Ê�ç�Ü�w�G�V�^�U � > 0 �t�‘���`�s�M

�µ�­�”�ç
Æ�!�s��
:�í���t�s�l�o�M�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” .
�Ž�< , �µ�­�”�ç
Æ�!�s	Ú�E�<�t�S�Z�”�r�w
Y��
Q�t���b�”
Œ�æ�Z�€�t�m�M�o	\�‚�” . Sohr [11]�x ,

d < r < 1 �t�0�`�o , 	��ç�Õ�”�¬�í�� L �; 1 (0; T; L r; 1 ) �t���`�o�M�”	G
ü	–�^�s�r�U�È�’�T�t�s

�”�\�q�›�Ô�`�o�M�” . �‡�h , L 2(0; T; L 1 ) �w�>���›	��Š�h�A�L�q�`�o , Kozono{Taniuchi [5] �t�‘�l

�o L 2(0; T; BMO ), Kozono{Ogawa{Taniuchi [6] �t�‘�l�o L 2(0; T; _B 0
1 ;1 ) �p�w�°�™
Y��
Q�w�A

�L�U�Ô�^�•�o�M�” . �\�\�p , ��
:�í�� L 1 , BMO , _B 0
1 ;1 �t�0�`�o , �Í�w�A������

L 1 � BMO � _B 0
1 ;1 :

�U
R�“�q�m�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” . � �̂’�t , L 1 (0; T; L d) �w�>���t���È� �̀h�A�L�q� �̀o , C((0; T]; B � 1
1 ;1 )

�t���`�o�M�”�Ò��
:�r�U�È�’�T�t�s�”�\�q�U Cheskidov{Shvydkoy [3] �t�‘�l�o�Ô�^�•�o�M�” . �\

�w B � 1
1 ;1 �w
j�Í���w�í�� _B � 1

1 ;1 �t�m�M�o , Sobolev�w
Æ�s�Ü�›�;�M�”�\�q�p , �Í�w�’�Š���ˆ�w����

L d � _B
� 1+ d

p
p;1 � BMO � 1 � _B � 1

1 ;1

�U�Œ�’�•�o�M�” . �f�`�o _B � 1
1 ;1 �x , Bourgain{Pavlovic [2] �t�‘�l�o
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«

�µ�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J�w
‡�&
~
Q�U�Ô�^�•�o�M�”�í���t�s�l�o�M�” . �‡�h , Seregin{Zhou [8] �x

L 1 (0; T; _B � 1
1 ;1 ) �t���b�”�à�0	¶�s�Ò��
:�r�U�È�’�T�t�s�”�\�q�›�Ô�`�o�M�” . �\�•�’�w�A�L�x ,


‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�t�S�M�o , 	s�8�‹�ð�J�w�&
~
Q�q�r�w
Y��
Q�w�ð�J�U� �q�`

�h�ð�J�p�K�”�\�q�›�Ô�&�`�h�A�L�t�s�l�o�M�” .
�Š�Z�€�p�x , �Ž�<�w�A�L�›�˜�h .
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���g 1.1 ([1]). T < 1 , u0 2 L 2
� �q�` u �› (N-S) �w (0; T) 	Í�w�Ò��
:�r�p

sup
0<t<T

t
1
2 kukBMO < 1 (1.1)

�›�¬�h�b�‹�w�q�b�” . �\�w�q�V , �Ú�™�w�×
µ
: k 2 N �t�0�`�o ,

sup
0<t<T

t
k
2 kr kuk2 < 1 (1.2)

�U
R�“�q�m . �›�t u �x�È�’�T�s�r�t�s�” .

�«�™.
(1) (1.1) �x
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�r�w�µ�­�”�ç�›
Æ�!�t�b�”�Ê�ç�Ü�t�s�l�o

�M�” . �b�s�˜�j , u� (t; x ) = �u (� 2t; �x ); � > 0 �t�0�` , (1.1) �x�Ž�<�›�¬�h�`�o�M�” ;

sup
t> 0

t
1
2 ku� kBMO = sup

t> 0
t

1
2 kukBMO :

(2) �Š�A�L�p�;�M�h	Ú�E (1.1) �x , Kozono{Taniuchi [5] �U�°�™
Y��
Q�›�Ô�b	Í�p�;�M�h	Ú�E�› ,
�Ì���M�²�t�m�M�o
æ
ü�$�t���è�`�o�M�” . �î�M , 	s�8�Ì���Ù�c�p t � 1

2 �w�›�Ÿ
Q

kukBMO = t � 1
2

�›���b�”�r�x , 	Ú�E (1.1) �›�¬�h�`�o�M�”�U , L 2(0; T; BMO ) �t�x���`�o�M�s�M .

(3) (1.1) �x
¢���ä�M���Ü�w�r�t�0�` , �Ž�<�w
°�A�U
R�“�q�m�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” ;

sup
0<t<T

t
1
2 ket � u0kBMO � k u0kB � 1

1 ;1
:

�\�w
°�A�T�’ , 
‡�y	V
Q�Æ�ð�Ÿ�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J�p
‡�&
~
Q�U�Ô�^�•�o�M

�”�í���q�¨�Å�`�h�í���w�Ê�ç�Ü�t�‘�l�o , 
¢���ò�t�I�¼�b�”�r�w�•�ˆ�U�¯�ï�Ä�é�”�ç�p�V�”

�\�q�U
ü�T�” . �`�h�U�l�o , �Š�A�L�‹ Cheskidov{Shvydkoy [3] �w�A�L�q�‰�7�t , 	s�8�‹�ð�J

�w�&
~
Q�q�r�w
Y��
Q�w�ð�J�U� �q�`�h�ð�J�p�K�”�\�q�›�Ô�&�`�h�A�L�t�s�”�q�ß�Q�’�•�” .
�‡�h , Cheskidov{Shvydkoy [3] �p�x�ô	*�þ�w�Ê�ç�Ü�w�G�V�^�t
M�v�U�T�T�l�o�M�h�U , �Š�A

�L�p�x�Ê�ç�Ü�w�G�V�^�t
M�v�x�s�M .

2 	j
‹

�\�w
…�p�x , �Š�Â�«�Ç�§�ç�è�Ù�”�Ä�p�;�M�”�G�ø , ��
:�í���t�|�4�J�t�m�M�o	\�‚�” .
� 2 C1

0 (R) �›�Ì���M�²�w�È�=� �̂;
É�q�b�” . �b�s� �̃j , 0 < s < t < T �q 0 < � < minf s; T� tg �t

�0�` , � �x , supp� � (� 1; 1), � (� ) = � (� � ), � (� ) > 0, �f�`�o
Z

R
� (� )d� = 1 �›�¬�h�b�‹�w�q�b�” .

� � (� ) = � � 1� (� � 1� ) �›�µ�­�”�ç�!�õ�q�` , u� (� ) �› � � �q u �w�ù
R
u�q�b�” :

u� (� ) = ( � � � u)( � ) :=
Z t

s
� � (� � � )u(� )d�:

� 0 2 S �›�Ž�<�›�¬�h�b��
:�q�b�” .

c� 0 � 0; suppc� 0 � f � 2 Rdj2� 1 � j � j � 2g;
X

j 2 Z

c� 0(2� j � ) = 1 for any � 2 Rd:
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�\�w�q�V , Littlewood{Paley �w 2 
��o�•
ü�r f � j gj 2 Z � S �t�| Sj f �›�Ž�<�p���Š�” ;
8
>><

>>:

b� j (� ) := c� 0(2� j � ) for j 2 Z;

Sj f :=
j � 3X

l= �1

� l � f:

���[ (Hardy �í�� , BMO �í�� ). 1 � p < 1 �q�b�” . � 2 S �x � > 0 �t�0�` , � � := � � d� (� � 1x)
�U k� � k1 = 1 �›�¬�h�b�‹�w�q�b�” . Hardy �í�� H p �x

kf kH p :=
�

f 2 L p
loc

�
�
�
� sup

�> 0
k� � � f kp < 1

�

�p���Š�’�•�”��
:�í���p�K�” . �‡�h , BMO �í���›

BMO :=
�

f 2 L 1
loc= �

�
�
�
�kf kBMO := sup

x2 Rd ;r> 0

1
jB r (x)j

Z

B r (x)
jf (y) � f B r (x) jdy < 1

�

�p���[�b�” . �\�\�p , � �x��
:��
:�› 0 �q�‰�°�¹�b�”�‰�‹�����p , f B r (x) �x�¤	ú x 
R�� r �w�•�t

�S�Z�”
u
ü���É�p�K�” .

���[ (
j�Í Triebel{Lizorkin �í�� ). 1 � p � 1 , 1 � q < 1 , s 2 R �q�b�” . 
j�Í Triebel{Lizorkin
�í�� _F s

p;q �›�Ž�<�p���Š�” .
_F s
p;q := f f 2 S 0=P

�
�kf k _F s

p;q
< 1g ;

kf k _F s
p;q

:=

8
>>>>>>><

>>>>>>>:














� X

j 2 Z

(2sj j(� j � f )(x)j)q
� 1

q














p

if p < 1 ;

sup
j 2 Z;
x2 Rd

8
<

:
1

jB2� j (x)j

Z

B 2� j (x)

X

k� j

(2sk j(� k � f )(y)j)qdy

9
=

;

1
q

if p = 1 :

�\�\�p , S 0 �x��
ÿ�C�Ò��
:
¶�.�w	B�ù , P �x���ò�Ü
¶�.�w	B�ù�q�b�” .
�«�™.

(1) 1 < p < 1 �t�0�` , L p �q H p �q _F 0
p;2 �x�‰���s�í���t�s�l�o�M�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” . �‡�h ,

H 1 �q _F 0
1;2 �x�‰���s�í���p�K�“ , BMO �q _F 0

1 ;2 �x�‰���s�í���p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” .

(2) 1 � p < 1 �q H•older �ž�þ�¦
: p0 �t�0�`�o , ( _F 0
p;2)0 �= _F 0

p0;2 �U
R�“�q�m . �‡�h , (H 1)0 �= BMO
�p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” .

�4�J 2.1 ([1]). T < 1 ; d � 4; k 2 N �q�b�” . u; v; w 2 L 1 (0; T; L 2
� ) \ L 2(0; T; _H 1

� ) �p�K�“ ,
w �x (1.1) �›�¬�h�b�‹�w�q�b�” . �\�w�q�V , �„�q�œ�r�¸�”	t�w t 2 (0; T) �q 0 � s � t �t�0�` , �Ž

�<�U
R�“�q�m ; Z t

s
� kh(u � r )v; wi d� = �

Z t

s
� kh(u � r )w; vi d�:

�Ë�J 2.2 ([1]). s; s0 � 1 �q�b�” . �\�w�q�V , C = C(d) > 0 �U���O�`�o , �Ú�™�w f 2 _F � s
1 ;2 \ _H s0 ,

g 2 _H s \ _F � s0
1 ;2 �q h 2 L 2 �t�0�` , �Ž�<�U
R�“�q�m ;

�
�
�
�

Z

Rd
fgh dx

�
�
�
� � C(kf k _F � s

1 ;2
kgk _H s khk2 + kf k _H s0 kgk _F � s0

1 ;2
khk2):
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�›�t , �Ú�™�w u; v 2 _F � s
1 ;2 \ _H s+1 �q w 2 L 2 �t�0�` , �Ž�<�U
R�“�q�m ;

jh(u � r )v; w ij � C(kuk _F � s
1 ;2

kr vk _H s kwk2 + kuk _H s+1 kr vk _F � ( s+1)
1 ;2

kwk2):

�Ë�J 2.3 ([1]). 0 < T < 1 , u0 2 L 2
� �q�b�” . u �U (N-S) �w (0; T) 	Í�w�Ò��
:�r�p , (1.1) �›�¬�h

�b�‹�w�q�b�” . �\�w�q�V , �Ú�™�w k 2 N �q�„�q�œ�r�¸�”	t�w t 2 (0; T) �q 0 � s � t �t�0�` , �Í�w

�Ì��	O�ˆ
Ç�V�w�¤�É�ç�ª�”�s�Ü�U
R�“�q�m ;

tkku(t)k2
2 + 2

Z t

s
� kkr uk2

2d� = skku(s)k2
2 + k

Z t

s
� k� 1kuk2

2d�:

3 ���g 1.1 �w	Â�Ì

	Â�Ì . �Š	Â�Ì�x�<�ò�O�p�Ô�b . ���g 1.1 �w�>���›�¬�h�b�‘�O�s�Ò��
:�r u �›�q�” . w(k)
h �› u �w�í

���M�²�t���b�” k �Š�)
ü

w(1)
h (t; x ) = u(t; x + h) � u(t; x ); h 2 Rd n f 0g;

w(k)
h =

�
w(k� 1)

h

� (1)

h
; k = 2 ; 3; 4; � � �

�q�b�” . �‡�c , �í���M�²�w�)
ü�t���b�”�Ì��	O�ˆ
Ç�V�w�¤�É�ç�ª�”�s�Ü

tkw(1)
h (t)k2

2 + 2
Z t

0
� kr w(1)

h k2
2d� =

Z t

0
kw(1)

h k2
2d� +

Z t

0
� h(w(1)

h � r )w(1)
h ; ui d� (3.1)

�›�Ô�b . �Ë�J 2.3 �‘�“ ,

tku(t; x )k2
2 + 2

Z t

0
� kr u(�; x )k2

2d� =
Z t

0
ku(�; x )k2

2d�

�U
R�“�q�m . �`�h�U�l�o , x �› x + h �t	��“�8�Q�”�\�q�p ,

tku(t; x + h)k2
2 + 2

Z t

0
� kr u(�; x + h)k2

2d� =
Z t

0
ku(�; x + h)k2

2d�

�›�˜�” . �Í�t , u(t; x ) �t�0�`�o�x �
1
2 (�

1
2 u(�; x + h)) � �› , u(t; x + h) �t�0�`�o�x �

1
2 (�

1
2 u(�; x )) � �›

�f�•�g�•�Â�µ�Ä��
:�q�`�o	��“ , � �t�m�M�o�Ã�v�›	��”�\�q�p , �Í�w�)�t���b�”�¤�É�ç�ª�”�s�Ü

thu(t; x ); u(t; x + h)i + 2
Z t

0
� hr u(�; x ); r u(�; x + h)i d�

=
Z t

0
hu(�; x ); u(�; x + h)i d� �

Z t

0
� h(w(1)

h (�; x ) � r )w(1)
h (�; x + h); u(�; x )igd�

�U�˜�’�•�” . �\�\�p , 
‡
¢���ò � h(w(1)
h (�; x ) � r )w(1)

h (�; x + h); u(�; x )i �t�m�M�o�x

h(u(�; x + h) � r )u(�; x + h); u(�; x )i + h(u(�; x ) � r )u(�; x ); u(�; x + h)i

= h(u(�; x + h) � r )u(�; x + h); u(�; x )i � h (u(�; x ) � r )u(�; x + h); u(�; x )i

= h(w(1)
h (�; x ) � r )u(�; x + h); u(�; x )i = h(w(1)

h (�; x ) � r )w(1)
h (�; x ); u(�; x )i

�w�‘�O�t�-�‰�`�o�M�” . �7�™�t�\�•�’�›�
�`�ù�˜�d�”�\�q�p , �í���M�²�w�)
ü�t���b�”�Ì��	O�ˆ
Ç

�V�w�¤�É�ç�ª�”�s�Ü (3.1) �U�˜�’�•�” .
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k = 1 �w�q�V , (1.2) �U
R�“�q�m�\�q�›�Ô�b . H 1 �q BMO �w
Ò�0
Q , div-curl lemma, �f�`�o

(1.1) �›�;�M�”�\�q�p , �K�”
Y��
: C0 �t�‘�l�o
‡
¢���ò � h(w(1)
h (�; x ) � r )w(1)

h (�; x + h); u(�; x )i �x

�
�
�
�

Z t

0
� h(w(1)

h � r )w(1)
h ; ui d�

�
�
�
� �

Z t

0
� k(w(1)

h � r )w(1)
h kH 1 kukBMO d�

� C
Z t

0
�

1
2 kw(1)

h k2kr w(1)
h k2d� sup

0<t<T
t

1
2 kukBMO

�
1
2

C2
0

Z t

0
kw(1)

h k2
2d�

�
sup

0<t<T
t

1
2 kukBMO

� 2

+
1
2

Z t

0
� kr w(1)

h k2
2d�

�q	Í�T�’
°�A�p�V�” . �\�•�›�í���M�²�w�)
ü�t���b�”�¤�É�ç�ª�”�s�Ü (3.1) �t�E�Ö�b�”�\�q�p ,

tkw(1)
h (t)k2

2 +
Z t

0
� kr w(1)

h k2
2d� �

�
1 +

1
2

C2
0 sup

0<t<T
tkuk2

BMO

� Z t

0
kw(1)

h k2
2d� �y (3.2)

�U
ü�T�” . �\�\�p , 
•
ü�Ê�ç�Ü�q�)
ü�Ê�ç�Ü�t�m�M�o

sup
h2 Rd nf 0g

ku(x + h) � u(x)k2

jhj
= kr uk2

�U
R�“�q�m�\�q�t�«�™�b�•�y , (3.2) �w�†�%�› jhj �p�Â�”�\�q�p ,

sup
0<t<T

�
tkr uk2

2 +
Z t

0
� kr 2uk2

2d�
�

�
�

1 +
1
2

C2
0 sup

0<t<T
tkuk2

BMO

�
kuk2

L 2 (0;T ; _H 1 ) (3.3)

�U�˜�’�•�” . �(�%�w 1 �ò�è�T�’ k = 1 �w	Ô�ù�w
Y��
Q�w	Â�Ì�U	H�O .
���M�o , �<�ò�O�›�;�M�o�Ú�™�w k 2 N �t�0� �̀o (1.2) �U
R�“�q�m�\�q�›�Ô�b . k � 2 �q h 2 Rdnf 0g

�›�Ú�™�t�{���b�” . �‡�h , k � 1 �Ž�<�w�Ú�™�w�×
µ
: m �t�0�`�o u �U

sup
0<t<T

tm kr m u(t)k2
2 +

Z t

0
� m kr m+1 uk2

2d� � A(m)
Z t

0
� m� 1kr m uk2

2d� (3.4)

�›�¬�h�`�o�M�”�q�>���b�” . �\�\�p , A(m) �x
8
>>><

>>>:

A(1) := 1 +
C2

0

2

�
sup

0<t<T
t

1
2 kukBMO

� 2

;

A(m) := m +
�

C2
0

2
+

1
2

C2
1(1 + C2)2 f (1 + C2)m � 1 � Cm

2 g2
� �

sup
0<t<T

t
1
2 kukBMO

� 2

�y

�p���Š�’�•�”�‹�w�p�K�“ , C0 �x (3.2), C1 �x �Ë�J 2.2 �t�‘�l�o�f�•�g�•���‡�”
Y��
:�q�b�” . �‡

�h , C2 �x (3.8) �p�™	\�b�” , BMO �í���t�S�Z�”
•
ü�Ê�ç�Ü�q�)
ü�Ê�ç�Ü�w�‰�‹
Q�T�’�q�•�”
Y

��
:�q�b�” . u �U (3.4) �›�¬�h�`�o�M�”�q�V , �×
µ
: k �t�0�`�o

sup
0<t<T

tkkr ku(t)k2
2 +

Z t

0
� kkr k+1 uk2

2d� � A(k)
Z t

0
� k� 1kr kuk2

2d� (3.5)

�›�¬�h�b�\�q�›�Ô�b . �7	s�t���Š�h u �w k �Š�)
ü w(k)
h �x

w(k)
h (t; x ) :=

kX

l=0

(� 1)l

 
k
l

!

u(t; x + lh)
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�w���p	{�Z�” . k = 1 �w	Ô�ù�q�‰�7�t�-�‰�b�”�\�q�p w(k)
h �x�Í�w�Ì��	O�ˆ
Ç�V�w�¤�É�ç�ª�”�s�Ü

tkkw(k)
h (t)k2

2 + 2
Z t

0
� kkr w(k)

h k2
2d� +

Z t

0
� kh(u(x + kh) � r )w(k)

h ; w(k)
h i d�

= k
Z t

0
� k� 1kw(k)

h k2
2d� �

k� 1X

l=1

 
k
l

! Z t

0
� kh(w(k� l )

h (x + lh) � r )w(l )
h ; w(k)

h i d�

�
Z t

0
� kh(w(k)

h � r )u; w(k)
h i d�

(3.6)

�›�¬�h�b . �4�J 2.1 �‘�“ (3.6) �w�(�% 3 �ò�è�x 0 �t�s�” . (3.6) �w�È�% 2 �ò�è�x , �Ë�J 2.2 �T�’
 

k
l

! �
�
�
�

Z t

0
� kh(w(k� l )

h (x + lh) � r )w(l )
h ; w(k)

h i d�

�
�
�
�

� C1

 
k
l

! Z t

0
�

1
2 kw(k� l )

h k _F � ( k � l )
1 ;2

� k� 1
2 kr w(l )

h k _H k � l kw(k)
h k2d�

+ C1

 
k
l

! Z t

0
� k� 1

2 kw(k� l )
h k _H ( l +1) �

1
2 kr w(l )

h k _F � ( l +1)
1 ;2

kw(k)
h k2d�

(3.7)

�q
°�A�p�V�” . 	Í�Ü�w�†�%�› jhj2k �p�Â�” . �\�w�q�V , 
•
ü�Ê�ç�Ü�›�)
ü�Ê�ç�Ü�w�‰�‹
Q�T�’

sup
h2 Rd nf 0g

kw(k� l )
h k _F � ( k � l )

1 ;2

jhjk� l � Ck� l
2 kukBMO ; (3.8)

sup
h2 Rd nf 0g

kr w(l )
h k _H k � l

jhj l
� kr uk _H k ;

sup
h2 Rd nf 0g

kw(k)
h k2

jhjk
; sup

h2 Rd nf 0g

kw(l )
h k _H k � l

jhj l
� k uk _H k

�q�s�”�\�q�t�«�™�b�•�y , (3.7) �w�È�% 1 �ò�è�T�’
 

k
l

! �
�
�
�

C1

jhj2k

Z t

0
�

1
2 kw(k� l )

h k _F � ( k � l )
1 ;2

� k� 1
2 kr w(l )

h k _H k � l kw(k)
h k2d�

�
�
�
�

� C1Ck� l
2

 
k
l

!

sup
0<t<T

t
1
2 kukBMO

� Z t

0
� k� 1kuk2

_H k d�
� 1

2
� Z t

0
� kkr uk2

_H k d�
� 1

2

�U�˜�’�•�” . �‡�h ,

sup
h2 Rd nf 0g

kr w(l )
h k _F � ( l +1)

1 ;2

jhj l+1 � C l+1
2 kukBMO ;

sup
h2 Rd nf 0g

kw(k� l )
h k _H l +1

jhjk� l � k uk _H k +1 ;

sup
h2 Rd nf 0g

kw(k)
h k2

jhjk
; sup

h2 Rd nf 0g

kw(k� l )
h k _H l

jhjk� l � k uk _H k

533



�q�s�”�\�q�T�’ , (3.7) �w�È�% 2 �ò�è�x , (3.7) �w�È�% 1 �ò�è�w�q�V�q�‰�7�t�`�o
 

k
l

! �
�
�
�

C1

jhj2k

Z t

0
� k� 1

2 kw(k� l )
h k _H ( l +1) �

1
2 kr w(l )

h k _F � ( l +1)
1 ;2

kw(k)
h k2d�

�
�
�
�

� C1C l+1
2

 
k
l

!

sup
0<t<T

t
1
2 kukBMO

� Z t

0
� k� 1kuk2

_H k d�
� 1

2
� Z t

0
� kkr uk _H k d�

� 1
2

�q
°�A�p�V�”�\�q�U
ü�T�” . �Ž	Í�‘�“ , (3.6) �w�È�% 2 �ò�è�x

k� 1X

l=1

 
k
l

! �
�
�
�

1
jhj2k

Z t

0
� kh(w(k� l )

h (x + lh) � r )w(l )
h ; w(k)

h i d�

�
�
�
�

� C1

(
k� 1X

l=1

�
Ck� l

2 + C l+1
2

�
 

k
l

!)

sup
0<t<T

t
1
2 kukBMO

� Z t

0
� k� 1kuk2

_H k d�
� 1

2
� Z t

0
� kkr uk _H k d�

� 1
2

�w�‘�O�t	Í�T�’
°�A�p�V�” . �^�’�t , 2 �ò���g�‘�“

k� 1X

l=1

�
Ck� l

2 + C l+1
2

�
 

k
l

!

= (1 + C2)
�

(1 + C2)k � 1 � Ck
2

�

�p�K�”�T�’ , �\�•�q�à�ï�¬�w
Æ�s�Ü�›�;�M�”�\�q�p , �7	4�$�t (3.6) �w�È�% 2 �ò�è�x	Í�T�’

k� 1X

l=1

 
k
l

! �
�
�
�

1
jhj2k

Z t

0
� kh(w(k� l )

h (x + lh) � r )w(l )
h ; w(k)

h i d�

�
�
�
�

�
1
2

C2
1(1 + C2)2

n
(1 + C2)k � 1 � Ck

2

o2
�

sup
0<t<T

t
1
2 kukBMO

� 2 Z t

0
� k� 1kuk2

_H k d�

+
1
2

Z t

0
� kkr uk2

_H k d�

�w�‘�O�t
°�A�p�V�” . (3.6) �w�È�% 3 �ò�è�t�m�M�o�‹ , �È�% 2 �ò�è�q�‰�7�t
�
�
�
� �

1
jhj2k

Z t

0
� kh(w(k)

h � r )u; w(k)
h i d�

�
�
�
� =

�
�
�
�

1
jhj2k

Z t

0
� kh(w(k)

h � r )w(k)
h ; ui d�

�
�
�
�

�
C2

0

2

�
sup

0<t<T
t

1
2 kukBMO

� 2 Z t

0
� k� 1kuk2

_H k d� +
1
2

Z t

0
� kkr uk2

_H k d�

�w���p	Í�T�’
°�A�p�V�” . �`�h�U�l�o , (3.6) �w�†�%�› jhj2k �p�Â�“ , 
‡
¢���ò�t���b�”	Í�w
°�A�›

�&�;�b�”�\�q�p , h 2 Rdnf 0g �t�0�`�o ,

tk kw(k)
h (t)k2

2

jhj2k + 2
Z t

0
� k kr w(k)

h k2
2

jhj2k d� � A(k)
Z t

0
� k� 1kr kuk2

2d� +
Z t

0
� kkr k+1 uk2

2d�

�U
R�“�q�m�\�q�U
ü�T�” . �K�q�x , 
•
ü�Ê�ç�Ü�q�)
ü�Ê�ç�Ü�w�‰�‹
Q�›�;�M�”�\�q�p , (3.5)

tkkr ku(t)k2
2 +

Z t

0
� kkr k+1 uk2

2d� � A(k)
Z t

0
� k� 1kr kuk2

2d�

�U�˜�’�•�” . �7�™�t , (3.5) �w�È�%�U���„�p�K�”�\�q�›�Ô�b . (3.4) �w�>���‘�“
Z t

0
� m kr m+1 uk2

2d� � A(m)
Z t

0
� m� 1kr m uk2

2d� for m = 1 ; 2; � � � ; k � 1
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�U
R�“�q�m�T�’ , (3.5) �q�ù�˜�d�”�\�q�p ,

Z t

0
� k� 1kr kuk2

2d� �

 
k� 1Y

m=1

A(m)

! Z t

0
kuk2

_H 1 d�

�p�K�” . �Ò��
:�r�w���[�‘�“ u 2 L 2(0; T; _H 1) �p�K�l�h�T�’ , �Ú�™�w k 2 N �t�0�`�o ,

sup
0<t<T

t
k
2 kr kuk2 < 1

�U
ü�T�” .
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An Optimal Decay Estimate of Solutions to the Surface

Quasi-Geostrophic Equation

�f�z�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È

�¼�Î�~�¦�”�Ô�” (Dáith́ı Ó hAodha)

1 Introduction

In this presentation, we are concerned with the Surface Quasi-Geostrophic Equation.

8
>>><

>>>:

@t � + ( � �) �= 2� + ( u � r )� = 0 ; in (0; 1 ) � R2;

u = ( � R2�; R 1� ); in (0; 1 ) � R2;

� jt=0 = � 0; in R2;

(1.1)

where � : (0; 1 ) � R2 ! R is an unknown function, representing the potential temperature

of a 
uid parcel at a point ( t; x ) in spacetime; and u represents the velocity of a 
uid parcel.

Rj = @j (� �) � 1=2 = F � 1[ i� j =j� j ]� is the j -th Riesz transform; and � 2 [1; 2]. Discussions of the

physical meaning and derivation of the equation can be found in references [4,6,7,9,16,19], and

we brie
y introduce the derivation in Section 2.

In this presentation, we proveL p-norm estimates for solutions to the equation with su�ciently

regular initial data � 0. We then show that these estimates are optimal given certain conditions

on the shape of the initial data.

Let us recall several existing results related to the regularity of the solutions. In the subcritical

case,� 2 (1; 2]; unique global existence and regularity can be shown, for initial data

� 0 2 L 1 \ L p; p 2
� 2

� � 1
; 1

i
;

by classical methods using the Banach �xed point theorem, similarly to [13,21]. Global unique

existence and regularity for the subcritical case are also proven on the torus in [17].

For the critical case, � = 1 ; global well-posedness is an important problem due to criticality,

and was proven independently in [8] and [2] (see also [18]).

Finally, for the supercritical case, � 2 [0; 1); the paper [12] proves global regularity for all

� 2 [� 0; 1), where � 0 grows with respect to the size of the initial data. Global regularity for

large data in the supercritical case is an open problem. In this report, we discuss a sharp decay

estimate of the nonlinear part of the solution in the subcritical and critical cases.
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We begin our study of (1.1) by de�ning the following function:

P�= 2(t; x ) = F � 1
h
e� t j� j �

i
(x); for t > 0; x 2 R2; (1.2)

which is the fundamental solution to the fractional heat equation, the linear part of (1.1).

De�nition. (Mild Solution) A function, � , is a mild solution of (1.1) if

� (t) = P�= 2(t) � � 0 �
Z t

0
P�= 2(t � s) � (u(s) � r )� (s) ds; for all t > 0; (1.3)

lim
t ! 0+

� (t) = � 0; in L p; for all p 2 [1; 1 ); (1.4)

� 2 C([0; 1 ); L p(R2)) ; for all p 2 [1; 1 ); (1.5)

� 2 C((0; 1 ); W 2;p(R2)) \ C1((0; 1 ); L p(R2)) ; for all p 2 [1; 1 ]: (1.6)

We also de�ne M , the ``mass" of the solution,� , as M :=
R

R2 � 0(x) dx; and denote the linear

part of � by U(t) := P�= 2(t) � � 0: We brie
y discuss the existence of global solutions.

Proposition 1.1. Let � 2 [1; 2] and � 0 2 W 1;1 \ W 1;1 . Then there exists a unique global mild

solution � 2 C([0; 1 ); W 1;p) \ C((0; 1 ); W 1;1 \ W 1;1 ) of (1.1), for all 1 � p < 1 .

2 Preliminaries

We list some important de�nitions and results used for the proof in Section 3.

2.1 Preliminary Results

2.1.1 L p Spaces

De�nition. (L p Space)

Let (
 ; M; � ) be a measure space. The setL p(
), with 1 � p < 1 , is de�ned as the set of all

functions, f : 
 ! R, such that

kf kp :=
� Z



jf (x)jp d�

� 1=p
< 1 :

For p = 1 , the set is de�ned as the set of all functions whose essential supremum is �nite.

That is,

kf k1 := inf f C � 0 j j f (x)j � C; for almost all x 2 
 g:

Functions that agree almost everywhere are considered a single element ofL p(
).

Notation. For 1 � p � 1 , we denote byp0 the conjugate exponent. That is,

1
p

+
1
p0 = 1 ;

with the convention that 1
1 := 0 in this context.
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Proposition 2.1. (H•older's Inequality)

Let f 2 L p(
) and g 2 L p0
(
), where 1 � p � 1 . Then fg 2 L 1, and

Z



jfg j d� � k f kpkgkp0:

Proposition 2.2. (Young's Convolution Inequality)

Let f 2 L p and g 2 L q, where 1� p; q � r � 1 , such that

1
p

+
1
q

=
1
r

+ 1 :

Then

kf � gkr � k f kpkgkq:

Here, (f � g) denotes the convolution of f and g. That is,

(f � g)(x) :=
Z

R2
f (x � y)g(y) dy =

Z

R2
f (y)g(x � y) dy:

Proposition 2.3. (Gagliardo-Nirenberg Inequality for Fractional Laplacian [15])

De�ne
_H s

p := f f 2 S 0=P j kf k _H s
p (Rn ) := k(� �) s=2f kL p (Rn ) < 1g ;

where P = P(Rn ) is the set of all polynomials overRn .

Let 0 � � < s < 1 ; 1 < q; r � 1 ; 1 < p � 1 such that

n
p

� � = �
n
q

+ (1 � � )(
n
r

� s);

where � 6= 0 if s � � � n=r . Then, for all f 2 L q(Rn ) \ _H s
r (Rn ), we have f 2 _H �

p . Moreover, we

obtain the inequality

kf k _H �
p

� Ckf k�
qkf k1� �

_H s
r

for all f 2 L q(Rn ) \ _H s
r (Rn ): (2.1)

2.1.2 The Fourier Transform

For a function, f , we de�ne the Fourier transform of f as follows:

F [f ](� ) := f̂ (x) :=
1

2�

Z

R2
e� ix �� f (x) dx:

The inverse Fourier transform is then de�ned as

F � 1[f̂ ](x) :=
1

2�

Z

R2
eix �� f̂ (� ) d�:

For the purpose of calculating inequalities, we will frequently omit the factor of 1=2� .

Proposition 2.4. (Plancherel Theorem)
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Let f 2 L 1 \ L 1 : Then the L 2 norm of f is invariant under the Fourier transform. That is,

kf k2 = kf̂ k2:

Proposition 2.5. (Hausdor�-Young Inequality)

Let f 2 L 1 \ L 1 . Let 1 � p � 2 with 1=p+ 1=p0 = 1. Then

kf̂ kp0 � k f kp:

2.1.3 Besov Spaces

De�nition. We use the Littlewood-Paley decomposition of unity to de�ne homogeneous Besov

spaces. Letf � kgk2 Z be a set of non-negative measurable functions such that

1.
X

k2 Z

�̂ k (� ) = 1 ; for all � 2 R2nf 0g,

2. �̂ k (� ) = �̂ 0(2� k � ),

3. supp �̂ k (� ) � f � 2 R2 j 2k� 1 � j � j � 2k+1 g.

The Besov norm is then de�ned as follows. Forf 2 S 0=P, 1 � p; q � 1 , and s 2 R,

kf k _B s
p;q

:=








 f 2skk� � f kpgk2 Z










lq
:

Finally, the set _B s
p;q is de�ned as the set of functions,f 2 S 0=P, whose Besov norm is �nite.

We refer to [10] for the proofs to the following propositions.

Proposition 2.6. Let 1 � p; q � 1 , and s 2 R. Then for f 2 _B s+1
p;q ,

kr f k _B s
p;q

� Ckf k _B s+1
p;q

:

Proposition 2.7. Let 1 � p � 1 . Then for f 2 _B
2(1� 1

p )
1;1 ,

kf k _B 0
p; 1

� Ckf k
_B

2(1 � 1
p )

1;1

:

3 Main Result

Theorem 3.1. Let � 2 [1; 2], p 2 [1; 1 ] and

b�;p (t) =

8
<

:

t
2
� (1� 1

p )+ 3
� � 1 if � 2 (1; 2];

t2(1� 1
p )+2 ln t if � = 1 :

(3.1)
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Let � 0 2 W 1;1 \ W 1;1 , and let � be a mild solution. Also assumejxj2� 0 2 L 1(R2). Then we

have the following convergence:

b�;p (t)








 � (t) � MP �= 2(t) + r P�= 2(t) �

Z

R2
y� 0(y) dy �

2X

i;j =1

@x i @x j P�= 2(t)
Z

R2
yi yj � 0 dy (3.2)

+
Z t

0
P�= 2(t � s) � r �

�
(RU(s))U(s)

�
ds










p
! 0; as t ! 1 :

Furthermore, there exists � 0 such that the nonlinear component is optimally bounded byb�;p (t)

in the p = 2 case. That is










Z t

0
P�= 2(t � s) � r �

�
(RU(s))U(s)

�
ds










2
'

1
b�; 2(t)

(3.3)

for all su�ciently large t.

In this report, we will only be providing a full proof of (3.3). A full treatment of (3.2) can be

found in [3]. The above result can be considered as an expansion of similar results, such as in

[13, 21]. Roughly speaking, we have approximated the linear term in� by a Taylor expansion,

and constructed a linear approximation of the nonlinear term of � .

Remark 3.2. If the initial data, � 0, is radially symmetric, the nonlinear approximation term

in (3.3) becomes 0 (see e.g. [14], page 46).

Proposition 3.3. Let � 0 2 W 1;1 \ W 1;1 , and 1 � p � 1 .

(i) For all � 2 [1; 2], there existsC > 0 such that for all t > 0

k� (t)kp � C(t + 1) � 2
� (1� 1

p ) : (3.4)

(ii) For � = 1, � > 0, there existsC� > 0 such that for all t � 1

kjrj � � (t)kp � C� t � 2(1� 1
p )� � : (3.5)

For the proof of (i), see [1]. For the proof of (ii), see Proposition 4.3 in [20].

3.1 Estimating the Nonlinear Term from Above

Before we begin the proof, we note one more lemma, which we will apply in this report for

brevity. However, it is in fact possible to complete the entire proof without using the following

lemma. To see how, please refer to [3].

Lemma 3.4. ([11]) Let 0 < p; p1; p2 < 1 ; with 1
p = 1

p1
+ 1

p2
. Let m = m(� � �; � ) 2 C2(R2nf 0g);

such that j@�
� � �;� m(� � �; � )j � C(j� � � j + j� j) �j � j , for all multi-indices �; with j� j � 2. Then








 F � 1

hZ

R2
m(� � �; � )f̂ (� � � )ĝ(� ) d�

i 








p
� Ckf kp1 kgkp2 :
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Lemma 3.5. Let 1 � p � 1 , and � 2 [1; 2]. Suppose that� is a mild solution satisfying the

decay property in Proposition 3.3. Then there existsC > 0 such that for all t � 1,










Z t

0
P�= 2(t � s) � (u(s) � r )� (s) ds










p
� Cb�;p (t); (3.6)

where b�;p is de�ned by (3.1) (and the same inequality then obviously also holds for (3.3)).

Proof.

Step 1 . (p � 2 case) We start on the second half of the time-interval. By Proposition 3.3, and

by the boundedness of the Riesz transform, we obtain for all� 2 [1; 2]










Z t

t=2
P�= 2(t � s) � r � (u(s)� (s)) ds










p
� Ct � 2

� (1� 1
p )� 3

� +1 :

For the �rst half of the time-interval, we will take the Fourier transform inside the norm, and

manipulate the resulting multipliers from the derivative and Riesz transform.










Z t=2

0
P�= 2(t � s) � r � (u(s)� (s)) ds










p

=










Z t=2

0

2X

j =1

1
2

F � 1
h
e� (t � s)j� j �

Z

R2
� j � 3� j

j� � � j2 � j � j2

j� jj � � � j(j� � � j + j� j)
�̂ (s; � � � )�̂ (s; � ) d�

i
ds










p
:

We start with the p = 2 case. The large multiplier inside the � integral is easily estimated from

above by 2=j� � � j. Next, we take the Littlewood-Paley decomposition of both � functions:

�̂ (s; � � � ) =
X

k2 Z

�̂ k (s; � � � ); �̂ (s; � ) =
X

l2 Z

�̂ l (s; � ):

We also split the L 2 norm by H•older's inequality.










Z t=2

0
P�= 2(t � s) � r �

�
u(s)� (s)

�
ds










2

�
X

k;l 2 Z

Z t=2

0
kj� j2e� (t � s)j� j � k2










Z

R2

1
j� � � j

�
�
� �̂ k (s; � � � )�̂ l (s; � )

�
�
� d�










1
ds

� Ct � 2
� (1� 1

2 )� 2
�

Z t=2

0

X

k;l 2 Z

1
2k k�̂ k (s)k 4

3
k�̂ l (s)k4 ds

� Ct � 2
� (1� 1

2 )� 2
�

Z t=2

0

X

k;l 2 Z

k� k (s)k 4
3
k� l (s)k 4

3
ds:

The above sum can be written as the product of Besov norms of the solution,� . (3.6) for the

p = 2 case is then achieved by applying the following Besov norm estimate. ([3])

k� (t)k _B 0
4
3 ;1

� Ct � 1=2� ; for all t � 1; and all � 2 [1; 2]:
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The result is then easily extended to allp > 2 by Young's convolution inequality.

Step 2 . (1 � p < 2 case) Our goal is the following claim. Let� 2 [1; 2] and 1� p < 2: Then








 F � 1

hZ t=2

0
e� (t � s)j� j �

Z

R2
� 2

1
� 2(� 1 � 2� 1)

j� jj � � � j(j� � � j + j� j)
�̂ (s; � � � )�̂ (s; � ) d� ds

i 








p
� Cb�;p (t): (3.7)

We split the Fourier multiplier into two parts:

� 2(� 1 � 2� 1)
j� jj � � � j(j� � � j + j� j)

=
� 2(� 1 � � 1) + � 1� 2

j� jj � � � j(j� � � j + j� j)
= : M 1(� � �; � ) + M 2(� � �; � ):

The desired result is then achieved by applying Lemma 3.4 to each of these multipliers.

3.2 Optimal Decay of Non-Linear Term

We lastly discuss the optimality of our estimate for the L p norm of the non-linear term in � .

The decay rate for our estimate from above is optimal if we can bound the non-linear estimate

from below by the same power oft: That is, we need










Z t

0
P�= 2(t � s) � r �

�
(RU(s))U(s)

�
ds










2
�

8
<

:

Ct1� 4
� ; for all � 2 (1; 2];

Ct � 3 ln t; for � = 1 :
(3.8)

Since we are taking theL 2-norm, taking the Fourier Transform inside the norm does not

change its value.










Z t

0
P�= 2(t � s) � r � ((RU(s))U(s)) ds










2

=










Z t

0

2X

j =1

� j e� (t � s)j� j � (� 1)j

2

Z

R2

 
� 3� j

j� j
+

� 3� j � � 3� j

j� � � j

!

e� sj� � � j � e� sj� j �

�̂ 0(� � � )�̂ 0(� ) d� ds










2
:

We rewrite the divergence operator and Riesz transform as two separate Fourier multipliers.

2X

j =1

� j
(� 1)j

2

 
� 3� j

j� j
+

� 3� j � � 3� j

j� � � j

!

=
2� 1� 2

j� � � j

�
� 2

1 � � 2
2

j� j(j� j + j� � � j)

�
+

2� 1� 2

j� � � j

�
� 2

2 � � 2
1

j� j(j� j + j� � � j)

�

+
2X

j =1

j� j2� j � 3� j

j� jj � � � j(j� j + j� � � j)

=: m1(� � �; � ) + m2(� � �; � )

The key di�erence between these two multipliers is that the numerator ofm1 features a second-

order derivative, whereas that ofm2 has a third-order derivative. We show that, for some initial
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data � 0, the �rst part with m1 has the optimal decay and the remainder withm2 is smaller.

Lemma 3.6. Let �; � > 0. Let � 0 2 W 1;1 \ W 1;1 as before, but with the following additional

conditions:

• �̂ 0 � 0; on R2,

• supp �̂ 0 � f � 2 R2 j j � 2j < � j� 1jg,

• �̂ 0(� ) � C; for someC > 0; for all � 2 supp �̂ \ f � 2 R2 j j � j � 1g.

Then, for su�ciently small � and � , we have










Z t

0
e� (t � s)j� j �

Z

R2
m1(� � �; � ) e� sj� � � j � e� sj� j � d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

�

8
<

:

Ct1� 4
� � 3; for � 2 (1; 2];

Ct � 3� 3 ln( t); for � = 1 ;
(3.9)










Z t

0
e� (t � s)j� j �

Z

R2
m2(� � �; � ) e� sj� � � j � e� sj� j � d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

� C� 7=2t1� 4
� ; for all � 2 [1; 2]: (3.10)

Proof. We consider (3.10) and (3.9) separately. Beginning with (3.10), we consider just the

j = 1 part, as the estimates of both terms are identical. Since�̂ 0 is bounded, we need only

consider the integral
Z

R2

� 2

j� jj � � � j(j� j + j� � � j)
e� sj� � � j � e� sj� j � d�:

Splitting the above into two parts, one where j� j is close toj� j and one where they are far apart,

we can bound the above integral by

C + Cj� j � 1==2s� 1=2�

Therefore, we obtain










Z t

0
j� j3e� (t � s)j� j �

Z

R2

� 2

j� jj � � � j(j� j + j� � � j)
e� sj� � � j � e� sj� j � d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

�










Z t

0
j� j3e� (t � s)j� j � (C + Cj� j � 1=2s� 1=2� ) ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

�








 j� j3

Z t

0
C ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )
+








 j� j5=2

Z t

0
Cs� 1=2� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

� C(� 4 + � 7=2)t1� 4
� :

We note that all three of these terms are smaller than� 7=2t1� 4
� for � < 1 and t > 1, and thus

we have (3.10).
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We next will show (3.9), for su�ciently small � , and for su�ciently large t. We begin by

labelling the two terms in our integral.










Z t

0
e� (t � s)j� j �

Z

R2

 
2� 1� 2

j� � � j

�
� 2

1 � � 2
2

j� j(j� j + j� � � j)

�
+

2� 1� 2

j� � � j

�
� 2

2 � � 2
1

j� j(j� j + j� � � j)

� !

Û(s; � � � )Û(s; � ) d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

=: k(L ) + ( R)kL 2 (j� j� �t � 1=� ) :

Our plan is to make (L) the larger term. This is accomplished by the conditions on� 0 that we

have imposed. Taking the norm of (L ) on its own,










Z t

0
e� (t � s)j� j �

Z

R2

2� 1� 2

j� � � j

�
� 2

1 � � 2
2

j� j(j� j + j� � � j)

�
e� sj� � � j � �̂ 0(� � � )e� sj� j � �̂ 0(� ) d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

� C








 � 1� 2

Z t

0
e� (t � s)j� j �

Z

R2

� 2
1e� sj� � � j � �̂ 0(� � � )e� sj� j � �̂ 0(� )

j� jj � � � j(j� j + j� � � j)
d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

� C








 � 1� 2

Z t

1
e� �

Z

2j� j< j� j< 1

� 2
1e� csj� j �

j� j3
d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

�








 � 1� 2

Z t

1
e� �

Z 1

2j� j
e� cs� �

d� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

=








 � 1� 2

Z t

1
e� �

Z s1=�

2j� js1=�
e� c� d�s � 1=� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

�








 � 1� 2

Z t

1
e� � Cs� 1=� ds










L 2 (j� j� �t � 1=� )

�

8
<

:

Ct1� 4
� � 3; for � 2 (1; 2];

Ct � 3� 3 ln( t); for � = 1 :

Finally, by our setting of supp �̂ 0, we obtain

k(R)kL 2 (j� j� �t � 1 ) � Ct � 3� 4 ln ( t);

by estimations of integrals similar to before. Thus we obtain (3.9).
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[21] T. Iwabuchi, Global solutions for the critical Burgers equation in the Besov spaces and the large time behavior,
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ˆ j = 0 ; 1 �w�†�M�t�0�`�o aj < F j ('; a 1� j ) �w�q�V ~u �x�n
0�r�q�s�” .

ˆ (a0; a1) �U	Í�G�Ž�Ž�w	Ô�ù ~u �x���v�Ì���p
0
C�b�” .

	����g�w 2 �¹�æ�Ä�ï�r�x�æ�Ó�³�¿�À�È�� G : A z;� ! (� �; � )2 �›�;�M�o�® (a0; a1) = G(' ) �s�’ 2

�¹�æ�Ä�ï�r�¯�q�t�M�õ�Q�”�\�q�U�p�V�” . 
Œ�w�æ�Ó�³�¿�À�ø
þ G �w���O�t�m�M�o�x [3] �p�Ô�^�•�o�M

�” . 	����g�p�x�\�w 2 �¹�æ�Ä�ï�r�w�Ù�c�›�ß�Q�h�q�V ,�®2 �¹�æ�Ä�ï�r	B�ù�¯�q 2 �m�w�®1 �¹�æ�Ä�ï�r

	B�ù�¯ , �f�`�o�®�n
0�r	B�ù� �̄q�®
0
C�r	B�ù� �̄w 5 �m�w�È�A�s	B�ù�t
ü�Â�p�V , �^�’�t�n
0�r�q
0
C

�r�w�¥�„�U 2 �m�w 1 �¹�æ�Ä�ï�r	B�ù�q 2 �¹�æ�Ä�ï�r	B�ù�w�è	B�ù�t�s�l�o�M�”�\�q�›�Ô�`�o�M�” .

1.2 3�¹�æ�Ä�ï�r�Ù�c�p�w���É
Q�t�m�M�o

���s�w	����g�p�x � 0� 1 = � 1 �U	O�A�p , �\�w�����Ü�w�q�V�¹�æ�Ä�ï���w
ì�“�^�;�x
S
C�b�”�‘�O

�t�‡�X . �f�•�•�Q�Ì���U�&�m�q�¹�æ�Ä�ï���w
ì�“�^�;�x	–�^�X�s�l�o�M�X . �f�•�•�Q 2 �¹�æ�Ä�ï�r�w

�Ù�c�p�r�›�ß�Q�”�q�V , 
ì�“�^�;�U	×�t	–�^�X�s�l�o�M�”�w�U�Æ�V�o�M�” .

�°�M , �‰�7�w�\�q�› 3 �¹�æ�Ä�ï�r�w�Ù�c�›�ß�Q�”�q , 
��œ�¤�w�¹�æ�Ä�ï�w�ˆ�n
0�b�”�‘�O�s	Ý�¯�t�s

�”�\�q�U�K�” . �\�w�q�V , 
Œ�w	����g�w	Ý�¯�p � 0� 1 = 1 �w	Ô�ù�‹�ß�Q�”
ž�A�U�p�o�X�” . �\�w	Ý�¯�p

�w�r
s�x�Ã�Š�o���É�p�K�” . �s�e�s�’ , �\�w	Ý�¯�w�q�V�w 2 �m�w�¹�æ�Ä�ï���w
ì�“�^�;�x�¾�—�q�s�” .

�f�w�h�Š , �Ì���U�&�m�q 2 �m�w�¹�æ�Ä�ï�U�%�ù�b�”�‘�O�s	Ý�¯�U
C
\�b�” . �`�T�`�s�U�’ , �\�w�%�ù�w
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	Ý�¯�t�x�r
s�p�V�”	��ˆ�U�„�…�s�M�w�p , �\�w
æ
ü�w�r
s�U�p�V�s�M�q 3 �¹�æ�Ä�ï	*�“�p�w	s�8�‹�G

�¬�•�ˆ�w�0� 
Ç�Z�x�p�V�s�M .

1.3 	Â�Ì�w�“�t�t�m�M�o

2 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�r
s�‹�¹�æ�Ä�ï���w
ì�“�^�;�U	��M�q�V�x 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�7�“�ù�˜�d�t�<�£�b

�” . �f�w�h�Š�t�x 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�r
s�U
ž�A�p�K�” . �‡�h ,1 �¹�æ�Ä�ï�r	*�“�w�r�›�ß�Q�”�Ž
²�t , �y

�X�T�’�¤�É�ç�ª�”�U E( ~Q) �‘�“�<�w	Ý�6�p�x�É�Ë�æ��
:�q�z�y�•�”��
:�w
Ö�ø�p�r�w�G�¬�•�ˆ�U�>

���p�V�o�M�h . �f�w�h�Š , �\�\�p�x�,��	Ý�6�‘�“�<�p�w�r
s , 
°�A�t�m�M�o	\�‚�h�™ ,1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w

�G�¬�•�ˆ�w�r
s�›�æ�M , �7�™�t 2 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�G�¬�•�ˆ�q	s�8�‹�w�0� 
Ç�Z�›�æ�O .

2 �,��	Ý�6�‘�“�<�p�w�,�Š�$
Q�í

�\�\�p�x (DNLKG) �w�r ~u �U�¹�æ�Ä�ï�w�¤�É�ç�ª�” E( ~Q) �‘�“�<�w	Ý�6�p�w�r�w�G�¬�•�ˆ�t�m�M

�o�ß�Q�” .. �7	s�t , �,��	Ý�6�t���`�o�x�É�Ë�æ��
: K 0 : H 1(RN ) ! R �›

K 0(' ) :=
Z

RN
jr ' j2 + j' j2 � j ' jp+1 (9)

�q���[�b�”�q ,
E ( ~Q) = inf f E (( '; 0)j' 2 H 1(RN ) n f 0g; K 0(' ) = 0 g (10)

�q�s�” . �›�t�\�w
Q�í�T�’ ' = ( ' 1; ' 2) 2 H �t�0�`�o E(' ) < E ( ~Q) ; ' 1 6= 0 �s�’ K 0(' 1) 6= 0 �U

�˜�T�” . [4] �p�x�\�w	Ý�¯�p�w
°�A�›�°�7�t�æ�l�o�M�o , 	G
ü	–�^�M � > 0 �U���O�`�o

E(' ) < E ( ~Q) � � �s�’�y K 0(' 1) & minf �; k' 1k2
H 1 g �‡�h�x K 0(' 1) . � � (11)

�U
R�q�b�” . �h�i�` , �\�\�p�M�O &,. �x�K�”	B�ù A 	Í�w�î
:�‹��
:  1;  2 �t���`�o

 1 .  2 , �K�” C > 0 �U���O�`�o�Ú�™�w x 2 A �p  1(x) � C 2(x)

 1 &  2 , �K�” C > 0 �U���O�`�o�Ú�™�w x 2 A �p  1(x) � C 2(x)

�w�\�q�›�¦�b . �\�w�°�7�s
°�A�x�Ã�Š�o�‘�M
Q�í�p , �s�e�s�’ (DNLKG) �w�r ~u �w�¤�É�ç�ª�”�x (2)

�‘�“�Ì���U�&�m�q�n
0�`�o�M�X . �\�w�n
0�w
Q�í�T�’ ~u �U�,��	Ý�6�‘�“�¤�É�ç�ª�”�U�ÿ�M�q�V ,K 0 �w

�°�7�s
°�A�‹�ù�˜�d�o�;�M�”�\�q�p ~u �w�r�w�G�¬�•�ˆ�t���b�”�°�7�s
°�A�›�˜�”�\�q�U�p�V�” . �‡�c ,

�n
0�r�t���`�o�x�Ž�<�w�‘�O�s�A�L�U�K�” .

�4�J 2.1. �K�”��
: � > 0 �q (DNLKG) �w�r ~u �U

E(~u(0)) < E ( ~Q) � � ; K 0(u(0)) � 0

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V ~u �x�G�¬�r�q�s�“ , �^�’�t�K�” (� �t�‘���`�s�M ) ��
: C; c > 0 �U���O�`�o

�Ú�™�wt = 0 �p
k~u(t)kH � Ce� c�t (12)

�U
R�q�b�” .
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�Í�t , 
0
C�r�t���b�”�^�æ�›�æ�O . 
0
C�r�t���`�o�x�Ž�<�w 2 �m�w
°�A�›�ù�˜�d�”�\�q�p
Q���U�0

�›�t�æ�Q�” .

�4�J 2.2. ��
: P : H ! R �›

P(( ' 1; ' 2)) = h' 1; ' 2i + � k' 1k2
L 2 (13)

�q���[�b�” . �\�w�q�V (DNLKG) �w�r ~u �t�0�`�o , �K�” t � 0 �p

P(~u(t)) >
p + 1
p � 1

(1 + 2 � )E (~u(t)) (14)

�›�¬�h�b�s�’ ~u �x
0
C�r�q�s�” . �^�’�t�\�w
Æ�s�Ü�x�°�S
R�q�b�•�y�f�•�Ž�ñ�w�r�U���O�b�”�Ì���p

	×�t
R�q�b�” .

�4�J 2.3. �K�”
Y�w��
: � > 0; B > 0 �q (DNLKG) �w�r ~u �U

E(~u(0)) < E ( ~Q) � � ; K 0(u(0)) < 0 ; k~u(0)kH � B

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V�K�” (� �t�‘���`�s�M ) ��
: C; c > 0 �U���O�`�o�Ú�™�w t = 0 �p

P(~u(t)) � ect � CB 2
� � 1 � B 2 (15)

�U
R�q�b�” .

�\�w 2 �m�›���;�b�”�\�q�p K 0(u(0)) < 0 �s�’
0
C�r�t�s�”�\�q�x�0�›�t�˜�T�” . �\�•�’�w	Â�Ì�x

[5] �t�G�`�o�K�” . �\�•�’�‘�“ , �r�w�¤�É�ç�ª�”�U�,��	Ý�6�w�¤�É�ç�ª�”�‘�“�ÿ�X�s�l�o�M�”�s�’�y	Í

�w
°�A�T�’�°�7�t�n
0 , 
0
C�w
°�A�U�˜�’�•�” .

3 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�G�¬�•�ˆ�w
ü�¨

3.1 1 �¹�æ�Ä�ï�r�w���O

�Í�t 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�r�w�•�ˆ�w
ü�¨�›�æ�O . �´�Ø�w�N�ù	Í
È�X�^�æ�›�b�”�\�q�U�K�”�U ,[5] �t�ì


¶�s	Â�Ì�U�G�L�^�•�o�M�” . �‡�c z 2 RN �t�0�`�o (�·�«�³�ã�ï 3 �t�S�M�o�x z �x RN �w�A
É�q�b�” ),

~Qz := ( Qz ; 0) ; Qz (x) := Q(x � z) ; Y �
z (x) := Y � (x � z) (16)

�q�b�” . �\�w�q�V z �x�™�p�O�‡�X
¬�•�q�`�o ,v(t) �q a(t) �›

v(t) = ~u(t) � ~Qz ; a(t) = hv(t); Y �
z i

�q���Š�” . �^�’�t�\�w�q�V 
 (t) := v(t) � a(t)Y + (t) �q�b�”�q

hY + (t); 
 (t)i = 0 (17)

�U
R�q�b�” . �‘�l�o	Í�w
ü�r�p
Æ�†��
R
ü�q�f�•�Ž�Ž�›
ü�Z�”�\�q�U�p�V�o�M�” . �^�’�t�\�w a(t) �t

���`�o�x
Æ�†���M�²�w
R
ü�q�s�l�o�M�”�h�Š , �¦
:
ÿ�G�b�”�ò�q�s�” . �\�•�’�›�‡�q�Š�”�q�Ž�<�w	�

�Á�U
R�q�b�” .

551



�4�J 3.1. �K�” � > 0 �q z 2 C1(R; RN ) ���O�`�o , �Ž�<�›�¬�h�b .(DNLKG) �w�r ~u �U�K�” T > 0 �t

�0�`�o
sup

t 2 [0;T )
k~u(t) � ~QzkH � � ; k~u(T) � ~QzkH = � (18)

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V�K�” � > 0 �U���O�`�o ,

j
d
dt

a � � + aj . kvk2
H

k
 kH . e� �t k
 (0)kH + kv(t)k2
H

(19)

�U
R�q�b�” .

�\�w	��Á�‘�“ ,~u(0) �t�0�`�o

a(0) � k 
 (0)kH �T�m kv(0)kH � � (20)

�›�¬�h�b�‘�O�t	s�8�‹�›	��”�q , �\�w	s�8�‹�w�r ~u �x t = T �p a(T) � � �T�m k
 (T)kH � � �q�s�” .

�\�\�p
K 0(Q + ' ) = � (p � 1)hQp; ' i + O(k' k2

H 1 ) (21)

�U
R�q�b�”�w�p ,a(T) � � �T�m k
 (T)kH � � �w	Ý�6�s�’ 0 < t < T �p

a(t) & e
� +

2 t a(0) ; k
 (t)kH � a(t) � k v(t)kH (22)

�q�s�l�o�M�”�w�p t = T �p

E(~u(T)) < E ( ~Q) ; K 0(u(T)) � � a(T)

�U
R�q . �h�i�`�® A � B �¯�q�x A . B �T�m B . A �w�\�q�›�¦�b . �\�•�T�’ (20) �w	s�8�‹�p�x�r�x
0


C�b�”�\�q�U�˜�T�” . �‰�7�w�^�À�p � a(0) � k 
 (0)kH �T�m kv(0)kH � � �w�q�V�x�r�U 0 �t�n
0�b�”

�\�q�‹�˜�T�” . �^�’�t T0 �›

T0 := sup
t 2 [0;T )

f t j 0 � s � t �p ja(s)j � � 0g (23)

�q�b�” . �h�i �` 0 < � 0 � � �s�”�� 
: �q�b�” . �\ �\ �p kv(0)kH � � 0 �w
c�“�p T0 < 1 �q�S�X

�q ,ja(T0)j = � 0 �q�s�” . �^�’�t�r�w�È���‘��
Q�T�’�ø
þ a(0) 7! a(T0) �›�ß�Q�”�q�È���ø
þ�t�s�“ , �f

�•�•�Q�\�w�ø
þ�w���[�¬ [� � 0; � 0] �p�w�‹�¬�x�È�A�t�s�” . �q�\�–�U�\�w�‹�¬�x f� � 0; � 0g �q�s�”�w�p

�Ã	l . �‘�l�o T0 = 1 �q�s�” a(0) �U���O�` , �\�•�U 1 �¹�æ�Ä�ï�r�t�s�” .

3.2 1 �¹�æ�Ä�ï�r�w�r	B�ù�w��	Ý

�Í�t
Œ�t�{�Š�h 1 �¹�æ�Ä�ï�r�U�(�Í�i 1 �w���7�.�›�s�b�\�q�›�Ô�b . 
Œ�wz; ~u �t�C�Q�o ,(DNLKG)

�w	s�8�‹
~Qz + v� = ~Qz + a� (0)Y +

z + 
 � (0) (24)

�w�r�› ~u� �q�b�” . �^�’�t�Ì���U�&�l�h�q�V

~u� (t) = ~Qz + a� (t)Y +
z + 
 � (t) (25)

�q�b�” . �h�i�`
ü�r�M�O�x ~u �q�‰�7�q�b�” . �\�w�q�V�Ž�<�w
°�A�U
R�q�b�” .
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�4�J 3.2. �K�” � > 0 �q z 2 C1(RN ; R) ���O�`�o , �Ž�<�›�¬�h�b .(DNLKG) �w�r ~u; ~u� �U�K�” T > 0

�t�0�`�o

sup
t 2 [0;T ]

k~u(t) � ~QzkH � �

sup
t 2 [0;T ]

k~u� (t) � ~QzkH � � ;

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V

~u# (t) = ~u(t) � ~u� (t) ; v# (t) = v(t) � v� (t) ; a# (t) = a(t) � a� (t) ; 
 # (t) = 
 (t) � 
 � (t)

�q�b�”�q�K�” � > 0 �U���O�`�o ,

j
d
dt

a# � � + a# j . (kvkH + kv� (t)kH )kv# (t)kH (26)

�U
R�q�b�” .

�\�w
°�A�‘�“ ,ja# j �x�Ì���U�&�m�q�¦
:
ÿ�G�`�o , �^�’�t ja# j � k 
 # kH �q�s�”�w�p ,~u� �› 1 �¹�æ

�Ä�ï�r�w	s�8�‹�q�`�h�’ ~u �x�4�J 3.1 �t�<�£	Z�R�o�r�w
ü�¨�U�p�V�” . �‡�h ,� ~Qz 	*�“�p�‹�‰�7�w�^

�æ�U�p�V�”�w�p�‡�q�Š�”�q�Ž�<�U
R�q�b�” .

�4�J 3.3. �K�” � 2 (0; 1) �U���O�`�o�Ž�<�U
R�q�b�” .

� 2 f� 1g �q z 2 RN �t�0�`�o

A z = f ' 2 H j h '; Y �
z i = 0 ; k' kH < � g (27)

�q�b�”�q , �K�”�æ�Ó�³�¿�À�È���s�ø
þ F : A z ! [� �; � ] �U���O�`�o (DNLKG) �w	s�8�‹

� (Q + aY+ )(x � z) + ' (a 2 (� �; � ); ' 2 A z )

�w�r ~u �w�•�ˆ�x�Ž�<�w�‘�O�t
ü�¨�^�•�” .

ˆ a < F (' ) �w�q�V ~u �x�n
0�r�t�s�” .

ˆ a = F (' ) �w�q�V ~u �x 1 �¹�æ�Ä�ï�r�q�s�” .

ˆ a > F (' ) �w�q�V ~u �x
0
C�r�q�s�” .

4 2 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�G�¬�•�ˆ�w
ü�¨

�Í�t 2 �¹�æ�Ä�ï	*�“�p�r�›
ü�r�b�” . �‡�c � 0; � 1 2 f� 1g,z = ( z0; z1) 2 C1(R; RN )2); jz0 � z1j �

1 �q�b�” . �^�’�t j = 0 ; 1 �t�0�`�o

Qj (x) := � j Q(x � zj ) ; ~Qj = ( Qj ; 0) ; Y �
j (x) := Y � (x � zj ) (28)

�q�b�” . �^�’�t (DNLKG) �w�r ~u �t�0�`�o

~u =
X

j =0 ;1

~Qj + v

v =
X

j =0 ;1

aj Y +
j + 
 ; a j = hv; Y �

j i
(29)
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�q�s�”�‘�O�t v; 
; a j �›���[�b�” . �\�w�q�V 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w	Ô�ù�q�Ÿ�s�“ aj �t�x�¹�æ�Ä�ï���w
ì�“

�^�;�‹�‡�X�U , �\�w	Ô�ù�‹ z �›�O�‡�X�q�”�\�q�p�Ž�<�U
R�q�b�” .

�4�J 4.1. �K�” � > 0 �q z 2 C1(R; (RN )2) ���O�`�o , �Ž�<�›�¬�h�b .(DNLKG) �w�r ~u �U�K�” T > 0

�t�0�`�o
sup

t 2 [0;T ]
k~u(t) �

X

j =0 ;1

~Qj kH � � ; k~u(T) � ~QzkH = � (30)

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V�K�” � > 0 �U���O�`�o ,

j
d
dt

a � � + aj . kvk2
H + Q(z1 � z0)

k
 kH . e� �t k
 (0)kH + kv(t)k2
H + Q(z1 � z0)

(31)

�U
R�q�b�” .

�\�\�p�w Q(z1 � z0) �x 2 �m�w�¹�æ�Ä�ï���w
ì�“�^�;�w�G�V�^�p�K�” . 	Ä�`�X�x [5] �p�-�‰�`�o�M�” .

�\�\�p kvk2
H � Q(z1 � z0) �w�q�V�x a0; a1 �t�0�`�o 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�q�‰�7�w�ß�Q�M�›�p�V�”

�U,kvk2
H . Q(z1 � z0) �w	Ô�ù�x
ì�“�^�;�U�§
��$�t�s�” .

4.1 2 �¹�æ�Ä�ï�r�w�)�w
°�A


Œ�w~u �t�C�Q�o (DNLKG) �w	s�8�‹

X

j =0 ;1

~Qj + v� =
X

j =0 ;1

~Qj + a� ;j (0)Y +
j + 
 � (0) (32)

�w�r�› ~u� �q�b�” . �^�’�t�Ì���U�&�l�h�q�V

~u� (t) =
X

j =0 ;1

~Qj + a� ;j (t)Y +
j + 
 � (t) (33)

�q�b�” . �h�i�`
ü�r�M�O�x ~u �q�‰�7�q�b�” . �^�’�t ~u �q ~u� �w�)�q�`�o

~u# (t) = ~u(t) � ~u� (t) ; v# (t) = v(t) � v� (t) ; a# ;j (t) = aj (t) � a� ;j (t) ; 
 # (t) = 
 (t) � 
 � (t)

�h�i�` j = 0 ; 1 �q�b�” . �\�\�p ~u� �› ~u 	*�“�w
¢���=�^�;
É�›�ß�Q�”�\�q�p
¯�q�b�”�q ,

d
dt

�
a# ;0

a# ;1

�
= � +

�
a# ;0

a# ;1

�
+

�
M 00(t) M 01(t)
M 10(t) M 11(t)

� �
a# ;0

a# ;1

�
+ N (t) (34)

�w�‘�O�t
¯�d�” . �h�i�` N �x�D
u
ü�q�`�o�‘�M . �\�w�q�V

M (t) =
�

M 00(t) M 01(t)
M 10(t) M 11(t)

�

�q�b�”�q , �\�•�x kvk2
H � Q(z1 � z0) �w�q�V�x M �‹�D
u
ü�q�s�“ ,1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�q�‰�7�w�•�ˆ�›
¯

�b . �`�T�`�s�U�’ kvk2
H . Q(z1 � z0) �w	Ô�ù�x M �U�D
u
ü�T�x�˜�T�’�s�M�h�Š ,(a# ;0; a# ;1) �w	s�8

�‹�w�M�²�q�Ì��
C�2�™�w�M�²�U�‰�a�M�²�›�²�X�T�x�˜�T�’�s�M . �s�e�s�’ , �«�Q�y

d
dt

�
a# ;0

a# ;1

�
= � +

�
a# ;0

a# ;1

�
+

�
0 e� t

e� t 1
1+ t

� �
a# ;0

a# ;1

�
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�p�w (a# ;0(0); a# ;1(0)) = (1 ; 0) �w�r�x (a# ;0(t); a# ;1(t)) � te� + t (0; 1) �t�s�” (t ! 1 ).

�\�w�Ü�T�’�˜�T�”�‘�O�t M �t���b�”�D
u
ü
Q�U�˜�T�’�s�M�q	s�8�‹�w�M�²�U�°���w�M�²�›�²�M�o�M

�”�q�x�v�’�s�M�\�q�U�˜�T�” .

�\�w�M�²�t���b�”	��Á�U�˜�T�•�y�.�`�M�U , �M�²�t���b�”	��Á�q�`�o�Ž�<�U
R�q�b�” .

�4�J 4.2. �K�” � > 0 �q z 2 C1((RN )2; R) ���O�`�o , �Ž�<�›�¬�h�b .(DNLKG) �w�r ~u; ~u� �U�K�”

T > 0 �t�0�`�o

sup
t 2 [0;T )

k~u(t) �
X

j =0 ;1

~Qj kH � � ; sup
t 2 [0;T )

k~u� (t) �
X

j =0 ;1

~Qj kH � � (35)

�›�¬�h�b�q�b�” . �\�w�q�V
Œ�w M (t) �t���`�o ,M 00 � M 11; M 01; M 10 2 L 1([0; T)) �q�s�” .

�\�w	��Á�‘�“ ,
d
dt

�
a# ;0

a# ;1

�
= ( � + + M 00)

�
a# ;0

a# ;1

�
+ N 0

�q�s�“ ,N 0 �U�D
u
ü�q�s�”�w�p (a# ;0; a# ;1) �w	s�8�‹�w�M�²�q�Ì���U�&�l�h�™�w�M�²�x�-�h�•�” .

�Ž	Í�›�~�‡�Q�o	����g�w	Â�Ì�w�“�t�›�G�b . [3] �‘�“ ,2 �¹�æ�Ä�ï�r�›�¬�h�b (a0; a1) �w���O�x�˜�T�l

�o�M�” . �\�w	s�8�‹�› ~u �q�`�h�q�V ,a� ;0 < a 0 �s�’ ~Q0 	*�“�w�¹�æ�Ä�ï�x�n
0�b�” . �f�•�•�Q�Ì���U�&

�m�q ~Q0 	*�“�x�n
0�r�w�•�ˆ�›�b�” . �‘�l�o ,a� ;0 < a 0 �p�w (a� ;0; a� ;1) �x ,

ˆ a� ;1 � a1 & a0 � a� ;0 �w�q�V�x�Ì���U�h�m�q ~Q1 	*�“�p
0
C�b�”�w�p�i�w�r�×�.�w P(~u) �‹�G

�V�X�s�“ , 
0
C�r�t�s�” .

ˆ a1 � a� ;1 & a0 � a� ;0 �w�q�V�x ~Q0 	*�“�‹ ~Q1 	*�“�‹�r�j�’�‹�n
0�b�”�w�p , �Ì���U�&�m�q�r ~u

�x E(~u) < E ( ~Q); K 0(u) � 0 �q�s�“�n
0�b�” .

�«�™ 4.3. �\�•�’�w
°�A�x�·�«�³�ã�ï 2 �p�æ�l�h�°�7�s
°�A�w�S�T�[�p
R�q�`�o�M�” . �‹�`�·�«�³�ã

�ï 2 �p�w
°�A�U�s�Z�•�y , ~Q0 	*�“�p�w�n
0�U�—�b�W�o ~Q0 	*�“�q ~Q1 	*�“�w
ì�“�^�;�w�è�¹�s�r�T�’

�r�w�•�ˆ�w
ü�¨�U���É�t�s�”�ª�•�U�K�” .

�‘�l�o	Í�w�^�æ�q
0
C�r	B�ù�q�n
0�r	B�ù�U�r�j�’�‹�‰	B�ù�t�s�l�o�M�” (�·�«�³�ã�ï 2 �T�’�˜�T

�” ) 
Q�í�T�’�•
ì�$�s�^�æ�p�K�” a?;1 �U���O�`�o (a# ;0; a?;1) �x 1 �¹�æ�Ä�ï�r�t�s�” .

�7�™�t�\�w 1 �¹�æ�Ä�ï�r	B�ù�w�æ�Ó�³�¿�À�È��
Q�›�ß�Q�” . �\�•�x ~u �U ~Q0 	*�“�U	«�Q�” 1 �¹�æ�Ä�ï

�r�t�s�l�o�M�”�q�`�h�’ ,

ˆ a� ;1 > a 1 �w�q�V ,

a� ;1 � a1 & ja# ;0j + k
 # kH �s�’�Ì���U�&�l�h�™�x ~Q1 	*�“�p
0
C�b�”�w�p�i�w�r�×�.�w P(~u)

�‹�G�V�X�s�“ , 
0
C�r�t�s�” .

a� ;1 � a1 � j a# ;0j + k
 # kH �s�’�Ì���U�&�l�h�™�t ~Q0 	*�“�x�n
0�`�h�™�‹ ~Q1 	*�“�x ~Q1 �w

�Ù�c�t�M�”	Ý�6�w�‡�‡�s�w�p 1 �¹�æ�Ä�ï	*�“�w�^�æ�t�<�£�p�V�o
0
C�r�U�˜�T�” .

ˆ a� ;1 < a 1 �w�q�V�‹���w�^�æ�q�‰�7�w�^�À�p�n
0�r�t�s�”�\�q�U�Ô�d�” .

�\�•�‘�“ 2 �¹�æ�Ä�ï�r�t�s�” (a0; a1) �t�S�Z�” a� ;0 < a 0 �p�w�r�w�G�¬�•�ˆ�w
ü�¨�x�p�V�h .a� ;1 < a 1

�w	Ô�ù�‹�‰�7�t�p�V , ���‡�p�w�^�æ�›�‡�q�Š�”�\�q�p	����g�U�˜�’�•�” .
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�æ�”�Ú�ï���7�.	Í�w�´�ß�ï�Ó�a���q�f�w
Q�í

�G�U�¢�q�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:
ú�%
•�È

�Õ
y�G�H (Hirotaka Kai)

�“�A

Markov �a���q�x�°�R�w	Ý�6�U�q�O�w	Ø�C�w�ˆ�t�‘�l�o�>���b�”�å�ï�¼�Ü�s�{� �w�ˆ�V�p�K�”�}

Dirichlet ���Ü�w
C�2�t
P�M�|�‘�“�°
`�w�í���t Markov �a���›�Ï
R	Z�R�”�‘�O�t�s�l�h�}�°�M

�p�|�â�”�«�æ�¿�Å�í��	Í�w� �q
ÿ
ü
Q�›�Ë�m�¬�p�È���s�¬�p�a���¢ Lévy �a���£�x�â�”�«�æ�¿�Å

�í��	Í�w�/���$�s Markov �a���w 1 �m�p�K�”�}�â�”�«�æ�¿�Å�í��	Í�w Lévy �a���w
Q�í�t�m�M�o

�x�|���X�w�\�q�U
ü�T�l�o�S�“�|�™�t	Ä�`�X
†�Ì�b�”�6�<
Q�q�a�I
Q�t�m�M�o�x Chung-Fuchs[4]

�t�‘�l�o�›�Ã�n�Z�’�•�o�M�”�}	H�l�o�|�°
`�w Markov �a���› Lévy �a���t�v���`�|�0	Å�q�b�”

�í���›�æ�”�Ú�ï���7�.�t�¦�Á�`�o�Z�€�b�”�q�|�r�•�X�’�M�w�A�L�U�˜�’�•�”�w�T�|�q�M�O�Y�ð�x

�×
µ�s
C
Ý�p�K�”�}�‡�c�|�æ�”�Ú�ï���7�.	Í�w�¬�p�a���U�r�w�7�s	Ú�E�›�¬�h�`�h�q�V�|�f�•�›

Lévy �a���q�z�‚�”�w�i�–�O�T�|�q�M�O�ð�J�U
C
\�b�”�}�î�x�| Hille-Yoshida �w���g�t�‘�l�o�|

Banach �í��	Í�w�§�È��	V	–
R���q�V
•
ü�^�;
É�| Markov �a���¢�t�|�è�º�ç�Õ�ï�Ä�| Dirichlet

���Ü�£�x 1 �0 1 �t�0� �`�o�M�”�\�q�U
ü�T�l�o�M�”�}�\�w�V
•
ü�^�;
É�U ∆/2�¢�å�Ó�å�³�ž�ï�£

�w�q�V�|�0� �b�” Markov �a���x Brown �á�ˆ�q�s�”�}�\�•�t�£�è�`�o�| Malliavin-Elworthy-Li

�x
Y�F�Ú�¦�î��	Í�w�¬�p
•
ü�M���Ü�w�r�›���í���t�ù�è�`�o���7�.	Í�w Brown �á�ˆ�›�Ï
R�`�h�}

�f�w�™�| Applebaum[1],[2] �x�\�w	��O�›�¦�Á�`�|
Y�F�Ú�¦�î��	Í�w Marcus ���¬�p
•
ü�M���Ü�w

�r�›���í���t�ù�è�b�”�Ä�t�‘�l�o�æ�”�Ú�ï���7�.	Í�w Lévy ���¬�p�a���›�Ï
R�`�h�}

�â�”�«�æ�¿�Å�í���q�°
`�w�æ�”�Ú�ï���7�.�w�§�M�w�°�m�x�Â�p�p�K�”�} Ichihara[10] �x�æ�”�Ú

�ï���7�.	Í�w Brown �á�ˆ�U�6�<
Q�|�a�I
Q�|�-��
Q�›�Ë�m�h�Š�w	G
ü	Ú�E�›�Â�p�w	Ø�C�T�’�)

�Q�h�}�\�w�Z�€�›�°
`�=�`�| Lévy ���¬�p�a���w�6�<
Q�|�a�I
Q�|�-��
Q�w	G
ü	Ú�E�›�)�Q�h�w�U

���s�w�²�w�Z�€�º�0�p�K�”�}

1 �‹�Ö

(M; g) �› m(� 2) �Í�i�o�È�A�ì
‹�æ�”�Ú�ï���7�.�q�`�Á�v���: @M �t�‘�” 1 �:�¯�ï�Í�«�Ä�=�› cM

�q�b�”�}�Ë�t r �› Levi-Civita 
€���q�b�”�} M �w�î���› F (M ) �q�`�| F (M ) �T�’ M �•�w�ù�è�› �

�q	{�X�} F (M ) �w
æ
ü���7�. O(M ) �›�Í�w�‘�O�t���[�b�”�}

O(M ) = f u = (( v1) �u ; : : : ; (vm ) �u ); (v1) �u ; : : : ; (vm ) �u �x T �u M �w
Y�F�Ú�¦�,�� g

u 2 O(M ) �›�Í�w�����p T �u M �T�’ Rm �•�w
¢���‰���ø
þ�q�ß�Q�”�}

Rm 3 z 7!
X

zi (vi ) �u 2 T �u M

	‰	��s z 2 Rm �t�0�`�o�| Hz(u) 2 Tu O(M ) �› uz 2 T �u M �w
+���Ë�j	Í�[�q���[�b�”�q Hz �x

O(M ) 	Í�w�Õ�«�Ä�ç	Ô�q�s�”�}�›�t Rm 	Í�w
Y�F�Ú�¦�,�� e1; : : : ; em �t�0�`�o�| H i (u) = Hei �q	{
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�X�\�q�t�b�”�} O(M ) 	Í�w	×
•
ü�M���Ü

@� t

@t
= Hz(� t ); � 0 = id

�w�r�› � t
z = Exp( tHz ) �q	{�X�}

f B t = ( B 1
t ; : : : ; B m

t ); 0 � t < 1g �› m �Í�i Brown �á�ˆ�q�` N (dz; ds) �› � (dz)ds �› intensity

�t�Ë�m Poisson�å�ï�¼�Ü���S�q�b�”�}�h�i�` � (dz) �x
Z

Rm
0

(1 ^ j zj2)� (dz)

�›�¬�h�b L�evy ���S�p�K�”�}�\�•�’�w�G�ø�w�<�| f Ut ; 0 � t < e g �›�Í�w�¬�p
•
ü�M���Ü�w�r�q�b�”�}

F (Uu
t ) � F (u) =

Z t

0

mX

i =1

H i F
�
Uu

s�

�
� dB i

s (1)

+
Z t

0

Z

j zj> 1

�
(F � � z )

�
Uu

s�

�
� F

�
Uu

s�

�	
N (dz; ds)

+
Z t

0

Z

j zj� 1

�
(F � � z )

�
Uu

s�

�
� F

�
Uu

s�

�	 eN (dz; ds)

+
Z t

0

Z

j zj� 1

(

(F � � z )
�
Uu

s�

�
� F

�
Uu

s�

�
�

mX

i =1

zi H i F
�
Uu

s�

�
)

� (dz) ds

8F 2 C1 (M ):

�\�\�p e = inf f t > 0;X t =2 M g �x
0
C�Ì���p�K�“�| � dB i
s �x Stratonovich 
u
ü�p�K�”�}�\�w�¬

�p
•
ü�M���Ü�w�r�w�ù�è f X t = �U t ; 0 � t < e g �› M 	Í�w L�evy ���¬�p�a���q�z�•�}�°
`�t

f Ut ; 0 � t < e g �x Markov �a���p�K�”�U f X t = �U t ; 0 � t < e g �x Markov �a���T�r�O�T�x
ü�T�’

�s�M�}�Í�w���g�x f X t = �U t ; 0 � t < e g �U Markov 
Q�›�Ë�m	G
ü	Ú�E�›�)�Q�o�M�”�}

���g 1 (Applebaum, D. and Estrade, A. (2000)). L�evy ���S � (dz) �U�s�8
Æ�!�p�K�”�q�V�| f X t =

�U t ; 0 � t < e g �x	Z
C�: x �w�Ñ�è�”�Ü�w
¬�|�M�t�‘�’�s�M�}	H�l�o�| f X t = �U t ; 0 � t < e g �x

Markov �a���q�s�”�}

�\�•�p�|�Š�Z�€�t
ž�A�s�,�Š�$�s
ƒ���x	4�˜�“�p�K�”�}�\�\�T�’�x�Š�Z�€�w	��A�L�t�m�M�o	\�‚�h

�M�q�¥�O�}

2 	��A�L

�‡�c�x�| Markov �a���w�6�<
Q�|�a�I
Q�|�7�ÿ
Q�t�m�M�o�w���[�›�‡�q�Š�”�}

���[ 1. D �› M 	Í�w�È�’�T�s�¥�„�›�Ë�m
ì�0�¯�ï�Í�«�Ä	B�ù�q�`�|�x�a�Ì���|�7	4�d	Z�Ì���›�f�•

�g�•
TD = inf f t > 0; X t 2 Dg

� D = supf t > 0; X t =2 Dg

�q���[�b�”�}�\�w�q�V
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� Px [� D = 1 ] = 1 �U
¶�o�w x,D �p
R�“�q�m�q�V�| f X t ; 0 � t < e g �x�6�<�$�p�K�”�}

� Px [� D < 1 ] = 1 �U
¶�o�w x,D �p
R�“�q�m�q�V�| f X t ; 0 � t < e g �x�a�I�$�p�K�”�}

� Px [TD < 1 ] = 1 �U
¶�o�w x,D �p
R�“�q�m�q�V�| f X t ; 0 � t < e g �x�7�ÿ�$�p�K�”�}

�7�ÿ�$�s�È�È�� Markov �a���x�6�<
Q�T�a�I
Q�w�r�j�’�T�›�Ë�m�}�‡�h�|�6�<�$�s�È�È�� Markov

�a���x
0
C�`�s�M�\�q�t�«�™�b�”�}	Ä�I�x Getoor[7] �›�€	°�b�”�\�q�}

dist( �; �) : M � M ! [0; 1 ) �› M 	Í�w�‘�m��
:�q�b�”�}�‡�h , M �w�,	j�q�s�”�: o 2 M �›�°�m

�{���`�o�| r (�) = dist( o; �) �q���[�b�”�}

���g 2. �K�”
Û�w��
: � �U���O�`�o�| M �w�…�Ø�Â�p K �U K � � < 0 �›�¬�h�b�q�V�|�Í�w
Æ�s�Ü�U


R�“�q�m�‘�O�s��
: C(�; m ) > 0 �q 1 �Í�i Brown �á�ˆ f Wt ; 0 � t < e g �U���O�b�”�}

r (X t ) � r (x) + Wt +
Z t

0

Z

Rm
0

�
r � � z (X s� ) � r (X s� )

�
eN (dz; ds) + C(�; m )t

�\�w���g�T�’�Í�w�\�q�U
ü�T�”�}

���g 3.
Px [ lim

t !1
r (X t ) = 1 ; e = 1 ] = Px [e = 1 ]

�U
¶�o�w x 2 M �p
R�“�q�m�}	H�l�o�| f X t ; 0 � t < e g �x�a�I�$�p�K�”�}

���[ 2. Markov �a�� f X t ; 0 � t < e g �U�-���$�p�K�”�q�x�|

Px [e = 1 ] = 1

�U
¶�o�w x 2 M �p
R�“�q�m�\�q�p�K�”�}

M 3 x 7! Px [e = 1 ] 2 [0; 1] �t�K�”���S�w�È�’�T�^�U�K�•�y�| Markov �a�� f X t ; 0 � t < e g �U�-

���$�p�K�”�\�q�›�Ô�b�t�x�| Px [e = 1 ] = 1 �q�s�” x 2 M �›�°�m�_�m�Z�o�X�”�i�Z�p	G
ü�p�K�”�}

���g 4. j (x) = Px [e = 1 ] �q���[�`�| j 2 C2(M ) �q�b�”�}�\�w�q�V�Í�w�M�c�•�T�U
R�“�q�m�}

� 
¶�o�w x 2 M �t�0�`�o�| j (x) = 1 .

� 
¶�o�w x 2 M �t�0�`�o�| j (x) = 0 .

� 
¶�o�w x 2 M �t�0�`�o�| 0 < j (x) < 1.

�‡�h�…�Ø�Â�p�t�Ë�s�”	Ú�E�›�C�Q�”�\�q�p�Í�w���g�U�‹�T�•�”�}

���g 5. �Ú�™�w� > 0 �t�0�`�o�| � (� ) = � +
4 tanh

� p
j � j �

�
p

j � j
�q�`�|���­�Ì���›

T(� ) = inf f t > 0; r (X t ) < � (� )g

�q���[�b�”�}�…�Ø�Â�p K �t�0�`�o � � K � � < 0 �›�¬�h�b
Û�w��
: �; � �U���O�b�”�q�>���b�”�}

�\�w�q�V�Í�w�\�q�U
R�“�q�m�}

��
: C(�; m; � ) �U���O�`�| f t < e ^ T(� )g 	Í�p

r (X t ) � r (x) + Wt +
Z t

0

Z

Rm
0

�
r � � z (X s� ) � r (X s� )

�
eN (dz; ds) + C(�; m; � )t
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�U
R�“�q�m�}

�\�w���g�T�’ f X t ; 0 � t < e g �U�-���$�p�K�”�\�q�U�‹�T�•�”�}
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�å�ï�¼�Ü�æ�»�q�f�w	�	–�æ�»�w�{���‹
ü
Í�t�m�M�o

�z�‚�“�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Ã 
:�¶
•�È

�{�Ð���™ (Katsunori FUJIE)

�“�A

�å�ï�¼�Ü�æ�»�q�x
R
ü�U�¬�p�!
:�p�)�Q�’�•�”�æ�»�w�\�q�p�K�”�}�å�ï�¼�Ü�æ�»�g�æ�t�S�M

�o�|�f�w	��s�Z�€�0	Å�x�¬�p�$�t���‡�”�{���‹�|�b�s�˜�j�{���‹
ü
Í�p�K�”�}�º�™�$�|�f�`�o
ú

�g�$�s
�� �T�’�|�æ�»�w�±� �¶�›�G�V�X�`�o�M�l�h�M�w�{���‹
ü
Í�w	ü�”
ã�M�t�q�X�t�µ�¯�U�Ë

�h�•�o�M�”�}�Š�è���p�x�â�Ç�»�æ�ž�þ�^�;�p
ü
Í�U
Æ�!�q�s�”�å�ï�¼�Ü�¤�ç�Û�”�Ä�æ�»�w�%�»�t

�m�M�o�|�f�•�’�w	�	–�æ�»�w�{���‹
ü
Í�U�±� �¶�U�G�V�X�s�l�h�q�V�|�r�w�‘�O�t�>���^�•�”�T

�›
†�Ì�b�”�}�s�S�Š�è���x�Õ�i
æ�ô�¿�¯�¢�z�‚�“�G�¶�£�q�w�ž�‰�Z�€�t�,�n�M�o�M�”�}

1 �‹�Ö

�å�ï�¼�Ü�æ�»�w
:�g�$�r
s�U�•�‡�l�h�w�x 1920�å�E�w J.Wishart �t�‘�”�w�-�¶�w�Z�€�U�x�a�Š�q

�^�•�”�}�f�\�T�’	—�`�Ì���U�q�l�o 50 �å�E�t�s�l�o E.P.Wigner �t�‘�”�©
ú�g�w�Z�€�p�~�h�h�|�q

�•�h�w�›
}
~�“�t�|�å�ï�¼�Ü�æ�»�x�q�X�t�f�w	s�8�t�S�M�o	��t
ú�g�¶�w
ü�ú�p�g�æ�$�s
C�2�U
��œ

�i�}�q�O�p�x
É
:
ü
Í�q�w���È�T�’
:�æ�s�r�w	m
.
:�¶�T�’�|�‡�h�Á
¢�è	ô�g�æ�•�w� �;�$�s���Ø�›

�Ë�m�h�Š�»�¶�T�’�‹�µ�¯�U�Ë�h�•�o�S�“�|�^�’�s�”�g�æ�$�s�r�Ì�U�l�‡�•�”
ü�ú�p�K�” ([13])�}

�å�ï�¼�Ü�æ�»�•�f�w�%�»�U���Š�”�{���‹
ü
Í�w�g�æ�$�s�r
s�w�“�é�w�O�j�w�°�m�t�×���¬�p�æ�q�z

�y�•�”�Z�€
ü�ú�U�K�”�}�×���¬�p�æ�q�x���o�t	\�‚�”�q
‡�D�õ�s�¬�p�!
:�›�Ð�‚�”�Z�€
ü�ú�p�K�“�|

�f�w	O�A�s�é�.�«�~� �;
Œ�q�`�o�å�ï�¼�Ü�æ�»�g�æ�U�K�”�}�q�X�t� �q�s�å�ï�¼�Ü�æ�»�w�%�»�U�f�w

�Ã�v
ü
Í�t�S�M�o�×��� �q
Q�›�¬�h�b�q�M�O	O�A�s
C�_�U�\�w
ü�ú�w�q�j	Í�[�w�Š�¨�$�s�V�l�T�Z�t

�s�l�h�}�‡�h�\�w�Ä�î�T�’�q�X�t�×���¬�p�æ�x�å�ï�¼�Ü�æ�»�•�f�w�Ã�v�›�{�O�g�æ�$�s�î
Ê�ˆ�q�`�o

�×
µ�s�‹�w�p�K�”�q�Ý�Ý�^�•�o�M�” ([16])�}

�\�w���|�×���¬�p�æ�q��
ü�ú�q�w���˜�“�p�q�X�t�«�è�`�h�M�w�x A.Vershik, S.Kerov �’�w
´�Ù�$
¯

�q�æ�p�K�”�}
´�Ù�$
¯�q�æ�q�x�‘�X�˜�T�l�o�M�”���w�<�ò�Ã�v�q�`�o�˜�’�•�”�Š�G�s���w�¦
ª�s�r�›

�Ð�‚�”�Z�€
ü�ú�p�K�”�}�«�Q�y�y�/�$�s�A�L�q�`�o���v�0	¶���w�<�ò�Ã�v�q�`�o�˜�’�•�”�Á�v�0	¶��

�w�¦
ª�•�w
´�Ù�g�æ�|�f�`�o�à�ï�¬
$���w�7�ì��	Ý�¢�`�y�`�y VKLS(Vershik{Kerov{Lagan{Shepp)

�Â
¢�q�z�y�•�”�£�w
C�_�s�r�U�K�” ([12])�}�×���¬�p�æ�U�f�w�¦
ª�w�Ã�v�t�S�Z�”	ü�”
ã�M�›�G	\�b

�”�w�t�þ�q�m�\�q�U 90 �å�E�t P.Biane �t�‘�l�o
C�_�^�•�”�s�r�f�w�Š�í�$�s���˜�“�U�Ô�&�^�•�o

�M�” ([2])�}�0	¶���w
´�Ù�$
¯�q�æ�w���º�p�x
C�2�`�o�M�X�à�ï�¬
$���›�{�O�\�q�U���X , �à�ï�¬
$

���w
¯�Ô�q�`�o
ˆ�0�‹��
:�›�+�t�_�q�o�o
6�›�X�q�`�o�M�X�‘�O�s , �M�˜�•�”�Ð�Ü
¯�Ô�U�;�M�’�•�”

([8]). �\�O�b�”�q�à�ï�¬
$���x���v�F�›�Ë�m���S , �‡�h�x��
:�w�¬�å�Ñ , �K�”�M�x�f�w�Ã	–�‹�~�Ã�G�‹

�q�`�o�‹���^�•�” . �\�w�q�V interlace �b�”
:�»�U�q�•�” . Kerov �x�\�O�`�o
´�Ù�$
¯�q�æ�w�Z�€�t
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�S�Z�”
í�ˆ
ú�q�`�o�˜�’�•�h interlace �b�”
:�»�•�f�•�›�°
`�=�`�h Rayleigh measure�t���b�”�Z

�€�›�æ�M , Markov{Krein �0� �s�r�t�m�M�o�w�A�L�›�˜�h ([10], [11]).

�q�X�t�å�ï�¼�Ü�æ�»�w�
�:�T�’	\�‚�h�q�V�|�¤�ç�Û�”�Ä�æ�»�q�f�w	�	–�æ�»�w�{���‹�U�¬�h�b����

�q�`�o interlace �b�”
:�»�U�q�•�”�} Kerov �x�\�w�Ä�î�t���`�o�‹�Z�€�›�æ�s�l�o�S�“�| Wigner �æ

�»�› Haar Orthogonal �æ�»�p�ž�þ�›�q�l�h�å�ï�¼�Ü�æ�»�q�f�w	�	–�æ�»�w�{���‹
ü
Í�w
Ê�p�^�’�•

�”
‚�•
¢�¬�å�Ñ�U�f�w�Ã�v�t�S�M�o�‹�6�|	Í�p	\�‚�h VKLS �Â
¢�t	B�¤�`�o�M�X�q�M�O�A�L�›�˜�o

�M�” ([9])�}�\�•�t�¾�V���M�o A.Bufetov �x Wigner �æ�»�| Wishart �æ�»�w�†�«�å�µ�p�‰�7�w�A�L�U


R�“�q�m�q�M�O�A�L�›�˜�h ([1])�}	Í�G�Ë�m�w�A�L�›	!�Z�o 2020�å�t Goel{Yao �x�Í�w�'
Ý�›��	Z�`

�h ([7]).

�'
Ý 1.1. �â�Ç�»�æ�ž�þ
Æ�!�s�å�ï�¼�Ü�¤�ç�Û�”�Ä�æ�» AN �w�&�g�{���‹
ü
Í 1
N

P N
i =1 � � i �U�K�”�¬

�p���S m �t�¬�p	�	)���b�”�q�>���b�”�}�\�w�q�V�|�f�w	�	–�æ�» eAN �w�{���‹
ü
Í�q�w
Ê�p�^�’�•

�”
Ö�ø
Ç�V�¬�p���S � N =
P N

i =1 � � i �
P N � 1

j =1 � ~� i �x m �› Markov{Krein �0� �p�¾�V�í�`�h � �t�¬�p

	�	)���b�”�}

�«�™ 1.2. 1. 	O�A�s�å�ï �¼�Ü�æ�»�w�Ë	� �¨ �w�«�å�µ GUE(Gaussian Unitary Ensemble) �q

Wishart �æ�»�x�â�Ç�»�æ�ž�þ
Æ�!�p�K�”�}

2. �\�w�'
Ý�x�å�ï�¼�Ü�æ�»�g�æ�t�S�Z�” folklore| �b�s�˜�j���X�w�Z�€	��U	��Á�x
R�“�q�m�q�Ý

�Ý�`�o�M�”�U�r�\�t�f�w
Y�`�M	Â�Ì�U�K�”�w�T�Œ�’�s�M | �i�l�h�‘�O�p�K�”�}

�Š�Ø�p�x�r�w�‘�O�t�`�o�\�w	��Á�U
R�“�q�m�w�T�›
†�Ì�b�”�}�s�S�|�‘�“	Ä�`�M
†�Ì�‡�h	Â�Ì�t�m

�M�o�x�€�ß���Y�|�q�X�t�æ�� [6] �›�€	°�`�o�„�`�M�}

2 	j
‹

	��Á�q	��A�L�t�m�M�o	Ä�`�X	\�‚�”�h�Š�\�w
…�p�x�M�X�m�T
ž�A�s���[�q�G�ø�›	º�p�`�o�S�X�}

2.1 �×���¬�p�æ

���[ 2.1. n �›�×
µ
:�q�b�” . 	B�ù f 1; 2; : : : ; ng �› [n] �p
¯�b .

1. [n] �w
ü�Â � �q�x [n] �w
æ
ü	B�ù���p , �í	B�ù�›�Ë�h�c , �r�w�ž�è
æ
ü�‹�í	B�ù�p , �è	B�ù�U [n]

�t�°�•�b�”�‹�w , �b�s�˜�j :
G

V 2 �

V = [ n]; V 6= ; (V 2 � ); V1 \ V2 = ; (V1; V2 2 �; V 1 6= V2):


ü�Â � 2 P(n) �w�A
É V 2 � �›�Ò�é�¿�«�q�M�O . �f�`�o [n] �w
ü�Â
¶�.�› P(n) �p
¯�b .

2. 
ü�Â � 2 P(n) �U�¦�)�`�o�M�”�q�x , �K�”�Ò�é�¿�« V1; V2 2 � (V1 6= V2) �U���O�` , �¤ V1; V2

�t�A
É i 1; i 2 2 V1, j 1; j 2 2 V2 �U�K�l�o ,

i 1 < j 1 < i 2 < j 2;

�q�s�”�q�V�t�M�O . P(n) �w�O�j , �¦�)�`�o�M�s�M�‹�w�›
‡�¦�)
ü�Â�q�z�| , �f�w
¶�.�› NC(n)

562



�p
¯�b .

3. NC(n) �t�x�Í�w�‘�O�t�`�o	q	‚�›���Š�”�\�q�U�p�V�” : �; � 2 NC(n) �t�m�M�o�Ú�™�w V 2 �

�t�0�`�o�K�” V 0 2 � �U���O�`�o V � V 0 �q�s�”�q�V ,

� � �

�q
¯�b .

�«�™ 2.2. 	q	‚	B�ù NC(n) �x�Ž�<�w
Q�í�›�ˆ�h�b .

1. NC(n) �t�x�7	–�i 0n �q�7�G�i 1n �U���O�b�” :

0n = ff 1g; : : : ; f ngg; 1n = ff 1; : : : ; ngg:

2. NC(n) �x���q�s�” .

3. �q�X�t NC(n) �x���v
R	q	‚	B�ù�p�K�”�T�’ M•obius ��
: � n �›�Ë�m�}

�^�’�t NC(n) �t�x Kreweras complement�q�z�y�•�”
S	q	‚�×�~�‰���ø
þ�U�K�”�}

���[ 2.3. NC(n) �w�i � �t�0�` , 	ý�h�s�i K (� ) 2 NC(n) �›�Í�w�‘�O�t�`�o���Š�” :

step1: � �x [n] = f 1; : : : ; ng �w
ü�Â�p�K�l�h . 1; : : : ; n �t�0�` , 1; : : : ; n �›���t�)�`���‰ :

1 1 2 2 : : : n n:

step2: �\�w�q�V [n] = f 1; : : : ; ng �q
¯�` , [n] �w
ü�Â
¶�.�› P(n), 
‡�¦�)
ü�Â�w
¶�.�› NC(n) �q


¯�f�O . �M�‡�Ú�™�w � 2 P(n) �t�0�` � [ � �x f 1; 1; : : : ; n; ng �w
ü�Â�q�s�” . �‘�l�o , �q�X

�t � 2 NC(n) �p � [ � 2 NC(1; 1; : : : ; n; n) �q�s�”�‹�w�w�O�j�7�G�w�‹�w�›�q�” . �\�•�›

K (� ) 2 NC(n) �q�`�o���Š�” .

�\�w�0� K : NC(n) �! NC(n) �› Kreweras complement�q�z�• .

�Ë�J 2.4. [15, Exercise 9.23.] Kreweras complement�t�m�M�o , �Ž�<�w
Q�í�U
R�“�q�m :

1. 
 n = (1 ; : : : ; n) 2 S n �›	n�s�”�õ�q�b�” . �\�w�q�V 
 n : [n] �! [n] �‘�“ , � �‹�^�•�”�ø
þ


 �
n : NC(n) �! NC(n);

�b�s�˜�j � = f V1; : : : ; Vr g 2 NC(n) �t�0�` , 
 �
n (� ) = f 
 � 1

n (V1); : : : ; 
 � 1
n (Vr )g �U���O�b�” .

�q�X�t Kreweras complement�t�m�M�o K 2(� ) = 
 �
n (� ) �U
R�“�q�m .

2. 1. �‘�“ , K 2n �x�Ã�s�ø
þ�t�s�`�M�w�p , �q�X�t Kreweras complementK �x
¶�o�ù�p�K�” .

3. Kreweras complementK �x	q	‚
S�8�s�‰���ø
þ , �b�s�˜�j �; � 2 NC(n); � � � �t�0�` ,

K (� ) � K (� ) �q�s�” .

4. �Ú�™�w� 2 NC(n) �t�m�M�o
j� j + jK (� )j = n + 1 (2.1)

�U
R�“�q�m .
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�\�•�T�’ NC(n) �w M•obius ��
: � n �q Kreweras complement�w���˜�“�›�ˆ�‘�O�} NC(n) �w�7	–

�v 0n �q�7�G�i 1n �›�;�M�h � n �w�‹ sn �›

sn = � n (0n ; 1n ); n � 1

�q�`�o���Š�” . �°
`�t�Í�w�Ë�J�U
R�“�q�m :

�Ë�J 2.5. [15, Proposition 10.15.]n � 1 �q�b�” . �\�w�q�V

sn = ( � 1)n � 1Cn � 1

�U
R�“�q�m . �\�\�p , Cn � 1 �x (n � 1) 
j�è�w Catalan 
:�p�K�” .

�Ë�J 2.6. (�; � ) 2 NC(n)(2) �q�b�”�q�V , �à�� [�; � ] �x�Ž�<�w�‘�O�s�×
µ�s
ü�r�›�Ë�m :

[�; � ] �= NC(1) t 1 � NC(2) t 2 � � � � � NC(n)t n :

�`�h�U�l�o ,
� n (�; � ) = s1

t 1 s2
t 2 � � � sn

t n

�U
R�“�q�m . �q�X�t � = f V1; : : : ; Vk g 2 NC(n) �t�0�` , � n (� ) = � n (0n ; � ) �q
¯�b�\�q�t�b�”�q

� n (� ) =
Y

1� i � k

(� 1)jVi j� 1CjVi j� 1 (2.2)

�q�s�” .

�\�•�‡�p�t
†�Ì�`�o�V�h M•obius ��
: � n �›�;�M�o�×���©�á�Ü�å�ï�Ä�›���Š�o�M�\�O .

���[ 2.7. A �›�o�•�i 1A �›�Ë�m C-�E
:�p ' : A �! C �› C-
¢��
Z��
:�p ' (1A ) = 1 �q�b�” . �\�w

�q�V (A ; ' ) �›�E
:�$�¬�p�í���q�z�• .

���[ 2.8. (A ; ' ) �›�E
:�$�¬�p�í���q�b�” .

1. A n = A � � � � � A �t	Í�w n 	O
¢��
Z��
: ' n �›

' n [a1; : : : ; an ] = ' (a1 � � � an );

�p���Š�” .

2. �Ú�™�w� = f V1; : : : ; Vl g 2 NC(n) �t�0�`�o ' � �›�Ž�<�w�‘�O�t���Š�” :

' � [a1; : : : ; an ] =
Y

1� j � l

' jVj j [ai 1 ; : : : ; ai p ];

�\�\�p�¤ 1 � j � l �t�0�` Vj = f i 1 < � � � < i pg �p�K�” .

3. �Ú�™�wn 2 N; � 2 NC(n) �t�0�` R� �›

R� [a1; : : : ; an ] =
X

� � �

' � [a1; : : : ; an ]� (�; � );

�q�`�o���Š�” .
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M•obius ��
:�w
Q�í�q	Í�w���[ 2.8 �T�’�Í�w���g�U	H�O .

�Ë�J 2.9. �Ú�™�wn 2 N; � = f V1; : : : ; Vl g 2 NC(n) �t�0�` , �Ž�<�U
R�“�q�m :

' � [a1; : : : ; an ] =
X

� � �

R� [a1; : : : ; an ]; (2.3)

R� [a1; : : : ; an ] =
X

� � �

' � [a1; : : : ; an ]� n (�; � ); (2.4)

R� [a1; : : : ; an ] =
Y

1� j � l

RjVj j [ai 1 ; : : : ; ai p ]: (2.5)

�\�\�p�¤ 1 � j � l �t�0�` Vj = f i 1 < � � � < i pg �p�K�” . 	Í�G�w�s�Ü (2.3) �T�’ (2.5) �›�‡�q�Š�o�×

���¬�p�æ�w�Þ�”�Ý�ï�Ä�~�©�á�Ü�å�ï�Ä�¬�Ü�q�z�• .

�7�™�t
‡�¦�)
ü�Â
¶�. NC(n) �U�0	¶�� S n �º�w�o�•�i e �T�’	n�s�”�õ 
 n �•�w���•
¢	B�ù�q�`�o

�’�Š���‡�•�”�\�q�›�ˆ�‘�O . �‡�c�|�‘�X�Œ�’�•�o�M�”�‘�O�t�0	¶�� S n �x�“�õ�t�‘�l�o
\
R�^�•�” .

� �w�Õ�^ j� j �› � �w�“�õ�w
u�t�‘�”�7	–�î�q
:�q�`�o���Š�”�}

j� j = min f l j � = � 1 � � � � l (�\�\�p � j �x�b�‚�o�“�õ )g:

�Í�t�0	¶�� S n 	Í�t�‘�m�›���Š�” .

���[ 2.10.

1. �; � 2 S n �t�0�` , �f�w�‘�m d(�; � ) �› d(�; � ) = j� � 1� j �p���Š�” .

2. 	n�s�”�õ 
 n = (1 ; : : : ; n) 2 S n �t�0�` , �o�•�i e �T�’ 
 n �‡�p�w���•
¢	B�ù S NC (
 n ) �›

S NC (
 n ) = f � 2 S n j d(e; � ) + d(�; 
 n ) = d(e; 
 n )g

= f � 2 S n j j � j + j� � 1
 n j = n � 1g

�q�`�o���Š�” .

3. �; � 2 S NC (
 n ), �b�s�˜�j � �q � �x�f�•�g�•�o�•�i e �T�’ 
 n �‡�p�w���•
¢	Í�t�K�”�q�b�” .

�\�w�q�V , � �U � �q�‰�°�w���•
¢	Í�t�K�“ , �T�m � �‘�“�‹ e �t�Ù�M , �b�s�˜�j

d(e; � ) + d(�; � ) = d(e; � ) () j � j + j� � 1� j = j� j

�U
R�“�q�m�q�V , � � � �q
¯�b�\�q�t�b�” . �\�•�x S NC (
 n ) �t�S�Z�”	q	‚�q�s�” .

[n] �w
ü�Â
¶�. P(n) �T�’�0	¶�� S n �•�w�0� P �›�Í�w�‘�O�t�`�o�)�Q�” :

step1: � = f V1; : : : ; Vl g 2 P(n) �q�b�” . �\�w�q�V � �w�¤�Ò�é�¿�« Vj 2 � (1 � j � l ) �t�0�`

V = f i 1; : : : ; i pg �›�o�Ð
ÿ�C�t�s�”�‘�O�t
¯�Ô�`�‘�O .

step2: � �w�¤�Ò�é�¿�« Vj �t�m�M�o	n�s�”�õ � j = ( i 1; : : : ; i p) �›�0� �^�d , P(� ) �›�f�w
u�q�`�o��

�Š�” :
P� = � 1 � � � � l :

�0� P : P(n) �! S n �›
‡�¦�)
ü�Â NC(n) 	Í�t
M�v�b�”�q , �Í�w	O�A�s���g�U
R�“�q�m :
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���g 2.11. [15, Proposition 23.23.] �0� P : P(n) �! S n �t�m�M�o NC(n) 	Í�t
M�v�`�h�‹�w

P : NC(n) �! S NC (
 n )

�x	q	‚�‰���ø
þ�q�s�” .

�«�™ 2.12. �\�w���g�T�’�Ž�<�w�\�q�U�Ú�j�t	H�O : NC(n) �q S NC (
 n ) �x	q	‚�‰���p�K�”�T�’ , �q�X

�t M•obius ��
:�U�°�•�`�o�M�” . �‘�l�o�‰�°�w�G�ø � n �t�‘�l�o
¯�f�O . �M�‡ � 2 S NC (
 n ) �w�±� 

�«�ç
ü�r�U � = � 1 � � � � l �q�b�”�q , �Ë�J 2.6 �w�Ü (2.2) �‘�“

� n (� ) =
Y

1� j � l

(� 1)j � j j Cj � j j = ( � 1)j � j
Y

1� j � l

Cj � j j : (2.6)

2.2 �â�Ç�»�æ�ž�þ
Æ�!�s�æ�»�q Haar�â�Ç�»�æ�æ�»

�¤�ç�Û�”�Ä�æ�»�w�{���‹�t�m�M�o�Ž�<�w�Ë�J�U
R�“�q�m�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” .

�Ë�J 2.13 (Cauchy interlacing theorem). N � N �¤�ç�Û�”�Ä�æ�» AN = ( aij )1� i;j � N �w�{���‹�U

� 1(AN ) � � � � � � N (AN )

�p�K�”�q�b�” . �\�w�q�V , AN �w	�	–�æ�» eAN = ( aij )1� i;j � N � 1 �w�{���‹�U

� 1( eAN ) � � � � � � N � 1( eAN )

�p�K�”�q�V , �\�•�’�w�{���‹�»�x interlace �b�” . �b�s�˜�j

� i (AN ) � � i ( eAN ) � � i +1 (AN )

�U�Ú�™�w1 � i � N � 1 �t�S�M�o
R�“�q�m .

�‡�h�â�Ç�»�æ�ž�þ
Æ�!�s�å�ï�¼�Ü�¤�ç�Û�”�Ä�æ�»�x Haar �â�Ç�»�æ�æ�»�›�;�M�o�0�¯�=�p�V�”�}

�Ë�J 2.14. [3, Proposition 6.1.] AN �x�â�Ç�»�æ�ž�þ
Æ�!�s�å�ï�¼�Ü�¤�ç�Û�”�Ä�æ�»�q�b�” . �\�w�q

�V AN = UN
� DN UN �U�„�q�œ�r�¬�î�t
R�“�q�m . �\�\�p

• UN �x Haar �â�Ç�»�æ�æ�» .

• DN �x AN �w�{���‹�›�G�V�^	q�t���‚�0�¯�æ�»�t�`�h�‹�w .

• UN �q DN �x� �q .

���[ 2.15. k � N �›�×
µ
: , UN = ( uij )1� i;j � N �› Haar �â�Ç�»�æ�æ�»�q�b�” . �¤ � 2 S k �t�m�M

�o Weingarten ��
: Wg(�; N ) �›�Í�w�Ü�p���Š�” :

Wg(�; N ) = E[u11u22 � � � ukk u1� (1) u2� (2) � � � uk� (k ) ]:

�«�™ 2.16. Weingarten ��
:�U�¨��
:�p�K�”�\�q , �b�s�˜�j

Wg(� � 1��; N ) = Wg( �; N ) �; � 2 S k

�x���[�Ü�T�’�-�‰�b�”�\�q�p�Ú�j�t�˜�T�” .
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Weingarten ��
:�t�m�M�o , �Í�w�¬�Ü�U
R�“�q�m :

�Ë�J 2.17. [5, Proposition 2.3.] A i ; B i (i = 1 ; : : : ; k) �› N � N �æ�»�q�b�” . �\�w�q�V , �Ú�™�w

� 2 S k �t�m�M�o

E � Tr � [A1UN B1UN
� ; : : : ; Ak UN Bk UN

� ]

=
X

� 1 ;� 2 ;� 3 2 Sk
� 1 � 2 � 3 = �

Tr � 1 [A1; : : : ; Ak ] Tr � 2 [B1; : : : ; Bk ] Wg(� 3; N )

�U
R�“�q�m . �q�X�t � �q�`�o 
 k = (1 ; 2; : : : ; k) �›	��•�y ,

E � Tr[( A1UN B1UN
� ) � � � (Ak UN Bk UN

� )]

=
X

�;� 2 Sk

Tr � [A1; : : : ; Ak ] Tr � [B1; : : : ; Bk ] Wg(� � 1� � 1
 k ; N )

�q�s�” .

�«�™ 2.18. Tr � [A1; : : : ; Ak ] �x���[ 2.8 �t�S�Z�” ' � �w���Š�M�q�‰�7 , �±� �«�ç
ü�r � = � 1 � � � � l 2

S k �t�0�`�o
Tr � [A1; : : : ; Ak ] =

Y

1� j � l

Tr[ A i 1 ; : : : ; A i p ];

�q���Š�o�M�” . �\�\�p�¤ 1 � j � l �t�0�` � j = ( i 1; � � � ; i p) �p�K�” .

�q�X�t Weingarten ��
:�x�Ž�<�w�‘�O�s
´�Ù�2�‰�›�Ë�m�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” :

���g 2.19. [4, Theorem 2.7.] k � N �›�×
µ
: , � 2 S k �q�b�” . �\�w�q�V

N k+ j � j Wg(�; N ) = � k (� ) + O
�

1
N 2

�
;

�\�\�p , � k (� ) �q�x � �w	n�s�”�õ
ü�r�U � = � 1 � � � � l �p�K�l�h�q�V

� k (� ) =
Y

1� j � l

(� 1)j � j j Cj � j j

�q�`�o���‡�”�‹�p�K�” .

�«�™ 2.20. �\�•�x�Ü (2.6) �t�S�Z�” � k (� ) �q�ì
¶�t�°�•�`�o�M�”�h�Š , �‰�°�w�G�ø�›�;�M�o�M�” .

2.3 Markov{Krein�0� 

�\�w
…�p�x���v�m�„�w	Ô�ù�t�S�Z�” Markov{Krein �0� �›
†�Ì�b�” . �b�s�˜�j interlace �b�”
:�»

�q�0� �b�”
‚�•
¢
$�� , �f�`�o Rayleigh ���S�q Kerov 
*� ���S�q�M�O�Ë�m�w���S�w�0� �p�K�” . �€

�ß���Y�x	��t [8],[10], [11],[12]�p�K�” .

���[ 2.21. �Ë�m�w�î
:�» f x i gN
i =1 , f yj gN � 1

j =1 �U

x1 � y1 � x2 � y2 � � � � � yN � 1 � xN

�q�s�”�q�V interlace �`�o�M�”�q�M�O .
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Interlace �b�”
:�»�w
Ê f x i gN
i =1 , f yj gN � 1

j =1 �t�0�`�f�•�g�• f x i gN
i =1 �›�Ã	–�‹�t�| f yj gN � 1

j =1 �›�Ã�G

�‹�t�Ë�m���V � 1 �w�È����
: ! �U�0� �b�”�}�M�‡
‚�•
¢
$���w
¶�.�› D0 �q�`�o
¯�b .


‚�•
¢
$�� ! �q intelace �b�”
:�» f x i gN
i =1 , f yj gN � 1

j =1 �w���t�x�°�0�°�w�0� �U�K�“ , �‡�h

1
2

! 00(t)dt =
NX

i =1

� x i (t)dt �
N � 1X

j =1

� y j (t)dt

�q�M�O�����U�K�” .

�\�\�p�È�%�t�q�•�o�M�”�î���S�› � �q	{�V , f x i gN
i =1 , f yj gN � 1

j =1 �T�’���‡�” Rayleigh ���S�q�z�• .

�b�s�˜�j

� =
NX

i =1

� x i �
N � 1X

j =1

� y j :

Interlace �b�”
:�» f x i gN
i =1 , f yj gN � 1

j =1 �q , 
‚�•
¢
$�� ! , Rayleigh ���S � �w���t�x�f�•�g�•�°�0�°

�w�0� �U�K�” . �`�h�U�l�o , �\�•�’�›�Ž�™�‰�°�w�‹�w�q�ˆ�s�b .

�Í�t interlace �b�”
:�» ! = ( f x i gN
i =1 , f yj gN � 1

j =1 ) �t�0�`�o���g��
:

(z � y1) � � � (z � yN � 1)
(z � x1) � � � (z � xN )

; z 2 C

�›���Š , �f�w
æ
ü
ü
:
ü�r�›

(z � y1) � � � (z � yN � 1)
(z � x1) � � � (z � xN )

=
u1

z � x1
+ � � � +

uN

z � xN
; z 2 C (2.7)

�q�`�‘�O . �\�w�q�V�y
: f ui gN
i =1 �t�m�M�o�Í�w
Q�í�U
R�“�q�m .

ui > 0;
NX

i =1

ui = 1 :

�\�w f ui gN
i =1 �›�;�M�o���v	B�ù f x i gN

i =1 �›�F�t�Ë�m�¬�p���S m! �›���Š�” :

m! =
NX

i =1

ui � x i :

�\�•�› ! �T�’���‡�” Kerov 
*� ���S�q�z�• .

���v	B�ù�›�F�t�Ë�m�¬�p���S�w
¶�.�› M 0 �q�b�”�q , 	Í�G�w�0� ! �! m! �x D0 �T�’ M 0 �•�w


¶�o�ù�0� �q�s�l�o�M�” . �\�•�›���v�m�„�w	Ô�ù�t�S�Z�” Markov{Krein �0� �q�z�…�O .

�q�X�t�Þ�”�Ý�ï�Ä�t�m�M�o�«�è�b�‚�V
Q�í�U�K�”�\�q�t�«�™�`�h�M . �M�‡ , m =
P N

i =1 ui � x i �q

� =
P N

i =1 � x i �
P N � 1

j =1 � y j �U Markov{Krein �0� �t�‘�l�o�A�y�•�o�M�”�q�b�” . �\�w�q�V���g��
:

�w�s�Ü (2.7) �U
R�“�q�l�o�M�” . �\�•�› exp �• log, �f�`�o�f�w�ƒ
:�2�‰�›�;�M�o�Ü�!���b�”�\�q�t�‘

�“ , �<��
:�w�����Ü
1X

n =0

Mn (m)
zn = exp

 
1X

k=1

Mk (� )
k

1
zk

!

; jzj � 1 (2.8)

�U
R�“�q�m�\�q�U�˜�T�” . �`�h�U�l�o , m �q � �w�f�•�g�•�w�Þ�”�Ý�ï�Ä f Mn (m)gn 2 N �q f Mk (� )gk2 N

�w�����x�ì
¶�0	¶��
:�q�‚�V�è�0	¶��
:�w���w�����q�‰�°�p�K�” .

�s�S�\�\�p	\�‚�h�A�L�x�È���t�¦�Á�b�”�\�q�U�p�V�” ([11]).
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3 	Ä�`�M�ð�J
ƒ���q	��A�L

�â�Ç�»�æ�ž�þ
Æ�!�s�å�ï�¼�Ü�æ�» AN �w�{���‹
ü
Í�› � N = ( � (N )
1 � � � � � � (N )

N )�|�&�g�{���‹
ü


Í�› mN = 1
N

P N
i =1 � � ( N )

i
�q�S�X�}�M�‡ N ! 1 �t�S�M�o mN �U�K�”�¬�p���S m �t�Þ�”�Ý�ï�Ä�¬�p

	)���` , k �Í�Þ�”�Ý�ï�Ä�‹�f�•�g�•�8�4�‹�U���„�p�K�”�q�M�O�>���b�”�}�b�s�˜�j

sup
N � 1

E[Mk (mN )] < 1 and Mk (m) < 1 ; k 2 2N

lim
N !1

P[jMk (mN ) � Mk (m)j � � ] = 0 ; k 2 N; � > 0:

�M�‡ Markov{Krein �0� �t�‘�l�o m�¢ resp.mN �£�t�x � �¢ resp.� N �£�U�f�w Rayleigh ���S�q�`�o�0

� �`�o�M�”�q�`�‘�O . �q�X�t�\�\�p � N =
P N

i =1 � � ( N )
i

�
P N

j =1 � � ( N )
j

�p�K�“ , �¤ HN = ( � (N )
1 � � � � �

� (N )
N � 1) �x � N �t�0�` interlace �`�o�M�” :

� (N )
1 � � (N )

1 � � (N )
2 � � (N )

2 � � � � � � (N )
N � 1 � � (N )

N � 1 � � (N )
N :

�‡�h�f�•�g�•�Þ�”�Ý�ï�Ä f Mn (m)gn 2 N�¢ resp.f Mn (mN )gn 2 N�£�q f Mk (� N )gk2 N�¢ resp.f Mk (� )gk2 N�£

�w���t�x�ì
¶�0	¶��
:�q�‚�V�è�0	¶��
:�w�0� �U�K�”�\�q�T�’ mN �U m �t�Þ�”�Ý�ï�Ä�¬�p	)���b�”

�\�q�q , � N �U � �t�Þ�”�Ý�ï�Ä�¬�p	)���b�”�\�q�x�‰�‹�p�K�” .

�°�M , AN �x�¤�ç�Û�”�Ä�æ�»�p�K�”�T�’�Ë�J 2.13(Cauchy interlacing theorem) �‘�“ , �f�w	�	–�æ

�» eAN �w�{���‹
ü
Í eHN = (~� (N )
1 � � � � � ~� (N )

N � 1) �‹�‰�7�t � N �t�0�` interelace �`�o�M�” :

� (N )
1 � ~� (N )

1 � � (N )
2 � ~� (N )

2 � � � � � � (N )
N � 1 � ~� (N )

N � 1 � � (N )
N :

�\�w interlace �`�o�M�”�{���‹
ü
Í � N ; eHN �›�;�M�o Rayleigh ���S ~� N =
P N

i =1 � � ( N )
i

�
P N � 1

j =1 � ~� ( N )
j

�›���Š�” .

�\�w�q�V , �Ž�<�w�A�L�U
R�“�q�m :

���g 3.1. ~� N �x � �t�Þ�”�Ý�ï�Ä�¬�p	)���b�” .

	Â�Ì�wO4�x
… 2.2 �p	º�p�`�h�Ë�J 2.17 �p�K�” . �q�X�t Mk (� N ) �›�¬�Ü�›�;�M�o�2�‰�`�|�×���¬�p

�æ�$�s�Ü�!���›�–�M�s�U�’�-�‰�›
��Š�o�M�X�q , �Í�w���g�U�Ô�&�^�•�”�}

���g 3.2. m �›�¬�p���S , � �›�f�w Rayleigh ���S�q�b�” . �\�w�q�V

Mk (� ) =
X

� 2 NC( k )

(k + 1 � j � j) R � (m) (3.1)

�U
R�“�q�m . �\�\�p , NC(k) �x f 1; : : : ; kg �w
‡�¦�)
ü�Â�p R� (m) �x , m �w�×���©�á�Ü�å�ï�Ä�p�K�” .

�\�w�s�Ü�x M.Lassalle �U 2009�å�t�˜�o�M�h�¬�Ü�›
‡�¦�)
ü�Â�›�;�M�o	{�V�Ú�b�\�q�t�‘�l�o�˜

�’�•�” ([14])�}�æ�� ([6]) �w�¤�p�x
‡�¦�)
ü�Â�w
Ê�ˆ�ù�˜�d�$�Ï���t�«�è�`�h��	Â�Ì�›�)�Q�h�}
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�Ñ�å�«�»�ç	Í�w Ahlfors 
Y���ž���Í�i�q�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�w����

�t�m�M�o

�k�i �Ê�� (Kôhei Sasaya)∗

�“�A

�‘�m�í��	Í�w�¬�p�a���t���`�o , �f�w�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i , dS �q�x�¬�p�a���w
´�Ù�•�ˆ�›
¯�b�¬�p�æ�$ (�K�”

�M�x , �0� �b�” Dirichlet ���Ü�w�
�:�T�’�t�Q�y�r
s�$ ) �s�Í�i�”�p�K�” . �°�M�‘�m�í���w Ahlfors 
Y���ž

���Í�i , dimAR (Ahlfors regular conformal dimension) �q�x , �‘�m�í���t�V�0	¶
Q (quasisymmetry) �q

�z�y�•�” , �‰
ì�‘�“�§�M�����›�è�`�o���[�^�•�” , �K�”	��w�2�?�$
ó�v�^�›���”�Í�i�”�p�K�” . �Š�Z�€�p�x ,

Sierpiński gasket �•�°
`�=�^�•�h Sierpiński carpet �w Ahlfors 
Y���ž���Í�i�q�f�w	Í�w�Ò�å�¢�ï�á�ˆ�t

�0�`�o�Ô�^�•�h dimAR ≤ dS ≤ 2 �q�M�O
Æ�s�Ü�› , �‘�“�°
`�w�Ñ�å�«�»�ç	Í�w�¬�p�a���w�O�j�
�Å���Ü�q

�M�O�î
Ê�ˆ�›�è�`�o�Ï
R�^�•�”�‹�w�0�`�o�¦�Á�b�” .

1 �‹�Ö -�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�q Ahlfors
Y���ž���Í�i

�°
`�t�Í�i�q�x�0	Å�w
ó�v�^�›���”�”�p�K�”�q�ß�Q�’�•�”�U , �f�w���[�w�M�O�t�x�E
:�$�s�‹�w , �2�?�$�s

�‹�w�s�r�^�‡�_�‡�s�‹�w�U�ß�Q�’�•�” . �«�Q�y 1 
j�,�Š�$�s Rn �w	Ô�ù�p�x , ���o�s�‹�w�p�‹�Õ�«�Ä�ç�í���q

�`�o�w�Í�i�q�M�O�E
:�$���[�• , R �w n 	O�Ú
u�•
ì�›�è�`�h�2�?�$�s���[�s�›�ß�Q�”�\�q�U�p�V�” .

�‘�“�°
`�w�‘�m�í�� , �h�q�Q�y Sierpi�nski gasket ( ( f i (i = 0 ; 1; 2) �› R2 	Í (cos 2�
3 ; sin 2�

3 ) �¤	ú�w 1=2 
�	V

	–�ø
þ�q�b�”�q�V , K =
S

i =0 ;1;2 f i (K ) �›�¬�h�b (unique �s ) 
‡�í�¯�ï�Í�«�Ä	B�ù , �Ž�< SG)) �s�r�w�Ñ�å�«

�»�ç
$�� (
$ 1, 2, 3 �‹�_�‘ ) �t�‹���[�p�V�”�2�?�$�s�Í�i�”�q�`�o , Hausdor� �Í�i�U�•�[�’�•�” .

H � (X; d ) := inf f
1X

n =1

diam(On ; d) � j fO n g1
n =1 : (X; d ) �w�D�‰�‰
ƒ
ô g (� > 0)

�›�‘�m�í�� (X; d ) �w � -Hausdor� ���S , dimH (X; d ) = inf f � > 0 j H � (X; d ) = 0 g �› (X; d ) �w Hausdor�

�Í�i�q�z�• . �\�w�”�x Rn �• , �×�~
ì�Å	B�ù�q�t�˜�•�”�Ñ�å�«�»�ç�w	Ô�ù , 
ì�Å�Í�i�q�z�y�•�”�‹�w�q�°�•�` ,

dimH (Rn ; dn ) = n; dimH (SG; d2) = log 3=log 2 (�h�i�` , dn �x�â�”�«�æ�¿�Å�‘�m�S�‘�|�f�w
M�v ) �q�s�” . �°

�M�p�í�� X 	Í�t�¬�p�a�� B t �t�|���S � �U���‡�l�o�M�o , B t �U � �t���b�”
­� �µ�S p(t; x; y ) �›�‹�m , ���j

�Ú�™�w
‡
Û�D����
: u �t�0�` , Ex (u(B t )) =
Z

X
p(t; x; y )u(y)� (dy)

�s�”�Ì , �f�w�¬�p�a���w�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�q�z�y�•�” , �¬�p�a���w
´�Ù�•�ˆ�›
¯�b�”�›�ß�Q�”�\�q�U�p�V�” . �Ã�v

ds(B t ; � ) := lim t #0(� 2 logp(t; x; x )=log t)


$ 1: Sierpi�nski gasket 
$ 2: Sierpi�nski carpet 
$ 3: Vicsek set

∗ �˜�N�G�¶�G�¶�Ã�g�¶�Z�€�J
:�¶�~
:�g�r
s
•�È 
:�g�r
s�% 
$�œ�™�8�]�����å , �Ô�Š�¶	[	ü�µ�q�›���Z�€�» (DC1).
�Š�Z�€�x JSPS �J�Z
… (JP20J23120) �w	•
R�›	!�Z�o�M�” .
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�U x 2 X �t�‘�’�c���‡�”�q�V , (B t ; � ) �w�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�q�z�• . �«�Q�y B t �U Rn 	Í�w Brown �á�ˆ (Zn =2k �¨

� 	Í�w�å�ï�¼�Ü�~�¢�¥�”�«�w , �¦�„���S�›�ß�€�`�o�4
Y�`�h�Ã�v�q�`�o�q�•�” , Rn 	Í�w�7�‹�,�Š�$�s�¬�p�a�� ),

� �› n �Í�i Lebesgue���S�q�b�”�q�V , �¨�¢�µ�©�q�z�y�•�”
­� �µ�S p(t; x; y ) = (2 �t ) � n= 2 exp(�j x � yj2=2t)

�U���O�` , dS (B t ; � ) = n �q�s�l�o�í���w�Í�i�q�°�•�b�” . �°�M�p , �\�w�‘�O�s�����x�Ñ�å�«�»�ç�w�‘�O�s�‘

�m�í���w	Ô�ù�t�x�°
`�t�x
R�“�q�h�s�M . �î�M , SG 	Í�t�‹ Brown �á�ˆ�t�|�7�‹
ª	j�$�s���S (log 3=log 2-

Hausdor� ���S ) �›���[�b�”�\�q�U�p�V�”�U , �f�w�q�V dS (B t ; � ) = log 9=log 5 �q�s�“ , �í���w Hausdor� �Í

�i�q�x�°�•�`�s�M .

�Š�è���p�x , �‘�m�í��	Í�w�¬�p�a���w�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i (�k�µ�t�x , �f�w�!	� ) �U, �r�w�‘�O�s�Ì�t�‘�m�í���w�Í

�i�q
z�±�p�V�”�T�›�ß�o�b�”�\�q�t�s�” . �\�\�p�‡�c�ð�J�q�s�”�w�x , �Ñ�å�«�»�ç�s�r�w
ó�v�s�í���p�x , �í

���w�Í�i�×�.�‹���[�t�‘�l�o�‹�U�Ÿ�s�”�q�M�O�\�q�p�K�” . * 1 �Ä�î , 	Í�G�w�«�t�S�M�o \ �‘�m�í���w�µ�Ö�«

�Ä�ç�Í�i " �›�f�w�í���w	Í�w�Ò�å�¢�ï�á�ˆ�t�|
ª	j���S�t�0�b�”�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�q�`�o���Š�•�y , �f�w�‹�x

Hausdor� �Í�i�q�Ÿ�s�”�\�q�t�s�” . �Š�è���p�x , �í���w�Í�i�q�`�o�x�V�0	¶
Q�q�z�y�•�”�‘�m�w�‰�‹�����p

���[�^�•�” , Ahlfors 
Y���ž���Í�i (Ahlfors regular conformal dimension, �Ž�< ARC �Í�i ) �›�;�M�” ,

���[ 1 (�V�0	¶ (quasisymmetry)). d; � �›	B�ù X 	Í�w�‘�m��
:�q�b�” , �\�w�Ì d �U � �t�0�`�V�0	¶ (qua-

sisymmetric) �p�K�”�q�M�O�\�q�› , �K�”�‰
ì�ø
þ � : [0; 1 ) ! [0; 1 ) �U�K�l�o , x 6= z �s�”�Ú�™�w x; y; z 2 X

�t�0�`�o , (� (x; y)=� (x; z)) � � (d(x; y)=d(x; z)) �\�q�p���Š , d �
QS

� �q	{�X .

���[ 2 (� -Ahlfors 
Y�� ). (X; d ) �›�‘�m�í���q�` , � > 0 �q�b�” . �K�” Borel ���S � �q C > 0 �U�K�l�o , �Ú

�™�wx 2 X �t�| r 2 [inf y6= x d(x; y); diam(X; d )] �t�0�` , C � 1r � � � (Bd(x; r )) � Cr � �s�”�q�V , (X; d ) �x

� -Ahlfors 
Y�� (�Ž�< , � -AR) �p�K�”�q�z�• .

�� �[ 3 (Ahlfors 
Y�� �ž�� �Í �i ). �‘ �m�í�� (X; d ) �t �0�` , �f �w ARC �Í �i �› �Ž�<�w�Ü�p�� �Š�” . (�` �` ,

inf ; = 1 �q�S�X ).

dimAR (X; d ) := inf f � j �K�” X 	Í�w�‘�m � �p ; d �
QS

� �T�m � : � -AR �s�”�‹�w�U���O g

�\�•�’�w���[�t�m�M�o�4�
�`�o�S�X . �‡�c�V�0	¶
Q�p�K�”�U , �\�w���[�x�Ú
€�$�t�x 2 �m�w�‘�m�p���l�h�Ú

�™�w3 �:���w�‘�m�w
z�U , � �q�M�O�ê�ˆ�w��
:�›�è�`�o�å�Ñ�t�-�h�•�”�q�t�O�\�q�›�G	\�`�o�M�” . �‡�h�V�0

	¶
Q�x , �����–�¬�U�°�7�t
z�±�p�V�”�‘�m�w�Ö�ž�p�K�”�q�‹�›�Ã�n�Z�’�•�” . (
R���w�‹�x
z�±�p�V�s�M�U , 
R

���w
z�›�{���`�h�����–�¬�r�O�`�U
z�±�D�ó�q�s�” .) �\�•�’�w�ß�o�T�’�‹�'
Ý�^�•�”�\�q�p�K�”�U , d �
QS

� �s

�’ d �q � �x X 	Í�t�‰�a�•
ì�›�‹�V , �
QS

�x X 	Í�w�‘�m�w�‰�‹�����q�s�” .

�‘�m�í�� (X; d ) �U�}�q�:�›�Ë�h�s�M	Ô�ù , � -AR �p�K�•�y dimH (X; d ) = � �p�K�“ , � -AR �w���[�t
¯�•�”��

�S�x Hausdor� ���S�q��
:
��p
z�±�D�ó�p�K�” . ���j ARC �Í�i�q�x , �V�0	¶�w
c�“�p�‘�m�›	��“�8�Q�o , �“�v

Hausdor� �Í�i�w�™�¯�p�‘�m�í���›�r�•�i�Z���o�t�p�V�”�T�q�M�O�\�q�›�_�o�M�”�”�p�K�” . �é�.�$�s�‹�q�`

�o�x , dimAR (Rn ; dn ) = n �• dimAR (SG; d2) = 1 �p�K�”�\�q�U�¬�T�Š�’�•�” . ARC �Í�i�x , [6] �p�x�a�Š�o�f

�w���U�q�• , [5] �p�Ê�n�Z�’�•�h	Í�p , 
Ò�Â���t�S�Z�”���Ê�s�'
Ý�p�K�” Cannon �'
Ý�q�A�|
Ç�Z�’�•�h . �^�’

�t [7, 20] �p�x , �í���w�‘�m�•�T�’���‡�”�/ (�Â
¢�t
ì�p ) �t�0�`�o���‡�”�K�”	��w��
: (modulus) �t�‘�l�o�›

�Ã�n�Z�’�•�”�\�q�U�Ô�^�•�h . �›�t , [20] �p�x�f�w�A�L�w�%�q�`�o , �Ž�<�t	\�‚�”�è�“ ARC �Í�i�q�Ò�å�¢�ï�á

�ˆ�w�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�t���b�”
Æ�s�Ü�U�Ô�^�•�h .

* 1 Rn �w�Í�i�x n �t�s�”�‘�O�t���[�^�•�”�\�q�U���M
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���g 4 ([20], Section 4.7). (X; d ) �› SG, �ƒ�M�x Sierpi�nski Carpet( �Ž�< SC) �•�f�w�°
`�= ( �Ž�< GSC) �q�` ,

� �›
ª	j�$�s�×�~
ì�Å���S , B t �› (X; d ) 	Í�w Brown �á�ˆ�q�b�” . �\�w�q�V dimAR (X; d ) � dS (B t ; � ) < 2

�‡�h�x dimAR (X; d ) � dS (B t ; � ) � 2 �U
R�“�q�m .

�\�\�p , SC �q�x�,�Š�$�s R2 �w�×�~
ì�Å�Ñ�å�«�»�ç�w 1 �m�p ,

p1 = ( � 1; 1) p2 = (0 ; � 1) p3 = (1 ; � 1) p4 = (1 ; 0) p5 = (1 ; 1) p6 = (0 ; 1) p7 = ( � 1; 1) p8 = ( � 1; 0) (1)

�q�` , ' j (j = 1 ; :::; 8) �p pj �›�¤	ú�q�b�” 1/3 
��w	V	–�ø
þ�q�b�”�Ì , [ 8
j =1 ' j (K ) = K �›�¬�h�b�
�°�w�í�p

�s�M�¯�ï�Í�«�Ä	B�ù�q�`�o�›�Ã�n�Z�’�•�”
$���p�K�” (
$ 2). 
Y�M���› 3 � 3 �t
ü�Â�`�o�¤	ú�i�Z�›�X�“
H�X

�q�M�O�ˆ�^�›���“�&�`�o�’�”
$���q�‹�ß�Q�’�•�”�U , �\�w
ü�Â�w�x
:�•�X�“
H�V�M�t�|�i�w�í���w�Í�i�› , 
$

���w�0	¶
Q�t�«�è�`�s�U�’�°
`�=�`�h�w�U GSC �p�K�” . (	Ä�I�s���[�x [2] �›�€	°�w�\�q .)

1 
j
ª	j�$�s SC �‹���Š , GSC �w ARC �Í�i�• Brown �á�ˆ�w�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�w�é�.�$�s�‹�x�˜�T�l�o�M�s�M

�h�Š�|���g 4 �x�o�t�í���w�2�?�$�s�Í�i�q�µ�Ö�«�Ä�ç�Í�i�q�M�O�¬�p�æ�$ (�K�”�M�x , �r
s�$ ) �s�Í�i�›�A�|�m

�Z�”�q�M�O
ª� �$�s�™�¯�ù�M�i�Z�p�s�X , �î�M�w�‹�w
°�A�t�S�M�o�‹�™�¯�w�K�”�‹�w�p�K�” . �Š�è���w	��A�L

�p�x , �\�w���g�›�
�Å���Ü�q�z�y�•�” , �‘�“�°
`�w�Ñ�å�«�»�ç	Í�w�¬�p�a���›�G	\�b�”�î
Ê�ˆ�t�¦�Á�b�” .

2 Dirichlet���Ü�q�
�Å���Ü

�°
`�t , �‘�m�í��	Í�t�™�¯�w�K�”�È���Ì���w�¬�p�a���›�Ï
R�p�V�”�T�q�M�O�ð�J�x�×�Ì�s�‹�w�p�x�s�M . �›

�t�Ñ�å�«�»�ç�w�‘�O�t , �í���t�È�’�T�^�U�s�M�‘�O�s	Ô�ù�t�x���É�U
P�O . �Š
…�p	º�p�b�” Dirichlet ���Ü�w�ž

� �Ã�ž�x , �í�� X 	Í�w Markov �a�� B t �w
­� ��
: pt (x; A ) := Px (B t 2 A) �U, Chapman-Kolmogorov �w�s

�Ü ps+ t (x; A ) =
R

X pt (y; B )ps(x; dy) �›�¬�h�b�\�q�t�‘�“ , X 	Í�w��
:�t�0�b�”�^�;
É

Tt (f )(x) :=
Z

X
f (y)pt (x; dy) ( t > 0)

�U
R���w�Ï���›�Ë�m * 2�\�q�›�b�;�b�” . �^�;
É�w
R���t�m�M�o�x��
:�r
s�w�°
`�æ�p�‘�X�Z�€�^�•�o�M�”�w�p ,

	��“�{�M�•�b�M . �î�M�t�x , �Ï
R�S�‘�|	��“�{�M�›�‘�“�0�›�t�b�”�h�Š , �K�”�«�å�µ�p�^�;
É�w
R���q 1 �0 1

�0� �`�o�M�” * 3�0	¶ 2 �Í���Ü�›�;�M�” .

���[ 5 (Dirichlet ���Ü ). (X; � ) �›���S�í���q�b�” . (E; F ) �U L 2(X : � ) 	Í�w Dirichlet ���Ü�p�K�”�q�x , ��

�µ�t���[�^�•�h
‡
Û���0	¶ 2 �Í���Ü�p Markov 
Q�›�¬�h�b�‹�w , ���j L 2(X : � ) �w���µ�s
æ
ü�í�� F �q��
:

E : F � F ! R �p�Ž�<�w	Ú�E (E1)� (E3) �›�¬�h�b�‹�w�p�K�” .

� �Ú�™�w� 2 R, u; v; w 2 F �t�m�V ,

E(u; v) = E(v; u); E(u; w) + E(v; w) = E(u + v; w); E(�u; v ) = � E(u; w); E(u; u) � 0 (E1)

� (�� ) E1(u; v) := E(u; v) +
Z

X
uvd� �q�S�X�q�V , E1(un � um ; un � um ) ! 0 (un 2 F ; n; m ! 1 )

�s�’�y , �K�” u 2 F �U�K�l�o E1(un � u; un � u) ! 0 (n ! 1 ) (E2)

� (Markov 
Q) �u := max f 0; minf 1; ugg �q�S�X�q�V , �Ú�™�wu 2 F �t�0�` �u 2 F �T�m E(�u; �u) � E (u; u)
(E3)

* 2 �D��
Q , �D
u
ü
Q , �^�;
É�w���[�¬�s�r�x�&
~�t���‡�l�o�M�”�q�b�”
* 3 �k�µ�t�x , �î Hilbert �í��	Í�w���„�0	¶
¢���^�;
É�T�’�s�”�§�È��	V	–
R���q , ���[�¬�U���µ�s
‡
Û���0	¶ 2 �Í���Ü�U�0� �b�”

([12, Section 1.3]).
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���[ 6 (
Y��
Q , �0�” ). (X; d ) �›�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä�s�D
ü�‘�m�í�� , � �› X 
¶�.�›�F�t�Ë�m Radon ���S , (E; D)

�› L 2(X : � ) 	Í�w Dirichlet ���Ü�q�b�” .

(1) (X; d ) 	Í�w�¯�ï�Í�«�Ä�F�î�È����
:
¶�.�w	B�ù C0(X; d ) �t�0�` , C0(X; d ) \ D �U E1 �Ê�ç�Ü�p D 	Í��

�µ�T�m�°�7�Ê�ç�Ü�p C0(X; d ) 	Í���µ�p�K�”�q�V , (E; D) �x
Y���p�K�”�q�M�O .

(2) 	B�ù A � X �w�0�” Cap(A) �›�Ž�<�w�Ü�p���Š�” . (�`�` ,inf ; = 1 )

Cap(A) = inf
B : �‰	B�ù;A � B

inf fE (u; u) j u 2 D ; B 	Í � -a.e. �p u = 1g

���g 7. (X; d ) �›�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä�s�D
ü�‘�m�í�� , � �› X 
¶�.�›�F�t�Ë�m Radon ���S , y(E; D) �› L 2(X : � )

	Í�w
Y�� Dirichlet ���Ü�q�b�” . �\�w�q�V (X; d ) 	Í�w , Hunt �a�� * 4�q�z�y�•�”�È���Ì���Í�å�Ý�”�»�w�¬�p�a��

�U�K�”�0�” 0 �w	B�ù�›	†�M�o�°�™�$�t���‡�”

Dirichlet ���Ü�w�°
`�æ�t�m�M�o�x [12, 8, 24] �s�r�U
ª	j�$�s�Â�©�µ�Ä�p�K�” . �q�O�p�x , �Ñ�å�«�»�ç	Í�w�¬

�p�a���x Dirichlet ���Ü�›�è�`�o���[�b�”�w�U�°
`�$�p�K�” * 5 �›�t���v
ü�0�q�z�y�•�”�×�~
ì�Å�Ñ�å�«�»�ç

(
¶�.�q
ì�Å�s	–
æ
ü�r�O�`�U�ô�‘���v�:�p�¦�˜�”�‘�O�s�‹�w , SG �• Vicsek set �U�/���« , SC �U�/���$�s
S

�« ) �w�«�å�µ�t�S�M�o�x	��“�{�M�U�0�›�p�K�“ , ���v
æ
ü	B�ù	Í�w Dirichlet ���Ü�w�»�w , �µ�­�”�ç�›�4
Y�`�h

�Ã�v�q�`�o (X; d ) 	Í�w Dirichlet ���Ü�›�‹�X�°
`�æ�U���O�b�” ([18]). �
�Å���Ü�w�g�æ�x , �\�w�‘�O�s���v
ü

�0�Ñ�å�«�»�ç	Í�w Dirichlet ���Ü�w�g�æ�›�°
`�=�`�h�‹�w�p , ���v
ü�0�$�p�K�”�U�×�~
ì�Å�p�s�M�‹�w�• , �‡�h

���v
ü�0�$�p�x�s�M�U GSC �w�O�j�§�6�<�$�s�‹�w�t�m�M�o�x�\�w�î
Ê�ˆ�p�{�O�\�q�U�p�V�” .

���[ 8 (�
�Å���Ü , �
�Å�‘�m ). 	B�ù X 	Í�w�
�Å���Ü�q�x , X 	Í�w�î��
:�w
¢��
æ
ü�í�� F �q F 	Í�w Markov


Q�›�Ë�m
‡
Û�0	¶ 2 �Í���Ü , ���j��
: E : F � F ! R �p (E1) �q (E3) �›�¬�h�b�‹�w�w
Ê�p , �^�’�t�C�Q�o�Ž�<

�w	Ú�E (R1)� (R3) �›�ˆ�h�b�‹�w�›�M�O .

� F �x��
:��
:�›���ˆ , u 2 F �U��
:��
:�p�K�”�\�q�q E(u; u) = 0 �x�‰�‹ (R1)

� F �w�‰�‹���� � �›�)�U��
:��
:�p�K�”�\�q�p���Š�”�q , (F = � ; E) �x Hilbert �í���q�s�” (R2)

� x; y 2 X; x 6= y �s�’ F xy := f u 2 F j u(x) = 1 ; u(y) = 0 g 6= ; �T�m R(x; y) := sup
u2F xy

(E(u; u)) � 1 < 1

(R3)

(E; F ) �U�
�Å���Ü�w�q�V , 	Ú�E (R3) �t�S�Z�” R(x; y) �w sup �x max �q�s�“ , (R(x; x ) = 0 �q�S�Z�y ) X 	Í�w

�‘�m��
:�q�s�” . �\�w�‘�m�w�\�q�›�
�Å���Ü�t
Ç
5�b�”�
�Å�‘�m�q�z�• .

�
�Å���Ü�w 1 �m�w�b�:�x , �f�w�‹�w�w���[�t�x���w���S�•�‘�m�›
ž�A�q�`�s�M�q�\�–�t�K�” . �›�t , �0� �b

�”�‘�m�U���[�i�Z�T�’�)�Q�’�•�”�w�p�|�‘�m�•�•
ì�w�^�æ�›���w�‘�m�t�‘���d�c�t�æ�O�\�q�U�p�V�” . �
�Å��

�Ü�w�g�æ�w�,�Š�$�s�º�0�x [18, 19] �t�‡�q�Š�’�•�o�M�”�U , �›�t�Ž�<�w�A�L�t�‘�l�o�
�Å���Ü�T�’�‘�M
Q�í�›

�Ë�m Dirichlet ���Ü�q�0� �b�”�¬�p�a���›�‹�X�\�q�U�p�V�” .

���g 9 ([19], Theorem 10.4). (E; F ) �x	B�ù X 	Í�w�
�Å���Ü�p , �
�Å���Ü R �t�m�M�o�‘�m�í�� (X; R ) �U�D


ü , �ì
‹ , �Á	t�¯�ï�Í�«�Ä�p�K�“�|�^�’�t C0(X; R ) \ F �U�°�7�Ê�ç�Ü�p C0(X; R ) 	Í���µ�p�K�”�q�>���b�” .

�\�w�q�V (X; R ) 	Í�w Borel ���S � �p , �Ú�™�wx 2 X; r > 0 �t�0�` 0 < � (BR (x; r )) < 1 �›�¬�h�b�‘�O�s�‹

* 4 �G�‡�T�t�t�Q�y , 
ª�Š�Ï�U�È�È���T�m�(�Ã�v�›�‹�m�§ Markov �a��
* 5 �º�™�$�&�¢�q�`�o�x , 	s�8�w�Z�€�p�x SG 	Í �t �å�ï�¼�Ü�¢�¥�”�«�w�K�”	� �w�Ã�v�q�`�o�Ú
€�Ò�å�¢�ï�á�ˆ�›�Ï 
R�`�o�M�”

[4, 13, 17].
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�w�t�0�` , D �p C0(X; R ) \ F �w E1 �Ê�ç�Ü ( (E2) �q�‰�7�t���[ ) �t�‘�”���A�›
¯�d�y , (E; D) �x L 2(X; � ) 	Í

�w
Y�� Dirichlet ���Ü�q�s�” . �^�’�t�\�w�q�V , �0� �b�” Hunt �a���x X 
¶�.�p�°�™�t���[�^�• , � �t�0�b�”


­� �µ�S p� (t; x; y ) : (0; 1 ) � X � X ! R �U���O�b�” .

3 	��A�L

�^�o , �Ž	Í�w���[�t�‘�“�Š�Z�€�w	��A�L�›	\�‚�”�\�q�U�p�V�”�}

���g 10. (X; d ) �› dimAR (X; d ) < 1 �›�¬�h�b�}�q�:�›�Ë�h�s�M�ì
‹�‘�m�í���q�` , (E; F ) �› X 	Í�w�
�Å��

�Ü�p , �
�Å�‘�m R �U R �
QS

d �›�ˆ�h�b�‹�w�q�b�” . �\�w�q�V , (E; F ) �x���g 9 �w�>���›�¬�h�` , �^�’�t

M := f � : (X; d ) 	Í�w Borel ���S�p , �K�” � > 1 �U�K�l�o

�Ú�™�wx 2 X; r > 0 �t�m�V 0 < � (Bd(x; 2r )) � �� (Bd(x; r )) < 1g

�q�S�X�q�V , �Ú�™�w� 2 M �t�0�` , 
­� �µ�S p� (t; x; y ) �t���b�”�Ã�v

dS (E; � ) := lim
� !1

sup
t 2 (0 ;diam( X;d )) ;

x 2 X

logp� (t=�; x; x ) � logp� (t; x; x )
log �

�U���O�` , 
Æ�s�Ü dimAR (X; d ) � dS (E; � ) < 2 �U
R�“�q�m .

Remark. (X; d ) �t���b�”	Ú�E dimAR (X; d ) < 1 �x�‘�“�Ú�ò�$�s�2�?�$	Ú�E�p
¯�b�\�q�‹�p�V�” . ���g 17 �›

�€	°�w�\�q .

�›�t ,(X; d ) �U SG �•�°
`�=�^�•�h SC �w�O�j�§�6�<�$�s�‹�w�p�K�“ , � �›
ª	j Hausdor� ���S , (E; D) �›

L 2(X; � ) 	Í�w
ª	j�$�s Dirichlet ���Ü * 6(�m�‡�“ , (X; d ) 	Í�w�Ò�å�¢�ï�á�ˆ�t�0� �b�” Dirichelte ���Ü ) �q�b�”

�q�V ,
dS (E; � ) = dS (E; � ) := lim

t #0
(� 2 logp� (t; x; x )=log t):

�U
R�“�q�m . ���j�\�w���g�x , ���g 4 �w�¦�Á�p�K�”�q�M�Q�” . �°�M�«�™�b�‚�V�\�q�q�`�o , �°
`�w (X; d ) �t�|

(E; F ) �p�x , �Ã�v dS (E; � ) �U x �w
¬�|�M�t�‘�’�c���O�`�h�q�`�o�‹ , dS (E; � ) > d S (E; � ) �q�s�”�r�\�–�T , 
Æ

�s�Ü dimAR (X; d ) � dS (E; � ) � 2 �w
S�«�q�s�”	Ô�ù�U���O�b�” .

���g 11 ([22], Theorem 1.5 �w�È��
[ ). ���g 10 �w�>���›�¬�h�b�‘�O�s (X; d ); (E; F ) �S�‘�| � 2 M �p ,

dS (E; � ) = log 25=log 15< dimAR (X; d ) = dim AR (SC; d2) < 2

�s�”�‹�w�U���O�b�” . �h�i�` SC �x 2 �Í�i
ª	j SC, d2 �x�â�”�«�æ�¿�Å�‘�m�w
M�v .


S�«�q�s�” (X; d ) �w�Ï
R�O�t�m�M�o�i�Z���o�t	\�‚�o�S�X . ' j (1 � j � 8) �› SC �w���[ (1) �p�;�M�h�‹�w�q

�‰�a�‹�w�q�` , �‡�h ' 0 �›�j�:�›�¤	ú�q�b�” 1=3 
��w	V	–�ø
þ�›�q�b�” . � 0 = [ j 2f 0;1;3;5;7g ' j ; � 1 = [ 8
j =1 ' j

�q�S�V , f : N ! f 0; 1g �t�0�` X m (f ) �t�| X (f ) �› , �<�ò�$�t

X 0(f ) = f (x; y) j maxf x; yg � 1g; X m (f ) = � f (1) � � � � � � f (m ) (X 0(f )) ; X (f ) = \ m � 0X m (f )

* 6 SC �w	Ô�ù , 
ª	j�$�s (≒ �×�~
ì�Å
Q�s�r�w�‘�M
Q�í�›�Ë�m )Dirichlet ���Ü�U�°�™�t���‡�”�T�q�t�O�w�x naive �s�ð�J�p , �r�>�t�x

�Õ�M�Ì���›�A�`�h ([3]).

575



�q �S�X . �� �j f � 1 �w�q�V X (f ) �x SC �t , f � 0 �w�q�V�x Vicsek set �t �s �” . �^ �o�\ �\ �p f � =
P

k2 N � (k (k 2 � 1) ;k 3 ] �q�S�X�q�V , X (f � ) �t�â�”�«�æ�¿�Å�‘�m�w
M�v�›�Ö�•�h�‹�w�U�{�Š�” (X; d ) �q�s�” . �
�Å

���Ü�w�Ï
R�t�|
°�A�w	Ä�I�x	²�X�U , �S�S�‰�v limm !1 (
P m

k=1 f � (k))=m = 0 �p�K�”�\�q�t�‘�“ dS (E; � ) �w

�‹�x Vicsek set �q�‰�a�‹�w�t�s�”�°�M�p , maxj 2 N(
P j + m

k= j +1 f � (k))=m = 1 �U�Ú�™�wm �p
R�“�q�m�\�q�t�‘�“

dimAR (X; d ) �w�‹�x SC �q�‰�a�‹�w�t�s�” .

4 Basic framework�›�¬�h�b partition

�Ž�<�w
…�p�x�|	����g�w	Â�Ì�w�“�t�›�Ô�b�‹�w�q�b�”�}�Š
…�p�x�|	����g�t�|
Œ�æ�Z�€ [20] �p�¤	ú�$�s�þ�Â

�›�L�h�b \basic framework �›�¬�h�b partition" �t�m�M�o	\�‚�” . �\�•�x�S�S�‡�T�t�t�Q�y�‘�m�í���w�m�„�Ù

�Å�w 1 	��p�K�“ , �‘�m�í���›�„�…�‰�a�G�V�^�w
Q�í�w�‘�M�·�ç�t�ˆ�Š�$�t
ü�Â�` , �f�w
ü�Â�w
�� �Ï���t�|�·

�ç�w�¡
€�Ï���t�0� �b�”�¬�å�Ñ	Í�w��
:�t�‘�l�o�‘�m�í���t�|�f�w	Í�w��
:�w
Q�í�›�
�Q�‘�O�q�b�”�‹�w�p�K

�”�}�Ú
€�$�s
�� �q�`�o�x�|�°�È�w�×�~
ì�Å�Ñ�å�«�»�ç�w�Z�€�•�|�â�”�«�æ�¿�Å�í���w 2 
��q�M�.
ü�Â�w�°
`

�=�w�Z�€ (cf.[9, 10, 11, 15, 16]) �U�•�[�’�•�”�U�|�ž� �Ã�ž�×�.�x�°
`�$�s�‹�w�p�K�” . �é�.�$�s���Ü�=�x�Ž

�<�p	q�t�æ�O�U�|�G�ø�U
e�v�p�K�”�h�Š�°�S�¡�ˆ
ˆ�y�`�o , �™�T�’	Ä�I�›�¬�Ý�`�o�‹�)�`�§�Q�s�M .

���[ 12 (�,	j�:�›�‹�m�æ ). T �›�D�‰	B�ù�q�`�|�ø
þ � : T ! T �›�Ž�<�w	Ú�E�›�¬�h�b�‹�w�q�b�”�}

� F� := f w j �K�” n � 1 �t�0�`�o , � n (w) = w; �q�S�X�q�V , # F� � 1: (H1)

� �Ú�™�ww; v 2 T �t�m�V�|�K�” n; m � 0 �U�K�l�o � n (w) = � m (v): (H2)

� 2 T �› , F� 6= ; �w�q�V � 2 F� �s�”�i�p���Š , �f�O�p�s�M�Ì�Ú�™�w � 2 T �›�{���b�” . �\�w�q�V 3 �m
Ê

(T; �; � ) �›�,	j�:�›�‹�m�æ (tree with a reference point) �q�z�• .

w; v 2 T �t�0�` , b(w; v) := min f n � 0 j �K�” m � 0 �U�K�l�o , � n (w) = � m (v) m � 0g; [w] := b(w; � ) �

b(�; w ) �q�S�V , �^�’�t k 2 Z �t�0�` (T)k := f w 2 T j [w] = kg �q�S�X .

�\�w���[�x F� 6= ; �w�q�V � �›���q�b�”�æ�t
ì�p�b�” . F� = ; �w�q�V�x�Á�v���t���›�Ë�m�æ�q�s�” . �Ž�<�Š


…�p�x T = ( T; �; � ) �x�,	j�:�›�Ë�m�æ�›
¯�b�‹�w�q�b�” .

���[ 13 (Partition) . (X; d ) �›�}�q�:�›�Ë�h�s�M (�ô�‘ � �¯�ï�Í�«�Ä�s ) �‘�m�í���q�` , C(X; D ) �p (X; d ) �w

�¯�ï�Í�«�Ä	B�ù�w�O�j 1 �:	B�ù�›	†�M�h�‹�w
¶�.�q�b�” . �ø
þ K : T ! C (Y; � ) �U�Ž�<�w	Ú�E�›�¬�h�b�q�V ,

X �w (T �p�Í�å�Ý�”�»
Ç�Z�’�•�h ) partition �q�z�• .

�
[

w2 (T )0

K (w) = X �T�m, �Ú�™�ww 2 T �t�m�V
[

v2 � −1 (w )

K (v) = K (w): (P1)

� �Ú�™�wk 2 Z �t�0�` � (wk+1 ) = wk �›�¬�h�b�‘�O�s�Ú�™�w�:�» (wk )k2 Z � T �t�m�V ,

\ k2 Z K (wk ) �x 1 �:	B�ù�q�s�” . (P2)

�Ž�<���o�w�h�Š , K (w) �w�E�˜�“�t K w �q
¯�b . w 2 T; s 2 (0; 1 ); x; y 2 X �t�| M � 1; �t�0�` ,
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partition �t���b�”�!
:�›�Ž�<�w�‘�O�t���Š�” :

gd(w) = diam( K w ; d);

� d
s =

(
; F� 6= ; �T�m s > gd(� ) �w	Ô�ù

f w 2 T j gd(w) � s < gd(� (w))g �f�•�Ž�Ž

E d
s = f (w; v) 2 � d

s � � d
s j w 6= v �T�m K w \ K v 6= ;g ;

ld
s (�; �) : = (� d

s ; E d
s ) �w�¬�å�Ñ�‘�m

� d
M (x; y) = inf f s > 0 j �K�” w; v 2 � d

s �U�K�l�o x 2 K w ; y 2 K v �T�m ld
s (w; v) � M �›�¬�h�b .g:

���[ 14 (Basic framework). supw2 T # � � 1(w) < 1 �q�>���b�” . (X; d ) �w partition K �U�Ž�<�w	Ú�E�›�¬

�h�b�q�V , �y�›�t basic framework�›�¬�h�b partition ( �Ž�< , BF-partition) �p�K�”�q�z�• .

� �Ú�™�ww 2 T �t�m�V , �K�”�‰	B�ù Uw �U�K�l�o Uw � K w �T�m# f v 2 (T)[w ] j Uw \ K v 6= ;g < 1 :

� (minimal). �Ú�™�ww 2 T �t�m�V , K w n
S

v2 (T ) [w ] :v6= w K v 6= ;

� (Adapted). �K�” M � 1; � 1 > 0 �U�K�l�o , �Ú�™�wx; y 2 X �t�0�` � � 1
1 � d

M (x; y) � d(x; y) � � 1� d
M (x; y)

(B1)

� (Thick). �K�” � 2 > 0 �U�K�l�o , �Ú�™�ww 2 T �t�0�` ,

�K�” xw 2 K w �U�K�l�o ; f y j � d
1 (xw ; y) � � 2gd(� (w))g � K w : (B2)

� (Uniformly �nite). sups2 (0 ;1 ) ; w 2 � d
s
# f v j v 2 � d

s ; ld
s (w; v) � 1g < 1 : (B3)

� �K�” � 3 > 0 �q r 2 (0; 1) �U�K�l�o , �Ú�™�ww 2 T �t�0�` � � 1
3 r [w ] � gd(w) � � 3r [w ]: (B4)

Remark. �j�æ�� [20] �p�x , partition �›�{���`�h	Ý�6�p (�‰
ì�s ) �‘�m�›	��“�8�Q�”�‘�O�s�^�æ�›�æ�O�h�Š ,

\partition K �t�0�`�‘�m d �U basic framework�›�¬�h�b " �q�M�O�²�V�w�;� �w�–�M�M�›�`�o�M�” .


Œ�æ�Z�€ [20] �w	��A�L�x , partition �w�t�?�›�;�M�”�q�Ž�<�w�‘�O�t
¯�^�•�” .

���g 15 ([20],Theorem 4.6.4, 4.7.9. :�¯�ï�Í�«�Ä , [21], Theorem 3.9:� -�¯�ï�Í�«�Ä ). K �› (X; d ) �w BF-

partition �q�` ,Ek = f (w; v) 2 (T)k � (T)k j w 6= v �T�m K w \ K v 6= ;g ; lk �› ((T)k ; Ek ) �w�¬�å�Ñ�‘�m�q�b

�” . �^�’�t

Ep;k;w;M = inf f
1
2

X

(u;v )2 E [w ]+ k

jf (u) � f (v)jp j f : (T)[w ]+ k ! R; f (u) = 1 ( � k (u) = w �w�q�V );

f (u) = 0 ( l [w ](w; � k (u)) > M �w�q�V )g

N � = lim sup k !1 supw (# � � k (w))1=k ;

d
S
p (K ) = ( p logN � )=(log N � � lim supk !1 supw2 T log(E1=k

p;k;w;M )) ;

dS
p (K ) = ( p logN � )=(log N � � lim inf k !1 supw2 T log(E1=k

p;k;w;M ))

(p > 0; M �x (B1) �w��
: ) �q�S�X . �\�w�q�V ,

dimAR (X; d ) = inf f p j lim sup
k !1

sup
w2 T

Ep;k;w;M = 0g = inf f p j lim inf
k !1

sup
w2 T

Ep;k;w;M = 0g

�p�K�“ , �^�’�t

dimAR (X; d ) � dS
p (K ) � d

S
p (K ) < p �‡�h�x dimAR (X; d ) � d

S
p (K ) � dS

p (K ) � p

�w�M�c�•�T�°�M�U
R�q�b�” .
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�\�w���g�t�q�•�” Ep;k;w;M �q�M�O�”�x , �G�‡�T�t�t�Q�y \ K w �w�Ù�X�w����	Ý�w�–�¬�w , �º���q�Ž���w���w

p �Í�w�Ù�Â�ï�³�ß�ç�› , k �ˆ�Š�I�T�X�`�h�Ù�Å�¬�å�Ñ�w	Í�p�_�o�M�” " �”�p�K�” . �¤	��!
:�t�q�•�”�Ã�v�x , 
¶

�o�w�µ�­�”�ç�q
¶�o�w	Ô	t�p�\�w�‘�O�s�Ù�Â�ï�³�ß�ç�U�7�‹�G�V�X�s�”�q�\�–�›�_�h	Í�p�|�f�w�”�w k ! 1

�w�Ã�v�›	��l�o�M�”�\�q�t�s�” . �›�t p = 2 �w	Ô�ù , �\�w�‘�O�s�����–�¬�w���w�Ù�Â�ï�³�ß�ç�x Dirichlet ���Ü

�•�
�Å���Ü�w�^�æ�q�Ú
€�$�t�A�|�m�M�o�M�” . �q�“�˜�Z (X; d ) �U SG �•�°
`�=�^�•�h SC �w	Ô�ù�t�x , �×
µ�s

partition K �U�K�l�o BF-partition �q�s�”�\�q�U�˜�T�“ , �f�w	Í�w
ª	j Hausdor� ���S � , L 2(X; � ) 	Í�w
ª	j

Dirichlet ���Ü (E; D) �t�0�` , [4, 1, 2] �s�r�w
Œ�æ�Z�€�q
z�±�b�”�\�q�t�‘�“ dS
2 (K ) = d

S
2 (K ) = dS (E; � ) �q

�s�”�\�q�U�˜�T�” . �\�w�s�Ü�q���g 15 �T�’���g 4 �U	H�O.

���g 10 �w	Â�Ì�‹�‰�7�t , BF-partition �›�;�M�o dS (E; � ) �wd
S
2 ; dS

2 �t�‘�”
°�A�›�æ�M , ���g 15 �q�A�|�m�Z�”

�\�q�p�æ�O . �f�w�h�Š�t�x�‡�c (X; d ) �s�M�` (X; R ) �w BF-partition �w���O�›�Ô�b
ž�A�U�K�”�U , �f�•�t�m�M

�o�x�Ž�<�t	\�‚�”���g�U���O�b�” .

���[ 16 (�°�7�ì
¶ , doubling). (X; d ) �›�‘�m�í���q�b�” .

(1) �K�” N 2 N �U�K�l�o , �Ú�™�wx 2 X �t�| r > 0 �t�m�V , �K�” f x i gN
i =1 � X �U�K�l�o Bd(x; 2r ) �

S N
i =1 Bd(x i ; r ) �›�ˆ�h�b�q�V , (X; d ) �x doubling �p�K�”�q�M�O .

(2) �K�” 
 > 1 �U�K�l�o , �Ú�™�wx 2 X �t�| r > 0 �t�m�V , Bd(x; r ) 6= X �s�’�y Bd(x; 
r ) n Bd(x; r ) 6= ;

�›�ˆ�h�b�q�V , (X; d ) �x�°�7�ì
¶ (uniformly perfect) �p�K�”�q�M�O .

���g 17 ([23], Theorem 3.9). (X; d ) �›�}�q�:�›�Ë�h�s�M�ì
‹�‘�m�í���q�b�”�q�V , �Ž�<�w	Ú�E�x�‰�‹ .

(1)dimAR (X; d ) < 1 (2)doubling �T�m�°�7�ì
¶ (3)(X; d ) �w BF-partition �U���O�b�” .

Remark. (1) , (2) �x�7�Œ . (cf. [14, Theorem 13.3, Corollary 14.15]) (3)) (1) �x [20, Corollary 4.6.13]

�t�‘�” . [23] �p�x , [15] �w	��O�›�~�‘�`�o (2) ) (3) �›�Ô�`�h .

d �
QS

� �s�”�q�V (X; d ) �w�}�q�:�x (X; � ) �w�}�q�:�p�K�“ , (X; d ) �w Cauchy �»�x (X; � ) �w Cauchy �»�q�s

�” . 	H�l�o���g 17 �‘�“ , ���g 10 �w�>���w�<�p�x (X; R ) �w BF-partition K �U���O�b�” . �‡�h���[�T�’�Ì�’�T

�t dimAR (X; d ) = dim AR (X; R ) �p�K�”�T�’ , �\�w K �t�m�M�o d
S
2 (K ) � dS (E; � ) < 2 �›�Ô�d�y���g 15 �q�ù

�˜�d�o���g 10 �›�Ô�`�h�\�q�t�s�” . �î�M�t�x , �Í
…�t	\�‚�”�‘�“�§�M���w	��Á�›�Ô�b�\�q�U�p�V�” .

5 	��A�L�w�§�� , �S�‘�|	Â�Ì�w�“�t

�Š
…�p�x�Ž�<�t	\�‚�”���g�w	Â�Ì�w�“�t�›	\�‚�”�}�\�w
…�›�è�`�o , �y���g 10 �w	Ú�E�›�>���` , �^�’�t

(X; R ) �w BF-partition K �›�
�m�Ú�™�t�{���`�o�S�X .

�� �g 18. (X; d ); (E; F ) �x�� �g 9 �w�>�� �› �¬�h�` , �Ú�™�w � 2 M �t �0�`�o�Ã�v dS (E; � ) �U�� �O�`�o ,

(X; R ) �w BF-partition K �t �0�`�o d
S
2 (K ) � dS (E; � ) < 2 �› �ˆ �h�b . �^�’ �t (E; F ) �U�Á	t�$ , �� �j

supp(u) \ supp(v) = ; �s�”�Ú�™�w u; v 2 F �t�0�`�o E(u; v) = 0 �›�¬�h�b�s�’ , dS
2 (K ) = d

S
2 (K ) =

inf � 2M dS (E; � ) �p�K�” .

�‡�c�,�Š�$�s
æ
ü�›�¬�Ý�b�” . (X; R ) �x�ì
‹�p�K�“ , �^�’�t���g 17 �‘�“ doubling �T�m�°�7�ì
¶�p�K�”�T�’ ,

�D
ü�T�m�Á	t�¯�ï�Í�«�Ä�p�K�”�\�q�x�h�i�j�t	H�O . �‡�h doubling �p�K�”�\�q�T�’ , R(x; B R (x; r )c)* 7 � r

* 7 R(A; B ) := max {E(u; u )−1 | u ∈ F ; u|A ≡ 1; u|B ≡ 0} ̸= inf x ∈A;y ∈B R(x; y )
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�p�K�”�\�q�‹	H�M , �\�w�\�q�T�’�
�Å���Ü�w
Y��
Q�›�‹�X�\�q�U�p�V�” ([19, Theorem 6.3.]). �^�’�t�Ã�v

dS (E; � ) �w���O�x , f (� ) := sup t 2 (0 ;diam( X;d )) ;x 2 X (p� (t=�; x; x )=p� (t; x; x )) �w�¼	Ð�O
Q, ���j f (� )f (� ) �

f (�� ) �p�K�”�\�q�T�’�z�¼�C�O��
:�w�°
`�æ�i�Z�T�’�Ô�b�\�q�U�p�V�” . �’�“�w	Â�Ì�x�G�V�X���m�w
æ
ü�t
ü

�T�• , �Ž�<�w�4�J�U�Ô�^�•�•�y�’�“�x�o	m�s�-�‰�p���g 18 �U�‹�T�•�” .

�4�J 19. � �
QS

R �s�”�Ú�™�w�‘�m � �t�0�` ,

dS (E; � ) = 2 lim sup
� !1

sup
r 2 (0 ;diam( X;d )) ; x 2 X

logV� (x; r ) � logV� (x; r=� )
logh� (x; r ) � logh� (x; r=� )

(� )

�h�i�` , V� (x; r ) = � (B � (x; r )) �T�m h� (x; r ) = (sup y2 B � (x;r ) R(x; y))V� (x; r )

�4�J 20. �K�” C > 0 �U�K�l�o�Ú�™�w k � 0 �p�Ž�<�U
R�“�q�m .

(1) �Ú�™�w� 2 M �t�m�V , supx 2 X;s 2 (0 ;diam( X;R ))

�
VR (x;s )

VR (x;r k s)

�
� C � 1N k

�

(2) �Ú�™�w� > 0 �t�0�`�o , �K�” � 2 M �U�K�l�o , supx 2 X;s 2 (0 ;diam( X;R ))

�
VR (x;s )

VR (x;r k s)

�
� C(N � + � )k

(3) �Ú�™�ww 2 T �t�0�` , E2;k;w � Cr k �^�’�t (E; F ) �U�Á	t�$�s�’ , E2;k;w � C � 1r k

�4�J 19 �x , [19, Theorem xx.x] �t�‘�“�Ü (� ) �w�È�%�U

2 lim
� !1

sup
r 2 (0 ;diam( X;d )) ;

s2 [�; 1 ) ; x 2 X

logp� (h� (x; r=s); x; x ) � logp� (h� (x; r ); x; x )
logh� (x; r ) � logh� (x; r=s)

;

�q�°�•�b�”�\�q�›�;�M�o�Ô�b . �\�w�Ü�q dS (E; � ) �w���[�Ü�q�x	Í�v�t�|�Ã�v�w	��“�M�U�Ÿ�s�”�U , � �
QS

R �T

�’ V �q�t�| h �w doubling, reverse doubling	Ú�E�T�’�Ã�v�w�‹�U�°�•�b�”�\�q�›�Ô�d�” . (lim inf �p�x�‰�7�w

	Â�Ì�x�p�V�s�M .) �4�J 20 �t�m�M�o , (1) �x�o	m�s
Æ�s�Ü maxv:� k (v)= w � (K v )# f v : � k (v) = wg � � (K w ) �T

�’ , (2) �x Assouad�Í�i�t���b�”�7�Œ�w�A�L (cf. [14, Theorem13.5.])�T�’ BF-partition �w�Ï���›�;�M�o�Ô�^

�•�” (�Ú
€�Ï
R�$�t�Ô�b�\�q�‹�p�V�” .) (3) �x R �U�D
ü�p�K�”�\�q�T�’ , ���v	B�ù	Í�w Dirichlet ���Ü�w�Ã�v

�q�`�o
¯�d�”�\�q�‘�“ , �f�w	Í�w 
ow �• modulus �q�z�y�•�”�Â�«�Ç�¿�«�›�;�M�o
Ê�ù�d�æ�$�t	Â�Ì�b�” . (�m

�„�Ù�Å�T�’�Ã�v�t�í�b
æ
ü�p��	—�I�T�s�^�æ�U
ž�A�p�K�” . �›�t lower bound �w�^�æ�p�x�m�„�Ù�Å�t�S�M�o ,

�m�•�o�M�”�:�w�Ö�ž�t�0�b�”�%�w	O�ˆ�w�è�U�Ã�v�p	«�Q�”�\�q�U
ž�A�p , �f�\�w	Â�Ì�t�Á	t
Q�›�;�M�” .)
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A characterization of rationality for operators in free semicircular

elements

�v
’�Ì�� (Miyagawa Akihiro)

�˜�N�G�¶�G�¶�Ã�y�g�¶�Z�€�J�y
:�¶�~
:�g�r
s
•�È

1 � �ï�Ä�é

�×���¬�p�æ�x�
�������å�E�t D.Voiculescu �t�‘�l�o�‹�Ö�^�•�h�g�æ�p�K�”�{�×���¬�p�æ�x�i�‘�x�^�;
É��

�æ�w�î
Ê�ˆ�p�×��
u�›�r
s�b�”�h�Š�t�‹�Ö�^�•�h�U�z�q�O�p�x�å�ï�¼�Ü�æ�»�z
Ê�ˆ�ù�˜�d�æ�z�”� �r
s�z�”� 

	Ø�C�g�æ�s�r�q�M�l�h�7�‘�s
ü�ú�p�q�•�o�M�”�{

�×���¬�p�æ�p�x�×��� �q
Q�q�z�y�•�”�è	×�w�¬�p�æ�t�S�Z�”� �q
Q�q�x�Ÿ�s�”
Q�í�›�Ë�l�h�¬�p�!
:�a�›�ß

�Q�”�{�\�w�×��� �q
Q�x�z
‡�D�õ�s�¬�p�!
:�›���w�q	Å�p���w�×��
u�w
¯�q�T�’�˜�’�•�”�{�¬�p�æ�w�7�‘�s�“

�é�›�×��� �q
Q�q	°�’�`�ù�˜�d�z�×���¬�p�æ�t�‹�Ö�b�”�\�q�p���Ô�‡�p
C�2�`�o�V�h�{

�×���¬�p�æ�t�S�M�o�z�×��� �q�s
ü
Í�a�w���ò�Ü�T�’�˜�’�•�”�¬�p
ü
Í�›�i�w
ü
Í�T�’�r�O�r
s�b�”�T�U�7

	s�w�]�J�p�K�”�{�\�w�‘�O�s�ð�J�t�0�`�o Cauchy �!�õ�• R �!�õ S �!�õ�s�r�w�¬�p���S�w�!�õ�q�×��� �q
Q

�q�w�����z�×���©�á�Ü�å�ï�Ä�›�;�M�h
Ê�ˆ�ù�˜�d�æ�$�s�^�æ�s�r�U
C�2�`�o�V�h�{

�\�\
:�å�p�x�z���ò�Ü�‘�“�¿�M�«�å�µ�w���g��
:�t�0�`�o�×���¬�p�æ�q�w����
Q�U�Z�€�^�•�o�S�“�z�›�t

atom �t���b�”
Q�í�U�‘�X�Z�€�^�•�o�M�”�{�¶	��U�˜�h�A�L�x�z�\�w���g��
:�q�w���È
Q�t�£�è�`�h�‹�w�p�z

�×��� �q�s
R��
ü
Í�U
\
R�`�h�^�;
É�U���g��
:�T�’�˜�’�•�h�‹�w�p�K�”�h�Š�w
ž�A	G
ü	Ú�E�›�)�Q�h�{

�Š�è�Ù�”�Ä�p�x�z�×���¬�p�æ�t�S�Z�”�×��� �q
Q�q
R��
ü
Í�t�m�M�o
†�Ì�`�z�7�™�t�¶	��w�A�L�t�m�M�o	\

�‚�h�M�{

2 �×�����w�(
Y��
¯�q�q�×��� �q
Q


²	\�w�è�“�z�×��� �q
Q�x���w�w�×��
u�w
¯�q�T�’�×
µ�t�q�•�”�{�\�\�p�x���o�w�h�Š�z d �x�w
\
R�i

g1; � � � ; gd �T�’�s�”�×���� Fd �t�m�M�o�(
Y��
¯�q�›�ß�Q�”�{

�\�\�p Fd �w�(
Y��
¯�q�q�x Fd �T�’�Î�ç�Õ�ç�Ä�í��

l2(Fd) := f f : Fd ! C; kf k2
2 =

X

g2 Fd

jf (g)j2 < 1g

	Í�w���„
¢���^�;
É�w
R�b�í��

B (l2(Fd)) = f T : l2(Fd) ! l2(Fd); T is linear; kTk = sup
f 6=0

kT f k2

kf k2
< 1g
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�•�w	j�‰���ø
þ � : Fd ! B (l2(Fd)) �w�\�q�p

[� (g)f ](h) = f (g� 1h); f 2 l2(Fd); g; h 2 Fd

�p�)�Q�’�•�”�{�‡�h�z�\�w�ø
þ�x���� C[Fd] �t�¦�Á�b�”�\�q�U�p�V�”�{

�\�\�p B (l2(Fd)) 	Í�w
¢���ø
þ � e �q�`�o

� e(T) = hT � e; � ei l 2(Fd )

�›�ß�Q�”�{�\�\�p � e 2 l2(Fd) �x�o�•�i e �p 1 �›�q�“�z���x 0 �›�q�”��
:�p�K�”�{

�\�w � e �x � (C[Fd]) 	Í�p�Ä�è�”�µ�¢ � e[� (f )� (g)] = � e[� (g)� (f )]�£�t�s�l�o�M�”
Y
Z��
:�p�K�”�\�q�U�˜

�T�”�{

�\�\�p i 1; : : : ; i n 2 f 1; : : : ; dg �p i k 6= i k+1 (k = 1 ; : : : n � 1) �›�¬�h�b�‹�w�q j 1; : : : ; j n 2 Z n f 0g �t�0�`�o

�Í�U
R�“�q�m�{
� e[� (gj 1

i 1
� � � gj n

i n
)] = 0 :

�‡�h�\�w�\�q�T�’�z�¤ k = 1 ; : : : ; n �t�m�M�o���ò�Ü pk 2 C[gi k ] �U�)�Q�’�•�h�Ì�z�Í�U
R�“�q�m�{

� e[(p1 � � e[� (p1)]) � � � (pn � � e[� (pn )])] = 0 :

	Í�w�����Ü�T�’ � e �w � (C[Fd]) 	Í�p�w�‹�x�z � e �w�¤ � (C[gi ]) �•�w
M�v�T�’�{�Š�’�•�”�\�q�U�˜�T�”�{���w
\


R�i g1; : : : ; gd �›�¬�p�!
:�z � e �›�8�4�‹�q�_�”�\�q�t�‘�“�z�\�w�����Ü�x�K�”	��w� �q
Q�¢�×��� �q
Q�£�›��

�Š�o�M�”�q�_�”�\�q�U�p�V�”�{

�\�\�p�x�×��� �q
Q�› C � -
‡�D�õ�¬�p�í���w�t�?�p	\�‚�”�\�q�t�b�”�{ C � -
‡�D�õ�¬�p�í�� (A ; � ) �x�o�•�i

1 �›�Ë�m C � -�� A(C � -���q�x Involution �q�z�y�•�”�ˆ�s�s
S
¢���ø
þ � �›�Ë�j�z C � -	Ú�E ka� ak = kak2 �›�¬

�h�b C 	Í�w Banach �E
:�£�q A 	Í�w state � (� (1) = 1 �z � (a� a) � 0 �›�¬�h�b
Z��
: ) �T�’
R�”�{

	Í�w�«�p�x (B (l2(Fd)) ; � e) �• (C �
red (Fd); � e)�¢ C �

red (Fd) �x � (C[Fd]) �w�^�;
É�Ê�ç�Ü�t���b�”���A�£�s�r�U

C � -
‡�D�õ�¬�p�í���w�«�q�`�o�•�[�’�•�”�{

���[ 1 (�×��� �q
Q ). (A ; � ) �› C � -
‡�D�õ�¬�p�í���q�b�”�{ A �q�ž�è�w�o�•�i�›�Ë�m
æ
ü C � -�� A 1; : : : ; A d

�U�z�Ú�™�w n 2 N �t�0�`�o ak 2 A i k (i k 6= i k+1 ; k = 1 ; : : : ; n) �U�)�Q�’�•�h�q�V

� [(a1 � � [a1]) � � � (an � � [an ])] = 0

�¬�h�b�s�’ �y�z A 1; : : : ; A d �x�×�� �  �q�p�K�”�q�M�O�{�› �t �¤ A k �U�°�m�w�i ak �p
\ 
R�^�•�o�M�”�Ì �z

a1; : : : ; ad �x�×��� �q�p�K�”�q�M�O�{

�›�t	Í�w�×�����w�«�p�x�z
\
R�i g1; : : : ; gd �a�x�×��� �q�p�K�”�Ä�U�˜�T�”�{

�è	×�w�  �q�s�¬�p�! 
: X; Y �x E[XY XY ] = E[X 2]E [Y 2] �q�s�” �U�z�×�� �  �q�s�¬�p�! 
: X; Y �x

� [XY XY ] = � [X 2]� [Y ]2 + � [X ]2� [Y 2] � � [X ]2� [Y ]2 �q�s�”�w�p�×��� �q
Q�x�è	×�w� �q
Q�q�x�Ÿ�s�”�{�‡

�h�×�����w�«�p�˜�T�”�‘�O�t�z�×��� �q
Q�x
‡�D�õ�s�¬�p�!
:�›���w
Q�í�p�K�”�{

�×��� �q
Q�t���`�o�«�™�`�h�M�w�x�z�è	×�w�¬�p�æ�t�S�M�o�x���S�w�Â�ï�¹�ç
u�t�‘�l�o� �q�s�¬�p�!
:

�›�Ï
R�p�V�h�U�z�×��� �q
Q�x state �w�×��
u�T�’�Ï
R�^�•�”�‹�w�p���S�f�w�‹�w�U�0� �`�o�M�”���p�x�Á�M

�q�M�O�q�\�–�p�K�”�{�`�T�`�s�U�’�z X + Y �• Y XY �s�r�×��� �q�s�¬�p�!
: X; Y �T�’�˜�’�•�”�¢	��t��

�ò�Ü�£	ý�h�s�¬�p�!
: P(X; Y ) �t�m�M�o�x P(X; Y ) �U
Y�F�¢ P(X; Y ) � P(X; Y ) = P(X; Y )P(X; Y ) � �£�w	Ô

�ù�z�µ�Ö�«�Ä�ç���g�t�‘�l�o�0� �b�”���S�¢�µ�Ö�«�Ä�ç���S�£�›�˜�”�Ä�U�p�V�”�{
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�\�w�‘�O�s P(X; Y ) �w���S�›�z�i�w X; Y �w���S�q�×��� �q
Q�T�’�Ð�‚�”�Ä�U�×���¬�p�æ�w�è�$�w�°�m�p

�K�”�{�f�w�h�Š�w�“�é�q�s�” Cauchy �!�õ�z R �!�õ�z S �!�õ�•�×���©�á�Ü�å�ï�Ä�z�f�•�’�q�×��� �q
Q�t�m�M

�o�w����
Q�t�m�M�o�x [9],[11],[13]�s�r�›�€	°�`�o�‹�’�M�h�M�{

3 �×��
R��
ü
Í

�×���¬�p�æ�t�S�Z�”
R��
ü
Í�x�z�¬�p�æ�t�S�Z�”
Y�F
ü
Í�q�‰�7�t�¤	ú�$�s�þ�Â�›�r�l�o�M�”�{�\�w
…�p

�x�z
R��
ü
Í�w���[�›	\�‚�”�q�ž�t�×���¤	ú�Ã�v���g�z GUE �å�ï�¼�Ü�æ�»�q�w�(�U�“�›
†�Ì�`�z�7�™�t�×��

�Ñ�¥�¿�«�í���•�w
¯�q�t�m�M�o
†�Ì�`�h�M�{

���[ 2 (
R��
ü
Í ). �¢
ª	j�£
R��
ü
Í�q�x�Ž�<�w�¬�p�µ�S��
:�p�)�Q�’�•�”�î�¬�p�!
:�p�K�” :

1
2�

p
4 � x2 1[� 2;2] :

�‡�h C � -
‡�D�õ�¬�p�í�� (A ; � ) �t�S�M�o�z�×�~�ž�þ�s�i s = s� 2 A �U
R��
ü
Í�›�Ë�m�q�x�z s �w�µ�Ö�«�Ä�ç

���S�U
R��
ü
Í�p�)�Q�’�•�”�Ä�›�M�M�z�›�t�Ú�™�w n 2 N �t�0�`�o�Ž�<�U
R�“�q�m�{

� (sn ) =
1

2�

Z 2

� 2
xn

p
4 � x2dx

�\�\�p dx �x R 	Í�w Lebesgue���S�p�K�”�{

�¬�p�æ�t�S�Z�”�¤	ú�Ã�v���g�x� �q�‰
ü
Í�s�¬�p�!
:�»�w
æ
ü�è�›�µ�­�”�æ�ï�¬�`�h�‹�w�U
Y�F
ü
Í�t
ü
Í

	)���b�”�q�M�O�‹�w�p�K�l�h�{�\�w� �q
Q�›�×��� �q
Q�t�!�Q�h�‹�w�q�`�o�Í�w���g�U�Œ�’�•�o�M�”�{

�� �g 3 (�× �� �¤ 	ú�Ã�v �� �g , [9],[11],[13]). C � -
‡ �D�õ�¬�p�í �� (A ; � ) 	Í �w�×�� �  �q �s �×�~�ž �þ �i �w�»

f an g1
n =1 � A �p�Ú�™�w n; k 2 N �t�0�` � [ak

n ] = � [ak
1 ] �›�¬�h�` � [a1] = 0 � [a2

1] = 1 �›�¬�h�b�‹�w�t

�0�` SN =
P N

n =1 an �›�ß�Q�”�q SNp
N

�x
R��
ü
Í�t
ü
Í	)���b�”�{�y�›�t�Ú�™�w k 2 N �t�0�`�Ž�<�U
R�“

�q�m�z

lim
N !1

�

" �
SNp

N

� k
#

=
1

2�

Z 2

� 2
xk

p
4 � x2dx

�\�\�p�×���¬�p�æ�p�‘�X�Œ�’�•�o�M�”�Ä�î�q�`�o GUE �å�ï�¼�Ü�æ�»�q
R��
ü
Í�w����
Q�t�m�M�o	\�‚�o�S

�V�h�M�{�±� �¶ N �w GUE �å�ï�¼�Ü�æ�» A (N ) = ( A (N )
ij ) �x�×�~�ž�þ�s�å�ï�¼�Ü�æ�»�w
ª	j�$�s�Þ�Ã�ç�p�K

�“�z� �q�s
Y�F
ü
Í�¢���É 0�z
ü�„ 1�£ f x ij g1� i � j � N , f yij g1� i<j � N �;�M�o

A (N )
ij =

8
><

>:

1p
N

x ii if i = j
1p
2N

(x ij +
p

� 1yij ) if i < j
1p
2N

(x ji �
p

� 1yji ) if i > j:

�p�)�Q�’�•�”�{�\�w�Ì�z�Í�w���g�U�Œ�’�•�o�M�”�{

���g 4 ([9], [13]). A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d �›� �q�s GUE �å�ï�¼�Ü�æ�»�z s1; : : : ; sd �›�×��� �q�s
R��
ü
Í�q�`�h�Ì�z

�Ú�™�w�¢
‡�D�õ�£���ò�Ü P �t�0�`�o�Í�U
R�“�q�m�z

lim
N !1

E[tr N (P(A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d ))] = � [P(s1; : : : ; sd)]:

�\�\�p�æ�» A = ( A ij ) �t�0�`�o tr N A = 1
N

P N
i =1 A ii �q���Š�o�M�”�{
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�\�w���g�T�’�Í�U�Œ�’�•�o�M�”�{���ò�Ü P �› P(A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d ) �U�×�~�ž�þ�q�s�”�‘�O�t�q�l�h�q�V�z

P(A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d ) �w�{���‹�›	O
ó�›�\�Š�o � 1 � � 2 � � � � � � N �q�`�o�z R 	Í�w�¬�p���S

1
N

NX

i =1

� � i

�›�q�”�{�\�•�› P(A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d ) �w�&�g�{���‹
ü
Í�q�M�O�U�z���å�ï�¼�Ü�æ�»�›�ß�Q�o�M�”�w�p�z�\�•

�x�å�ï�¼�Ü�t�q�l�o�V�h�¬�p���S�p�K�”�{�æ�»�r
s�w�,�Š�$�s�Œ�Ý�T�’ R 	Í�w���„�È����
: f �t�0�`

�o tr N f (P(A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d )) �x f �›�\�w�&�g�{���‹
ü
Í�p
u
ü�`�h�‹�w�q�s�`�M�{	Í�w���g�›�;�M�”�q�z

P(A (N )
1 ; : : : ; A (N )

d ) �w�&�g�{���‹
ü
Í�x N ! 1 �w�Ã�v�t�S�M�o P(s1; : : : ; sd) �w�µ�Ö�«�Ä�ç���S�t�¬�p 1 �p


ü
Í	)���b�”�\�q�U�˜�T�”�{

�×��� �q�s
R��
ü
Í�w���m�è�w�›�Ã�x�z
ú�g�¶�w�”� �æ�p�J	Ô�b�”
\
R	«�Ó�^�;
É�›�;�M�o
¯�q�^�•�”�q�M

�O�‹�w�p�K�”�{

�Ž�<�p�x H �›�Î�ç�Õ�ç�Ä�í���q�`�z�×���Ñ�¥�¿�«�í���›�Í�w�‘�O�t H �w�Â�ï�¹�ç
u�w�Ú�è�p���Š�”�{

F (H ) =
1M

n =0

H 
 n

�\�\�p�z H 
 0 �x�°�Í�i�w�Î�ç�Õ�ç�Ä�í���p�z
��í�Õ�«�Ä�ç�q�z�y�•�”�o�•�Õ�«�Ä�ç 
 �›�;�M�o H 
 0 = C


�q�`�o�S�X�{�\�w�Î�ç�Õ�ç�Ä�í���w�º
u�x

h� 1 
 � � � 
 � n ; � 1 
 � � � 
 � m i = � n;m

nY

k=1

h� k ; � k i H

�p�)�Q�’�•�o�M�”�{

H �w�i � �t�0�`�o�z�×���Ñ�¥�¿�«�í��	Í�w�(
\
R�^�;
É l (� ) �›

l (� )( � 1 
 � � � 
 � n ) = � 
 � 1 
 � � � 
 � n

�p���Š�z�(	«�Ó�^�;
É�› l (� ) � �p���Š�”�{�� H �› d �Í�i�q�`�z�f�w�,���› e1; : : : ; ed �q�b�” . d �x�w�^

�;
É s1; : : : ; sd �› si = l(ei ) + l(ei ) � �t�‘�l�o���Š�z
��í	Ý�6�q�z�y�•�” B (F (H )) 	Í�w
Y
Z��
: � 
 �›

� 
 (T) = hT
 ; 
 i �p���Š�”�{�\�w�^�;
É�a�t�m�M�o�Í�w�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�{

���g 5 ([13]). s1; : : : ; sd �x
��í	Ý�6�t���`�o�×��� �q�s
R��
ü
Í�›�Ë�m�{

���t�‹�z
‡�¦�)
ü�Â�t�‘�”
Ê�ˆ�ù�˜�d ([11]) �•�×���¬�p�æ�t�S�Z�”�Ò�å�¢�ï�á�ˆ�t�‹�×��
R��
ü
Í�U�����`

�o�M�” ([2]).

4 �×��� �q
ü
Í�w���g
Q�w�›�Ã�n�Z

�H 2 
…�p���ò�Ü P �t�m�M�o P(X; Y ) �w�µ�Ö�«�Ä�ç���S�w
ü
Í�› X; Y �w
ü
Í�q�×��� �q
Q�T�’�Ð�‚�”�q�M

�O�\�q�t�m�M�o	\�‚�h�U�z�7�Ù�p�x P �›���g�Ü�t�¦�Á�b�”�q�M�O�Z�€�U
��Š�’�•�o�M�”�{�\�•�x�E
:�$�t�_

�•�y�×
µ�s�¦�Á�p�K�”�q�q�‹�t�z�å�ï�¼�Ü�æ�»�•�w� �;�q�M�O�Ø�t�S�M�o�‹�µ�¯
��M�0	Å�p�K�”�{�\�w
…�p

�x�z�×���¬�p�æ�t�S�Z�”���g
Q�w�Z�€�t�m�M�o	º�p�`�z�7�™�t�¶	��w�A�L�t�m�M�o
†�Ì�`�h�M�{
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�\�\�p�¢
‡�D�õ�£���g�Ü�q�M�O�w�x�!
: x1; : : : ; xd �T�’�è�z
u�z�µ�§�å�”
��z	Ž�›�q�”
â�^�›
Ê�ˆ�ù�˜�d�o

�˜�’�•�”�‹�w�p�z�«�Q�y
x1x � 1

2 x3; x � 1
1 + x2x � 1

3 ; [(2x1 + 3) � 1 + x1]� 1x2

�s�r�U�•�[�’�•�”�{�\�\�p�«�™�`�h�M�w�x�z�\�w�‘�O�t
¯�q�^�•�”�‹�w
¶�.�w	B�ù�t�x�z�E�Ö�q�M�O
â�^�t�™

�¯�U�s�M�‹�w�•�z�E�Ö�`�h�Ì�t�‰�a�‹�w�›�&�b�‹�w�s�r�U���O�b�”�{�«�Q�y (x1 � x1) � 1 �t�)�Q�’�•�h�E
:�w

�i X �›�E�Ö�`�o�‹ 0� 1 �›�ß�Q�”�\�q�t�s�“�™�¯�U�s�X�s�l�o�`�‡�O�{�‡�h (X 1X 2) � 1 = X � 1
2 X � 1

1 �x�Ú�™�w

�.�w�i X 1; X 2 �t�0�`�o
R�“�q�m�w�p�‰�a�‹�w�p�K�l�o�I�`�M�{�f�\�p�E�Ö�`�h�‹�w�U�s�`�M�q�M�O�‰�‹�¨�t

�‘�“���g�Ü�›�à���b�”�Ä�t�s�”�{�`�T�`�s�U�’�z x1(x2x1) � 1x2 �t X 2X 1 = 1 6= X 1X 2 �q�s�”�‘�O�s�E
:�w�i

X 1; X 2 �›�E�Ö�b�”�q X 1(X 2X 1) � 1X 2 = X 1X 2 6= 1 �q�s�l�o�`�‡�O�U�z�\�•�x�.�w�i�p�x�I�\�“�˜�s�M�\�q

�p�K�”�{

���g�Ü�›�E�Ö�t�‘�”�‰�‹�¨�t
ü�Z�z�Ë�t�f�•�’�w�‰�‹�¨�t�E
:�$�Ï���›
Ç�C�b�”�h�Š�w
ª	j�$�s�M�O�q�`�o

�Ú�™�w�±� �¶�w�æ�»�›�E�Ö�b�”�q�M�O�M�O�U�q�’�•�o�S�“�z�f�w�‰�‹�¨�x
‡�D�õ���g��
:�q�z�y�•�o�M�”�{�Ë

�t
‡�D�õ���g��
:�w	B�ù�x�E
:�w�Ï���›�Ë�j�z�K�”	��w
Ó�'
Q�›�‹�l�h�¢
‡�D�õ�£�.�p�K�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M

�”�{	Ä�`�M���[�x [5] �›�€	°�`�o�‹�’�M�h�M�{

�\�w
‡�D�õ���g��
: R �t�×��� �q�s
ü
Í X 1; : : : ; X d �›�E�Ö�b�”�\�q�›�ß�Q�”�{�\�w�E�Ö�x�Ä�è�”�µ�›�Ë�m

W � -
‡�D�õ�¬�p�í���t a�liate �^�•�h���^�;
É�U
R�b���t�S�M�o�ß�Q�z�°
`�t R(X 1; : : : ; X d) �U���[�^�•�”

	Ô�ù�x�z R(X 1; : : : ; X d) �x
‡���„�s���^�;
É�›�)�Q�” ([7], [8])�{�Ä�è�”�µ�›�Ë�m W � -
‡�D�õ�¬�p�í�� (M ; � )

�p�x�z M �x�Ñ�¥�ï�~�Ê� �Ú�ï���¢	��^�;
É�•
ì�t���`�o���a�o�M�” B (H ) �w
æ
ü�E
:�£�z � �x � 	��•
ì�t�m�M

�o�È���s�Ä�è�”�µ�›�ß�Q�”�{�Ë�t � �x�§�î�¢ � (a� a) = 0 �s�’ a = 0 �£�p�K�”�\�q�›�>���`�o�S�X�{

�°
`�t R 	Í�w���S � �U � 2 R �p � (f � g) > 0 �›�¬�h�b�Ì�z � �› � �w atom �q�M�O�{ R(X 1; : : : ; X d) �w

well-de�nedness�•�µ�Ö�«�Ä�ç
ü
Í�w atom �t���`�o�Í�w�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�{

���g 6 ([7], [8]). (M ; � ) �›�Ä�è�”�µ�›�Ë�m W � -
‡�D�õ�¬�p�í���z X 1; : : : ; X d 2 M �›�×��� �q�p atom �›�Ë�h

�s�M�×�~�ž�þ�s�i�q�b�”�q�V�z�Ú�™�w
‡�D�õ���g��
:�t�0�`�z R(X 1; : : : ; X d) �x M �t a�liate �^�•�h���^�;


É �q�`�o well-de�ned �p�z�\�w R �T�’ R(X 1; : : : ; X d) �•�w�0� �x�o�ù	j�‰���›�)�Q�”�{�Ë�t R(X 1; : : : ; X d)

�U��
:�p�s�M�×�~�ž�þ�^�;
É�w�Ì�z R(X 1; : : : ; X d) �w�µ�Ö�«�Ä�ç
ü
Í�x atom �›�Ë�h�s�M�{

�‡�h�¤ X i �t atom �U�K�”	Ô�ù�z R(X 1; : : : ; X d) �w atom �x�E
:�$�t�-�‰�p�V�z�×��� �q
Q�›�>���`�s�M�Ì

�w R(X 1; : : : ; X d) �w atom �w	Ø�C�x�z�×��� �q�s	Ô�ù�w atom �w	Ø�C�p
°�A�p�V�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�” [1]�{

�‡�h���g 4 �K�h�“�p	\�‚�h�&�g�{���‹
ü
Í�w	)���‹�Z�€�^�•�o�M�” [3]�{

�\�w�‘�O�s
‡�D�õ���g��
:�q�×��� �q�s�¬�p�!
:�q�w����
Q�w�Z�€�w�°�m�q�`�o�7�™�t�¶	��w�A�L�›	º�p

�`�h�M�{�Ž�<�p�x�×��� �q�s
R��
ü
Í s1; : : : ; sd �›�×���Ñ�¥�¿�«�í��	Í�w���„
¢���^�;
É�q�`�o�z s1; : : : ; sd

�T�’�˜�’�•�”���„
¢���^�;
É�U
‡�D�õ���g��
:�•�w�E�Ö�T�’�˜�’�•�”�h�Š�w
ž�A	G
ü	Ú�E�t�m�M�o�ß�Q�”�{

s1; : : : ; sd �p�˜�’�•�”���„
¢���^�;
É�w	B�ù�q�`�o�z s1; : : : ; sd �U
\
R�b�”�Ñ�¥�ï�~�Ê� �Ú�ï�� L 1 (s1; : : : ; sd)

�›�ß�Q�”�{

�‡ �h 
‡ �D �õ �� �g �� 
: �• �w �E �Ö �t �‘ �l �o �˜ �’ �• �” �� �„ 
¢ �� �^ �; 
É �w 	B �ù �› Crat (s1; : : : ; sd) �q �b �” �{

L 1 (s1; : : : ; sd) �w�¤�p Crat (s1; : : : ; sd) �›�›�Ã�n�Z�”�h�Š�t�z�È
\
R�^�;
É r 1; : : : ; r d �›�ß�Q�”�{�\�•�x

� 1 
 � � � � n 2 H 
 n �t�0�`�o�z
r i (� 1 
 � � � � n ) = � 1 
 � � � � n 
 ei

�t�‘�l�o���[�^�•�” F (H ) 	Í�w���„
¢���^�;
É�p�K�”�{
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�b�”�q Crat (s1; : : : ; sd) �x�Í�w�‘�O�t�›�Ã�n�Z�’�•�”�{

���g 7 ([10]). a 2 L 1 (s1; : : : ; sd) �t�0�`�z�Í�U
R�“�q�m�{

a 2 Crat (s1; : : : ; sd) , f [r i ; a]gd
i =1 �U
¶�o���v�Š�^�;
É

�\�\�p [r i ; a] = r i a � ar i .

�\�w�A�L�t���È�b�”�‹�w�q�`�o C �
red (Fd) �p�w�A�L�U Duchamp �q Reutenauer[4]�t�‘�l�o�Ô�^�•�z Linnell

�t�‘�l�o
‡���„�s	Ô�ù�w�A�L [6] �U�Œ�’�•�o�S�“�z�¶	��w�A�L�x
t�’�w�A�L�T�’�£
Ý�›�˜�h�‹�w�p�K�”�{

�\�w���g�w�4�

†�Ì�q�`�o�«�é�É�¿�§�”�w���g�t�m�M�o
†�Ì�`�o�S�V�h�M�{��	* S1 	Í�w�ç�Õ�”�¬���S�t��

�b�” L 1 ��
: f �U L 2 ��
:�w
R�b�Î�ç�Õ�ç�Ä�í�� L 2(S1) 	Í�p f =
P 1

k=0 � n z� n � 1 �q�Ñ�”�æ�¤�ƒ
:�t�2�‰�`

�h�Ì�z�Ñ�”�æ�¤��
:�t���b�” Hankel �æ�» f � n + m gn;m �›�ß�Q�”�{���w	Ô�ù f �w���„
Q�T�’�z�\�w Hankel �æ

�»�x
:�»�Î�ç�Õ�ç�Ä�í��	Í�w���„
¢���^�;
É�q�ˆ�s�d�”�{

�\�w�Ì�z�«�é�É�¿�§�”�w���g�x�Í�w�‘�O�t	\�‚�”�\�q�U�p�V�”�{

���g 8 (�«�é�É�¿�§�”�w���g , [12]). Hankel �æ�» f � n + m gn;m �U���v�Š�^�;
É�p�K�”�\�q�q f �U���g��
:�p�K

�”�\�q�x�‰�‹�p�K�”�{

�Ë�t�\�w���g�T�’�z L 2(S1) �w
æ
ü�í�� H 2 �›�z�Ú�™�w n = � 1; � 2; : : : 1 �p n 
j�è�w�Ñ�”�æ�¤��
:�U 0

�p�K�”��
:�w
R�b�í���¢�Ë�”�Ã�Ÿ�í���£�q�`�h�Ì�z P �› L 2(S1) �T�’ H 2 �•�w�ù�è�¢ Riesz �ù�è�£�q�`�h�Ì�z

L 1 (S1) �w���g��
:�w�›�Ã�n�Z�q�`�o�Í�›�˜�”�{

�% 9. f 2 L 1 (S1) �t�0�`�z [P; f ] �U���v�Š�^�;
É�p�K�”�\�q�q f �U���g��
:�p�K�”�\�q�x�‰�‹�p�K�”�{�\�\

�p�x f �› L 2(S1) 	Í�w�»�Z�‰�^�;
É�q�‰�°�¹�`�o�M�”�{

Duchamp-Reutenauer, Linnell, �f�`�o�¶	��w�A�L�x�\�w�«�é�É�¿�§�”�w���g�w
‡�D�õ
[�q�q�`�o�
�Q�”�\

�q�U�p�V�”�{

�¶	��w�˜�h�A�L�t���b�”���™�w�2�l�q�`�o�z�Ž�<�w�Ä�U�ß�Q�’�•�”�{

• �×�����w
\
R�i�•�×��
R��
ü
Í�Ž�Ž�w�^�;
É�t���g
Q�w�›�Ã
Ç�Z�U
R�“�q�m�w�T�{�y

• f [r i ; a]gd
i =1 �U
¶�o���v�Š�^�;
É�q�M�O	Ú�E�›�¯�ï�Í�«�Ä�^�;
É�s�r�w���w�«�å�µ�t�!�Q�h�Ì�z a �x�r�w

�‘�O�s�^�;
É�q�s�”�T�{

�€�ß���Y
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Reconstruction of the defect by the enclosure method for inverse

problems of the magnetic Schr�odinger operator

�f�˜�N�q�G�¶ �g�¶�Z�€�J 
:�g�J�¶
•�È

�•�< �~
\ (Ryusei YAMASHITA)

�“ �A

�Š�Ø�p�x
ú�.�¢�‹�.�£ 
 �º�t
C
\�`�h�=�� D �w�•�”�•���›�¥�„ @
 �p�w�
���Ã�”�»�T�’�¨
	Z�b�”�¬�Ü�›�)�Q�”�}�=�� D �›
î�i�b�”�M�O�q�`�o�“�M���ˆ�O�›�;�M�”�}�“�M���ˆ�O�x�‘
?
�¯�U [3] �p��	•�`�h�M�O�p�K�”�}�f�‘�x�Ó	Ô Schr•odinger �M���Ü�t�0�`�o�
���Ã�”�»�T�’�=��
D �›
î�i�b�”�M�O�›�Ô�b�}�“�M���ˆ�O�x Dirichlet to Neumann map( �Ž�< DN map) �T�’�p�O

ú�›
î�i�b�”�o�ð�J�p�K�”�U , �\�w�‘�O�s DN map �t�‘�”�‰���ð�J�x�¥�„�‹�o�ð�J�q�z�y�• ,
Calder�on �ð�J�t�z�›
C�b�”�} Calder�on �x 1980�å�t� �ï�Ð�”�¼�ï�µ CT �w
:�¶�$�Þ�Ã�ç�q�`
�o , DN map �T�’�‹�?�p�›�‰���b�”�ð�J�›��	•�`�h�}

1 �‹�Ö

�Š�Ø�x [5] �t�,�n�X�‹�w�p�K�” . �f�‘�x�Ó	Ô Schr•odinger �M���Ü�w DN map �T�’�“�M���ˆ�O�›�;

�M�o�=�� D �w�¤�A�›�¨	Z�b�”�¬�Ü�›�)�Q�” . 
 � Rn (n = 2 ; 3) �x���„�p @
 �x C2 �q�b�” . D �x

D � 
 �›�¬�h�b�‰	B�ù�q�` , 
 n D �q�b�” . �=�� D �x�“�M�t
É�s���„�–�¬ f D j gn
j =1 �w	B�‡�“�q�` ,

D �x�¥�„�p�æ�Ó�³�¿�À�È���q�b�” . �‡�c , 
 �w�¤�t�=�� D �›�Ë�h�s�M�Ó	Ô�w Schr•odinger �M���Ü�t

�0�`�o DN map �›���[�b�” . �Š�Ø�›�è�`�o A 2 C1(
; Rn ); q 2 L 1 (
; R); � 2 L 1 (@D; R) �q�b

�” . �\�\�p , D 2
A u :=

P n
j =1 DA;j (DA;j u), DA;j := 1

i @j + A j �q�` , A = ( A1; A2; � � � ; An ).

De�nition 1. A(x) �q q(x) �x admissible�q�b�” . �\�w�q�V , �)�Q�’�•�h f 2 H 1=2(@
) �t�0�`�o ,
u 2 H 1(
) �U�Í�w�Ó	Ô Schr•odinger �M���Ü

8
<

:
D 2

A u + qu = 0 in 
 ;

u = f on @
 ;
(1)

�w	��r�p�K�”�q�x u = f on @
 �p , �T�m�Ú�™�w ' 2 H 1(
) s.t. ' j@
 = 0 �t�0�`�o
Z



(DA u) � DA ' + qu' dx = 0

�U
R�“�q�m�\�q�›�M�O .

DN map � q;A �x�Í�w�‘�O�t���[�b�” .

De�nition 2. (Weak formulation of DN map)
DN map � q;A : H

1
2 (@
) ! H � 1

2 (@
) �x�Í�w�‘�O�t���[�b�” :

h� q;A f ; gi =
Z



(DA u) � DA v + quv dx; f; g 2 H 1=2(@
) ;

�\�\�p u 2 H 1(
) �x (1) �w	��r�p v 2 H 1(
) �x vj@
 = g �›�¬�h�b�Ú�™�w��
:�q�b�” .
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 �w�¤�t�=�� D �›�Ë�j @D�U Robin ���w�Ó	Ô Schr•odinger �t�0�`�o	��r�›���[�b�” .

De�nition 3. (Robin case)
A(x); q(x) �q � (x) �x admissible�q�b�” . � �x 
 n D �t�0�`�o�Ž�²�V�o�•�O
¢�Õ�«�Ä�ç�q�b�” . �\

�w�q�V , �)�Q�’�•�h f 2 H 3=2(@
) �t�0�`�o , u 2 H 1(
 n D) �U�Í�w�Ó	Ô Schr•odinger �M���Ü

8
>><

>>:

D 2
A u + qu = 0 in 
 n D;

� � (r + iA )u + �u = 0 on @D;

u = f on @
 ;

(2)

�w	��r�p�K�”�q�x ,u = f on @
 �p , �T�m�Ú�™�w ' 2 H 1(
 n D) s.t. ' j@
 = 0 �t�0�`�o
Z


 nD
(DA u) � DA ' + qu' dx +

Z

@D
�u ' dS = 0

�U
R�“�q�m�\�q�›�M�O .

DN map � (R)
q;A;D �x�Í�w�‘�O�t���[�b�” .

De�nition 4. (DN map of the Robin case)
DN map � (R)

q;A;D : H
3
2 (@
) ! H � 1

2 (@
) �x�Í�w�‘�O�t���[�b�” :

h� (R)
q;A;D f ; gi =

Z

@D
�u v dS +

Z


 nD
(DA u) � DA v + quv dx; f; g 2 H 1=2(@
) ;

�\�\�p , u 2 H 1(
 n D) �x (2) �w	��r�p ' 2 H 1(
 n D) �x ' j@
 = g �›�¬�h�b�Ú�™�w��
:�q�b�” .
�›�t , � = 0 �w�q�V � (R)

q;A;D �p�x�s�X � (N )
q;A;D (Neumann �� ) �q	{�X .

Remark 1. @D�U Dirichlet ���w�Ó	Ô Schr•odinger �M���Ü�t�0�b�” DN map � (D )
q;A;D �t�m�M�o�‹�‰

�a�‘�O�t���[�b�”�\�q�U�p�V�” .

�Í�t , �“�M���ˆ�O�p	O�A�s�þ�Â�›�x�h�b�¦�Ô��
:�›�‹�Ö�b�” . n �Í�i�w�b�‚�o�w�o�•�Õ�«�Ä�ç�T

�’�s�”	B�ù�› Sn� 1(n = 2 ; 3) �p
¯�b . �)�Q�’�•�h ! 2 Sn� 1 �t�0�`�o , �Ú�¦�b�”�o�•�Õ�«�Ä�ç�›

�{�q�m�q�l�o ! ? 2 Sn� 1 �p
¯�b�}�\�w�q�V , D 2
A v + qv = 0 �w�r�q�`�o , �Í�å�Ý�”�» � �t�0�`�o ,

r � (x; ! ); � � (x; ! ) �›�;�M�o v� (x; ! ) := e� x �(! + i! ? )+ � � (x;! ) (1 + r � (x; ! )) �q�T�Z�”�‹�w�›�;�M�” . �\

�w�r�x
ó
É�2�?�«�¶�r�q�‘�y�•�” .

De�nition 5. (Indicator function)
t; � 2 R �q�b�” . �\�w�q�V�¦�Ô��
: I ! (� ; t) �›�Ž�<�w�‘�O�t���[�b�” .

I (R)
! (� ; t) := h(� q;A � � (R)

q;A;D )(e� � t v� (x; ! )) ; e� � t v� (x; ! )i

�›�t ,� = 0 �w�q�V � (R)
q;A;D �t�E�Q�o � (N )

q;A;D �q�T�X . �‡�h , � (D )
q;A;D �›�;�M�h�¦�Ô��
: I (D )

! (� ; t) �‹�‰

�7�t���[�p�V�” . �\�\�p , �§�Ë��
: hD (! ) �›�Í�p���[�b�” :

hD (! ) = sup
x2 D

x � !; ! 2 Sn� 1:

�\�w�q�V , D �w�¤�A conv(D) �x�Í�w�‘�O�t�{�‡�”�\�q�t�«�™�b�”�}

conv(D) := \ ! 2 Sn � 1 f x 2 Rn jx � ! < h D (! )g:
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2 	��A�L

�¦�Ô��
: I ! (� ; t) �x DN map �T�’���[�^�•�”�w�p , �§�Ë��
: hD (! ) �U I ! (� ; t) �T�’
î�i�p�V�•

�y , �=�� D �w�¤�A conv(D) �U 
 �w�¥�„ @
 �p�w�
���Ã�”�»�T�’
î�i�^�•�h�\�q�t�s�” . �\�\�p , �¦

�Ô��
:�T�’�§�Ë��
:�›
î�i�b�”���g�›�)�Q�” .

Theorem 1 (Dirichlet case). A(x) �q q(x) �x admissible �q�` , A 2 Cn+4 (
) �q q 2 Cn+3 (
) �q

�b�”�}�\�w�q�V

lim
� !1

log jI (D )
! (� ; 0)j
2�

= hD (! ):

Robin ���t�S�M�o�x , �Í�›�>���b�” .
(D )! : @D�x C2 �ƒ�q�b�”�} ! 2 Sn� 1 �t�0�`�o , T(! ) = f x 2 D j hD (! ) � x � ! = 0g �x 1 �: x0 �w

�ˆ�T�’�s�”�q�` , �^�’�t x0 �w�‡�˜�“�p @D�x , �K�” � > 0 �t�‘�“�¬�å�Ñ y = f (s); jsj < �; s 2 R n� 1

�q�T�Z�o , �K�”��
: K 0; K 1 > 0 �q m! � 2 �U�K�l�o�Í�›�¬�h�b�‹�w�q�b�”�}

K 0jsjm ! � f (s) � K 1jsjm ! (jsj < � ):

Theorem 2 (Robin case). A(x); q(x) �q � (x) �x admissible�q�` , A 2 Cn+4 (
) ; q 2 Cn+3 (
) ,
� 2 C1(@D) �q�b�” . ! 2 Sn� 1 �t�0�`�o 2 � m! < 3 �q�`�o	Ú�E (D )! �›�>���b�” . �\�w�q�V , �Í

�U
R�“�q�m .

lim
� !1

log jI (R)
! (� ; 0)j
2�

= hD (! ):

Dirichlet case �w	Â�Ì�t
ž�A�s�Ë�J�q�4�J�›	j
‹�b�” .

Proposition 1. �)�Q�’�•�h f 2 H 1=2(@
) �t�0�`�o , (1) �w	��r�› v 2 H 1(
) �q�b�” . �\�w�q�V ,
�Í�w
°�A�›�¬�h�b
Y�w��
: C �U���O�b�” .

Z

D
jDA vj2 dx � C

Z

D
jvj2 dx � C

Z

@D
jvj2 dS � h (� (D)

q;A;D � � q;A)f ; f i

h(� (D)
q;A;D � � q;A)f ; f i � C

Z

D
jDA vj2 dx + C

Z

D
jvj2 dx:

Lemma 1. ! 2 Sn� 1 �t�0�`�o v0
� �x

v0
� = v0

� (x; ! ) := e� (x �! )e� �h D (! ) :

(i) 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o , �Í�›�¬�h�b
Y�w��
: C �U���O�b�” .

C � 1
Z

D
jr v0

� j2 dx � e� 2�h D (! )
Z

D
jDA v� j2dx � C

Z

D
jr v0

� j2 dx;

e� 2�h D (! )
� Z

D
jv� j2 dx +

Z

@D
jv� j2 dS

�
� C

� Z

D
jv0

� j2 dx +
Z

@D
jv0

� j2 dS
�

:

(ii) x0 2 @D�q q > 0 �›�Ú�™�t�q�” . �\�w�q�V , 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o , �Í�›�¬�h�b
Y�w��
: C �U

���O�b�” .

e� �h D (! )
Z

@D
jx � x0jq

�
�
�
�

@
@�

v� (x; ! )

�
�
�
� dS � C�

Z

@D
jx � x0jqjv0

� (x; ! )j dS:
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Robin case�w	Â�Ì�t
ž�A�s�Ë�J�q�4�J�›	j
‹�b�” . �Ú�™�w 0 < � < 1 �t�0�`�o , �Í�w�G�ø�›	j
‹

�b�” .

q0(n) :=

8
<

:
n = 3 �w�q�V

1
2

;

n = 2 �w�q�V 1 � �:

Proposition 2 (Robin case). A; q,� �x admissible�q�`�o � 2 C1(@D) �q�b�” . y0 2 @D�x�Ú�™

�w�:�q�`�o�)�Q�’�•�h f 2 H 3=2(@
) �t�0�`�o v 2 H 1(
) �x (2) �w	��r�q�b�” . �\�w�q�V , �Í�›�¬

�h�b
Y�w��
: C �U���O�b�” .

Z

D
jDA vj2 dx � C

� Z

D
jvj2 dx +

� Z

@D
jy � y0jq0 (n)

�
�
�
�
@v
@�

�
�
�
� dS

� 2

+
Z

@D
jvj2 dS

�

� �h (� (R)
q;A;D � � q;A)f ; f i ;

�h (� (R)
q;A;D � � q;A)f ; f i

� C
� Z

D
jDA vj2 dx +

Z

D
jvj2 dx +

� Z

@D
(jy � y0jq0 (n)

�
�
�
�
@v
@�

�
�
�
� dS

� 2

+
Z

@D
jvj2 dS

�
:

Lemma 2. v 2 H 1(
) �q u 2 H 1(
 n D) �x�f�•�g�• (1) �q (2) �w	��r�q�b�” . w := u � v �q�b�”

�q , �Í�w
°�A�›�Q�” .

�h (� (R)
q;A;D � � q;A)f ; f i

=
Z


 nD
jDA wj2 + qjwj2 dx +

Z

D
jDA vj2 + qjvj2 dx +

Z

@D
(� jwj2 � � jvj2) dS:

Lemma 3. ! 2 Sn� 1 �t�0�`�o (D )! �›�>���` , x0 2 T(! ) �q�b�” .
(i) 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o , �Í�›�¬�h�b
Y�w��
: C! �U���O�b�” .

Z

D
jr v0

� (x; ! )j2 dx �

(
C! � 1� 2

m ! (n = 3) ;

C! � 1� 1
m ! (n = 2) :

(ii) 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o , �Í�›�¬�h�b
Y�w��
: K �U���O�b�” .

�
�

Z

@D
jx � x0jq0 (n)v0

� (x; ! ) dS
� 2

�

(
K� 2� 5

m ! (n = 3) ;

K� 2� 4� 2�
m ! (n = 2) :

3 	Â�Ì�w�“�t

Theorem 1�w	Â�Ì

Proof. �‡�c , Proposition 1 �T�’

e� 2�h D (! )
� Z

D
jDA v� j2 dx � C

Z

D
jv� j2 dx � C

Z

@D
jv� j2 dS

�
� e� 2�h D (! ) I (D)

! (� ; 0); (3)

e� 2�h D (! ) I (D)
! (� ; 0) � Ce� 2�h D (! )

� Z

D
jDA v� j2 dx +

Z

D
jv� j2 dx

�
: (4)
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Lemma 1 (i) �›�–�l�o , (3) (4) �›	{�V�Ú�b�q , 
Y�w��
: Cj (j = 1 ; 2; 3) �t�0�`�o

C1

Z

D
jr v0

� j2 dx � C2

� Z

D
jv0

� j2 dx +
Z

@D
jv0

� j2 dS
�

� e� 2�h D (! ) I (D)
! (� ; 0);

e� 2�h D (! ) I (D)
! (� ; 0) � C3

� Z

D
jr v0

� j2 dx +
Z

D
jv0

� j2 dx
�

�›�Q�” . jr v0
� (x; ! )j = � jv0

� (x; ! )j �s�w�p ,
Z

D
jv0

� j2 dx
Z

D
jr v0

� j2 dx
= O(� � 2):

Grisvard [1] �T�’ , �Ú�™�w
Y�w � �t�0�`�o v0
� �t� �q�s C� = C� (D ) �U�q�•�o

Z

@D
jv0

� j2 dS � �
Z

D
jr v0

� j2 dx + C�

Z

D
jv0

� j2 dx: (5)

(5) �t�S�M�o , 	G
ü	–�^�s � �›�q�”�q (3) �T�’

C4

Z

D
jr v0

� j2 dx � C5

Z

D
jv0

� j2 dx � e� 2�h D (! ) I (D)
! (� ; 0)

�›�Q�” . �‘�l�o ,

C6

Z

D
jr v0

� j2 dx � e� 2�h D (! ) I (D)
! (� ; 0) � C7

Z

D
jr v0

� j2 dx: (6)

�\�\�p ,@Dis C2 �s�w�p	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o�Í�›�¬�h�b�‘�O�s��
: C �U���O�b�” (see, Ikehata
[3]). Z

D
jr v0

� j2 dx = � 2
Z

D
e2� (x�! � hD (! )) dx � C (7)

x 2 D �p x � ! � hD (! ) � 0 �s�w�p

jv0
� (x; ! )j2 = e2� (x�! � hD (! )) � 1 (x 2 D);

�q�s�”�w�p Z

D
jr v0

� j2 dx = � 2
Z

D
jv0

� j2 dx � � 2jD j: (8)

�\�\�p , (6), (7) �q (8) �T�’ , 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o

lim
� !1

log jI (D)
! (� ; 0)j
2�

= hD (! ):

Theorem 2�w	Â�Ì

Proof. q = q0(n) �q�`�o Proposition 2 �q Lemma 1 (ii) �T�’�Í�w
°�A�›�¬�h�b
Y�w��
: Cj (j =
8; 9; 10; 11) �U�q�•�” .

C8

Z

D
jr v0

� j2 dx � C9

�
�

Z

@D
jx � x0jq0 (n) jv0

� (x; ! )j dS
� 2

� � e� 2�h D (! ) I (R)
! (� ; 0);
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� e� 2�h D (! ) I (R)
! (� ; 0) � C10

Z

D
jr v0

� j2 dx + C11

�
�

Z

@D
jx � x0jq0 (n) jv0

� (x; ! )j dS
� 2

: (9)

v0
� (x; ! ) � 1 (x 2 @D) �s�w�p (8) �q�K�˜�d�o (9) �w�È�%�T�’ , 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o

� e� 2�h D (! ) I (R)
! (� ; 0) � C12� 2: (10)

�°�M , Lemma 3�T�’

�
�
Z

@D
jx � x0jq0 (n) jv0

� (x; ! )j dS
� 2

Z

D
jr v0

� j2 dx
=

(
O(� � 3� m !

m ! ) (n = 3) ;

O(� � 3� 2� � m !
m ! ) (n = 2) ;

�q�M�O
°�A�›�Q�” . (D )! �w�>���w�< m! < 3 �q�` , � > 0 �q�b�”�q 3 � 2� � m! > 0. (3) �w�(�%�t

(7) �w
°�A�›�–�O�q , 	G
ü�G�V�s � �t�0�`�o , �Í�w
°�A�›�¬�h�b
Y�w��
: C13 �U���O�b�” .

C13 � � e� 2� D (! ) I (R)
! (� ; 0): (11)

�‘�l�o ,(10) �q (11) �w
°�A�T�’

lim
� !1

log jI (R)
! (� ; 0)j
2�

= hD (! ):

�€�ß���Y
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�
�Í�i
R
¢���þ�ˆ�M���Ü�w�y�/�r�w lifespan 
°�A�t�0�b�”

combined effect ∗

�f�z�G�¶�G�¶�Ã �g�¶�Z�€�J 
:�¶
•�È

	ÿ�’�­�¿ (Katsuaki MORISAWA)

�“�A


‡
¢���þ�ˆ�M���Ü�w�°
`�æ�x�z�y�/�r�w�7�G���O�Ì���w�<�„�›	s�8�‹�w	–�^�^�p
¯�q�b�”�‹�w

�p�K�”�{�f�•�x 1990 �å�E
R�y�t�f�w�7�&
Q�q�q�‹�t�„�…�ì
R�`�o�M�h�U�z 2014 �å�t	��¨�w�Ÿ�s

�”
‡
¢���ò�w�è�U�Ã�z�t�y�M���O�Ì���›
\�ˆ	Z�b�q�M�O combined effect �U
C�_�^�•�h�{�Š
C
¯

�p�x�°�r�Ì�p�K�l�h�í���
�Í�i�w	Ô�ù�›�r
s�`�h�A�L�›�C���b�”�{�\�•�x�f�z�G�¶�w�ô��
$�í
Œ


\�q
â���ú�G�¶�w�$�‘�æ���1� 
Œ
\�q�w�ž�‰�Z�€�p�K�”�{

1 
�� �q�ˆ�;

�î
:�‹�°�Œ��
: u = u(x; t ) �t�0�b�”
‡
¢���þ�ˆ�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J

�
utt � � u = H (u; Du; r x Du) in Rn � (0; 1 );
u(x; 0) = "f (x); ut (x; 0) = "g(x); x 2 Rn (1.1)

�\�\�p�z

Du :=
� @u

@xi
; i = 0 ; 1; : : : ; n

�
; x0 = t;

r x Du :=
� @u

@xi x j
; i; j = 0 ; 1; : : : ; n; i + j � 1

�

�q�b�”�{�Ë�t�z f; g 2 C1
0 (Rn ) �p�z " > 0 �x	G
ü	–�^�M�Í�å�Ý�”�»�q�b�”�{

b� = ( � ; (� i ); i = 0 ; 1; : : : ; n; (� ij ); i; j; = 0 ; 1; : : : ; n; i + j � 1)

�q	{�X�q�V�z 
‡
¢���ò H = H (b� ) �x�z	G
ü�È�’�T�s��
:�p b� = 0 �w�Ù�c�p

H (b� ) = O(jb� j1+ � )

�›�¬�h�b�q�b�”�{ �\�\�p � �x�×
µ
:�p�K�”�{ bT(" ) �› (1.1) �w�y�/�r�w lifespan�z�m�‡�“�7�G���O�Ì

���q�`�o�Ž�<�w�‘�O�t���[�b�”�{

bT(" ) := sup f t > 0 : �&�p�t�{���`�h (f; g ) �t�0�`�o (1.1) �w�y�/�r u(x; t ) �U���O�b�”�{ g

∗ �\�w�Z�€�x�Ô�Š�¶	[	ü�µ�q�J�¶�Z�€
…�4	•�Ú �,
k�Z�€ (B) �¢�]�J
j�ø�• 18H01132�z�Z�€�E
¯	��•�ô��
$�í�£�w	•
R�›

	!�Z�o�æ�˜�•�h�‹�w�p�K�”�{
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(1.1) �x�z bT(" ) = 1 �w�q�V�Ì���G�¬�r�›�‹�j�z bT(" ) < 1 �w�q�V�x�z�Ì���à�� [0; bT(" )) �t�S�M�o�Ì��

�Á	t�r�›�‹�m�\�q�›�™�¯�b�”�{�\�w
ƒ���p�x�z�Ì���Á	t�r�t�0�`�o�z�r�w�°�™
Q�‘�“ lim
" ! +0

bT(" ) = 1

�q�s�”�\�q�U�'
Ý�^�•�”�{�f�w�q�V�w bT(" ) �w�<�„�› � �›�;�M�o " �w	Ä�I�s�¦�”�¼�”�p
¯�q�b�”�\

�q�U�\�\�p�M�O�°
`�æ�q�M�O�™�¯�p�K�”�{

�Ì���G�¬�r�w���O�›�Ô�`�o�M�” bT(" ) = 1 �Ž�Ž�w
æ
ü�t�0�`�o�x�z
‡
¢���ò�w�È�’�T�^�›�X
[�t

�b�”�E�˜�“�t	Ä�I�s�A�L�U�˜�’�•�” H = jut jp �• H = jujq �s�r�w�Þ�Ã�ç�M���Ü�w
0
C�r�›�r
s�b�”

�\�q�t�‘�“�z�f�•�’�w�7�&
Q�U	Â�Ì�^�•�”�{�\�\�p�M�O�7�&�q�M�O�™�¯�x�z �\�w�‘�O�s�›���s
‡
¢

���ò�q�›���s	s�8�‹�›�–�l�o�z bT(" ) �U	Í�T�’�‰�a " �w�¦�”�¼�”�›�Ë�l�h�”�p
°�A�^�•�”�q�M�O�\�q

�p�K�”�{�›�t 1 �Í�i�w	Ô�ù�z�Ú�™�w � 2 N �t�0�`�o bT(" ) < 1 �z�m�‡�“�z�Ì���G�¬�r�U���O�`�s�M

�•�z�Þ�Ã�ç�M���Ü�t�‘�”�7�&
Q�w	Â�Ì�U	O�A�p�K�”�{

�Š�è���p�x�z Morisawa& Sasaki& Takamura[7] �w�A�L�T�’�z
‡
¢���ò�› up
t + uq �q�`�z�f�w

lifespan �›
°�A�b�”�\�q�p�í���
�Í�i�w�°
`�æ�w	Ô�ù
ü�Z�U	G
ü�p�s�M�\�q�›
†�Ì�b�”�{

2 	��A�L

�í���
�Í�i
R
¢���þ�ˆ�M���Ü�w	s�8�‹�ð�J
�

utt � uxx = Ajut jp + B jujq in R � (0; 1 );
u(x; 0) = "f (x); ut (x; 0) = "g(x); x 2 R

(2.1)

�w�y�/�r�›�ß�Q�”�{�\�\�p�z u = u(x; t ) �x�î
:�‹�°�Œ��
:�p�z�¤��
:�x A; B � 0; p; q > 1 �q�`�z f

�q g �x�F�¯�ï�Í�«�Ä�p�K�”�È�’�T�s��
:�q�b�”�{ " > 0 �x	G
ü	–�^�s�Í�å�Ý�”�»�p�K�”�{�Ž�<�p�x

T(") �› (2.1) �w�y�/�r�w lifespan �q�`�o�Ž�<�w�‘�O�t���[�b�”�{

T(") := sup f t > 0 : �&�p�t�{���`�h (f; g ) �t�0�`�o (2.1) �w�y�/�r u(x; t ) �U���O�b�”�{ g

A = 0 �T�m B > 0 �w	Ô�ù�x�z Zhou[9] �t�‘�l�o�Í�w�A�L�U�˜�’�•�o�M�”�{

T(") �

8
><

>:

C" � (q� 1)=2
� Z

R
g(x)dx 6= 0 �w�q�V

�
;

C" � q(q� 1)=(q+1)
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

� (2.2)

�\�\�p�z T(") � A("; C ) �s�”�G�ø�x�z C1 �q C2 �q�M�O " �t�Á�����s
Y��
:�U���O�`�o�z
Æ�s�Ü

A("; C1) � T(" ) � A("; C2) �›�¬�h�b�\�q�›
¯�b�‹�w�q�b�”�{

�°�M�z A > 0 �T�m B = 0 �w	Ô�ù�x�z

T(") � C" � (p� 1) (2.3)

�U�z	Í�T�’�w
°�A�x Zhou[8] �p�z�<�T�’�w
°�A�x
T
:�w p �t�0�`�o�x Li&Yu&Zhou[6] �p�z�°
`�w

p � 2 �x Kitamura&Morisawa&Takamura[5] �p�z�f�•�g�•�˜�’�•�o�M�”�{

���g 2.1. ([7]) A; B > 0�z p; q � 2 �q�b�”�{

Z

R
g(x)dx 6= 0 �s�’�y�z�Í�w
°�A�U
R�“�q�m�{

T(") �

8
><

>:

C" � (p� 1)
�
p �

q + 1
2

�w�q�V
�
;

C" � (q� 1)=2
� q + 1

2
� p �w�q�V

� (2.4)

596



���g 2.2. ([7]) A; B > 0�z p; q � 2 �q�b�”�{

Z

R
g(x)dx = 0 �s�’�y�z�Í�w
°�A�U
R�“�q�m�{

T(") �

8
>><

>>:

C" � (p� 1)
�
p �

q + 1
2

�w�q�V
�
;

C" � p(q� 1)=(q+1)
� q + 1

2
� p � q �w�q�V

�
;

C" � q(q� 1)=(q+1)
�
p � q �w�q�V

�
(2.5)

�«�™ 2.1. (2.2)�z (2.3) �T�’�×
µ�s�'
Ý�q�`�o

T(") �

8
><

>:

minf C" � (p� 1) ; C" (q� 1)=2g
� Z

R
g(x)dx 6= 0 �w�q�V

�
;

minf C" � (p� 1) ; C" � q(q� 1)=(q+1) g
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

�

�U�ß�Q�’�•�”�U�z

p � 1 < q
q � 1
q + 1

() p >
q + 1

2

�p�K�”�w�p�z Z

R
g(x)dx = 0

�T�m (q + 1) =2 < p < q �w�Ì�z���g���T�’

T(") � C" � p(q� 1)=(q+1) < minf C" � (p� 1) ; C" � q(q� 1)=(q+1) g

�q�s�“�z�\�w�'
Ý�t
S�`�o lifespan �U�y�X�s�l�o�M�”�{�\�w�‘�O�t jut jp �q jujq �w�†�M�w�è�¹�U�q�•

�o�M�o lifespan �U�y�X�s�”�q	Å�› Combined e�ect �q�‘�•�{

�«�™ 2.2. �\�w�‘�O�s Combined e�ect �x	s�Š�o Katayama[4] �t�‘�l�o�í�����Í�i�p�w�r�w�Õ�Ì����

�O�t	¯�:�›�p�o�h
T
:�ˆ�w�ˆ�›�{�O�°
`�æ�Ï�™�¤�t�
���^�•�z�f�•�U�7�&�p�K�”�\�q�U Han&Zhou[2]

�w (1) �w�r�w
‡���O���g�t�‘�l�o�°
`�Í�i�›���‰���p	Â�Ì�^�•�h�{�f�w�0�q�s�”
‡
T
:�ˆ�w�Õ�Ì����

�O�x�z�í���Í�i�U���Ž	Í�p lifespan 
°�A�›���œ�p Hidano&Wang&Yokoyama[3] �t�‘�l�o�˜�’�•�o

�M�”�{�™�t�z Dai&Fang&Wang[1] �t�‘�l�o�z�f�w
°�A�w�~�‘�U�˜�’�•�o�M�”�{ [1] �x�‰�Ì�t�í���
�Í

�i�p�w�r�w���v�Ì��
0
C�›
¶�o�w�¦
:�t�0�`�o�Ô�`�o�M�”�U�z lifespan 
°�A�x�‹	Z�`�o�M�s�M�{

3 �°
`�æ�q�w
z�±

���s�w	��A�L (2.4)�z (2.5) �U�°
`�æ�t�t�…�b�è�¹�›�
�o�b�”�h�Š�z�
�Í�i
‡
¢���þ�ˆ�M���Ü�w�°
`

�æ�w�A�L�›	º�p�b�”�{

n = 1 �w�q�V�z (1.1) �w lifespan bT(" ) �w�<�T�’�w
°�A�x Li&Yu&Zhou[6] �p�Ž�<�w�‘�O�t�‡�q�Š�’

�•�o�M�”�{

bT(" ) �

8
>><

>>:

c"� �= 2 (f; g �U�°
`�w�q�V );

c"� � (1+ � )=(2+ � )
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

�
;

c"� �
�
1 + � � 8 � � 2� �t�0�`�o @�

u H (0) = 0 �w�q�V
�

(3.1)

597



�\�\�p c �x " �t�‘�’�s�M
Y��
:�p�K�”�{�Ž	Í�U�
�Í�i
‡
¢���þ�ˆ�M���Ü�w�°
`�æ�w�A�L�p�K�”�{

�\�\�p�z�°
`�æ�q���s�w	��A�L�›
z�‚�”�h�Š

H (u; Du; @x Du) = up
t + uq (2 � p; q 2 N)

�q�`�o (3.1) �›	{�V�õ�Q�”�{

p < q �w�q�V�z � = p � 1 �p�K�”�T�’

bT(" ) �

8
>><

>>:

c"� (p� 1)=2 (f; g �U�°
`�w�q�V );

c"� p(p� 1)=(p+1)
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

�
;

c"� (p� 1)
�
p � 8 � � 2(p � 1) �t�0�`�o @�

u H (0) = 0 �w�q�V
�

(3.2)

p � (q + 1) =2�z�m�‡�“�z 2p � 1 � q �w	Ô�ù�x�z p + 1 � 2p � 1 �t�«�™�b�”�q

@�
u � uq� � �T�m 2p � 1 � � � q � �

�q�s�l�o
@�

u H (0) = 0
�
p � 8 � � 2(p � 1)

�

�›�¬�h�b�{	H�l�o�z

Z

R
g(x)dx �U�r�w�‘�O�s�‹�p�‹

bT(" ) � c"� (p� 1)

�q�s�”�{�\�•�x���s�w	��A�L (2.4)�z (2.5) �q�°�•�b�”�{

�o�t�z p > (q + 1) =2�z�m�‡�“�z 2p � 1 > q(> p ) �w	Ô�ù�x

9� 2 f p + 1 ; : : : ; 2p � 2g s:t: @�
u H (0) 6= 0

�q�s�”�T�’

bT(" ) �

8
><

>:

c"� (p� 1)=2
� Z

R
g(x)dx 6= 0 �w�q�V

�
;

c"� p(p� 1)=(p+1)
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

� (3.3)

�q�s�“�z	��A�L (2.4)�z (2.5) �w

T(") �

8
><

>:

C" � (q� 1)=2
� Z

R
g(x)dx 6= 0 �w�q�V

�
;

C" � p(q� 1)=(q+1)
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

� (3.4)

�q
z�‚�”�q
²	��x p < q �‘�“�z�™	��x

q � 1
q + 1

= 1 �
2

q + 1
> 1 �

2
p + 1

=
p � 1
p + 1

�‘�“�z�°
`�æ�w�A�L�‘�“���s�w	��A�L (2.4)�z (2.5) �w�M�U�r�w���O�Ì���U�Õ�M�{	H�l�o�z (q+ 1) =2 <

p < q �w�q�V�°
`�æ�w�A�L�x�‡�i
Æ	G
ü�p�K�”�\�q�U�˜�T�”�{
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�‡�h�z p � q �w�q�V � = q � 1 �i�T�’

bT(" ) �

8
>><

>>:

c"� (q� 1)=2 (f; g �U�°
`�w�q�V );

c"� q(q� 1)=(q+1)
� Z

R
g(x)dx = 0 �w�q�V

�
;

c"� (q� 1)
�
p � 8 � � 2(p � 1) �t�0�`�o @�

u H (0) = 0 �w�q�V
�

(3.5)

�\�w��
j�è�x�z � = q �p	Ú�E�›�¬�h�^�s�M�T�’���O�`�s�M�{	H�l�o�z���s�w	��A�L (2.4)�z (2.5) �q�°

�•�b�”�{

�•�Q�t�z (q + 1) =2 < p < q �w�q�V�z���s�w	��A�L (2.4)�z (2.5) �x�°
`�æ�›�~�‘�`�o�M�”�q�M�Q�”�{

�«�™ 3.1. ���s�w	��A�L (2.4)�z (2.5) �p
T
:�ˆ�U	��•�”�\�q�›�¬�T�Š�”�q

utt � uxx = u4
t + u5

�w�q�V�z (p; q) = (4 ; 5) �p
q + 1

2
= 3 < p = 4 < q = 5

�q�s�l�o�î�M�t�°
`�æ�›�~�‘�`�o�M�”�{

4 	��A�L�w	Â�Ì�w�“�t

	Â�Ì�p�x�z lifespan �w�<�T�’�w
°�A�¢�Õ�Ì�����O�£�t�z�\�w
ü�ú�p�x
ª	j�$�s	O�ˆ
Ç�V�7�G�‹�Ê�ç

�Ü�í���p�w�ž�Í�Ù�Å�O�›�;�M�”�{�°
`�æ�‘�“�‘�M�A�L�U	Z�h�g���x�z	s�8�‹�ð�J (2.1) �q�‰�‹�s
u
ü

�M���Ü�q�z�f�•�›�Ì���!
:�t���`�o
•
ü�`�h
u
ü�M���Ü�›�È�q�`�o�z�°�Œ��
: u �q�f�w�Ì���‹��
:

ut �t�f�•�g�•�Ÿ�s�”�Ì�í�w	O�ˆ�›�]�`�h�\�q�t�‘�”�{

lifespan �w	Í�T�’�w
°�A�¢���v�Ì��
0
C�£�t�x , �°�Œ��
:�w�í��
u
ü�”�›�r
s�b�”�z�M�˜�•�”
Z��


:�O�›�;�M�”�{���X�w
æ
ü�x�Ë�ò�K�”
‡
¢���ò�w�O�j�w�°�m�›	��“�ˆ�l�h���p���o�t	Â�Ì�p�V�”�U�z

combined e�ect �U
C
\�`�o�M�”	Ô�ù�U�›	��p�z�,�Š�$�t�x Han & Zhou [2] �w�M�O�t	H�M�z�7�™�x

Takamura [10] �t�‘�”�~�‘�^�•�h	×
•
ü
Æ�s�Ü�t�0�b�”�C�{�w�4�J�›�&�;�b�”�{

�\�•�’�w	Ä�I�t���`�o�x�è���¤�t	î�•�”�\�q�t�b�”�{
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Existence and nonexistence of global solutions for

nonlinear heat equations on a bounded domain


ã�´�>�G�¶�G�¶�Ã 
Œ
��g�»�¶�Z�€�J 
ú�g�¶�t� �;
ú�g�¶
•�È

�*�� �ä�� (Kosuke KITA)

�“�A


¶�í���t�S�Z�”
‡
¢���ä�M���Ü (�{�>�M���Ü ) �p�x�|�M���Ü�w
‡
¢���ò�w�ˆ�q�{�>�¦
:�q�z�y�•

�”�í���Í�i�t�‘�l�o���‡�”
:�w�G	–�t�‘�l�o	s�8�‹�ð�J�w
Y�‹�r�w�•�ˆ�U�G�V�X�Ÿ�s�”�\�q�U�Œ

�’�•�o�M�”�}�\�\�p�x�|���„�–�¬�t�S�Z�”	s�8�‹�¥�„�‹�ð�J�w
Y�‹�Ì���G�¬�r�w���O�~
‡���O�U�|


²	\�w�{�>�M���Ü�w�7�t
‡
¢���ò�w�ˆ�p�x�s�X�|�¥�„	Ú�E�t�‘�l�o�›�Ã
Ç�Z�’�•�”�\�q�t�m�M�o

�ß�o�b�”�}

1 �‹�Ö

�Š�Ø�p�x	��t�Í�w�L
ú���M���Ü�t�m�M�o�ß�o�b�”�}
8
><

>:

@t u � � u = jujp� 2u; t > 0; x 2 
 ;

(�¥�„	Ú�E ); t > 0; x 2 @
 ;

u(0; x) = u0(x); x 2 
 :

(1.1)

�\�\�p�| 
 �x�È�’�T�s�¥�„ @
 �›�Ë�m RN �w���„�–�¬�|�ƒ�M�x
¶�í�� 
 = RN �q�b�”�}�`�`�|


 = RN (�{�>�M���Ü ) �w	Ô�ù�x�¥�„	Ú�E�x�ß�Q�s�M�‹�w�q�b�”�}�Š�Ø�›�è�`�o
‡
¢���ò�x��
¢���|

���j p > 2 �q�`�|	s�8�‹�x	×�t u0 � 0 �T�m u0 6� 0 �q�b�”�}�\�\�p�x
Œ�c�|�M���Ü (1.1) �t�m�M�o

�‘�X�Œ�’�•�h�Ä�î�›���o�t�5�Š�”�}	˜�|�Š
…�p�x�r�w�«�å�µ�t�m�M�o�x�&�p�t�È�’�T�s�‹�w�›�ß�Q

�”�}�<�G�w�º�0�t�|�f�w	Ä�I�t�m�M�o�x�| [4, 5, 7, 13, 14, 15]�s�›�€	°�}


¶�í���t�S�Z�” (1.1) �x�Æ�Ï�¤�~�µ�Ä�”�«�µ�M���Ü�w�Z�€�w�•�t�{�>�º
Œ
\�t�‘�l�o�ß�Š�^�•�h�ð

�J�p�K�”�U�|�°�7�s���ù�>�.�w�é	®�g�æ�t�‘�“�‹	Z�^�•�”�Þ�Ã�ç�M���Ü�p�‹�K�“�|�7�‘�s���º�p�q�•

�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�}�\�w�M���Ü�w
Y�‹�r�w�Ï���x�|
‡
¢���ò�w�¦
: p �t�‘�l�o�!�˜�”�\�q�U [5]

�t�‘�l�o�Ô�^�•�h�}

���g 1.1 (�{�> [5]). pF = 2 + 2
N �q�b�”�}�M���Ü (1.1) �w
Y�‹�r�t�m�M�o�|�Í�U
R�“�q�m�}

(i) 2 < p < p F �s�’�y�|
¶�o�w�r�x���v�Ì���p
0
C�b�”�}

(ii) pF < p �s�’�y�|�K�”	s�8�‹�t�0�`�o�r�x�Ì���G�¬�$�t���O�b�”�}

�\�w pF �›�{�>�¦
:�q�z�•�}�{�>�¦
:�x�|�M���Ü (1.1) �t�S�M�o�¦�„�ò�U�Á�M (�í���°�7�s ) 	×
•
ü

�M���Ü�w�r�w
0
C�w�è�”�Ä�q
S� �ò�U�Á�M
¢���ä�M���Ü�w�r�w L 1 �Ê�ç�Ü�w�n
0�w�è�”�Ä�U�ü�“�ù

�O�¦
:�q�`�o���Ü�$�t�g�r�p�V�”�}	˜�|�j�•�O�r�Ÿ�„ (p = pF ) �w	Ô�ù�x���g 1.1 �w (i) �q�‰�7�t
Y
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�‹�r�x
0
C�b�”�\�q�U
ü�T�l�o�M�”�}
Ö�ø�!�=�r�›�•�b�q
Y�q
Û�w
æ
ü�w
ì�“�^�;�t�‘�“�|�r�w
0
C

�›�H
M�b�”�D�ó
Q�U
\�a
Y�‹�r�w	Ô�ù�q�x�‰�7�q�s�’�s�M	Ô�ù�U�I�\�“�˜�”�}�í�� 1 �Í�i (N = 1)

�w	Ô�ù�t�m�M�o�x [11, 12] �›�€	°�}

�–�¬ 
 �U���„�w	Ô�ù�x�|�E
¯�$�s�¥�„	Ú�E�q�`�o�Ž�<�w�‹�w�U�ß�Q�’�•�”�}

u = 0 ; t > 0; x 2 @
 ; (
j�Í�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú�E ); (1.2)

@� u = 0 ; t > 0; x 2 @
 ; (
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú�E ): (1.3)

�\�\�p�| � �x @
 �w�Ž�²�V�o�•�O
¢�Õ�«�Ä�ç�p�K�“�| @� �x�O
¢
•
ü�›
¯�b�}
j�Í�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú

�E�q
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú�E�x�|�f�•�g�•�u	)���¥�„	Ú�E�~
S�ù���¥�„	Ú�E�q�‹�z�y�•�o�M�”�}
j�Í

�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú�E�<�p�w (1.1) �x�&�p�t	–�^�s	s�8�‹�t�0�`�o�Ì���G�¬�r�U���O�b�”�\�q�U�Œ�’�•

�o�M�”�}�°�M�p
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú�E�<�t�S�M�o�x (1.1) �w�Ú�™�w
Y�‹�r�x���v�Ì���p
0
C�b�” (cf.

[13])�}
¶�í���w�{�>�M���Ü�q�Ÿ�s�“�|���„�–�¬�t�S�Z�”
‡
¢���ä�M���Ü�w�r�w�•�ˆ�t�0�`�o�x�|
‡
¢

���ò�w�¦
:�‘�“�‹�á�–�|�¥�„	Ú�E�U	O�A�s�þ�Â�›�r�l�o�M�”�q�ß�Q�’�•�”�}

	Í�G�w�\�q�T�’�|���„�–�¬�t�S�Z�”
‡
¢���ä�M���Ü�t�0�`�o
¶�í���w�{�>�M���Ü�t�0�b�”�{�>�Ÿ�„

�¦
:�w�A�L�t�0� �b�”�Ÿ�„�q	Å�›�Ì�’�T�t�b�”�t�x�|�K�”�™�¯�p
j�Í�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú�E�q
j�Í�Ê� 

�Ú�ï�¥�„	Ú�E�w \ �� " �q�s�”�‘�O�s�¥�„	Ú�E�›�ß�Q�”�w�U�×
µ�p�K�”�q�ß�Q�h�}�\�\�p�7�‹�o	m�s
j

�Í�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú�E�q
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú�E�›�(�Y�¥�„	Ú�E�q�`�o�Í�w�é�Ì�ï�¥�„	Ú�E�U�Œ�’�•�o

�M�”�}

@� u + �u = 0 ; t > 0; x 2 @
 ; (�é�Ì�ï�¥�„	Ú�E ): (1.4)

�\�\�p � > 0 �x
Y��
:�p�K�”�}�\�w�é�Ì�ï�¥�„	Ú�E�x�¥�„�t�S�Z�”�ä�L�ù�U
¢���p�K�”�\�q�›
¯�`

�o�M�”�}���Ü�$�t�x � ! 0 �p
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú�E�| � ! + 1 �p
j�Í�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú�E�q�_�O

�b�\�q�U	Z�R�”�}�q�\�–�U�×�?�s�”	–�^�s � > 0 �t�0�`�o�‹�|	G
ü	–�^�s	s�8�‹�w�<�p (1.4) �<�p

�w (1.1) �w�r�x�Ì���G�¬�$�t���O�b�”�Ä�U�Ô�^�•�”�}���j�|�\�w�™�¯�p�é�Ì�ï�¥�„	Ú�E�x�Ã�Ÿ�æ�«�è

�¥�„	Ú�E�t�Ù�M�q�M�O�Ä�U
ü�T�”�}�Ž	Í�‘�“�|���„�–�¬�t�S�Z�” (1.1) �w�Ì���G�¬�s
Y�‹�r�w���O�~


‡���O�t���b�”�Ÿ�„�q	Å�x�é�Ì�ï�¥�„	Ú�E�p�x�_	Z�b�\�q�U	Z�R�s�M�} (�ƒ�M�x
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú

�E�U�j�•�O�r�Ÿ�„�w	Ô�ù�q�
�Q�_�”�›�˜�s�M�} )

�Š�Ø�p�x�é�Ì�ï�¥�„	Ú�E�q�x�Ÿ�s�”�
�:�T�’���„�–�¬�t�S�Z�”
‡
¢���ä�M���Ü�w�Ÿ�„�q	Å�t�m�M�o

�ß�o�b�”�}�A�L�›	\�‚�”
²�t�|
‡
¢���¥�„	Ú�E�w�î
Ê�ˆ�p�ð�J�›���Ü�=�b�”�}
Œ�c�|�Ã�G�o�Ð�^�;
É

�q�¼
•
ü�^�;
É�t�m�M�o���o�t
†�Ì�b�”�}	Ä�`�X�x [1, 2] �s�r�›�€	°�}�º
u (�; �)H �›�Ë�m�Î�ç�Õ�ç

�Ä�í�� H 	Í�w���A�^�;
É A : H ! 2H �›�ß�Q�”�}�^�;
É A �w���[�¬�› D(A) := f x 2 H ; Ax 6= ;g

�q�b�”�}�\�w�q�V�|�f�w�¬�å�Ñ G(A) := f (x; y) 2 G(A) ; x 2 D(A); y 2 Ax g �U

(x1 � x2; � 1 � � 2)H � 0; 8(x1; � 1); 8(x2; � 2) 2 G(A)

�›�¬�h�b�q�V�|�^�;
É A �U�o�Ð (monotone) �p�K�”�q�M�O�}�^�’�t�|�o�Ð�^�;
É A �U�×�?�s�”�o

�Ð�¦�Á�‹�Ë�h�s�M�q�V (�o�Ð�^�;
É�q�`�o�w�¦�Á�U�×
ü�×
��w�ˆ�w	Ô�ù )�| A �x�Ã�G�o�Ð (maximal

monotone) �^�;
É�q�M�O�}�Í�t�| �( H ) �p H 	Í�w�&
Y�¤�<
R�È��
Z
5
: � : H ! (�1 ; + 1 ] 
¶�.

�w	B�ù�q�b�”�}�\�\�p � �U�&
Y�q�x � �w���®�–�¬ D(� ) := f u 2 H ; � (u) < + 1g �U�í�p�s�M�\�q
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�›�M�O�}�\�w�q�V�| � 2 �( H ) �q�¤ u 2 D(� ) �t�0�`�o�| � �w u �p�w�¼
•
ü @�(u) �›

@�(u) = f f 2 H ; � (v) � � (u) � (f; v � u)H ; 8v 2 D(� )g

�q���Š�”�}�‡�h�| @� : H ! 2H �›���[�¬�› D(@�) := f u 2 D(� ) ; @�(u) 6= ;g �q�b�”���A�^�;
É�q

�`�|�\�•�›�¼
•
ü�^�;
É�q�z�•�}�°
`�t�¼
•
ü�^�;
É�x�Ã�G�o�Ð�^�;
É�q�s�”�\�q�U�Œ�’�•�o�M�”�}

���„�–�¬�t�S�Z�” (1.1) �›�~�Š�o�Í�w�‘�O�t	{�V�Ú�b�}

8
><

>:

@t u � � u = jujp� 2u; t > 0; x 2 
 ;

� @� u 2 � (u); t > 0; x 2 @
 ;

u(0; x) = u0(x); x 2 
 :

(P)

�\�\�p�| � �x � (0) 3 0 �›�¬�h�b R 	Í�w�Ã�G�o�Ð�^�;
É�p�K�“�|�K�”�&
Y�¤�<
R�È��
5
: j : R !

R [ f + 1g �w�¼
•
ü�›�;�M�o � = @j �q	{�Z�”�}�°
`�t�x � �x���A�^�;
É�p�K�”�\�q�t�«�™�}�p
µ�|

� (r ) = 0 �ƒ�M�x � (r ) = �r �q�b�•�y (P) �w�¥�„	Ú�E�x�f�•�g�•
j�Í�Ê� �Ú�ï�¥�„	Ú�E (1.3)�|�é�Ì

�ï�¥�„	Ú�E (1.4) �q�s�”�} (�Ž�<�| � N (r ) = 0 �q�b�”�} ) �‡�h�|

� D (r ) :=
� R; r = 0 ;

; ; r 6= 0 ;

�q�S�Z�y�| � = � D �w�q�V (P) �x
j�Í�Ã�Ÿ�æ�«�è�¥�„	Ú�E�t�0� �b�”�}

r

� D (r )

O
r

� N (r )

O

�Š�Ø�p�x�| � = � D �w�q�V�w (P) �› (P) D �| � = � N �w�q�V�w (P) �› (P) N �q
¯�b�\�q�t�b�”�}

�‡�h�|���„�–�¬�t�S�Z�” (P) �w�r�w�•�ˆ�t���b�”	Í�G�w�Ä�î�›�•�‡�Q�o�|�Í�w�t�?�›�‹�Ö�b�”�}

���[ 1.2. �M���Ü (P) �w�r�w�Ã�G���O�Ì���› Tm �q
¯�b�}

(i) �M���Ü (P) �U D-type () 9 u0 2 L 1
+ (
); Tm = + 1 .

(ii) �M���Ü (P) �U N-type () 8 u0 2 L 1
+ (
) ; Tm < + 1 .

�`�`�| L 1
+ (
) = f v 2 L 1 (
) ; v � 0; v 6� 0g �p�K�”�}

�Ì�’�T�t (P) D �x D-type �p�K�“�| (P) N �x N-type �p�K�”�}

�«�™ 1.3. �M���Ü (P) �x u0 2 L 1
+ �t�0�`�o�|�Í�w�«�å�µ�w
‡
Û�w�°�™�Á	t�r�›�Ë�m�Ä�U
‡
¢��
C�2

�M���Ü�w�¨	Å�æ�w� �;�T�’�Ô�^�•�”�}	Â�Ì�t�m�M�o�x [9, 10] �›�€	°�}

u 2 C([0; T]; L 2(
)) \ L 1 (0; T; L 1 (
)) ; @t u; � u 2 L 2(0; T; L 2(
)) :
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2 	��A�L

�6�S�|�ð�J�q
ƒ���›�Ì�’�T�t�`�o�S�X�}�Š
…�Ž�<�p�x�Í�w�ð�J�›�ß�o�b�”�}

8
><

>:

@t u � � u = jujp� 2u; t > 0; x 2 
 ;

� @� u 2 � � (u); t > 0; x 2 @
 ;

u(0; x) = u0(x); x 2 
 :

(P) �

�\�\�p�| 
 � RN �x�È�’�T�s�¥�„ @
 �›�Ë�m���„�–�¬�q�`�| � �p�f�w�Ž�²�V�o�•�O
¢�Õ�«�Ä�ç�›
¯�b

�‹�w�q�b�”�}�^�’�t�| � � �x � > 0 �›�Í�å�Ý�”�»�”�q�b�”�Ž�<�p���[�^�•�”�Ã�G�o�Ð�¬�å�Ñ�q�b�”�}

� � (r ) =

8
>>><

>>>:

(�1 ; 0]; r = � �;

0; jr j < �

[0; + 1 ); r = �;

; ; jr j > �:

r

� � (r )

O �
-�

�\�\�p�| � ! 0 �p � � ! � D �| � ! + 1 �p � � ! � N �q�s�”�\�q�t�«�™�}���j�| � = 0 �p (P) �

�x (P) D �| � = + 1 �p (P) � �x (P) N �q�_�O�d�”�}	��A�L�x�Ž�<�w�è�“�p�K�”�}

���g 2.1. �K�” � c 2 (0; + 1 ) �U���O�`�o�|�Í�U
R�“�q�m�}

(i) � < � c �s�’�y (P) � �x D-type.

(ii) � > � c �s�’�y (P) � �x N-type.

3 	Â�Ì�w�“�t

	����g�w	Â�Ì�t�x
‡
¢���¥�„	Ú�E�›
P�O�L
ú���M���Ü�t�0�b�”
z�±���g�›�;�M�”�} (�H 15 �s
:�¶
ï

�ù	�	��Z�€	B�q�w�Â�«�Ç�§�ç�è�Ù�”�Ä [8] �• [10] �›�€	°�} ) �Ž�<�t�f�w
z�±���g�›���o�t	\�‚�”�}�Í

�w	s�8�‹�¥�„�‹�ð�J�›�ß�Q�” .

NBC( f; �; a ; T)

8
><

>:

@t u � �u = f (u); t > 0; x 2 
 ;

� @� u 2 � (u); t > 0; x 2 @
 ;

u(0; x) = a(x); x 2 
 :
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���o�w�h�Š�|�\�\�p�x�¤�G�ø�w
ƒ���x�Ž
²�w�·�«�³�ã�ï�q�‰�a�‹�w�q�b�”�}�‡�h�| f : R ! R �x�°�A

�w�ø
þ�p�K�” . 	s�8�‹�› a 2 L 1 (
) �q�` , T > 0 �x NBC( f; �; 
; a ; T) �w�r�w�Ã�G���O�Ì���q�b�” .

�\�\�p�x , NBC( f; �; 
; a ; T) �w�r�› C([0; T); L 2(
)) \ W 1;2
loc ((0; T); L 2(
)) \ L 1 (0; T; L 1 (
)) �w

�«�å�µ�t���b�”�§�r�q���Š�” . (�«�™ 1.3 �›�€	°�} )

���g 3.1. ui �›�f�•�g�• NBC( f i ; � i ; ai ; Ti ) ( i = 1 ; 2) �w�§�r�q�b�” . �Ž�<�›�>���b�” .

(A1) a1 � a2 a.e. in 
 ,

(A2) (i) supf b2 ; b2 2 � 2(r 2)g � supf b1 ; b1 2 � 1(r 1)g 8r 1 2 D(� 1), 8b2 2 D(� 2) with r 1 > r 2,

or

(ii) r 1 � r 2 8r 1 2 D(� 1), 8r 2 2 D(� 2).

(A3) F1 � F2 a.e. in R �T�m F1 �q F2 �w	—�s�X�q�‹�°�M�x�Á	t Lipschitz �È�� .

�\�w�q�V , �Í�U
R�q�b�” .

u1(t; x ) � u2(t; x ) 8t 2 [0; T]; a:e: x 2 
 :

�\�\�p , T = min( T1; T2) �q�b�” .

	Â�Ì�w�v�•�x�Ž�<�w�è�“�p�K�”�}

� 0 := inf f � > 0 ; (P) � is N-type.g

Step 1: � 0 < 1 .

Step 2: � > � 0 �s�’�y (P) � �x N-type.

Step 3: � 0 > 0.

Step 4: � < � 0 �s�’�y (P) � �x D-type.

�¤�µ�Â�¿�Ó�x�&�p�s
z�±
5
:�›�;�M�o
z�±���g�‘�“�Ô�^�•�”�}�7�™�t � c = � 0 �q�`�o���g�w	��Á�›

�˜�”�}
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�^�;
É�w�Õ�«�Ä�ç�•�w�^�;�t���b�” Krylov 
æ
ü�í���O

NTT �É�¿�Ä�ë�”�«�±�”�Ï�µ�³�µ�Â�Ü�Z�€	t /

���/�[	X�G�¶�G�¶�Ã �g�»�¶�Z�€�J �,
Å�g�»�¶
•�È

�®�Š���ó (Yuka HASHIMOTO)

�“�A

�Ù�å�|�Ì�%�»�Ã�”�»�r
s�w	��O�w�{�q�m�q�`�o�|�Ã�”�»�U
‡
¢���—�¶�%�T�’
\�a�h�‹�w�q�ß�Q�|

�f�w�—�¶�%�w�Ì��
C�2�›
¯�b
¢���^�;
É�¢ Perron-Frobenius �^�;
É�£�›
*���b�”�\�q�p�r
s�›

�æ�O�M�O�U�«�è�›	B�Š�o�M�”�} Perron-Frobenius �^�;
É�x�| Hilbert �í��	Í�w
¢���^�;
É�q�`�o

���[�^�•�”�h�Š�|�\�•�›
*���b�”�h�Š�w Krylov 
æ
ü�í���O�U�b�;�p�V�”�}�°
`�$�t�x�|
¢���^

�;
É�›�K�”�Õ�«�Ä�ç�•�^�;�^�d�h�‹�w�› Krylov 
æ
ü�í��	Í�p�Ù�Å�b�”�ð�J�q�s�”�}�Š�Ø�p�x�|

Krylov 
æ
ü�í���O�q�`�o Shift-invert Arnoldi �O�›�&�;�`�h	Ô�ù�w	)��
Q�r
s�›�æ�O�}

�Š�Ø�x���/�[	X�G�¶�w�ú�É�|�¯�q�w�ž�‰�Z�€ [1] �t�,�n�X�}

1 	‚�æ

Krylov 
æ
ü�í���O�x�|
¢���^�;
É�w	ü�”
ã�M�›�Ù�Å�b�”�M�O�q�`�o�7�‘�s�Z�€�U�æ�˜�•�o�V�h�}

Hilbert �í�� H 	Í�w
¢���^�;
É A �q�Õ�«�Ä�ç v 2 H �t�0�`�o�| m �Í�i Krylov 
æ
ü�í�� Km (A; v)

�x�Ž�<�w�‘�O�t���[�^�•�”�}

Km (A; v) = Spanf v; Av; : : : ; A m vg

�h�i�`�| f v; Av; : : : ; A m vg �x�°�Í� �q�p�K�”�q�b�”�}

�°�M�|�Ù�å�|�Ì�%�»�Ã�”�»�r
s�w	��O�w�{�q�m�t�|�Ã�”�»�U
‡
¢���—�¶�%�T�’
\�a�h�‹�w�q�ß�Q�|

�—�¶�%�w�Ì��
C�2�›
¯�b Perron-Frobenius �^�;
É�›
*���b�”�M�O�U�«�è�›	B�Š�o�M�”�}�«�Q�y�|	Ý

�6�í�� X 	Í�w�m�„�—�¶�% x t +1 = h(x t ) �t�0�b�” Perron-Frobenius �^�;
É K �x�| RKHS �q�z�y�•

�”�Á�v�Í�i Hilbert �í�� H 	Í�w
¢���^�;
É�q�`�o�|�Í�Ü�w�‘�O�t���[�p�V�” [2, 3]�}

K� (x) = � (h(x))

�h�i�`�| � : X ! H �x�›�Ã�ø
þ�q�z�y�•�|�è	×�|���v�Í�i�í���p�K�” X �›�Á�v�Í�i�í�� H �•� �b�‹

�w�p�K�”�} Hilbert �í�� H �w�i � (x) �q � (y) �w�º
u�x positive de�nite kernel �q�z�y�•�”��
:�t�‘

�“�|�k�µ�t�-�‰�U�D�ó�q�s�”�}�‡�h�|�—�¶�% x t +1 = h(x t ) �T�’
\�a�h�
���Ã�”�» x0; : : : ; xm � 1 �t�0

�`�o�| � (x0); � (x1) = K� (x0); : : : ; � (xm � 1) = K m � 1� (x0) �U�Á�”�í�� Km (K; � (x0)) �x�| Krylov


æ
ü�í���q�s�”�}�\�w�h�Š�|�Á�v�Í�i�í��	Í�p���[�^�•�h Perron-Frobenius �^�;
É K �›
*���b�”

�h�Š�w Krylov 
æ
ü�í���O�U�|�)�Q�’�•�h���v�x�w�Ã�”�»�w�ˆ�T�’�î�æ�D�ó�q�s�” [2, 4]�}�b�s�˜�j�|

�K�”�Ì���t�S�Z�”�
���Ã�”�»�T�’�|	•�R�w�Ì���t�
���^�•�”�p�K�–�O�Ã�”�»�'���t�b�;�p�V�”�}�\�•

�x�|�
���Ã�”�» z �t�0�`�o�|�^�;
É�Õ�«�Ä�ç
u K n � (z) �› Km (K; � (x0)) 	Í�p�Ù�Å�b�”�ð�J�q�s�”�}
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Perron-Frobenius �^�;
É K �x
‡���„�t�s�”�«�‹�Œ�’�•�o�S�“ [5]�|�f�w	Ô�ù�|�í�� Km (K; � (x0))

�›�;�M�”�M�O�¢ Arnoldi �O�£�x	)��
Q�U�-	Â�^�•�s�M�}�f�\�p�| K �w�E�˜�“�t���„�^�;
É (
I � K ) � 1

�t�0�b�” Kryov 
æ
ü�í���›�Ï
R�b�” Shift-invert Arnoldi �O�U���Š�^�•�o�M�” [4]�}�h�i�`�| 
 �x�| K

�w�µ�Ö�«�Ä�ç	B�ù�t���‡�•�s�M
ó
É
:�p�K�”�}�Š�Ø�p�x�|�^�;
É�Õ�«�Ä�ç
u�w Shift-invert Arnoldi

�O�t�‘�”�Ù�Å�w	)��
Q�r
s�›�æ�O�}

2 �^�;
É�Õ�«�Ä�ç
u�w�h�Š�w Shift-invert Arnoldi�O

H �›�D
ü�s Hilbert �í���q�`�| K �› H 	Í�w
¢���^�;
É�| v 2 H �q�b�”�}�Š
…�p�x�|�×
µ
: n �t�0

�`�o�| K n v �›�Ù�Å�b�” Shift-invert Arnoldi �O [4] �›�ß�Q�”�} 
 �› K �w�µ�Ö�«�Ä�ç	B�ù�t���‡�•�s�M


ó
É
:�| Z = ( 
I � K ) � 1 �q�`�|	s�8�Õ�«�Ä�ç u0 2 H �| i = 1 ; : : : ; m �t�0�`�o�| ui = Zu i � 1 �q�b�”�}

QR 
ü�r�t�‘�“ u0; : : : ; um � 1 �›
Y�F�Ú�¦�=�`�| [u0; : : : ; um � 1] = Qm Rm �›�¬�h�b Qm : Cm ! H �|

Rm 2 Cm � m �›�{�Š�”�}�h�i�`�| Qm �x�|
Y�F�Ú�¦�,�� f q0; : : : ; qm � 1g �t�‘�“�| Qm = [ q0; : : : ; qm � 1]

�q�s�”�}
¢���^�;
É Qm Q�
m �x�| H �T�’ u0; : : : ; um � 1 �w�Á�”�í���¢ Krylov 
æ
ü�í���£�•�w�ù�è�^�;


É�t�s�”�}�‘�l�o�| ~L m = Q�
m ZQm �q�b�”�q�| ~L m �x�| Z �› Krylov 
æ
ü�í���•�ù�è�`�h�^�;
É�w�æ

�»
¯�q�p�| Rm �U�D�o�s�’�y�|�Í�Ü�U�˜�’�•�”�}

~L m = Q�
m [u1; : : : ; um ]R� 1

m

Shift-invert Arnoldi �O�t�‘�” K n v �w�Ù�Å�x�| ~L m �U�D�o�s�Ì�|�Í�Ü�p�)�Q�’�•�”�}

K n v � Qm f ( ~L m )Q�
m v := aSIA

m (1)

�h�i�`�| f (x) = ( 
 � x � 1)n �p�K�”�}

3 	)��
Q�r
s

�Š
…�p�x�| Shift-invert Arnoldi �O�t�‘�”�Ù�Å (1) �w	)��
Q�r
s�›�æ�O�}
¢���^�;
É K �U
‡���„

�p�K�”�q�V�| 0 �x Z �w�µ�Ö�«�Ä�ç�p�K�”�}�°�M�p�| f �x 0 �t�S�M�o�r
s�$�p�x�s�M�w�p�| f ( ~L m ) �›

K �w�Ù�Å�q�ß�Q�o�Ú
€�$�t�r
s�b�”�w�x�É�`�M�}�f�\�p�| f �w�E�˜�“�t�| 0 �t�S�M�o�r
s�$�s��
:

g(x) = xn (
x � 1)� n �›�;�M�”�}�Õ�«�Ä�ç K n v �w�Ù�Å am �w�’�)�› res(am ) = kK � n am � vk �q��

�Š�”�} Krylov 
æ
ü�í���›	.
Y�`�| w0 2 H �t�0�`�o�| Z m � n � 1w0; : : : ; Zw0; w0; K � 1w0; : : : ; K � n w0

�U�Á�”�í�� V 	Í�p�w Shift-invert Arnoldi �O�›�ß�Q�”�}�’�)�w V 	Í�w�7	–�‹�› r m �q�b�”�q�|���g

3.1 �›�˜�”�}�h�i�`�| W (Z ) �x Z �w�‹�¬�›
¯�`�| � > 0 �q r > � �t�0�`�o CnW (Z ) �T�’ Cnfj xj � � g

�•�w�s�¯�ø
þ � �›�;�M�o�| � r �› � = r �w�s�ô
¢�w�º
æ�q�b�”�}�^�’�t�| kf k1 = supx 2 � r
jf (x)j �q

���Š�”�\�q�t�b�”�}

���g 3.1 m � 2n + 1 �q�b�”�}�‡�h�| 0 �x K �w�µ�Ö�«�Ä�ç	B�ù�t���‡�•�s�M�q�b�”�} n �Í ���ò�Ü qn

�q m � n � 1 �Í���ò�Ü ~qm � n � 1 �›�| qn (K � 1)w0 + ~qm � n � 1(Z )w0 = aSIA
m �t�‘�“���Š�”�}��
: g �x

� r �p�r
s�$�q�`�|�K�” C > 0 �U���O�`�o kqn (K � 1)w0k � C �›�¬�h�b�‹�w�q�b�”�}�\�w�q�V�|�K�”
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C0 > 0 �U���O�`�o�| aSIA
m �w�’�)�q�’�)�w�7	–�‹ r m �q�w�)�x�|�Í�Ü�w�‘�O�t
°�A�p�V�”�}

k res(aSIA
m ) � rm k � C0 (�=r )m

1 � �=r

�’�)�w�7	–�‹ r m �x m �w
ÿ�C�q�ž�t�n	—�`�o�M�X�h�Š�| m �›	G
ü�G�V�X�q�•�y�| aSIA
m �w�’�)�x m

�w
ÿ�C�q�q�‹�t�n	—�b�”�\�q�t�s�”�}

4 �A �æ

�Š�Ø�p�x�|�^�;
É�Õ�«�Ä�ç
u�w Shift-invert Arnoldi �O�t�‘�”�Ù�Å�w	)��
Q�r
s�›�æ�M�|�’�)�U

Krylov 
æ
ü�í���w�Í�i�w
ÿ�C�q�q�‹�t�n	—�`�o�M�X�\�q�›�Ô�`�h�}

�€�ß���Y
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Æ�ˆ�:���g�q�-�‰�”�g�æ

�Ý	-�G�¶�G�¶�Ã 
:�g�¶
Î 
:�g�¶
•�È


t�é�1 (Takashi ISHIZUKA)

�“�A

�-�‰�”�«�å�µ TFNP �x�|�r�w���O�U�-	Â�^�•�h�-�‰�”�«�å�µ�p�K�”�} TFNP �w�É�`�^�›�^�æ�b

�”�q�V�|
:�¶�t�S�Z�”���O���g�¢
K�w
å�j�g�|�r	��4�J�|
Æ�ˆ�:���g�s�r�£�U�Æ�;�^�•�”�} Nash

�É�ç�q Brouwer �w
Æ�ˆ�:�U�°�•�b�”�q�M�O�Ä�î�T�’�|
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�w�É�`�^�x�þ�q�J�¶�~�-�‰

�;�J�¶�w
Ò�M�T�’�«�è�^�•�o�M�”�}�Š
C
¯�p�x�|�è��	��w�A�L�›�¦�Q�m�m�|
Æ�ˆ�:���g�q�-�‰�”

�g�æ�w�����›	º�p�b�”�}

1 �x�a�Š�t

�ž�ç�°�æ�¶�Ü�¢ algorithm �£�q�x�|�-�‰�ð�J�›�r�X	��O�›�{�q�m�{�q�m�Ô�`�h�‹�w�p�K�”�}���X�w

	Ô�ù�|�ž�ç�°�æ�¶�Ü�w�®�p
Q�x�|�° P vs. NP�ð�J�±�w���º�p�^�æ�^�•�”�}�\�•�x�|�Û�è�Ç�ž�Ü�R	Æ�ð

�J�w�{�q�m�p�K�“�|
:�¶�~�g�æ�-�‰�;�J�¶
Ò�M�w
ü�ú�t�S�Z�”�7	O�A�°�r�>�ð�J�p�K�”�}

�-�‰�”�g�æ�q�x�|�-�‰�ð�J�w�É�`�^�›���”�$�t
°�A�`�|�®�p�$�s�ž�ç�°�æ�¶�Ü�w���Á�›�Ì�¬�t�b�”

�Z�€
ü�ú�p�K�”�}�-�‰�ð�J�t�x�|�G�V�X
ü�Z�o�~�h�m�w���Ü�U�K�”�}�{�q�m�x�| Yes/No �p�t�Q�”�\

�q�U�D�ó�s
Q���ð�J�p�K�”�}�‹�O�{�q�m�x�| �é�.�$�s�r�›	Z�—�b�”�s�g�ð�J�p�K�”�}�Ž�<�t�é�.�«

�›�Ô�b�•


Q���ð�J �×
µ
: N �x
É
:�p�K�”�T�•

�s�g�ð�J �×
µ
: N �›�Â�“
~�”
É
: p �x�?�T�•


²	��w�ð�J�x�| Yes/No �p�t�Q�”�\�q�U�p�V�”�€�×
µ
: N �U
É
:�p�K�”�T
q�T�x�|�°�™�t���‡�”�}�°

�M�p�|�™	��w�ð�J�› Yes/No �p�t�Q�”�\�q�x
Æ�&
~�p�K�”�}�é�.�$�s�×
µ
:�¢�‘�“
Y�¬�t�x
É
:�£�›

���Ô�b�”
ž�A�U�K�”�}

�-�‰�”�«�å�µ P �q NP�x�|
Q���ð�J�t���b�”�«�å�µ�p�K�”�} Papadimitriou [ 20] �x�|�° P vs. NP�ð

�J�±�›�s�g�ð�J�w���º�p�|�s�A�s�° FPvs. FNP�ð�J�±�•�q�¦�Á�`�h�}

�s�g�ð�J�x�|�°�)�Q�’�•�h�Ö�—�t�0�b�”�&
~�s�r�›�_�m�Z�”�ð�J�±�q�`�o���Ü�=�^�•�”�-�‰�ð�J�p

�K�”�}�Š�Ø�p�x�|�Ž�<�w�~�h�m�w	Ú�E�›�¬�h�b�s�g�ð�J�›�{�O�•

1. �r�w�±� �¶�x�|�Ö�—�Õ�w���ò�Ü�±� �¶�p�K�”�€

2. �r�w�%�p
Q�x�|���ò�Ü�Ì���p
Q���p�V�”�}

	Í�G�w�~�h�m�w	Ú�E�›�¬�h�b�s�g�ð�J�›���ò�Ü�Ì���v���s�g�ð�J�q�z�•�}�Š�Ø�p�x�|���ò�Ü�Ì���v��

�s�g�ð�J�`�T�{�˜�s�M�h�Š�|�\�•�’�›�o�t�s�g�ð�J�q�z�•�\�q�t�b�”�}�-�‰�”�«�å�µ FNP�x�|�s�g�ð
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�J
¶�.�w�«�å�µ�p�K�”�}�s�g�ð�J�U�ì
‹
Q�¢ totality �£�›�Ë�m�q�x�|�Í�w	Ú�E�›�¬�h�b�q�V�›�M�O�•

ˆ �Ú�™�w�Ö�—�t�0�`�o�|	—�s�X�q�‹�{�q�m�w�r�U���O�b�”�}

�ì
‹
Q�›�¬�h�b�s�g�ð�J�w�\�q�›�ì
‹�s�g�ð�J�q�z�•�}�-�‰�”�«�å�µ TFNP�x�|�ì
‹�s�g�ð�J
¶�.�w

�«�å�µ�p�K�”�}

�s�g�ð�J�w�-�‰�”�g�æ�p�x�|�°
`�$�t TFNP�w
æ
ü�«�å�µ�w
ó�v�^�t	¯�:�›�K�o�”�} Papadimitriou

[20] �x�|�ì
‹
Q�w	Â�Ì�M�O�t�,�n�V�|�s�g�ð�J�›�M�X�m�T�w�«�å�µ�•
ü�¨�`�h�}�E
¯�$�s�-�‰�”�«�å

�µ�x�| PPAD, PPA, PPP�s�r�p�K�”�¢	Ä�I�t�m�M�o�x�| [15] �›�€	°�b�”�\�q�£�}

���X�w	Ô�ù�|�s�g�ð�J�w�-�‰�”�g�æ�w�Z�€�ˆ�;�x�|� �;�$�s���Ø | �î�þ�q�t�q�•�”�-�‰�ð�J�w

�r�> | �T�’�R�”�\�q�U���M�}�Á	t�7�&�r�›�{�Š�”�ð�J [17] �•�|�&�A�Þ�Ã�ç�w�É�ç�:�›�{�Š�”�ð

�J [7, 25]�|�¬���s
�
ü�~�Â�“�p�o�›�{�Š�”�ð�J [14, 18, 22] �s�r�p�K�”�}�\�•�’�w�ð�J�x�|�M�c�•�‹

�r�w�%�p
Q�U	Â�U�0�›�p�K�“�|	×�t�r�›���b�”�‘�O�s�ð�J�p�K�”�}�°�M�p�|�®�p�$�s�-�‰	��O�U�¬�q

�^�•�o�M�s�M�ð�J�q�s�”�}

�Š�Ø�w�è�$�x�|
Æ�ˆ�:���g�q�-�‰�”�g�æ�w�����›	º�p�b�”�\�q�t�K�”�}�›�t�|�°
Æ�ˆ�:���g�t�‘�l

�o���O�U�-	Â�^�•�h
Æ�ˆ�:�›�-�‰�b�”�ð�J�¢
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�£�±�w�É�`�^�t���b�”�°�È�w�Z�€�w�v�•

�›	º�p�b�”�}

2 �s�g�ð�J�w�-�‰�”�g�æ

2.1 	j
‹

�\�\�p�x�|�Š�Ø�p�–�;�b�”�G�ø�•�;� �›�‹�Ö�b�”�}�s�S�|�-�‰�”�g�æ�t���b�”�,�Š�$�s�Ä�ò�x�|
ª

	j�$�s�­�J	{�›�€	°�^�•�h�M�¢�h�q�Q�y�| [1,21,23] �s�r�£�}

�Š�Ø�p�x�|�×
µ
:�x 0 �›���‡�s�M�‹�w�q�`�|�×
µ
:
¶�.�w	B�ù�› N �p
¯�b�}�^�’�t�|
‡
Û
T
:


¶�.�w	B�ù�› Z � 0 �p
¯�`�|
‡
Û�î
:
¶�.�w	B�ù�› R� 0 �p
¯�b�}�‡�h�|�î
:
¶�.�w	B�ù�› R �p�T

�X�}�×
µ
: n �t�0�`�o�| [n] = f 1; 2; : : : ; ng �q���Š�”�}�~�h�m�w
ì�Ÿ�s�”�î
: a < b �t�0�`�o�|

[a; b] = f x 2 R ; a � x � bg �q�b�”�}

���v	B�ù � �›�°���È�±�w	B�ù�q�b�”�}�Ú�ò�$�t�x�|�-�‰�;�p�{�O�\�q�U�D�ó�s�°���È�±�w	B�‡�“

�q�
�Q�•�y�‘�M�}�°
`
Q�›�æ�O�\�q�s�X�| � = f 0; 1g �›�>���`�o�‘�M�¢	Â�Ì�x�|
ª	j�$�s�-�‰�g�æ�w

�­�J	{�›�€	°�b�”�\�q�£�}���È�»�q�x�|�°���È�±�w���v�»�p�K�”�}�m�‡�“�|�Ú�™�w���È�» s �t�0�`�o�|

�&
~�s�×
µ
: n �U���O�`�o�| s = s1s2 � � � sn �q	{�X�\�q�U�p�V�”�€�\�\�p�| si 2 � 8i 2 [n]�}�\�w�q

�V�| n �›���È�» s �w�Õ�^�¢�K�”�M�x�|���È�»�Õ�£�q�z�•�}���È�» s �w�Õ�^�› jsj �p
¯�b�}�×
µ
: n �t

�0�`�o�| � n �p�|�Õ�^ n �w���È�»
¶�.�w	B�ù�›
¯�b�}�^�’�t�| � � �p�|���È�»
¶�.�w	B�ù�›
¯�b�}

2.2 �s�g�ð�J�q�x�•

���� R � � � � � � �U�| jyj � poly(jxj) 8(x; y) 2 R �›�¬�h�b�q�V�|���ò�Ü�Ì�å�ï�µ�›�‹�m�q�M�O�}

�‡�h�| R �U���ò�Ü�Ì���U	Â�D�ó�p�K�”�q�x�| (x; y) 2 R �›���ò�Ü�Ì���p
Q���p�V�”�q�V�›�M�O�}��

�� R �U�ì
‹�p�K�”�q�x�|�b�‚�o�w�Ö�— x 2 � � �t�0�`�o�|	—�s�X�q�‹�{�q�m�w�r y 2 � � such that
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(x; y) 2 R �U���O�b�”�q�V�›�M�O�}�Ž�<�|�Š�Ø�p�x�|���ò�Ü�Ì�å�ï�µ�T�m���ò�Ü�Ì���U	Â�D�ó�s����

R � � � � � � �w�ˆ�›�ß�Q�”�}

�M�‡�| R; S �›�s�g�ð�J�q�b�”�}�s�g�ð�J R �T�’ S �•�w���ò�Ü�Ì���<�£ R � P S �x�|�~�h�m�w���ò

�Ü�Ì���-�‰�D�ó
5
: f; g �p�Í�w�‘�O�t���Š�’�•�”�• R �w�¤�Ö�— I R �t�0�`�o�| f (I R ) �x S �w�Ö�—�p�K

�”�€�^�’�t�| f (I R ) �t�0� �b�”�&
~�s�r y �t�m�M�o�| g(y; I R ) �x�| I R �t�0�b�”�&
~�s�r�p�K�”�}

�-�‰�”�«�å�µ C �t�0�`�o�|�s�g�ð�J R �U C ���É�p�K�”�q�x�| C �t���b�”�b�‚�o�w�s�g�ð�J S �T�’�|

R �•�w���ò�Ü�Ì���<�£�U���O�b�”�q�V�›�M�O�}�^�’�t�| C ���É�p�K�”�s�g�ð�J R �U�|�-�‰�”�«�å�µ

C �t���b�”�q�V�| R �x C �ì
¶�p�K�”�q�M�O�}

���� R � � � � � � �t���b�”�s�g�ð�J�›�Í�w�‘�O�t���Š�”�•

���[ 2.1 (Papadimitriou [ 20]). Given a string x 2 � � , �nd a string y 2 � � such that (x; y) 2 R

if such a y exists, and return the string \ no" otherwise.

�-�‰�”�«�å�µ FNP�x�|���ò�Ü�Ì���U	Â�D�ó�T�m���ò�Ü�Ì�å�ï�µ�›�‹�m���� R � � � � � � �t���b�”

�s�g�ð�J�p�Ï
R�^�•�”�«�å�µ�p�K�”�}�-�‰�”�«�å�µ TFNP�x�|�ì
‹�s���� R �p�Ï
R�^�•�”�-�‰�”�«�å

�µ FNP�w
æ
ü�«�å�µ�p�K�”�}�-�‰�”�«�å�µ FP �x�|���ò�Ü�Ì���p�s�g�ð�J�›�r�X�\�q�U�D�ó�s�-�‰�”

�«�å�µ�p�K�”�}���[�T�’�Ì�’�T�t�Í�w�����U
R�“�q�m�}

�Ë�J 2.2. FP� TFNP� FNP.

�\�•�’�w�A�������U�|
��p�K�”�T�|�s�ø�U
R�q�b�”�T�|�x	O�A�s�°�r�>�ð�J�p�K�”�}�›�t�| FP ?= FNP

�x�|�Û�è�Ç�ž�Ü�R	Æ�ð�J�w�{�q�m�p�K�” P ?= NP�q�s�A�s�ð�M�p�K�”�}

���g 2.3 (Megiddo and Papadimitriou [19]). FP= FNPif and only if P= NP.

3 
Æ�ˆ�:���g�q�-�‰�”�g�æ

�Š	·�p�x�|�È���s�g�ð�J�w
ó�v�^�›�{�O�}�m�‡�“�|�î
:�‹
5
:�U�Ö�—�q�`�o�)�Q�’�•�|�l�ˆ�w�î
:

�‹�r�›	Z�—�b�”�ð�J�p�K�”�}�\�w�ð�J�›���Ü�=�b�”�h�Š�|�‰	[�s�Ï (Arithmetic Circuit) �›�‹�Ö�b

�”�}�Š�Ø�t�S�Z�”�‰	[�s�Ï�w���[�x�| Daskalakis and Papadimitriou [8] �q�‰�a�p�K�”�}

3.1 Arithmetic Circuit


5
: f : [0; 1]n ! [0; 1]m �›�-�‰�b�”�‰	[�s�Ï�x�|�!
:�p�å�Õ�ç
Ç�^�•�h n �x�w�Ö�—�®�”�Ä�|

���g
:�p�å�Õ�ç
Ç�^�•�h�2�m�T�w�Ö�—�®�”�Ä�q�| m �x�w	Z�—�®�”�Ä�›�Ë�m
‡	n�s���®�¬�å�Ñ�p

�K�”�}
¶�o�w�º
æ�Ê�”�Å�x�|�Ë
æ�®�”�Ä�p�K�“�|�Í �w�� �‰�w�M�c�•�T�p�å�Õ�ç
Ç�^�•�o�M�”�•

f + ; � ; � ; max; min; > g�€�\�\�p�|���‰ > �x�|�Ö�— (x; y) 2 R � R �t�0�`�o�| x > y �w�q�V 1 �›	Z�—

�`�|�f�•�Ž�Ž�x 0 �›	Z�—�b�”�}

�‰	[�s�Ï�w�Ö�—�q	Z�—�x�| [0; 1] �à��	Í�t
M�v�b�”�}	Z�—�U
Û�‹�›�q�”�q�V�|�‰	[�s�Ï�w	Z�—�› 0

�p�6���[�b�”�}�°�M�p�|	Z�—�U 1 �›�Ò�Q�”�q�V�|�‰	[�s�Ï�w	Z�—�› 1 �p�6���[�b�”�}�‰	[�s�Ï C �w
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�±� �¶ * 1�› size (C) �p�T�X�}

	Í�G�w�‰	[�s�Ï�w���[�x�| [8] �t�,�n�X�}�`�T�`�|�\�•�t�x	��ï�w�ð�J�U���‡�•�o�M�”�}�f�•�x�|�‰

	[�s�Ï�U���ò�Ü�Ì���p�-�‰�p�V�s�M�D�ó
Q�p�K�”�}�f�•�r�\�–�T�|���ò�Ü�Ì���Š
Ú�t���‡�•�o�M�”�T

�b�’���T�p�x�s�M�}

�-�‰�”�«�å�µ FNP�t���b�”�s�g�ð�J�›�ß�Q�”�h�Š�t�x�|�‰	[�s�Ï�t�2�m�T�w
M�ÿ�›�]�b
ž�A�U�K

�”�} Daskalakis and Papadimitriou [9] �x�|�\�w�ð�J�›�r�>�b�”��
Y	��O�›���Š�`�h�}�Š�Ø�p�x�|
t

�’�t�‘�”
M�ÿ�p�x�s�X�| Fearnley et al. [12] �t�‘�l�o���Š�^�•�h	��O�›�;�M�”�}
t�’�w���Ü�=�x�|

Daskalakis and Papadimitriou [9] �t�‘�”���Ü�=�q�s�A�p�K�”�i�Z�p�s�X�|�2�m�T�w�ž�Å�Ì�ï�Â�”�´

�›���`�o�M�”�}

�‰	[�s�Ï C �U�| well-behaved�p�K�”�q�x�|�Í�w	Ú�E�›�¬�h�b�q�V�›�M�O�•

ˆ 	Z�—�t�x�a�b�”�b�‚�o�w���²�Í�µ�x�|�ô�‘ log(size (C)) �x�w
�	Ð�‰�®�”�Ä�¢ true multiplica-

tion gate�£�›���‰�€

�\�\�p�|
�	Ð�‰�®�”�Ä�x�|�~�h�m�w�Ö�—�U�ž�t��
:�Ê�”�Å�p�s�M	Ð�‰�®�”�Ä�w�\�q�p�K�”�} Fearnley

et al. [12] �x�|�È���s�g�ð�J�w�Ö�—�› well-behaved arithmetic circuit �t
M�v�b�”�\�q�p�|�-�‰�”�«

�å�µ FNP�t���b�”�-�‰�ð�J�›���Ü�=�`�h�}
²	\�`�h�q�S�“�| Daskalakis and Papadimitriou [9] �t�‘

�”���Ü�=�t
z�‚�o�| well-behaved arithmetic circuit �›�;�M�h���Ü�=�x�|�Í�w�~�h�m�w�ž�Å�Ì�ï�Â�”

�´�›���b�”�•

1. �(
ü�s�Ö�—�~	Z�—�›�å�C�b�”
ž�A�U�s�M�€

2. �)�Q�’�•�h�‰	[�s�Ï�U�| well-behaved�p�K�”�T�r�O�T�x�0�›�t�U	Â�p�V�”�}

3.2 
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�w�É�`�^

�‰	[�s�Ï�›�;�M�h�-�‰�ð�J�p�7�‹�µ�¯
��M�ð�J�x�|
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J | 
Æ�ˆ�:���g�p���O�U�-	Â�^�•

�h
Æ�ˆ�:�›�{�Š�”�ð�J | �p�K�”�}�,�Š�$�t�|
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�x�|
­� 
5
: f : [0; 1]3 ! [0; 1]3 �›�-�‰

�b�”�‰	[�s�Ï�q�Ù�Å�Í�å�Ý�”�» " > 0 �›�Ö�—�q�`�o	!�Z	��“�| x 2 [0; 1]3 such that kf (x) � xk1 � "

�›	Z�—�b�”�ð�J�q�`�o���Ü�=�^�•�”�}�h�i�`�|�ì
‹
Q�›�¬�h�b�h�Š�t�2�m�T�w�°�§
S�±�‹�q�q�`�o�Ý

�Š�o�M�”�}�h�q�Q�y�|���[ 3.1 �p	º�p�b�”�-�‰�ð�J Brower �p�x�|�È��
Q�t
S�b�”�:�›�s�q�`�o�Ý

�Š�o�M�”�}

�Š	·�p�x�|
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�w�É�`�^�t���b�”�Z�€�w�v�•�›	º�p�b�”�}

Brouwer�w
Æ�ˆ�:���g

�7�‹���Ê�s
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�x�| Brouwer �w
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�p�K�”�}�\�•�x�| Brouwer �w
Æ�ˆ�:��

�g [4] �t�‘�l�o���O�U�-	Â�^�•�h
Æ�ˆ�:�›�î�M�t�-�‰�b�”�ð�J�p�K�”�}���Ü�$�t�x�Í�w�‘�O�t���Ü�=

�^�•�”�•

* 1 �±� �¶�q�x�|�‰	[�s�Ï C �›
¯�q�b�”�h�Š�t
ž�A�s�Ï�¿�Ä�Õ�›�™�¯�b�”�}�\�w�Ï�¿�Ä�Õ�t�x�| C �p�–�;�^�•�”��
:�›
¯

�q�b�”�h�Š�w�Ï�¿�Ä�‹���‡�•�”�}
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���[ 3.1. Brower

Input :

ˆ two parameters "; � > 0;

ˆ an arithmetic well-behaved arithmetic circuit computing f : [0; 1]3 ! [0; 1]3.

Task : Find one of the following:

ˆ a point x 2 [0; 1]3 such that kf (x) � xk1 � " ;

ˆ two points x; y 2 [0; 1]3 such that kf (x) � f (y)k1 > � kx � yk1 .

�\�\�p�|
5
:�w�È��
Q�x Lipschitz �È���›�;�M�o�-	Â�`�o�M�”�}�\�•�x�ì
‹
Q�›�¬�h�b�h�Š�t�A�{

�`�o�M�”	Ú�E�p�K�”�} Brouwer �w
Æ�ˆ�:���g�w	��Á�q�|�r�U�¬�h�b�‚�V	Ú�E�›
z�±�b�”�q�-�‰�ð�J

Brouwer �U�ì
‹�s�g�ð�J�p�K�”�\�q�U
ü�T�”�}

Papadimitriou [ 20] �x�|�-�‰�ð�J Brouwer �U PPAD�ì
¶�ð�J�p�K�”�\�q�›�Ô�`�h�}�\�w�-�‰�ð

�J�x 1 �Í�i�p�x�|�0�›�t | ���ò�Ü�Ì���p | �r�X�\�q�U�p�V�”�U�| 2 �Í�i�p�x PPAD�ì
¶�ð�J�q�s

�” [6]�}

Brouwer �w
Æ�ˆ�:���g�w�É�`�^�x�|�7�‘�s�ð�J�w PPAD�ì
¶
Q�w	Â�Ì�t� �;�^�•�o�M�”�}�h�q�Q

�y�| Nash �É�ç�-�‰�ð�J�w�É�`�^�U PPAD�ì
¶�p�K�”�\�q�x�| Brouwer �w PPAD�ì
¶
Q�t�,�n�M�o	Â

�Ì�^�•�o�M�” [6,20]�}

Banach�w
Æ�ˆ�:���g�¢	V	–�ø
þ�w
Æ�ˆ�:���g�£

���M�o�| Banach �w
Æ�ˆ�:���g [2] �t���È�b�”�-�‰�ð�J�w�É�`�^�›	º�p�b�”�}�-�‰�ð�J Banach

�x�|�-�‰�ð�J Brouwer �t�S�M�o�|�Í�å�Ý�”�»�¢ Lipschitz ��
:�£ � �U�| 0 < � < 1 �›�¬�h�b�\�q�›

�A�{�`�h�-�‰�ð�J�p�K�”�}���Ü�$�s���[�x�<�G�w�q�S�“�•

���[ 3.2. Banach

Input :

ˆ a parameter " > ;

ˆ a parameter 0< � > 1;

ˆ an arithmetic well-behaved arithmetic circuit computing f : [0; 1]3 ! [0; 1]3.

Task : Find one of the following:

ˆ a point x 2 [0; 1]3 such that kf (x) � xk1 � " ;

ˆ two points x; y 2 [0; 1]3 such that kf (x) � f (y)k1 > � kx � yk1 .

Daskalakis and Papadimitriou [8] �x�|�-�‰�ð�J Banach �U�-�‰�”�«�å�µ PPAD\ PLS�t���b�”

�\�q�›�Ô�`�h�}�`�T�`�|�\�w�-�‰�ð�J�U�ì
¶�ð�J�p�K�”�T�r�O�T�x�°�r�>�p�K�”�}�‘�“
Y�¬�t�x�|

`p-norm �t�m�M�o�|�-�‰�ð�J Banach �U PPAD\ PLS���É�p�K�”�T�|�U�°�r�>�p�K�” [12]�}
²	\�p�|
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`p-norm �›�Ë�j	Z�`�h�\�q�t�x���U�K�”�}�-�‰�ð�J Banach �w�Ö�—�t�S�M�o�|�‘�m�›�-�‰�b�”�‰	[

�s�Ï�›
Ç�C�b�”�\�q�p�|�\�w�ð�J�x PPAD\ PLS�ì
¶�ð�J�q�s�” [10,13]�}

Caristi �w
Æ�ˆ�:���g

Caristi �w
Æ�ˆ�:���g [5] �x�| Banach �w
Æ�ˆ�:���g�w�°
`�=�q�`�o�Œ�’�•�o�M�”�}

���[ 3.3. Caristi

Input :

ˆ three parameters"; �; � > 0;

ˆ two arithmetic well-behaved arithmetic circuits computing f : [0; 1]3 ! [0; 1]3 and

' : [0; 1]3 ! [0; 1].

Task : Find one of the following:

ˆ a point x 2 [0; 1]3 such that kf (x) � xk1 � " ;

ˆ a point x 2 [0; 1]3 such that � kx � f (x)k1 > ' (x) � ' (f (x));

ˆ two points x; y 2 [0; 1]3 such that j' (x) � ' (y)j > � kx � yk1 .

�-�‰�ð�J Caristi �p�x�|
­� 
5
: f : [0; 1]3 ! [0; 1]3 �t�C�Q�o�|�Ù�Â�ï�³�ß�ç
5
: ' : [0; 1]3 !

[0; 1] �‹�Ö�—�q�`�o	!�Z	��”�}�‡�h�|
­� 
5
: f �U Lipschitz �È���p�K�”�\�q�x�|�A�{�`�o�M�s�M�}�°

�M�p�|�Ù�Â�ï�³�ß�ç
5
: ' �U Lipschitz �È���p�K�”�\�q�›�A�{�b�”�} Caristi �w
Æ�ˆ�:���g [5] �T�’�|

	Í�G�w�ð�J�x�ì
‹�s�g�ð�J�p�K�” * 2�}

Ishizuka [16] �x�|�-�‰�ð�J Caristi �U PLS�ì
¶�ð�J�p�K�”�\�q�›�Ô�`�h�}�-�‰�”�«�å�µ PLS�x�|

�Á	t�s�g�ž�ç�°�æ�¶�Ü�p�r�X�\�q�U�D�ó�s�-�‰�ð�J
¶�.�w	B�ù�p�K�“�| Johnson et al. [17] �t�‘�l

�o�‹�Ö�^�•�h�} [16] �p�Ô�^�•�”�‡�p�|
Æ�ˆ�:���g�‘�”�-�‰�”�«�å�µ PLS�w�›�Ã
Ç�Z�x�Œ�’�•�o�M�s

�T�l�h�}

Br�ndsted �w
Æ�ˆ�:���g

Br�ndsted �w
Æ�ˆ�:���g [3] �x�| Caristi �w
Æ�ˆ�:���g�w�¨�Å�p�K�“�|�‰�7�t Banach �w
Æ�ˆ�:��

�g�w�°
`�=�p�K�”�} Caristi �w
Æ�ˆ�:���g�p�x�|�Ù�Â�ï�³�ß�ç
5
:�U Lipschitz �È���p�K�”�\�q�›�A

�{�`�h�} Br�ndsted �w
Æ�ˆ�:���g�p�x�|�Ù�Â�ï�³�ß�ç
5
:�U�È���p�K�”�\�q�x�A�{�`�s�M�}�°�M�p�|


­� 
5
:�x�È���p�K�”�\�q�›�A�{�b�”�}���Ü�$�t�x�|�Í�w�‘�O�t���Ü�=�b�”�•

* 2 �k�µ�t�x�| Caristi �w
Æ�ˆ�:���g�w�¦�æ�´�Æ�ç�w	��Á [5] �p�x�|�Ù�Â�ï�³�ß�ç
5
:�U�<
R�È���p�K�•�y�‘�M�} Brouwer

�w
Æ�ˆ�:���g�‰�7�t�|�Ö�—�U�A�{�t
S�`�o�M�”�\�q�›���ò�Ü�Ì���p�U	Â�p�V�”�\�q�›�-	Â�b�”�h�Š�t�| Lipschitz �È��

�p�K�”�\�q�›�A�{�`�o�M�”
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���[ 3.4. Br�ndsted

Input :

ˆ two parameter "; �; � > 0;

ˆ two arithmetic well-behaved arithmetics circuit computing f : [0; 1]3 ! [0; 1]3 and

' : [0; 1]3 ! [0; 1].

Task : Find one of the following:

ˆ a point x 2 [0; 1]3 such that kf (x) � xk1 � " ;

ˆ a point x 2 [0; 1]3 such that � kx � f (x)k1 > ' (x) � ' (f (x));

ˆ two points x; y 2 [0; 1]3 such that kf (x) � f (y)k1 > � kx � yk1 .

���[�T�’�Ì�’�T�t�|�-�‰�ð�J Br�ndsted �x�-�‰�”�«�å�µ PPAD�t���b�”�}�s�e�s�’�|�-�‰�ð�J

Br�ndsted �x�|�-�‰�ð�J Brouwer �›�;�M�o�r�X�\�q�U�p�V�”�}�‡�h�| PPAD\ PLS���É�ð�J�p�K

�”�\�q�‹�Œ�’�•�o�M�” [16]�}�`�T�`�|�r�j�’�w�«�å�µ�w�ì
¶�ð�J�q�s�”�T�x�°�r�>�ð�J�p�K�”�}

Tarski �w
Æ�ˆ�:���g

�7�™�t Tarski �w
Æ�ˆ�:���g [24] �t���b�”�-�‰�ð�J�w�É�`�^�›	º�p�b�”�} Tarski �w
Æ�ˆ�:���g�‹�|


²	\�w Caristi �w
Æ�ˆ�:���g�• Br�ndsted �w
Æ�ˆ�:���g�q�‰�7�t�|	q	‚	B�ù	Í�w
Æ�ˆ�:���g�p�K�”�}

�\�•�‡�p�|�‰	[�s�Ï�t�,�n�X
Æ�ˆ�:���g�U���M�h�U�| Tarski �w
Æ�ˆ�:���g�x�|�è	×�w Boolean �s�Ï

�t�,�n�X���[�U�p�V�”�}���Ü�$�t�x�|�Í�w�‘�O�t���Š�”�•

���[ 3.5. Tarski

Input :

ˆ a Boolean circuit computing f : [N ]d ! [N ]d.

Task : Find one of the following:

ˆ a point x 2 [N ]d such that f (x) = x;

ˆ two points x; y 2 [N ]d such that x � y and f (x) 6� f (y).

�\�\�p�| x � y �x�|�b�‚�o�w�2
ª i 2 [d] �t�S�M�o�| x i � yi �U
R�“�q�m�\�q�›�™�¯�b�”�}

Etessami et al. [11] �x�|�-�‰�ð�J Tarski �U�-�‰�”�«�å�µ PPAD\ PLS�t���b�”�\�q�›�Ô�`�h�}�`

�T�`�| PPAD\ PLS���É�p�K�”�T�r�O�T�x
ü�T�l�o�M�s�M�}

4 �S�˜�“�t

�Š�Ø�p�x�|
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�w�É�`�^�t���b�”�7	ý�w�Z�€	Ý�¯�›	º�p�`�h�}
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�t���b�”

�°�È�w�Z�€�w�v�•�p�|
 	��w�é�Y�x�Í�w�~�h�m�p�K�”�•

619



ˆ �-�‰�ð�J Caristi �U PLS�ì
¶�ð�J�p�K�”�\�q�›�Ô�`�h�€

ˆ �-�‰�ð�J Br�ndsted �U�|�-�‰�”�«�å�µ PPAD�t���‡�•�|�-�‰�”�«�å�µ PPAD\ PLS���É�p�K

�”�\�q�›�Ô�`�h�}

�\�•�’�w
R�L�x�| [16] �t���L�^�•�o�M�”�}

�q�O�¢ 2021�å 12 �D�¤	f�£�|
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�w�Z�€�p�J�Q�o�M�”�°�r�>�ð�J�x�Ž�<�w�è�“�p�K�”�•

ˆ �-�‰�ð�J Banach �x�| PPAD\ PLS�ì
¶�ð�J�p�K�”�T�•

ˆ �-�‰�ð�J Br�ndsted �x�| PPAD�ì
¶�ð�J�p�K�”�T�|�f�•�q�‹ PPAD\ PLS�ì
¶�ð�J�p�K�”�T�•

ˆ �-�‰�ð�J Tarski �x�| PPAD\ PLS�ì
¶�ð�J�p�K�”�T�|�f�•�q�‹�-�‰�”�«�å�µ EOPL�t���‡�•

�”�T�•

�7�™�t�|�Š�Ø�p	º�p�`�h
Æ�ˆ�:�-�‰�ð�J�x�M�c�•�‹�°	��Ù�Å�±�›�{�Š�”�-�‰�ð�J�p�K�”�}�\�•�’�w

�-�‰�ð�J�q�x���t�|�°�§�Ù�Å�±�›�{�Š�”�-�‰�ð�J�w�É�`�^�‹�ß�Q�’�•�o�M�”�}
5
: f : [0; 1]3 ! [0; 1]3

�t�0�b�” " -	��Ù�Å�q�x�| kf (x) � xk � " �›�¬�h�b x 2 [0; 1]3 �p�K�”�}�°�M�p�| " -�§�Ù�Å�q�x�|

kx � � xk � " �›�¬�h�b x 2 [0; 1]3 �p�K�”�€�\�\�p�| x � 2 [0; 1]� �x
5
: f �w
Æ�ˆ�:�p�K�”�}�b�s�˜

�j�| f (x � ) = x � �›�¬�h�b�}	��Ù�Å�q�§�Ù�Å�w�§�M�t�m�M�o�x�| Yannakakis �w�±�”�Õ� �æ�� [25] �›

�€	°�b�”�\�q�›�S�b�b�Š�b�”�}
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Bessel house-movingの構成と諸性質
東京都立大学大学院 理学研究科 数理科学専攻

簗島瞬 (Shun Yanashima)

�“ �A

� 次元 Bessel過程は 1次元拡散過程の一つで, � が自然数の場合には � 次元 Brown 運動
のユークリッドノルムとその法則が一致することが知られており, 様々な分野で研究が進めら
れてきた. 本稿では, 時刻 1で初めて所与の値に到達する � 次元 Bessel過程を � �Í�i Bessel
house-movingと呼ぶことにし, その 2つの構成方法とサンプルパスの性質について紹介する.
本稿は石谷謙介氏, 林徳福氏との共同研究の内容に基づく.

1 	j
‹

本節では, 主結果を理解するために必要と思われる事項を紹介する.

1.1 �È���¬�p�a�� , Brown �á�ˆ , Markov �a��

確率過程は, 時間変化に対して確率的に値が変化する現象をモデル化するための数学的な道具と
して, 物理学や経済学, 情報科学等様々な分野で利用されている. その中でも, 値の変化が連続的で
あるものを連続確率過程と呼び, 次のように定義される.
区間 [t1; t2]上の連続関数全体を C([t1; t2]; R)で表し, ノルム

kfk := sup
u2 [t1;t 2]

jf (u)j (f 2 C([t1; t2]; R))

から定まる位相に関する Borel集合族を B(C([t1; t2]; R)) で表す.

���[ 1.1 (連続確率過程). 確率空間 (
 ; F ; P )上のC([t1; t2]; R)-値確率変数,すなわちF =B(C([t1; t2]; R)) -

可測関数を, 実数値連続確率過程と呼ぶ.

連続確率過程X に対し, ! 2 
 を固定するごとに連続関数 t 7! X(t; !)が定まる.

���[ 1.2 (サンプルパス). 連続確率過程Xに対し, ! 2 
 を固定したときの連続関数 t 2 [t1; t2] 7!
X(t; !)を, X のサンプルパスと呼ぶ.

一方で, 連続確率過程X に対し, t 2 [t1; t2]を固定したとき, 関数 ! 2 
 7! X(t; !)は実数値可
測関数となることがわかる. そこで, 確率論においては連続確率過程X を, tで添字付けられた実
数値確率変数の族として, X = f X(t)gt2 [t1;t 2]と書く.
連続確率過程の代表的な例として, Brown運動がある:

�« 1.3 (Brown 運動). a 2 Rに対し, 確率空間 (
 ; F ; P )上の連続確率過程W = f W (t)gt2 [t1;t 2]が
次を満たすとき, a出発の Brown運動 (Wiener過程)と呼ぶ:
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1. P (W (t1) = a) = 1 :

2. 任意の n = 1 ; 2; : : : と任意の t1 � s0 < s1 < � � � < sn � t2 に対し, 増分 f W (si ) �
W (si � 1)gi =1 ;2;:::;n は独立で, それぞれ平均 0, 分散 si � si � 1の正規分布に従う.

なお, 一般に時刻の区間が [0; 1 )である連続確率過程, Brown運動を考えることができるが, 本
稿では有限区間の場合のみ扱う.
本稿で扱う確率過程 (Bessel過程, Bessel bridge, Bessel house-moving)はすべて連続確率過程

であり, かつMarkov 過程と呼ばれるクラスに属する. Markov過程とは,「次に起こる事象の確率
が現在の状態のみで決まり, 過去の振る舞いには依存しないような確率過程」であり, 数学的には
次のように推移密度関数を用いて定式化できる:

���[ 1.4 (推移密度関数). 関数 (t; x; B) 2 [0; 1 ) � R � B (R) 7! p(t; x; B) 2 Rが以下を満たすと
き, p(t; x; B)を R上の推移密度関数という:

(1) ( t; x) 2 [0; 1 ) � Rを固定するとき, p(t; x; �)は確率測度.

(2) ( t; B) 2 [0; 1 ) � B (R)を固定するとき, p(t; �; B)は可測.

(3) p(0; x; B) = �x (B)(ただし �x は xにおける Dirac測度).

(4) Chapman-Kolmogorovの等式:Z
p(s; y; B)p(t; x; dy) = p(t + s; x; B):

���[ 1.5 (Markov 過程). a 2 Rとする. 確率空間 (
 ; F ; P )上の実数値確率過程X = f X(t)gt � 0

と, R 上の推移密度関数 p(t; x; B) が次を満たすとき, X を密度関数 p(t; a; dy) と推移密度関数
p(t � s; x; dy)をもつ a出発のMarkov 過程と呼ぶ: 0 < s < t; x; y 2 Rに対し

P (X(t) 2 dy) = p(t; a; dy);

P (X(t) 2 dy j X(s) = x) = p(t � s; x; dy):

R上の推移密度関数 p(t; x; B)と a 2 Rが与えられたとき, 密度関数 p(t; a; dy)と推移密度関数
p(t � s; x; dy)をもつ a出発のMarkov 過程を構成できることが知られている ([1]).

1.2 Bessel �a�� , Bessel bridge

以下では � > 0とし, � = �
2 � 1とおく. また, 0 � a < bとする.

生成作用素 L� := 1
2

d2

dx2 + � � 1
2x

d
dx をもつ 1次元拡散過程を �次元 Bessel過程と呼ぶ. a出発の �

次元 Bessel過程をRa = f Ra(t)gt � 0で表す.
� 2 Nのとき, �次元 Bessel過程は, �次元 Brown運動の原点からの距離と法則が一致する.
a出発の �次元Bessel過程Ra = f Ra(t)gt � 0は,次の密度関数と推移密度関数をもつ連続Markov

過程である: 0 < s < t; x; y > 0に対し

P (Ra(t) 2 dy) = 2 �y
�y

a

��
A

(� )
t (a; y)dy;

P (Ra(t) 2 dy j Ra(s) = x) = 2 �y
�y

x

��
A

(� )
t � s(x; y)dy:
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ただし

nt (x) :=
1

p
2�t

exp
�

�
x2

2t

�
;

I� (z) :=
�

1
2

z

�� X
k2 Z+;� + k+1 2 RnZ�

�1
4z2
�k

k!�( � + k + 1)
;

A
(� )
t (x; y) := nt (x)nt (y)I�

�xy

t

�
である. I� (z)は第 1種の変形 Bessel関数である.
到達点を固定した �次元 Bessel過程は, �次元 Bessel bridgeと呼ばれている. [t1; t2] � [0; 1]上

の a出発 b到達の �次元 Bessel bridgeを ra! b
[t1;t 2] = f ra! b

[t1;t 2](t)gt2 [t1;t 2] で表す. t1 = 0 ; t2 = 1 の場
合は ra! bと略記する.

�次元 Bessel bridgera! b
[t1;t 2] = f ra! b

[t1;t 2](t)gt2 [t1;t 2] は, 次で与えられる密度関数と推移密度関数を
もつ連続Markov 過程である: t1 < s < t < t2; x; y 2 (0; b)に対し

P
�

ra! b
[t1;t 2](t) 2 dy

�
=

2�yA
(� )
t (a; y)A(� )

t2� t1� t (y; b)

A
(� )
t2� t1

(a; b)
dy;

P
�

ra! b
[t1;t 2](t) 2 dy j ra! b

[t1;t 2](s) = x
�

=
2�yA

(� )
t � s(x; y)A(� )

t2� t1� t (y; b)

A
(� )
t2� t1� s(x; b)

dy:

�次元 Bessel bridgeの最大値分布について, 次が成り立つ:

�Ë�J 1.6 (I-R-Y, cf. [ 2]). 0 � s < t � 1; x; y 2 [0; c)に対し

P

�
max
u2 [s;t ]

(rx! y
[s;t ] (u)) � c

�
=

1

�A
(� )
t � s(x; y)

1X
n=1

J� (xj�;n =c) J� (yj�;n =c)
c2J2

� +1 (j�;n )
exp

 
�

j2
�;n

2c2 (t � s)

!
:

ただし
J� (z) :=

�
1
2

z

�� X
k2 Z+;� + k+1 2 RnZ�

�
� 1

4z2
�k

k!�( � + k + 1)

であり, 0 < j�; 1 < j�; 2 < � � � は J� (z)の零点である. J� (z)は第 1種の Bessel関数である.

この結果と項別微分定理, 有界収束定理により次が従う:

�% 1.7 (I-R-Y) . 0 � s < t; y 2 [0; b)に対し

lim
� #b

@

@�
P

�
max
u2 [s;t ]

ry! b
[s;t ] (u) � �

�
=

1

�A
(� )
t � s(y; b)

1X
n=1

j�;n J� (yj�;n =b)
b3J� +1 (j�;n )

exp

 
�

j2
�;n

2b2 (t � s)

!
:
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2 Bessel house-moving �w�Ï
R

�次元 Bessel house-movingとは, a出発で時刻 1で初めて bに到達する �次元 Bessel過程のこ
とである. 3次元 Bessel house-movingは [3]で既に構成方法が与えられており, 本研究では �次元
への一般化を行なった. 以下では, �次元 Bessel house-movingの 2つの構成方法を紹介する.

� > 0と 0 � s < t � 1, x; y 2 [0; �]に対して, 次の記号を定義する：

q
(� )
1 (s; x; t; y) :=

P (Rx (t � s) 2 dy)
dy

P

�
max
u2 [s;t ]

(rx! y
[s;t ] (u)) � �

�
=2y

�y

x

�� 1X
n=1

J� (xj�;n =�) J� (yj�;n =�)
�2J2

� +1 (j�;n )
exp

 
�

j2
�;n

2�2 (t � s)

!
;

q
(� )
2 (t; y) := lim

"#0

@

@"
q

(� + " )
1 (0; y; t; �) =

P (Ry(t) 2 d�)
d�

lim
"#0

@

@"
P

�
max

u2 [0;t ]
(ry! �

[0;t ] (u)) � � + "

�
=2
�

�

y

�� 1X
n=1

j�;n J� (yj�;n =�)
�2J� +1 (j�;n )

exp

 
�

j2
�;n

2�2 t

!
:

2.1 �Ï
R�M�O 1: Bessel �a���w �rst hitting time �›�;�M�h�Ï
R

a出発の �次元 Bessel過程Ra = f Ra(t)gt � 0の bへの �rst hitting time を �a;bで表す：

�a;b := inf f r � 0 j Ra(r) = bg:

まず, �次元 Bessel過程の �rst hitting time を用いた定式化は次の通りである：
���g 2.1. 連続Markov 過程Ha! b = f Ha! b(t)gt2 [0;1]で, 次をみたすものが存在する：0 < s <

t < 1; x; y 2 (0; b)に対し,

P
�

Ha! b(t) 2 dy
�

= P (Ra(t) 2 dy j �a;b = 1) ;

P
�

Ha! b(t) 2 dy j Ha! b(s) = x
�

= P (Ra(t) 2 dy j Ra(s) = x; �a;b = 1) :

Ha! b = f Ha! b(t)gt2 [0;1]を, a出発 b到達の � �Í�i Bessel house-movingとよぶ.
定理の証明は次の 2つの命題による. まず, 命題 2.2では

P (Ra(t) 2 dy j �a;b = 1) ; 　 P (Ra(t) 2 dy j Ra(s) = x; �a;b = 1)

の具体表示を計算する.

�Ë�J 2.2. 0 < s < t < 1; x; y 2 (0; b)に対して次が成り立つ:

P (Ra(t) 2 dy j �a;b = 1) =
q

(b)
1 (0; a; t; y)q(b)

2 (1 � t; y)

q
(b)
2 (1; a)

dy;

P (Ra(t) 2 dy j Ra(s) = x; �a;b = 1) =
q

(b)
1 (s; x; t; y)q(b)

2 (1 � t; y)

q
(b)
2 (1 � s; x)

dy:

0 � s < t � 1; x; y 2 [0; b]に対し,

hb(s; x; t; y) :=
q

(b)
1 (s; x; t; y)q(b)

2 (1 � t; y)

q
(b)
2 (1 � s; x)

:
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�Ë�J 2.3. 0 < s < t < u < 1; x; z 2 (0; b)に対し,Z b

0
hb(0; a; t; y)dy = 1 ;

Z b

0
hb(s; x; t; y)dy = 1 ;

hb(s; x; u; z) =
Z b

0
hb(s; x; t; y) hb(t; y; u; z)dy:

この命題より, hb(0; a; t; y)dy; hb(s; x; t; y)dyは, R上の密度関数と推移密度関数となることがわ
かる. したがって, hb(0; a; t; y)dy; hb(s; x; t; y)dyを密度関数と推移密度関数にもつ連続Markov過
程としてHa! bを実現でき, 定理 2.1が示される.

2.2 �Ï
R�M�O 2: 	Ú�E
Ç Bessel bridge �w	�	)���›�;�M�h�Ï
R

�次元 Bessel house-movingは, 条件付 �次元 Bessel bridgeの弱収束極限としても構成可能であ
り, 以下ではこのことを説明する. まず,「条件付」の意味を明確にするため, 次の記号を定義する.

�G�ø 2.4. (
 ; F ; P )は確率空間とし, Y を (
 ; F )から (C([0; 1]; R); B(C([0; 1]; R))) への可測写像
とする. P (Y 2 �) > 0をみたす � 2 B (C([0; 1]; R)) に対し, 可測空間 (Y � 1(�) ; Y � 1(�) \ F )上の
確率測度 PY �1(�) を

PY �1(�) (A) :=
P (A)

P (Y 2 �)
(A 2 Y � 1(�) \ F := f Y � 1(�) \ F j F 2 Fg )

で定める. � 2 Y � 1(�) \ F に対して PY �1(�) (Y j � 2 �) のことを単に P (Y j � 2 �) と書く.

また, 弱収束の一般的な定義は次である:

���[ 2.5 (弱収束). Xn (n = 1 ; 2; : : :); X を距離空間 (S; �)に値を取る確率変数とする. 任意の有
界連続関数 f : S ! Rに対して

lim
n!1

E [f (Xn )] = E [f (X)]

が成り立つとき, f Xng1
n=1 はX に弱収束 (法則収束)するといい,

Xn
D�! X (n ! 1 )

と表す.

0 � t1 < t2 � 1に対して

K �
[t1;t 2](b + �) := f w 2 C([t1; t2]; R) j w(t) � b + �; t1 � t � t2g

とおく. このとき, 条件付 �次元 Bessel bridgeの弱収束極限としての定式化は次の通りである：
���g 2.6 (I-R-Y) . a出発 b到達の条件付 �次元 Bessel bridgeの族 f ra! bjK �(b+ � )g�> 0に対し, 連
続Markov 過程Ha! b = f Ha! b(t)gt2 [0;1]が存在して

ra! bjK �(b+ � )
D�! Ha! b (� # 0):

このHa! bは構成方法 1で得られた �次元 Bessel house-movingと一致する. なお, � = 3 の場
合は, [3]において定理 2.6が得られている.
連続確率過程の弱収束について, 次が知られている:
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���g 2.7 (Chapter 2, Theorem 4.15 in [4]). 実数値の連続確率過程 Xn = f Xn (t)gt2 [0;1] (n =
1; 2; : : :); X = f X(t)gt2 [0;1]が次の 2条件を満たすとする:

1. 有限次元分布の収束: 任意の時刻の列 0 � t1 < � � � < td � 1 (d 2 N)に対し,

(Xn (t1); : : : ; Xn (td)) D�! (X(t1); : : : ; X(td)) ( n ! 1 )

2. 緊密性: 任意の " > 0に対してあるコンパクト集合K � C([0; 1]; R)が存在して

P (Xn 2 K) � 1 � " (8n 2 N):

このとき,

Xn
D�! X (n ! 1 )

が成り立つ.

次の 2つの命題からそれぞれ有限次元分布の収束, 緊密性がわかる:

�Ë�J 2.8 (I-R-Y) . 0 < s < t < 1; x; y 2 (0; b)に対し,

lim
� #0

P
�

ra! bjK �(b+ � ) (t) 2 dy
�

=
q

(b)
1 (0; a; t; y)q(b)

2 (1 � t; y)

q
(b)
2 (1; a)

dy;

lim
� #0

P
�

ra! bjK �(b+ � ) (t) 2 dy j ra! bjK �(b+ � ) (s) = x
�

=
q

(b)
1 (s; x; t; y)q(b)

2 (1 � t; y)

q
(b)
2 (1 � s; x)

dy:

連続Markov 過程では, 密度関数と推移密度関数の各点収束から有限次元分布の収束がわかる.
したがって, この定理より, ra! bjK �(b+ � ) の有限次元分布は, Ha! bの有限次元分布に収束する.

�Ë�J 2.9 (I-R-Y) . �0 > 0とする.

1. 任意の u 2
�
0; 1

2

�に対し, f �[u;1� u] � ra! bjK �(b+ � )g� 2 (0;� 0) は緊密.

2. 任意の � > 0に対し, u # 0のとき

sup
� 2 (0;� 0)

P

�
sup

0� t � u
jra! bjK �(b+ � ) (t) � ra! bjK �(b+ � ) (0)j > �

�
! 0;

sup
� 2 (0;� 0)

P

�
sup

1� u� t � 1
jra! bjK �(b+ � ) (t) � ra! bjK �(b+ � ) (1)j > �

�
! 0:

この命題より, 族 f ra! bjK �(b+ � )g0<�<� 0 の緊密性がわかる. したがって, 定理 2.7より定理 2.6
が従う.

3 Bessel house-moving �w�±�ï�Ó�ç�Í�µ�w
Q�í

2節では �次元 Bessel house-movingの 2つの構成方法を紹介した. 本節では, 構成した �次元
Bessel house-movingのサンプルパスの性質に関する結果を紹介する.
まず, サンプルパスの局所 H•older 連続性に関する次の命題を得た:
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�Ë�J 3.1 (I-R-Y) . 任意の 
 2 (0; 1
2)に対し, �次元 Bessel house-movingHa! bのサンプルパスは

次の意味で局所 H•older 連続:

P

0BB@ 1[
n=1

8>><>>: sup
t;s2 [0;1]

0< jt � sj� 1
n

��Ha! b(t) � Ha! b(s)
��

jt � sj 

< 1

9>>=>>;
1CCA = 1 :

次に, � 次元 Bessel house-movingのサンプルパスの分解公式を紹介する. そのためにまず,
w1 2 C([t1; t]; R)と w2 2 C([t; t2]; R)が w1(t) = w2(t)をみたすとき, w1 � t w2 2 C([t1; t2]; R)を
次式で定義する：

(w1 � t w2)(s) :=

8<:w1(s); s 2 [t1; t];

w2(s); s 2 [t; t2]
:

このとき, �次元 Bessel house-movingのパスの分解公式は次の通りである.

���g 3.2. C([0; 1]; R)上の任意の有界連続関数 F に対し, 次式

E
h
F (Ha! b)

i
=
Z b

0
E

�
F (ra! y

[0;t ] jK �
[0,t]

(b) � t Hy! b
[t;1] )

�
P
�

Ha! b(t) 2 dy
�

(0 < t < 1)

が成立する. ただし, ra! y
[0;t ] jK �

[0,t]
(b) とHy! b

[t;1] は独立であるとする.

なお, このサンプルパスの分解公式を証明するためには, 定理 2.6の構成方法が必要となる.
定理 3.2の系として, 次が成り立つ:

�% 3.3 (I-R-Y) . 任意の t 2 (0; 1)に対し,

P

�
max

0� u� t
Ha! b(u) < b

�
= 1 :

4 �‡�q�Š

a (a � 0)出発で時刻 1で初めて b (b > a)に到達する �次元 Bessel過程 (Bessel house-moving)
の 2つの構成方法を紹介した:

• 構成方法 1: Bessel過程の �rst hitting time を用いた構成

• 構成方法 2: 条件付 Bessel bridgeの弱収束を用いた構成

また, この 2つの構成方法と証明中で用いた結果から, �次元 Bessel house-movingのサンプルパ
スに関する諸結果を得た:

• 局所 H•older 連続性

• 分解公式
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Einstein方程式の拘束条件に着目した数値計算法
早稲田大学大学院 基幹理工学研究科 数学応用数理専攻

星野秀朋 (Hidetomo HOSHINO)

概要
一般相対性理論の基礎方程式である Einstein方程式は連立非線形偏微分方程式で，拘束条件付
き時間発展方程式である．その拘束条件は �rst class constraintと呼ばれるもので，拘束条件の
エラーが指数関数的に増大し，数値計算が容易に破綻してしまうことが知られている．そこで，
本講演では Einstein 方程式の拘束条件の精度がどのくらいの精度で保たれているのかというこ
とに着目した数値計算法について紹介する．

1 導入
1.1 Einstein方程式について
一般相対性理論の基礎方程式である Einstein方程式は

R�� � 1

2
g��R =

8�G

c4
T�� ; (�� = 0; 1; 2; 3) (1.1)

である．ただし，ここで g�� は 4次元計量，R�� は Ricciテンソル，Rはスカラー曲率，T�� は物質
のエネルギー・運動量テンソルを表している．また，cと Gはそれぞれ光速と Newtonの重力定数
である．Einstein方程式の左辺は時空の幾何学的な情報，右辺は物質分布の情報を表している．
ブラックホールの解析や重力波の放射など，宇宙における物理現象を予測，解明する際には

Einstein 方程式を解く必要性が生じる．Einstein 方程式の有名な厳密解としては Schwarzschild 解
や Kerr解などが挙げられる．しかしながら Einstein 方程式は計量 g�� についての 2階の非線形偏
微分方程式となっていて強い対称性などを課さない限りは解析的に解くことが難しい．そのため実際
に物理シミュレーションを行う際には数値計算により Einstein方程式の数値解を得る必要がある．

1.2 Einstein方程式の 3+1分解
一般相対性理論では時間と空間を等価的に扱っている．また，4次元共変性を持つ (座標変換に対
して不変な)理論であるため，Einstein方程式の中で時間座標や空間座標は明示されていない．その
ため Einstein 方程式を数値的に解く際には時間座標をこちらで指定しなければならない．しかし，
そこで選んだ時間座標が必ずしも物理的な時間を表している座標になっているかどうかは分からない
ので注意が必要である．4次元時空を正確に空間 3次元と時間 1次元に分けることを 3 + 1分解と呼
ぶ．Einstein方程式 (1.1)を 3 + 1分解すると以下のように 4本の方程式を得る (以下では Einstein

の規約を用いる，つまり上下に出てくる添え字はシグマ記号を付けなくても和を取ることにする)．
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時間発展方程式：
@
ij

@t
= �2�Kij + Di�j + Dj�i; (1.2)

@Kij

@t
= �

�
Rij � 2KikKk

j + KKij

�
� DiDj�

� 8�G

c4
�

�
Sij � 1

2

ij(S � �)

�
+ �kDkKij + KkjDi�

k + KikDj�k: (1.3)

拘束条件方程式：

H � R + K2 � KijKij � 16�G

c4
� � 0 (Hamiltonian constraint); (1.4)

Mi � DjKj
i � DiK � 8�G

c4
Ji � 0 (momentum constraint): (1.5)

これらの式に出てくる文字の詳細な説明は割愛するが，大雑把にいうと，
ij(3 次元計量) が
Newton力学での位置に対応し，Kij(3次元外的曲率)が Newton力学での速度に対応する．さらに
Hamiltonian constraint や momentum constraint はエネルギー保存則や運動量保存則に対応して
いる (あくまでも対応している，と言っているだけで Newton力学のように保存則から運動方程式，
すなわち時間発展方程式を導くことができるというわけではない)．

1.3 拘束条件付き時間発展方程式としての Einstein方程式
Einstein 方程式のように拘束条件が付いた時間発展方程式の例は他にもたくさんあるだろう．例
としては Hamilton系やMaxwell方程式が挙げられる．しかしながら Einstein方程式は上記の拘束
条件付き時間発展方程式とは決定的に違う面がある．例えばMaxwell方程式では
時間発展方程式

@tB = � rot E; (1.6)

@tE =
1

"0�0
rot B � j

"0
: (1.7)

拘束条件方程式

C1 � div E � �

"0
= 0; (1.8)

C2 � div B = 0: (1.9)

となっているが C1; C2 の時間微分は以下のようにちょうど 0になる．

@tC1 = div(@tE) � 1

"0
@t�

= � 1

"0
(div j + @t�)

= 0 (∵ 連続の式から @t� + div j = 0); (1.10)

@tC2 = div(@te) = 0: (1.11)

一方 Einstein方程式の拘束条件方程式 (1.4)，(1.5)においてH; Mi の時間微分を計算すると 0には
ならない．H; Mi の時間微分はH; Mi およびそれらの空間微分の線形結合で表される．このような
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拘束条件を first class constraintと呼ぶ．つまりある時刻において HとMi が 0なら，その次の時
刻でも H とMi は 0 である．この理由により Einstein 方程式の拘束条件方程式 (1.4)，(1.5) にお
いて，”= 0”ではなく”� 0”としている．しかし実際の数値計算では誤差をきちんと 0にするのは不
可能なので HやMi のわずかな誤差により，誤差が指数関数的に増大し，数値計算が破綻しやすく
なってしまう．この点が Einstein方程式の数値計算や離散スキームの構築，誤差の解析を困難にさ
せている．

2 拘束条件付き時間発展方程式の数値計算に用いる離散スキームの
2つの評価基準

以下では常微分方程式を用いて説明するが偏微分方程式となっても同様である．

2.1 EOA(Evolution’s Order of Accuracy)

常微分方程式

du(t)

dt
= f(t; u) (2.1)

を考える．このとき u(t + ∆t)と離散スキームにより求められる un+1 について

u(t + ∆t) � un+1

∆t
= O(∆tp) (2.2)

と書けるとき，その離散スキームの EOAは pであるという．つまり EOAが高いほど数値解は正し
い解に近いと言える．この観点からの離散スキームの評価は数値解析の教科書で通常扱われているも
のである．すなわち教科書で見かける p次精度のスキームというのは，ここでは EOAが pであると
いうことである．例えば Euler法の EOAは 1，古典的 Runge–Kutta法の EOAは 4である．

2.2 COA(Constraint’s Order of Accuracy)

2.2.1 Ċ = 0となる場合
C = 0かつ Ċ = 0となるような拘束条件が時間発展方程式に付随する場合は，離散スキームによ

り得られる Cn+1 と Cn の差を考えて

Cn+1 � Cn

∆t
= O(∆tq) (2.3)

と書けるとき，その離散スキームの COAは q であるという．つまり COAが高いほど拘束条件は満
たされていると言える．
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2.2.2 Ċ = a(t)C となる場合
C = 0 かつ Ċ = a(t)C となるような拘束条件，つまり Einstein 方程式のように first class

constraintを持つような方程式に対しては

C(t + ∆t) � C(t)

∆t
=

1

∆t

 ∞X
k=0

C(k)(t)

k!
∆tk � C(t)

!

=
∞X

k=1

C(k)(t)

k!
∆tk−1 (2.4)

となることを考慮する必要がある．Ċ = a(t)C であるから C の時間微分は何階微分であっても
A(t)C の形をしているので，

Cn+1 � Cn

∆t
� (Cnが入っている項) = O(∆tq) (2.5)

となるときに COAが q であるという．

3 COAの例
COAがどのようなものなのか実感するためにの例として Einstein方程式では煩雑になってしまう

ので，単振動を取り上げることにする．単振動は
時間発展方程式： (

u̇ = v;

v̇ = �u:
(3.1)

拘束条件方程式 (エネルギー保存則)：

C = u2 + v2 � 1 = 0 (3.2)

である．例えば Heun法 (よく知られているように EOAは 2である)を用いた場合，constraintの
差分は

Cn+1 � Cn

∆t
=

1

4
(u2

n + v2
n)∆t3 + O(∆t4) (3.3)

となるので COA は 3 になっている．この例から分かるように EOA と COA は一般には一致しな
い．以下に単振動についていくつかのスキームでの EOAと COAを載せる

Euler Heun AB2 AB3 RK4 GL1

EOA 1 2 2 3 4 2

COA 1 3 3 3 5 1

表 1 各スキームの EOAおよび COA

• AB2・・・2段 2次の Adams–Bashforth法
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• AB3・・・3段 3次の Adams-Bashforth法
• RK4・・・古典的 Runge–Kutta法
• GL1・・・1段 2次の Gauss–Legendre法 (陰的中点法)

GL1で COAが1となっているのは C の差分が完全に 0になるという意味である．このような離
散スキームは，連続 (微分方程式)で成り立っている性質を離散 (差分方程式)でも再現するという意
味で構造保存型スキームなどと呼ばれる．Einstein 方程式に対する完全な構造保存型スキームは未
だに構築されていない．

4 離散スキームにパラメータを入れて COAを向上させる
離散スキームに適切なパラメータを導入することにより，EOA はそのままで COA をさらに

向上させることが出来る．例えば Einstein 方程式の数値計算でしばしば用いられている iterated

Crank–Nicolson 法 (ICN) にパラメータを入れた geometric-averaging �-iterated Crank–Nicolson

法 (GA �-ICN)は �1; �2 をパラメータとして8>>><>>>:
k1 = f(tn; un);

k2 = f(tn + �1∆t; un + k1�1∆t);

k3 = f(tn + 2�1�2∆t; un + 2k2�1�2∆t);

un+1 = un + k3∆t

(4.1)

のようになっている．�1�2 = 1=4のときに EOAが 2となる．ICNは �1 = �2 = 1=2のときで EOA

が 2である．例えば，先程の単振動に EOAが 2となるようにパラメータを導入した GA �-ICNを
適用すると，C の差分は

Cn+1 � Cn

∆t
= (��u

1 + �v
1)∆t2 +

1

4
(v2

n � 4�u
1 v2

n + u2
n � 4�v

1u2
n)∆t3

+
1

2
(�u

1 vnun � �v
1vnun)∆t4 +

1

4
((�u

1 )2v2
n + (�v

1)2u2
n)∆t5 + O(∆t6) (4.2)

となる．下線部分が 0となるようにパラメータ �u
1 ; �v

1 の値を決めると �u
1 = �v

1 = 1=4となる．この
とき COA は 5 になる (∆t4 の項は意図して消したものではない)．それに対し，従来の手法である
ICNでは �u

1 = �v
1 = 1=2なので COAは 3となる．このようにして EOAは同じであっても，適切

にパラメータを選ぶことによって COAを向上させることが出来る．以下に数値実験の結果を示す．
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図 1 ICN(θu
1 = θv

1 = 1/2) での拘束条件
のエラー

図 2 GA θ-ICN(θu
1 = θv

1 = 1/4) での拘
束条件のエラー

図 1では ∆tを半分にするとエラーの常用対数が 3 log10 2 ’ 0:9程度下がっているので 3次精度，
図 2では 5 log10 2 ’ 1:5程度下がっているので 5次精度であると確認できる．
ここでは簡単のため単振動の例を通して COAを向上させることについて議論したが，Einstein方

程式に対しても同様のことができる．
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Belousov-Zhabotinsky反応を用いたレザバー計算の提案と
シミュレーション

公立はこだて未来大学大学院システム情報科学研究科複雑系情報科学領域
○豊田 和人 (Kazuhito TOYOTA)∗，

香取 勇一 (Yuichi KATORI)†, 櫻沢 繁 (Shigeru SAKURAZAWA)‡,

高木 清二 (Seiji TAKAGI)§, 田中 吉太郎 (Yoshitaro TANAKA)¶

1 研究背景
近年，人間の学習能力をコンピューターで再現する「機械学習 (Machine Learning)」が盛んに研
究されている．機械学習の手法の 1 つとして「ニューラルネットワーク（Neural Network，以下，
NNと示す）」と呼ばれる手法がある．NNとは，脳内神経細胞であるニューロンのネットワーク構
造を模した数理モデルを指す．ニューロンは，電気信号を用いて情報伝達を行なっている．その際，
ニューロン間の接合部であるシナプスの結合強度によって，情報の伝わりやすさが変わる．この結合
強度を，NNでは重みと表現する．NNにおいて学習とは，出力層で人間が望む結果，つまり正しい
答えが出力されるように重みを調整する作業を指す．

NN には大きく分けて 2 つの種類が存在する．それは，「順伝播型 NN(Feedforword Neural

Network，以下，FNNと示す)」と「再帰的 NN(Recurrent Neural Network，以下，RNNと示す)」
である．FNN では，情報が入力層から出力層に向かって一方向に流れるという特徴がある．また，
FNNは画像認識処理や手書き文字認識などに用いられる．
一方 RNNでは，中間層で行なわれた処理の結果も次の時刻で入力として中間層に与えられる．つ
まり，前の時刻の情報も中間層に影響を与える．そのため，RNNでは時系列データを扱うことがで
き，機械翻訳や音声認識などに用いられる．
しかし，RNN は全ての重みの調整が必要であるため，計算コストが非常に高い．そこで，「レザ
バー計算 (Reservoir Computing)」と呼ばれる新たな RNNモデルが提案された [1]．構造は従来の
RNN と同じであるが，調整する重みが中間層（レザバー）から出力層への重みW out のみである
（図 1）．そのため，計算コストを削減することができることが特徴として挙げられる．
また，レザバー計算ではW out 以外の重みは調整を必要としないことから，レザバー部分を物理
現象に置き換え，物理現象のダイナミクスをそのままレザバーとして活用することができる．この

∗ E-mail: g2120030@fun.ac.jp
† 公立はこだて未来大学，E-mail: katori@fun.ac.jp
‡ 公立はこだて未来大学，E-mail: sakura@fun.ac.jp
§ 公立はこだて未来大学，E-mail: s-takagi@fun.ac.jp
¶ 公立はこだて未来大学，E-mail: y-tanaka@fun.ac.jp
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(a) 従来の RNN (b) レザバー計算
図 1: RNNとレザバー計算の違い．赤矢印は調整する重みを表す．黒矢印は固定の重みを表す．

ように物理現象をレザバーとしたレザバー計算は，一般に「物理レザバー計算 (Physical Reservoir

Computing)」と呼ばれている．これまでにバケツの水面 [2]や，タコ腕を模したソフトマテリアル
[2]，流体 [3]をレザバーに用いた物理レザバー計算が報告されている．しかし，実装されている物理
現象は多くはない．そのため，物理レザバー計算に関する研究が発展途上であるという現状がある．

2 研究目的・手段
本研究では，どのくらい広い類の物理現象で物理レザバー計算が可能であるかどうかを検証するた
めに，化学反応系を用いた新たな物理レザバー計算を提案することを目的とする．新たな物理レザ
バー計算を提案することによって，物理レザバー計算の研究の振興に資することができると考えた．
また化学反応は，物質の量や濃度を調整することによって，状態を意図的に変えることができるた
め，物理レザバー計算に適していると考えた．
本研究では，近年盛んに研究されており，実験の手法がよく知られている Belousov-Zhabotinsky

反応（以下，BZ反応と示す）と呼ばれる化学反応を用いた物理レザバー計算を提案する．
また，物事の「予測」は生物学的なものであるため，予測を行なうという行為は無生物には非常に
難しいことであると考えられる．そこで，無生物である物質に物事の「予測」が可能であるかどうか
を理論的に検証することを目的とする．
本研究は，BZ反応をレザバーに用いた物理レザバー計算が実現可能かどうかを，数値シミュレー
ションを用いて理論的・数値的に明らかにする．数値シミュレーションは，反応拡散系の反応項に
BZ反応のモデル式を導入した系を用いて行なう．

3 提案モデル
3.1 BZ反応

BZ反応とは，酸化還元反応がゆっくり周期的に進行する化学反応である．生命の代謝モデルの実
験過程で発見されたと言われている．BZ反応は，酸化剤，還元剤，酸，金属触媒の 4種類の化合物
を混合することによって起こすことができる．ビーカー内で化合物を混合させ，水溶液を攪拌すると
ビーカー内の水溶液の色が赤から青へ，青から赤へと周期的に変化する．
シャーレ上で反応を起こすと，時空間パターンができることが知られている．拡散の効果により，
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(a) 酸化状態 (b) 還元状態
図 2: ビーカー内の様子

溶液面にターゲット状の模様や渦巻の模様，時空間カオス [4]などのパターンが出現する（図 3）．化
合物の濃度や量を調整すると，出現するパターンが変化する．

(a) ターゲット状の模様 (b) 時空間カオス [4]

図 3: シャーレ上の様子

3.2 BZ反応を記述するモデル
BZ反応を記述するモデルはいくつかあるが，ここでは代表的なモデルを 2つ示す．
1つ目に，Oregonater（オレゴネータ）である．オレゴネータは，金属触媒にセリウムを用いた場
合のモデルである．オレゴネータは BZ反応を記述する最も簡易的なモデルであり，次の 2変数系で
表される．ここで，未知変数 x = x(τ), z = z(τ)はそれぞれ HBrO2，Ce4+ の濃度を表し，ε, f, q は
定数パラメータである．また，τ > 0は時間である．






ε
dx

dτ
= x(1 − x) − fz

x − q

x + q
dz

dτ
= x − z

(1)

2 つ目に，Györgyi-Field（ジョルジ・フィールド）モデル（以下，GF モデルと示す）である．
GF モデルも金属触媒にセリウムを用いた場合のモデルであるため，オレゴネータと同じ系統のモ
デルであると言える．オレゴネータとの違いとして，臭化マロン酸が変数として追加されたこと
と，臭化物イオンの生成過程が追加されたことが挙げられる．故に GF モデルは，オレゴネータ
よりも BZ 反応を詳しく記述できるモデルであり，次の 3 変数系で表される．ここで，未知変数
x = x(τ), z = z(τ), v = v(τ)はそれぞれHBrO2，Ce4+,BrCH(COOH)2の濃度，ki(i = 1, 2, ..., 7, f)
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は速度定数を表し，A, M, C, H, α, β, T0, X0, Y0, Z0, V0 はパラメータである．





dx

dτ
= T0

{
−k1HY0xỹ +

k2AH2Y0ỹ

X0
− 2k3X0x2 +

1

2
k4A

1
2 H

3
2 X

− 1
2

0 (C − Z0z)x
1
2

−1

2
k5Z0xz − kf x

}
=: F (x, z, v)

dz

dτ
= T0

{
k4A

1
2 H

3
2 X

1
2

0

(
C

Z0
− z

)
x

1
2 − k5X0xz − αk6V0zv − βk7Mz − kf z

}

dv

dτ
= T0

{
2k1HX0Y0xỹ

V0
+

k2AH2Y0ỹ

V0
+

k3X2
0 x2

V0
− αk6Z0zv − kf v

}
=: H(x, z, v)

(2)

ただし，
T0 =

1

10k2AHC
, X0 =

k2AH2

k5
, Y0 =

4k2AH2

k5
, Z0 =

CA

40M
, V0 =

4AHC

M2
,

ỹ = ỹ(x, z, v) :=
ak6Z0V0zv/(k1HX0x + k2AH2 + kf )

Y0

であり，xと v の非線形項を F と H とした．
BZ反応のカオスがGFモデルによって記述できることが報告されている [5][7]．GFモデルは，kf

の値を変化させることによって，出現する時系列パターンが変化する．分岐解析ソフト「AUTO」を
用いて GFモデルの分岐を調べた．以下に分岐図を示す．ただし，x∗, z∗, v∗ は平衡点を表す．

図 4: GFモデルの分岐図

3.3 提案手法
本研究では，シャーレ上における HBrO2 濃度の時空間パターンをレザバーと見立てて物理レザ

バー計算を行なう（図 5）．
シャーレ上に任意の点を置き，その点の HBrO2 濃度を素子として，素子の時系列データを保存す
る．素子の時系列データが素子の数だけ得られる．素子の数だけ存在する時系列データを重ね合わせ
ることで，様々な時系列パターンの予測ができるか数値シミュレーションで検証する．
また，本研究では数値シミュレーションに用いるモデルとして GFモデルを用いる．物理レザバー

計算では中間層で複雑な挙動を起こす必要がある．しかし，2変数系からはカオスが生じないため，
BZ反応のカオスを記述することのできる 3変数系の GFモデルを採択した．
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図 5: イメージ図

3.4 光刺激
BZ 反応は白色光によって反応が抑制される性質があるため，光を当てることで反応が変化する

[5][6]．本研究では，この性質を利用して，中間層である BZ反応に教師データを光刺激として入力す
る．出力として望む時系列データのように，光の強さを変化させながら当てることを想定する．つま
り，与える光の強さが教師データとなっている．
また，光を当てることで反応が変化するため，数値シミュレーションを行なう際には，通常の GF

モデルを直接用いるのではなく，光刺激による反応を考慮した方程式を解く必要がある．そのため，
質量作用の法則を用いて，GFモデルに光刺激の項を導入した方程式を利用する．
光刺激の項を導入するために，次のような過程を考える．以下の式は，物質 Z が光エネルギー hν

を吸収して物質 Y を生成する過程である [5][6]．BZ反応の場合，Y は Br–，Z は Ce4+ を表す．
Z + hν −−→ Y (3)

また，光を当てる領域 Ωi を以下のように与える：




χi(x, y) =

{
1, (x, y) ∈ Ωi

0, (x, y) /∈ Ωi

Ωi = {(x, y) ∈ R2|(x − li)2 + (y − mi)2 ≤ r2}.

(4)

ここで，光を当てる点のうち，i番目（i ∈ N, i = 1, 2, ..., p）の点の中心座標を (li, mi)，半径を rと
定義する．これを用いると，簡略化した白色光を考慮した GFモデルは，以下の 3変数系で与えられ
る．ただし，pは光を当てる点の個数を表す．






∂u

∂τ
= F (u, z, v)

∂z

∂τ
= T0

{
k4A

1
2 H

3
2 U

1
2

0

(
C

Z0
− z

)
u

1
2 − k5U0uz − αk6V0zv − βk7Mz

−zγ(τ)
p∑

i=1
χi(x, y) − kf z

}
=: G(u, z, v, γ(τ), {χi(x, y)}i)

∂v

∂τ
= H(u, z, v)

(5)

ここで，z の非線形項を Gとした．kf の値を変化させることによって BZ反応の挙動が変化する
ため，本研究では kf をパラメータとして，kf = 2.32378 × 10－ 4 と kf = 2.92014 × 10－ 3 の間で
学習に適した値を探す．
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3.5 数理モデリング
数値シミュレーションで解く方程式を以下に示す．(x, y) ∈ Ω := [0, L] × [0, L], u = u(x, y, t), z =

z(x, y, t), v = v(x, y, t)とする．拡散項を加えた以下の反応拡散系を考える：





∂u

∂t
= ∆u + F (u, z, v)

∂z

∂t
= D1∆z + G(u, z, v, γ(t), {χi(x, y)}i)

∂v

∂t
= D2∆v + H(u, z, v)

(6)

ここで，D1 = Dz/Du, D2 = Dv/Du は拡散係数比とする．また，境界条件は斉次ノイマン境界条
件を用いる．
学習前は γ(t)に教師データ d(t) + cを与える．cは教師データが負の値を取らないように調整する
ためのパラメータである．学習後は γ(t) に出力である出力重みと素子の積の総和 n∑

i=1
W out

i ui(t)+c

を与える．nは素子の個数を表す．
素子の座標は (xn, yn) =

(
a + ξ × (n − 10

[ n

10

]
), a + ξ ×

[ n

10

])で定義する．ここで，[·]はガウ
スの記号とし，a, ξ は正の実数とする．
時刻 t が t ∈ [0, t1) の間，Ω 上で (6) を解き，BZ 反応の挙動を起こす（図 6）．本研究の数値シ

ミュレーションでは初期値はランダムとした．また u(t)は n個の素子上の濃度を表しており，以下
の式で定義される．

u(t) :=





u1(t)
u2(t)

...
un(t)




=





u(x1, y1, t)
u(x2, y2, t)

...
u(xn, yn, t)




(7)

図 6: 数値シミュレーションの様子 図 7: 素子の位置
t = t0 + k∆t(k = 0, 1, ..., 1/∆t − 1, 0 < ∆t < 1)として，各時刻で素子上の時系列データの線形

和 n∑
i=1

W out
i ui(t) が教師データ d(t) に等しくなるように，重み {W out

i }i=1,...,n を決める．つまり，
以下の方程式を考える：

n∑

i=1

W out
i ui(t0 + k∆t) = d(t0 + k∆t), k = 0, 1, ...,

1

∆t
− 1 (8)
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この連立方程式は，以下の行列とベクトル

M :=





u1(t0) u2(t0) · · · un(t0)
u1(t0 + ∆t) u2(t0 + ∆t) · · · un(t0 + ∆t)

...
...

. . .
...

u1(t0 + (1/∆t − 1)∆t) u2(t0 + (1/∆t − 1)∆t) · · · un(t0 + (1/∆t − 1)∆t)




,

T :=





d(t0)
d(t0 + ∆t)

...
d(t0 + (1/∆t − 1)∆t)




, (W out)t :=





W out
1

W out
2
...

W out
n





を用いると，
M(W out)t = T

と表すことができる．これらのM と T を以下の式に代入してW out の計算を行なう．
(W out)t = (M tM + λ0I)−1M tT (9)

ここで右上の tは転置，1 & λ0 > 0は正規化パラメータ，I は n次の単位行列を表す．
W out の学習後は， n∑

i=1
W out

i ui(t)が d(t)に近似できていると期待できるので，光刺激を教師デー
タ d(t) + c から出力 n∑

i=1
W out

i ui(t) + c に変更した，以下の式を用いて数値シミュレーションを行
なう．






∂u

∂t
= ∆u + F (u, z, v)

∂z

∂t
= D1∆z + G

(
u, z, v,

n∑
i=1

W out
i ui(t) + c, {χi(x, y)}i

)

∂v

∂t
= D2∆v + H(u, z, v)

(10)

　教師データと同じグラフに出力 z(t) = W outu(t)を表示させて，教師データ d(t)を近似出来てい
るかを確認する．

4 結果
提案したモデルを評価するため，時系列データを用いた時系列予測を行なった．その結果を示す．

グラフは上から順に，学習前の素子の時系列データ，学習前の教師データ，学習後の素子の時系列
データ，出力結果，出力結果の拡大図を表す．4つ目と 5つ目のグラフは青の線が教師データ，オレ
ンジの線が出力データを表し，横軸は時間を表す．1つ目と 3つ目のグラフは素子の時系列データで
あるため，全部で n本の曲線が描かれている．
4.1 周期的な時系列の予測
教師データは d(t) =

3

10
sin 190t とし，パラメータは kf = 1.544 × 10−3 とした．図 8 に結果を

示す．
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図 8: d(t) =
3
10

sin 190t の時系列予測の結果．パラメータは，n = 100, a = 0.7, ξ = 1.7, L = 20, dx =

0.1, dt = 0.00001, ∆t = 0.001, t0 = 1.0, t1 = 2.0, D1 = 0.6, D2 = 1.0, (li, mi) = (5, 15), (15, 5), (i =

1, 2), r = 0.3, c = 0.3, k1 = 4.0 × 106, k2 = 2.0, k3 = 3.0 × 103, k4 = 55.2, k5 = 7.0 × 103, k6 =

0.09, k7 = 0.23, A = 0.1, M = 0.25, H = 0.26, C = 0.000833, α = 666.7, β = 0.3478, kf = 1.544 ×
10−3, λ0 = 0.1とした．

5つ目のグラフより，若干のずれはあるが，形状はほぼ教師データと同じ sin波が出力できている
ことがわかる．
次に，教師データを周期が半分である d(t) =

3

10
sin 95tとし，パラメータは kf = 2.71 × 10−3 と

した．図 9に結果を示す．

図 9: d(t) =
3
10

sin 95t の時系列予測の結果．パラメータは，n, a, ξ, L, dx, dt, ∆t, t0, t1D1, D2, (li, mi), r, c,

k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, A, M, H, C, α, β, λ0 は図 8と同じとし，kf = 2.71 × 10−3 とした．

5つ目のグラフより，d(t) =
3

10
sin 190tの結果より精度は良くないが，時系列を追うような sin波

が出力できていることがわかる．また，オレンジの線が途中で途切れているのは，非線形性が強く，
計算が途中で発散してしまったためである．
4.2 カオス的な時系列の予測
カオス的な時系列データとして，Mackey-Glass（マッキー・グラス）方程式の解を用いる．教師

データは d(t) = f(t), f(t + dt) = f(t) + δ

(
0.2f(t − τ/δ)

1 + f(t − τ/δ)10
− 0.1f(t)

)
, τ = 17, δ = 0.02とし，
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パラメータは kf = 2.633 × 10−3 とした．マッキー・グラス方程式は，パラメータの設定次第で複雑
な時系列になる．マッキー・グラス方程式の学習が成功すると，BZ反応を用いた物理レザバー計算
で非周期的な複雑な時系列も予測できると考えられる．図 10に結果を示す．

図 10: マッキー・グラス方程式の時系列予測の結果．パラメータは，n, a, ξ, L, dx, dt, ∆t, t0, t1D1, D2, (li, mi),

r, k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7, A, M, H, C, α, β, λ0 は図 8と同じとし，c = 0, kf = 2.633 × 10−3 とした．

おおよそ t = 3.0まで，すなわち dtを 1ステップとすると，最初の 100000ステップは教師データ
に近い出力が得られていることがわかる．
4.3 誤差の計測
パラメータ kf の値を変化させた時の予測性能の解析を行なう．kf の値ごとに，教師データと出力
データとの平均平方二乗誤差（Root Mean Square Error，以下，RMSEと示す）を tstart ≤ t ≤ tend

で計測する．RMSEは以下の式を用いる．
RMSE =

√
1

tend − tstart

∫ tend

tstart

{d(t) − z(t)}2dt (11)

パラメータ kf と計測された RMSEの相関図を図 11に示す．

(a) d(t) =
3

10
sin 190tの予測誤差 (b) d(t) =

3

10
sin 95tの予測誤差 (c) マッキー・グラス方程式の予測誤差

図 11: 計測した予測誤差．赤い点が数値シミュレーションで用いた値を示す．tstart = 2.0, tend = 2.5とした．

RMSEの計測結果より，非常に限られたパラメータ領域で誤差が小さくなることがわかる．
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5 まとめと今後の展望
数値シミュレーションの結果から，提案したモデルは，数理モデリングの観点から BZ反応を用い

た物理レザバー計算で時系列予測が可能であることが明らかになった．周期関数である sin波は，教
師データに近い sin波を再現することができた．また，マッキー・グラス方程式は，解に近い時系列
データを有限時刻まで再現することができた．学習が成功する kf は，2回目のホップ分岐点近くが
多いと考えられる．
今後は，次の 3点について検討をしている．1点目は，数学的な解析をすることである．今回学習

が成功した理由を数学的な観点から突き詰めたり，学習成功の条件を導き出すことによって，他の物
理レザバー計算に応用できることが考えられる．2点目は，学習精度を向上させることである．提案
したモデルは，誤差はまだ大きいため，精度を上げることが今後の課題となる．また，マッキーグ
ラス方程式は，tを大きくした場合でも，望ましい出力が得られるようなパラメータを探す必要があ
る．3点目は，数値シミュレーションを元に，実際の化学反応を用いて実験をすることである．数値
シミュレーションで時系列予測が可能であることを示すことができたので，実際の化学反応で BZ反
応を用いた物理レザバー計算に拡張することができると考えられる．
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̗Ǩ̏ḏ ‖Ṏ ̲̗̺̓̀ˈ˥˨ ‬ˋ ╓ ∗

Еᶤ ֔◕֔ ◕֔ү

ҫᵁ (Natsuki Tsutsumi)

Ӹ

ˇ˻˺̉ ‖Ṏ ̗Ǩ̏ʨ˦ ễˈʟ˨ ‬˯ ʶ˨ʰ˅ˌЕ ˈὌ ˄

ʟ˨ǑӋǥˌ ‬ˋ ₰ ˯Ӯ ʴǐ̽Ǩ̼̓̔ ‬ˋ˲̘̹˿̏Ꞌ˄˒˨˛

ʣᵀ ˋЕ ˋ˜ˋ‖Ṏ ̗Ǩ̏ʨ˦ ‬˯ ʴʼǑ ʴʼ ‬˯

Ҧʶ˨ʼ˞ǐ ‖ᴈˋ‖ᴈ ˈҨʥ˃ǐ ‖ᴈ ˈ˥ˀ˃ ˦˩ʼ ˋ╓ẚ

ˋὴẚ˯ԑ ʴʼ ц ˋ̮˿̽ ˈᴊʶ˨‖ᴈ ‬˯ ˋᴢ

‬˄ʟ˨̈́̚˳˸̘̉Ǩ˿̉ ‬ʨ˦ӗ ˈ ╓ʶ˨ʰ˅ˌὌ ˇʰ˅ʩ ˦˩˃

ʡ˨ʩǐ ˋ ₰ ˯ ʡ˃ ˋ˸̝̻˾Ǩ ˋ‖Ṏ ˋ˜ʨ˦ʺˋ‖ᴈ ˯

₁ʶ˨ ‬̲̗̻˯ ʼǑ

ˌʵ˞ˈ

⌂ ˋ‖Ṏ ₰

‖Ṏ ̗Ǩ̏ʨ˦☻ ˋ ˯ ʶ˨ʰ˅ˌ ʬˋע ˄ ˄ʟ˨ ʺʴ˃ ʺˋ₰

ˈˁʡ˃Ὃ˛˄ ʬˋẃᵶʩˇʲ˩˃ʪʼ ὋӘˌʺˋ ˄˟ ṧ ˇ̲̗̻ʨ˦ ʲ

˩˨̗Ǩ̏ˋ☻ ˯Ἒʣ₰ ˈˁʡ˃ ϯ˯Ἒʣ

ʬˋ‖Ṏ ˌʟ˨‖ tˈʧʮ˨+ ʨ˦‗ˋ‖ t + 1ˈʧʮ˨+ ˯ ʶ˨˟

ˋ˄ʟ˨ ʶˇˬʾ ₰Ẓˋ‖Ṏ ̗Ǩ̏ f tg˯ ʡ˃

t+1 � F ( t);

˅ˇ˨˥ʣˈᴊ F ˯ἁ ʶ˨ʰ˅ʩἚˬ˩˃ʡ˨ ʰˋ F ˯ἁ ʶ˨ᾍˈ ̵̛Ǩ̹̻̝̓

̘ˇˆ˯ ʡʼ˧ ˯ f iji � tg ˅ʴʼ˧ʶ˨ʰ˅˄ ˇ ẚʩ˄ʪ˨˥ʣˈʴ˃

ʡ˨

ʰˋ˥ʣˈʴ˃ᾞ˦˩ʼᴊ F ˌ ˋ ֔Ṏ˯ἁ ʴ˃ʡ˨˅ἑʥ˦˩˨ ʺˋ ֔ ἁ

˅Ẓˋ ֔ ἁ ʩ‎˃ʡ˩ˍ ἁ ʴʼᴊ F ˌᵀ ʽʮ˄ˇʬ ֔ ἁ ˟˥ʬḂ‎˄

ʪ˃ʡ˨˅ʡʥ˨ ʰ˩ˌ˻˺̉ ˈ˥˨ ᴮ ˋẢөʩʟˀʼ˅ʴ˃˟ ⁭ ˈ̲̗̺

̓̀ˈˌ ʩˇʡʰ˅˯Ͼ ʴ˃ʡ˨ ˄ˌ⁮ᾍˈ ֔ ἁ ˛˄˟Ḃ‎ʴʣ˨ʰ˅˯„

ʴ˃ʡ˨

⌂ ˋ‬ ˯ἑʥ˨ʰ˅ˈˌ ˁˋ ʩʟ˨ ˁ ˋ ˌ‖ᴈἷ˜ʩ ỷ˄ʪˇʡ

ʰ˅˄ʟ˨ ʬˋṧ ˇ̲̗̻ʨ˦ ʲ˩˨̗Ǩ̏ˌʟ˨ ‬

d

dt
= f( );

∗ ẃᵶˌ [7]˄ ˄ʟ˨
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ˋӗᵀ ʨ˦‖ᴈἷ˜ �tʱ˅ˈ̧̺̅̓̓̀ʲ˩ʼ˟ˋ˅ἑʥ˨ʰ˅ʩ˄ʪ˨ ʰ˩˯

̲̗̻˅ẦⱭʶ˨ Е ˈˌ ̲̗̻ˋᴊ f ˌ‖ἷ tˈ϶ ʴʣ˨ʩ ὋӘˌ‖ἷˈ϶

ʴˇʡ‡ Ṏ˯ң ʶ˨ ʰˋʰ˅ʨ˦ ⌂ ˋ₰ ˈ˥ˀ˃ ʲ˩ʼᴊ F ˌ̗Ǩ̏ˋ

‖ᴈἷ˜ �tˈ϶ ʶ˨ᴊ ˄ʟ˨ ʴʼʩˀ˃ ̗Ǩ̏ˋ‖ᴈἷ˜ �tʩ ҢʴʼעἯˌᴊ

F ˯ἁ ʴˇʧʶ ʩʟ˨ ʰˋʰ˅ˌᵋ╔ ˈὌ ˄ʟ˨ʽʮ˄ˇʬ ⁭ ˈ ʵ˟ˋ

˯Єˇ˨˥ʣˈ̲̗̺̓̀ʶ˨ʰ˅ˈʟʼ˨ ˛ʼ ἁ ʲ˩ʼ̲̗̻ʨ˦ ˥˧ᾉʨʡ‖ᴈἷ

˜ˋ ʩ˄ʪˇʡ

ˁ ˋ ˌἁ ˋ ʩ ʴʡʰ˅˄ʟ˨ Ꞌ╕ˋ˥ʣˈ ʲ˩ʼ̲̗̻ˋ ֔ ἁ

ʩ ̲̗̻ˋ ֔ ἁ ˅‎˃ʡ˨ʨ˯ԑ ʶ˨ʰ˅˟┐ ˄ʟ˨ ̲̗̻ˌ‬

˄ ʲ˩˨ ‬ˇˋ˄ ʰˋ‬˯ ʴʼ˧ʶ˨ʰ˅˄ἁ ˯ṖΉ˄ʪ˨ ʴʨʴ

ʲ˩ʼ̲̗̻ˌ ‬ ˄ ʲ˩˨ ῆ‖ᴈ ֔Ṏ˄ʟ˧ Ẓˋ ‬ˋ ֔ ἁ ˯

ʶ˨ʰ˅ˌὌ ˄ʟ˨ ʴʼʩˀ˃ ˈἁ ˯ ʶ˨₰ ˯ἑʥ˨ ʩʟ˨

ϳꞋˋ ʩ⌂ ˋ‬ ˋ ˄ʟ˨ ʰˋ ˁ˯ӗṧ˄ʪ˨ ₰ ˈˁʡ˃ἑʥ˨

‬ ˋӸ

˄╕˖ʼ ˋẓСˌ ‖ᴈ˄ ʲ˩˨ ̲̗̻˯ ῆ‖ᴈˋ̲̗̻˅ʴ˃̲

̗̺̓̀ʴ˃ʡ˨ʰ˅ˈʟ˨ ʴʼʩˀ˃ ‖ᴈˋ˛˛̲̗̺̓̀˯Ἒʥˍ ʺˋ˥ʣˇ

ˌӗṧʶ˨˅ἑʥ˦˩˨ Ḓ ˈὋӘˌ ‬ ˋᴊ F ˯ ʶ˨ˋ˄ˌˇʬ ϳҡˋ

‬ˈʧʮ˨ᴊ G˯ ʶ˨

d

dt

����
= t

� G( t):

ʰˋ˥ʣˈʶ˨ʰ˅˄ ⌂ ₰ ˈʧʮ˨ ˌӗṧʶ˨

‗ˋ₰╪˯˟ˀ˃ ‬ ˋᴊ G˯ ʶ˨ ╬˞ˈ‖Ṏ ̗Ǩ̏ f tg˯ ʡ˃ʺ˩ʻ

˩ˋ‖ ˈʧʮ˨‖ᴈ ˯ ʶ˨ ʺˋʟ˅ ʺˋ ‖ᴈ ˯ ˅ʴ˃

˻Ǩ̦̥˳̖̓˳̓̀˯Ἒʣ ˻Ǩ̦̥˳̖̓˳̓̀˅ˌ G˯Єˇ˨ pẤˋᴊ �j( )˯

ʡ˃

G( ) =< �; �( ) >;

˅ ʴ˃ ̗Ǩ̏ʨ˦ʰˋ �(:= f�1; � � � ; �pg ) ˯ ʶ˨₰ ˋʰ˅˯Ạʣ ʰʰ˄ <; >

ˌ ╣ ˯ ʴ � := f�1; �2; � � � ; �pg ˅ʴʼ ʥˍ ˄ˌʰˋ₰ ˯ ʡ˃

╦ˇ̲̗̻˯ Ἠ‬˄Ḃ‎ʴ˃ʡ˨ ꜜʴʬˌ ⱱˈᴽʴ˃ʡ˨

ʰˋ˥ʣˈʶ˨ʰ˅˄ ᵀ ʽʮ˄ˇʬ ֔ ἁ ˟ԑʨ˞˨ʰ˅ʩҩ ˇ̲̗̻˯ˁʬ

˨ʰ˅ʩ˄ʪ˨

̼̭Ǩ̘ˋἁ

̼̭Ǩ̘˄ˌ ⱱ˄Ḓ ˇ ‬˯ ʶ˨₰ ˯ ʶ˨ ʺˋễ ⱱˈ

˻Ǩ̦̥˳̖̓˳̓̀˯ Ἠ‬˄ἚˀʼעἯˋ ˅Ảөˈˁʡ˃ⱴӕʶ˨ ʺˋʟ˅

ⱱ˄ʺˋ ˯ӗṧʶ˨ʼ˞ˈ ṁᴊ ˯ ʴʼ˟ˋ˯ⱴӕʶ˨ ήễˈ ⱱ˄ ˋ

̮˿̽̐˴̯̚˿̉ˋ̲̗̺̓̀ˈ₰ ˯҅ ʴʼ ˯ ʶ˨
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‬ ₰

‖ᴈ ˋ

╬˞ˈ ‖Ṏ ̗Ǩ̏ʨ˦ ˋ ˄ˋ‖ᴈ ˋ ˯Ἒʣ₰ ˈˁʡ˃ ˯Ἒʣ

₰Ẓˋ‖Ṏ ̗Ǩ̏˯ f tg ˅ ʴ ʺ˩ʩᶷ▀ ˈ ˇᴊ ~(t) ˅ʡʣᴊ ˄ ʸ˨˅

ʶ˨ ˛ʼ ʰˋᴊ ʩ ˇӯ ҩ ˄ʟ˨˅ң ʶ˨ ʺʰ˄ ʰˋᴊ ˯ 2M ‗ˋ

Ӯ˯ʶ˨˅

~(~t + h) �
2MX
n=0

�
dn~

dtn

����
t=~t

�
hn

n!
;

˅Ḃ‎˄ʪ˨ ʰˋᴊ ˯̗Ǩ̏ʨ˦ᵱ˞˨ʰ˅˯ἑʥ˨˅ f tjt = ~t � M; � � � ; ~t + Mg˯
ʡ˨ʰ˅˄ ЕϾˈᵱ˛˨ ʺʴ˃ ʺˋ‖ˋ hˈᴊʶ˨ ‗Ἠʩ‖ᴈ ˋ ˅ˇ˨

ὋӘˌM = 3˄ ˯Ἒˀʼ ʰˋעἯ d
dt jt=~t ˋ ˌϳҡˋ˥ʣˈṖΉʲ˩˨

d

dt

����
= ~t

=
1

60�t
fX~t+3 � 9X~t+2 + 45X~t+1 � 45X~t�1 + 9X~t�2 � X~t�3g:

ή☼ fl

‗ˈ˻Ǩ̦̥˳̖̓˳̓̀ˋ₰ ˯ ʶ˨ ϳἧˋ ˄ˌ yt := d
dt j = t

; �(t;j) :=

�j( t)˅ʴ := fy1; � � � ; yN g ; � := f�(t;j)g˅ʶ˨ ʼʽʴ N ˌ̗Ǩ̏ ˄ʟ˨

˄╕˖ʼ˥ʣˈ ˻Ǩ̦̥˳̖̓˳̓̀ˌ ‬ ˋ �˯ ʶ˨ʰ˅˄ʟ˨ ʺˋ ₰ ˋ

Еˁˈή☼ fl ʩʟ˨ ‬ ˈ˥ˀ˃ Gˋ ˯Ḃ‎ʶ˨ˈʟʼ˧ ọὧʩή☼ˈˇ˨˟ˋ

ʩ ʡ˅ἑʥ˦˩˨ ʰʰ˄ ‖ t˄ˋọὧ˯ ˋ ˅ ˋὧˋ fl˅ ᵑʴ ʺˋ ᶿ

˯̲̗̻ˋọὧ˅ἑʥ˨ ʶ˨˅ � ˈᴊʶ˨ọὧˋᴊ L(�) ˌ

L(�) =
1

N
jj � ��jj2l2

;

˅ˇ˨ ʰˋᴊ ˯ή☼Ңʶ˨˥ʣˈ � ˯ṧ ʶ˨ ˯ή☼ fl ˅ʡʣ ‬ ˌ ҩ

˄ʟ˨ʨ˦ ή☼Ң˯Ἒʣ̡̹̱Ǩ̏ � ˌϳҡˋ˥ʣˈ ʸ˨

� = (� �)�1� :

Әᴲ

̗Ǩ̏˯ ʶ˨ᴊ ʩ⁮ᾍˈ �j ˋ ṀṪἯ˄ ʲ˩˨עἯ ή☼ fl ˌ ʡ₰ ˄ʟ

˨ Е ˄ ʺʣ˄ˇʡעἯˌӆ֔∂˯ᴿʰʴˡʶʡ ӆ֔∂˅ˌ₰Ẓ̗Ǩ̏ˈ̥˳̘̓ʴʶʫ

˨ʰ˅ˈ˥ˀ˃ ֔∂̗Ǩ̏˕ˋ ʩ˄ʪˇʬˇˀ˃ʴ˛ʣʰ˅˄ʟ˨ ʰ˩˯ ʭЂˈ

Ң˅ʡʣ₰ ʩ ˄ʟ˨ Ң˅ˌ ‬ ˈ � ʩ ˛ʴʡ ˄ʟ˨˘ˆ☼ʲʡ ˯

˅˨ᴊ R(�) ˯ ʴ˃ή☼Ңʶ˨ ˄ʟ˨ ӆ֔∂˯ᴿʰʶעἯ ̡̹̱Ǩ̏ˋ ʩ

ʪʬˇ˨ʰ˅ʩ ʡʼ˞ R(�) = jj�jj2l2
˅ʶ˨ʰ˅˄ӆ֔∂˯ ʭʰ˅ʩ˄ʪ˨˅ἑʥ˦
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˩˨ ʰˋ˥ʣˇῪ ˋẒ

L̂(�) =
1

N
jj � ��jj2l2

+ �jj�jj2l2
;

˯ή☼Ңʶ˨ ₰ ˯ Әᴲ˅ʡʣ ʰˋ‬ˈʧʡ˃ �ˌ Ңˋᶝʲ˯ṧ ʶ˨̡

̹̱Ǩ̏˄ Ң̡̹̱Ǩ̏˅ʡˬ˩˨ ʰˋ Ңˋᶝʲˌ ˋ ῆʩ ʪʡ˘ˆ

ˈ₫ʬˇ˨ ˇʹˇ˦ˍ ọὧʩ ˈ ʪʬˇ˨ʨ˦˄ʟ˨ ʺʰ˄ ˯ ╣ ὧ˄֠ˀ

˃ ˯Ἒʡ ˋ ˈʧʡ˃ᶔ ʴʼ Ң̡̹̱Ǩ̏˯Ὶ ʶ˨

‬ ˯ή☼Ңʶ˨̡̹̱Ǩ̏ � ˌ

� = (� � + �NI)�1� ;

˅ ʸ˨ ʰˋ‬ˈʧʡ˃ I ˌ p‗ˋ ϵἚ ˯ ʶ

Ἠ‬̲̗̺̓̀

˄ˌ ˟ˀ˅˟ ╦ˇ ₰ ˅ʴ˃ �j( )ˈ Ἠ‬˯ ʡʼ ˯ⱴӕʶ˨ ʺˋ

˯ Ҧʶ˨ˈʟʼ˧ ‬ʨ˦ ʲ˩ʼ̗Ǩ̏˯ ʡ˨ ˛˄ˌ

˯῁ἑˈʴ˃ʡ˨

‬

‬ ˌ ˯„ʶ ‬˯ ˈ ╦Ңʶ˨ʰ˅˄ẚ˩˨ ‗Ẓ

הˋ ‬˄ ϳҡ˄„ʲ˩˨

dx

dt
= p(y � x)

dy

dt
= rx � y � xz

dz

dt
= xy � bz:

ὋӘ ̗Ǩ̏˯ ʶ˨ˈʟʼ˧ (p; r; b) = (10; 28; 8
3) ˅ʴʼ ʰˋ ˌ˻˺̉ ʩ

˛˩˨ʰ˅˄ ˦˩˃ʡ˨ ˛ʼ ̗Ǩ̏ˋ ˌ ‗ˋ ˯ ʡ ‖ᴈἷ˜

0:005˄‖ᴈ 5; 000ʽʮἚˀʼ

Ἠ‬̲̗̺̓̀ˋ Ҧ

‬ˋ ‗Ẓ̗Ǩ̏ˈ ʴ˃ Ἢǥ ‗ˋ Ἠ‬Әᴲ˯⁮`ʴʼṪұ˯ⱴӕʶ

˨ ʴʼṪұˋḷ ˯ ˈᴽʴʼ ʺ˩˯Ẉ˨˅ ˋ ‬˯˥ʬḂ‎˄ʪ˃

ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨ ⁮ᾍˈ ӗᵀ ˯ṖΉʶ˨˅ ˋ ‬ˋӗᵀ ˈḂ‎ʶ˨ʰ

˅˟ˬʨ˨

ʰˋʰ˅ˌ ̲̗̻ʩ ‗ˋ Ἠ‬˄ ʸ˨עἯˈ ʺ˩ϳꞋˋ‗ ˄Әᴲ˯ʨʮ˩ˍ

˥ʬ̲̗̻˯Ḃ‎˄ʪ˨ʰ˅˯„ʴ˃ʡ˨ ʴʨʴ ̲̗̻ʩ ‗ˋ Ἠ‬˄ ʸ˨עἯ

ˡ ʲ˩ʼ˅ʴ˃˟ʺˋʶ˖˃ˋ ˯ᴃ ˄ʪ˨עἯˌ ʬˇʡ ʺˋ˥ʣˇעἯˋ Ҧ˯

‗ ˄Ἒʣ
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Әᴲ‗ X1 X2 X3 X1X2 X3X1

�10:000 10:000 0:000 0:000 0:000
28:000 �1:000 0:000 0:000 �1:000

0:000 0:000 �2:667 1:000 0:000

‬ˋ̲̗̺̓̀Ṫұ Ἢǥ ‗ˋ Ἠ‬Әᴲ˯ή☼ fl ˄Ἒˀʼ

˅ʪˋḷ ˯„ʴ˃ʡ˨ ʲ˩ʼ ˁˋӘᴲ‬ʶ˖˃ˈʧʡ˃ ḷ ʩ ʩ 10�4

˥˧☼ʲʡ˟ˋˌⱩ ʴʼ

‖ᴈ ˩Ṏˈ ʶ˨ Ἠ‬̲̗̺̓̀ˋṪұ ӗ˯‖ᴈἷ˜ 0:005 ˋ ‗

ˈ˥˧ᵱ˞ʼ ὦ ˌ‖ᴈ 10ˋX1 ˋᵀ ᴮˋ ˌ˄ʪ˃ʡ

˨ʰ˅ʩˬʨ˨ Э ˌ‖ᴈ 5; 000ˋᵀ ˯ᵱ˞ʼ˅ʪˋX1 ˋ ̹̥̀ ̀

̹̥ˌ ˋ˟ˋ˯Ḃ‎˄ʪ˃ʡˇʡʰ˅ʩˬʨ˨

ᴃ ˅‖ᴈ ˩ˋ

ẚ⁮˄ˌ ̲̗̻ʩ ‗ˋ Ἠ‬˄ᴽ╕ʲ˩˨˅ˌẢ˦ʷ ˛ʼЕ ˋ ʴʨᴃ ˄

ʪˇʡעἯ˟ ʡ ʺˋ˥ʣˇעἯˈ ˄ʪ˨₰ ˯ἑʥ˨ ʺˋ ˅ʴ˃

‬ˋ̗Ǩ̏ˋʣʾ ʴʨ₰ẒˈˇʡעἯ˯ἑʥ˨

₰ҩ ˇ ʩẢ˦˩˨עἯ ˞Ὀ˜˅ʡʣ ᾞʩ ̲̗̻˯ὴẚʶ˨ˋˈ ˄ʟ

˨ʰ˅ʩ ˦˩˃ʡ˨ ˞Ὀ˜˅ˌ ‗Ẓˋ x(t)ˈ ʴ˃ ʺˋ‖ᴈ ˩˯

ˡ ˅ʴ˃ Ҩʶ˨ ˄ʟ˨ ʥˍ ‗Ẓ ˯ Ҩʶ˨עἯˌ ᴃ ʲ˩ʼṎ˯

ᵏ‎ ˈ (x(t); x(t � �); x(t � 2�))˅ʶ˨ ˈ Ҩʶ˨‗Ẓ˅‖ᴈ ˩ˋ � ˯ṧ ʶ˨

ʰ˅ʩ˄ʪ˩ˍ ʰˋ₰ ˈ˥ˀ˃ Ẓˋ̲̗̻ˋ ⁭ˇˆ˯Ḃ‎˄ʪ˨ʰ˅ʩ ˦˩˃ʡ˨

ʰˋ‗Ẓˡ‖ᴈ ˩ ˋṧ ˈˁʡ˃ ǥˇ ϯʩʲ˩˃ʡ˨ʩ ԑ ʲ˩ʼ ˌˇʡ

ʺʰ˄ ὋӘˌ ‬ˋ ̗Ǩ̏˯Ϡʣˈʟʼ˧ ‖ᴈ ˩ ˄ ‗

Ẓ ˯ Ҩʴʼ

ʰˋ̲̗̻ˈ ʴ˃ Ἠ‬̲̗̺̓̀˯ ʴʼṪұ˯ᴽʶ ὋӘ Ἢǥ ‗ˋ Ἠ‬Әᴲ

˯ ˄Ἒˀʼ ʺˋ ‬ˋ ᴮᵀ ˯ ˋὦ ˈ„ʴʼ ʺ˩˯Ẉ˨˅ ᴮᵀ

ˋ ˌʟ˨ ʣ˛ʬʡˀ˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨ Е ˄ Ṗ ˌʣ˛ʬḂ‎˄ʪ˃

ʡˇʡʰ˅ʩ ˋЭ ˈ˥˧ˬʨ˨

ʰ˩˦ˋʰ˅ʨ˦ Ἠ‬˄ ʲ˩˨ʨˬʨ˦ˇʡ̲̗̻˯ ‗ˋ Ἠ‬˄̲̗̺̓̀ʶ˨

˅ ᴮˋᵀ ˌ ʴʥ˃˟ ᴮˋ Ṗ ˛˄Ḃ‎˄ʪ˨̲̗̻˯ᾞ˨ʰ˅ˌױ ˄

ˌˇʡ˅ἑʥ˦˩˨ ʺʰ˄ ʺ˩˯ӗṧʶ˨₰ ˯‗ⱱ˄ ʶ˨ Ǎ
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ṁᴊ

‬ˋ ˅ʺˋ‖ᴈ ˩˯ ˈ―ˁṎˋ ‬˯ ṁᴊ ˯

ʡ˃ ʶ˨

ṁᴊ ˋ

ˈʧʡ˃ Ἠ‬̲̗̺̓̀ʩὌ ˄ʟˀʼ ˋЕˁˈ ᶷ▀ ˇἁ ˯˅˦ʥ˦˩

ˇʨˀʼʰ˅ʩἑʥ˦˩˨ ʺʰ˄ ᶷ▀ ˇἁ ˯ ẚ˄ʪ˨ᴊ ˯ �j ˈ ʡ˨ʰ˅˯ἑ

ʥ˨

ᶷ▀ ˇἁ ˯ ẚʶ˨ ˋ ˁˈ ṁᴊ ʩʟ˨ ṁᴊ ˅ˌ ˈ ʴ˃

ʟ˦ʨʵ˞ṧ˛ˀ˃ʡ˨ ˅ ˅ˋᶇ ˋ˜ˈ϶ ʶ˨ᴊ ˋʰ˅˯ʡʣ ʺʴ˃ ʺˋᴊ

˯ᶇ ˈ ʴ˃ ẗ☿ˇ өᴊ ˈʶ˨ʰ˅˄ ᶷ▀ ˈэᶯ ˯―ˁᴊ ˯ἁ ʶ˨ʰ

˅ʩ˄ʪ˨ ὋӘˌ˼˶̉Ḿ ṁᴊ ˅ʡˬ˩˨ϳҡˋᴊ gk( )˯ ʡ˨

gk( ) =

(
�jj � kjj2l2

h2

)
:

ʰʰ˄ k ˌ k ˋ וֹ ˋὰ hˌᴊ ˋừʩ˧˯ ẚʶ˨̡̹̱Ǩ̏˄ʟ˨

ὋӘ ʰˋ˼˶̉Ḿ ṁᴊ ˯ ʡ˨ˈʟʼˀ˃ ̗Ǩ̏ˋ ᾏʶ˨ʶ˖˃ˋ Б˄ ˁ

ˋ ṁᴊ ˈ ˬ˩˨˥ʣˈ וֹ f kg ˯ԍῥ+ˈ ʴ h ˯ ʴʼ ṁᴊ ˌ

1; 806(=: M)Ấ ʡ ʺˋ ˈЕ‗Ἠ˟ �j( )ˈ ʡʼ ˁ˛˧ ὋӘˌ

d

dt

����
= i

� �0 +
X

j=1;��� ;D

�jX(i;j) +
X

k=1;��� ;M

�D+k gk( i);

˅ʴ˃ � ˯ ʴʼ ʰʰ˄ (i;j) ˌ̩˿̘̻ i ˋ j ˯ ʶ ˛ʼ ṁᴊ ˌӆ֔

∂ʴˡʶʡʼ˞ ₰ ˈˌ Әᴲ ‬ ˯ ʡʼ

ᴮᵀ ˋ Ҧ

ṁᴊ ˯ ʡ˃ ʲ˩ʼ ‬ˋ ᴮᵀ ˯ Ҧʶ˨ ˈ ᴮˋӗᵀ ˯„ʴ

˃ʡ˨ Ἠ‬̲̗̺̓̀ˋעἯ˥˧˟ ᴮ ˋ ʩ˥ʬ ʨˁ‖ᴈ ˩ˋἁ ˟ ˀ˃

ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨

ᴮᵀ ˋ Ҧ

ṁᴊ ˯ ʡ˃ ʲ˩ʼ ‬ˋ ᴮᵀ ˯ Ҧʶ˨ ˈ 10; 000‖ᴈˋӗᵀ

˯ ‗Ẓ̧̘̽̓ʴʼ ˯„ʴʼ ˁˋ˲̘̹˿̏Ǩʩ˥ʬ‎˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨ ˛ʼ

ˋ ̹̥̀˯ ˈ„ʴ˃ʡ˨ Ἠ‬̲̗̺̓̀ˋעἯˌ ̹̥̀˯Ḃ‎˄ʪ

ˇʨˀʼʩ ṁᴊ ˯ ʡ˨ʰ˅˄ ̹̥̀˟Ḃ‎ʲ˩˃ʡ˨
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ṁᴊ ˯ ʡʼעἯˋ ᴮᵀ ὦ ˌ ‬ˋ ˅ὋӘ

ʲ˩ʼᵀ ˋ ʩʷ˩˃ʡ˨ ˌ˻˺̉ ˈ ʶ˨˟ˋ˅ἑʥ˦˩˨ Э

ˌ ʲ˩ʼ ‬ˋᵀ ˯‖ᴈ ˩ ̥̘̇ʲʸʼ ‖ᴈ ˩ἁ ʩ ʲ˩ʼ

‬ˈ˟І―ʲ˩˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨

ṁᴊ ˯ ʡʼעἯˋ˲̘̹˿̏Ǩ ‖ᴈἷ˜ �t = 0:005˄ T = 10; 000ʽʮ

ӗ˯ṖΉʴʼṪұ ʲ˩ʼ ‬ˋ˟ˋ˅ ˋ˟ˋʩ≥ ‎˃ʡ˨ʰ˅ʩˬ

ʨ˨

≈ἯˋЕˁ˄ʟ˨ ˈˁʡ˃ˋ Ԝ˯Ἒʣ ˅ˌ ‖ᴈ ʩ 0˅ˇ˨ ˋ

ʰ˅˄ ʺˋ ʩ╬ᴮ ˄ʟ˨˅ ʨˇʡ ˄ʟ˨

̲̗̻˄ʟ˨ ‬ ‬ ʨ˦ ˯˟˅˞˨˅ ὋӘˋ̡̹̱Ǩ̏

˅‖ᴈ ˩Ṏ˄ˌ (0; 0; 0) (8:485; 8:485; 8:485) (�8:485; �8:485; �8:485)ˋ ˁʩ

˅ˇ˨ ὋӘ ʴʼ̲̗̻ˋ ˯˺˴̹Ǩ ˄ᵱ˞˨˅ ˁˋ ʩᵱ˛˨ ʺˋ

ὰ ˅̴̣̃Ἒ ˋầ ˯ ˈ„ʴʼ ̴̣̃Ἒ ˋầ ˌ ˋ ⁭˯ṧ ʶ˨

˄ʟ˨ ˋ ˋὰ ˌ ʡ ˄Ḃ‎˄ʪ˃ʡ˨ʰ˅ˬʨ˨ Е ˄ ˋ̲̗̻

ˈˌˇʡ ˈˁʡ˃ˌ˲̘̹˿̏Ǩˋӳˈʟ˨ʰ˅ʩ ˖˨˅ˬʨ˨ ʰˋ ˁˋ

˯̄Ǩ̘̉ ˅ẦⱭʶ˨

ˁˋ̄Ǩ̘̉ ˌ̲̗̺̓̀ҩ ˇᶛө˯ ˞˃ʡ˨ ʰˋ ˋṀ ʶ˨ϫ

˯ᶛөˈ˲̘̹˿̏Ǩ ˈ╬ᴮ ʩʟ˨˅˲̘̹˿̏Ǩ ˈᵫУʲ˩˨ ʺˋЕ ˄ ˲
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ṁᴊ ˯ ʡʼעἯˋ X1 ˋ ̹̥̀ ˋ̗Ǩ̏ X1 ˈᴊʶ˨ ̹̥̀

ˋ ̹̥̀˅‎˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨

L R O GL GR
X∗

1 �8:48 8:48 0:00 �1:29 1:32
X∗

2 �8:47 8:47 0:00 �1:25 1:29
X∗

3 �8:48 8:48 0:00 �1:37 1:41
�∗

1 0:10 + 10:17i 0:10 + 10:17i 10:56 11:19 11:34
�∗

2 0:10 � 10:17i 0:10 � 10:17i 2:83 �5:12 �4:78
�∗

3 �10:60 �11:22 �15:76 �10:12 �10:62

ˋὰ ˅̴̣̃Ἒ ˋầ ˋὰ ˯ (X�
1 ; X�

2 ; X�
3 )˅ ʴ ʺˋ

˄ˋ̴̣̃Ἒ ˋ ˁˋầ ˯ ��
1; ��

2; ��
3 ˅ʴ˃ʡ˨ ˋ ˄ʟ˨ L; R; Oˌ˥

ʬḂ‎˄ʪ˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨ ˛ʼ ˋ‖Ṏ ̗Ǩ̏ˈˇʡ̄Ǩ̘̉ GL; GR

ʩ ᾏʶ˨ ʰ˩˦ˌ˲̘̹˿̏Ǩˋӳˈʟ˨ʰ˅ʩ ˖˨˅ˬʨ˨

̄Ǩ̘̉ ˋṀ ʶ˨ᶛө ̄Ǩ̘̉ GRˋ X2; X3 ˈ ˯ ʴʼע

Ἧˋӗᵀ ʩ ῆʶ˨ʨ˯ԑʨ˞ʼ 10‖ᴈϳ ˈ˲̘̹˿̏Ǩ˯ᴐ˝ ʨ˦╓ʼע

Ἧ˯ ῆ˅˜ˇʴʼ ῆʶ˨עἯˌ ךּ ῆʴˇʡעἯˌ ˨ʴ˃ʡ̧̘̓̽˄ךּ ẓ

ʩ GRˈʟʼ˧ ʺ˩˯ ˨ᶸ ʩ ῆʶ˨ʨˋᶛө ˯Ṁ ʴ˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨

̘̹˿̏Ǩˋˇʡ ˈʟ˨˅ ῆʶ˨˅ἑʥ˦˩˨ ⁮ᾍˈ ̄Ǩ̘̉ ˋ⅜ ˯╬ᴮ

ˈ˅˧ ᵀ ˯ᵱ˞ʼṪұ˯ ˈ„ʴʼ ʺ˩˯Ẉ˨˅ Ǩ̘̉̄ˋוֹ ˯ ˨

˄ ῆʶ˨ Б˅ʴˇʡ Бʩ ֠ʲ˩˃ʡ˨ʰ˅ʩˬʨ˨
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˛˅˞

ϳꞋ˄Ẉ˃ʪʼ˥ʣˈ ṁᴊ ˯ ʶ˨ʰ˅˄ ᴮᵀ ʽʮ˄ˇʬ ᴮˋᵀ ˋ Ṗ

⁭ˡ ˅ʡˀʼ ⁭˟Ḃ‎˄ʪ˨ ˛ʼ ʺˋ ˈ˟ ₁ ˡ ₁ ˅

ʡˀʼ ⁭˟Ẓˋ̲̗̻ˋ˟ˋ˅‎˃ʡ˨ʰ˅ʩԑ ʶ˨ʰ˅ʩ˄ʪ˨ ṁᴊ ˯ ʶ˨

ʰ˅˄ Ἠ‬̲̗̺̓̀˄˅˦ʥ˦˩ˇʨˀʼᶷ▀ ˇἁ ʩ̲̗̺̓̀˄ʪ˨˥ʣˈˇ˧

ǥˇ ⁭˛˄Ḃ‎˄ʪ˨˥ʣˈˇˀʼ˅ἑʥ˦˩˨

̮˿̽̐˴̯̚˿̉ˋ̲̗̺̓̀

ⱱˋ₰ ˯ ʡ˃ ֔ˋ˸̝̻˾Ǩˈᴊ ʶ˨̮˿̽ E(3; t)ˋ‖Ṏ ˯

ʶ˨̲̗̻˯ἁ ʴʼ Ḓ ˈ ‖ᴈ 5ˋЅ ᶿ˯˅ˀʼ̗Ǩ̏ˈ ʴ˃ ‖ᴈ ˩

2:0˄ 4‗Ẓ Ҩʴ˃ ‬ˋ ˯Ἒˀʼ ˋᴢ ‬ʨ˦̮˿̽ ˄ ʵ

ʼ ‬ˌӗ ˈ ˦˩ˇʡʰ˅ʩ ˦˩˃ʡ˨ Е ˄ ὋӘ ʲ˩ʼ ‬ˌ̮

˿̽ ˋ ˄ ʵʼ˟ˋ˅ˇˀ˃ʡ˨ ˈ ʲ˩ʼ ‬ˋ ӗᵀ ˯„ʴʼ

ʟ˨ ˋ‖ᴈ ˟˅ˋ‖Ṏ ˯Ḃ‎˄ʪ˨ʰ˅ʩԑ ˄ʪ˨

X1 = E(3; t)ˋ ̲̗̻ˋ ӗᵀ ‖ᴈἷ˜ 0:005ˋ ‗ ˄

ӗᵀ ˯ṖΉʴʼ

˛˅˞

ὋӘ ̲̗̻ʩ ˋ̗Ǩ̏ˋ ‬˯ ʶ˨₰ ˋ ϯ˯Ἒˀʼ ̗Ǩ̏ˋ‖

ᴈ ˯ Ӯ˯ ʡ˃ ʴʼễ ʺ˩˯ ˈʴ˃ ṁᴊ ˈӘᴲʶ˨ʰ˅˄

Ḃ‎ ˇ ‬˯ᾞ˨ʰ˅ʩ˄ʪ˨ ʰˋ ₰ ˈ˥˧ᵱ˛ˀʼ ‬ˌ ̲̗

̻ˋ ᴮᵀ ʽʮ˄ˇʬ Ṗ ˇ ⁭˟Ḃ‎ʴʣ˨ʰ˅ʩ ʨˀʼ

Е ˄ ʰˋ₰ ˌ ṁᴊ ˋ ˯ԍῥ+ˈἚʣ ˣʥ ʪˇ‗Ẓˋ̗Ǩ̏ʧ˥ːӆ

ˈ ᾷ˄ ʬˋ ṁᴊ ˯ ˅ʶ˨עἯˇˆˈˌ ˄ʪˇʡ ʺˋ˥ʣˇעἯˈˆˋ˥

ʣˈἚʣ˖ʪʨˌὋễṾ ʶ˨˖ʪ‍Ἠ˄ʟ˨
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Jacobi多様体と擬 Riemann計量の整合性

早稲田大学大学院 基幹理工学研究科 数学応用数理専攻
木村 直記 (Naoki KIMURA)

概要

Poisson多様体はシンプレクティック多様体の一般化であり，Jacobi多様体は Poisson多様体

の一般化である．Boucettaは，K�ahler構造の一般化として，Poisson構造と擬 Riemann計量

の整合性の概念を導入した．本講演では，この概念を更に一般化し，Jacobi構造と擬 Riemann

計量の整合性を定義する．また，この定義における計量との整合性が，Jacobi多様体の Poisson

化に対して良い振る舞いを示すことを紹介する．本研究は中村友哉氏 (工学院大学) との共同研

究である．

1 Poisson多様体と Lie亜代数

本稿では，M を C1-多様体とする．

定義 1 (シンプレクティック多様体). 2n次元多様体M 上の非退化閉 2-形式 !，すなわち，!n 6= 0

かつ d! = 0 を満たす 2-形式 ! を M 上のシンプレクティック構造といい，(M; !) をシンプレク

ティック多様体という．

M 上のベクトル場の空間 X(M) = Γ(T M) には Lie bracket [�; �] が定まっているが，これを M

上の多重ベクトル場の空間，すなわち Γ(Λ�T M) にいくつかの条件を満たすように拡張したも

のを Schouten bracket と呼び，Lie bracket と同じく [�; �] と書く．Schouten bracket は [�; �] :

Γ(ΛkT M) � Γ(ΛlTM) ! Γ(Λk+l�1T M) である．Schouten bracket [�; �] を用いて Poisson多様体

は次のように定義される．

定義 2 (Poisson多様体). M 上の 2-ベクトル場 � 2 Γ(Λ2TM)が

[�; �] = 0

を満たすとき，� をM 上の Poisson構造といい，(M; �)を Poisson多様体という．

M 上の 2-形式 ! 2 Γ(Λ2T �M)と 2-ベクトル場 � 2 Γ(Λ2TM)に対して，

![ : TM ! T �M , X 7! ![(X) := !(X; �),
�# : T �M ! TM , � 7! �#(�) := �(�; �)
と定めると，

! が非退化 () ![ : T M ! T �M が同型射，

� が非退化 () �# : T �M ! T M が同型射

である．同型射 �![ : TM ! T �M と同型射 �# : T �M ! T M が互いに逆写像になるように ! と
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�をとることによって，M 上の非退化 2-形式 !と非退化 2-ベクトル場 �は 1対 1対応している．ま

た，非退化 2-形式 ! とそれに対応する非退化 2-ベクトル場 � に対して

d! = 0 () [�; �] = 0

が成り立つので，非退化 Poisson 構造とシンプレクティック構造は等価な概念である．従って，

Poisson多様体はシンプレクティック多様体の一般化である．

定義 3 (Lie 亜代数). M 上のベクトル束 A の切断の空間 Γ(A) に Lie bracket [�; �]A が定まってお
り，M 上のバンドル写像 �A : A ! TM があって，任意の X; Y 2 Γ(A)と f 2 C1(M)に対して

[X; fY ]A = f [X; Y ]A + (�A(X)f)Y

を満たすとき，(A; [�; �]A; �A)をM 上の Lie亜代数という．また，�A をアンカーと呼ぶ．

例 1. (1) Lie代数は 1点上の Lie亜代数である．(M が 1点 )

(2) M の接束 (TM; [�; �]; idT M )はM 上の Lie亜代数である．ここで，[�; �]はM 上のベクトル場

の空間 X(M) = Γ(TM)の通常の Lie bracket．(T M; [�; �]; idT M )を標準的な Lie亜代数と呼ぶ．

Lie亜代数 (A; [�; �]A; �A)に対して，標準的な Lie亜代数である TM の場合と同じように differential

dA : Γ(ΛkA�) ! Γ(Λk+1A�) (T M の場合は外微分 d)，Lie 微分 LA
X : Γ(ΛkA�) ! Γ(ΛkA�)，

Schouten bracket [�; �]A : Γ(ΛkA) � Γ(ΛlA) ! Γ(Λk+l�1A)が定義される．

定義 4 (Poisson構造). M 上の Lie亜代数 (A; [�; �]A; �A)上の 2-切断 � 2 Γ(Λ2A)が

[�; �]A = 0

を満たすとき，� を A上の Poisson構造という．

多様体M 上の Poisson構造は標準的な Lie亜代数 T M 上の Poisson構造であるから，Lie亜代数 A

上の Poisson構造は多様体上の Poisson構造の一般化である．

多様体M 上に Poisson構造 � があるとき，

[�; �]� := L�♯�� � L�♯�� � d(�(�; �)) (�; � 2 Γ(T �M))

と定めると，余接束 T �M に Lie亜代数の構造 T �M� := (T �M; [�; �]�; �#)が入る．

このことは標準的な Lie亜代数 T M から一般の Lie亜代数 Aに一般化できる．

M 上の Lie亜代数 (A; [�; �]A; �A)上に Poisson構造 � があるとき，

[�; �]A;� := LA
�♯�� � LA

�♯�� � dA(�(�; �)) (�; � 2 Γ(A�))

と定めると，Aの双対ベクトル束 A� に Lie亜代数の構造 A�
� := (A�; [�; �]A;�; �A � �#)が入る．

Poisson 多様体の研究において Lie 亜代数 T �M� は重要である．実際に，Lie 亜代数 T �M� は

Poisson多様体の情報の多く（Poissonコホモロジーや特性葉層など）を持っている．
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2 Jacobi多様体と Jacobi亜代数

定義 5 (Jacobi多様体). M 上の 2-ベクトル場 Λ 2 Γ(Λ2T M)とベクトル場 E の組 (Λ; E)が

[Λ; Λ] = 2E ^ Λ; [E; Λ] = 0

を満たすとき，(Λ; E)をM 上の Jacobi構造といい，(M; Λ; E)を Jacobi多様体という．

Jacobi 多様体 (M; Λ; E) で E = 0 のとき，(M; Λ) は Poisson 多様体．従って，Jacobi 多様体は

Poisson多様体の一般化である．

定義 6 (接触多様体). (2n + 1)次元多様体M 上の 1-形式 �が � ^ (d�)n 6= 0を満たすとき，�をM

上の接触構造といい，(M; �)を接触多様体という．

M 上に接触構造 � があるとき，� から Jacobi構造 (Λ; E)が定まるが，この Jacobi構造 (Λ; E)は

“非退化”になる．非退化 Poisson構造とシンプレクティック構造は等価な概念であるのと同じよう

に，非退化 Jacobi構造と接触構造は等価な概念である．

定義 7 (Jacobi 亜代数). M 上の Lie 亜代数 A と A の 1-コサイクル �0 の組 (A; �0) を M 上の

Jacobi亜代数という．ここで，�0 2 Γ(A�)が dA�0 = 0を満たすとき，Aの 1-コサイクルという．

Jacobi亜代数 (A; �0)は �0 = 0のとき Lie亜代数 Aであるから，Jacobi亜代数は Lie亜代数の一

般化である．

例 2. (X; f); (Y; h) 2 X(M) � C1(M)に対して

[(X; f); (Y; h)] := ([X; Y ]; Xh � Y f)

と定めると，Γ(T M � R) �= X(M) � C1(M)と同一視することにより，TM � Rに Lie亜代数の構

造 (TM � R; [�; �]; pr1)が入る．さらに，(0; 1) 2 Ω1(M) � C1(M) �= Γ(T �M � R)はこの Lie亜

代数 (TM � R; [�; �]; pr1)の 1-コサイクルとなるから，(TM � R; (0; 1))はM 上の Jacobi亜代数に

なる．(T M � R; (0; 1))を標準的な Jacobi亜代数と呼ぶ．

Jacobi亜代数 (A; �0)では，Lie亜代数 Aに 1-コサイクル �0 を付け加えたことによって，Lie亜

代数 Aのアンカー �A，differential dA，Schouten bracket [�; �]A が �0 によってひねられる．�0 に

よってひねられた演算を ��0

A ，d�0

A ，[�; �]�0

A と書く．

定義 8 (Jacobi構造). M 上の Jacobi亜代数 (A; �0)上の 2-切断 � 2 Γ(Λ2A)が

[�; �]�0

A = 0

を満たすとき，� を (A; �0)上の Jacobi構造という．

Jacobi亜代数 (A; �0)上の Jacobi構造 � は，�0 = 0のとき Lie亜代数 A上の Poisson構造に他な

らない．従って，Jacobi亜代数上の Jacobi構造は Lie亜代数上の Poisson構造の一般化である．
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多様体M 上の Jacobi構造 (Λ; E)は，Γ(Λ2TM) � X(M) �= Γ(Λ2(T M � R)) と同一視することで

標準的な Jacobi亜代数 (TM � R; (0; 1))上の Jacobi構造とみなせる．従って，Jacobi亜代数上の

Jacobi構造は多様体上の Jacobi構造の一般化でもある．

Lie 亜代数 A 上に Poisson 構造 � があると A の双対ベクトル束 A� に Lie 亜代数の構造 A�
� が

定まるのと同様に，Jacobi 亜代数 (A; �0) 上に Jacobi 構造 � があると A の双対ベクトル束 A� に

Jacobi亜代数の構造 (A�
�; X0)が入る．ここで，X0 := ��#�0 2 Γ(A)である．

特に，標準的な Jacobi 亜代数 (TM � R; (0; 1)) 上の Jacobi 構造の場合，すなわち，多様体M 上

の Jacobi 構造 (Λ; E) に対しては，TM � R の双対ベクトル束 T �M � R に Jacobi 亜代数の構造

(T �M � R; (�E; 0))が入る．

Poisson多様体の研究において Lie亜代数 T �M� が重要であるように，Jacobi多様体の研究にお

いて Jacobi亜代数 (T �M � R; (�E; 0))は重要である．

Jacobi 多様体の Poisson 化と呼ばれる操作は Jacobi 多様体を研究する上で非常に重要である．

Poisson 化によって，Jacobi 多様体の研究をより理解の進んでいる Poisson 多様体の研究に帰着で

きるからである．また，非退化 Jacobi多様体，すなわち接触多様体の Poisson化は接触多様体のシ

ンプレクティック化に他ならない．すなわち，非退化 Jacobi多様体の Poisson化は非退化 Poisson

多様体である．また，Poisson化という操作は Jacobi亜代数上の Jacobi構造に対して一般化されて

いる．

3 Poisson構造と計量の整合性

Lie亜代数 A上のアファイン接続は TM の共変微分と同じように定義できる．

定義 9. M 上の Lie亜代数 (A; [�; �]A; �A)について，R-双線型写像 r : Γ(A) � Γ(A) ! Γ(A)が任

意の f 2 C1(M)と X; Y 2 Γ(A)に対して

rfXY = frXY;

rXfY = frXY + (�A(X)f)Y

を満たすとき，rを A上のアファイン接続という．

T M の共変微分の場合と同じように，Lie亜代数 A上の擬 Riemann計量 g に対して，捩率 0か

つ計量 g と両立しているような A上のアファイン接続が唯一つ存在し，そのアファイン接続を g の

Levi-Civita接続と呼ぶ．

Boucetta は，多様体 M 上の Poisson 構造 � と計量の整合性を Lie 亜代数 T �M� 上の計量の

Levi-Civita接続を用いて次のように定義した．

定義 10 (Boucetta). Poisson多様体 (M; �)と T �M 上の擬 Riemann計量 g� に対して，(�; g�)が

整合的であるとは
D� = 0

が成立するときをいう．ここで，Dは Lie亜代数 T �M� 上の g� の Levi-Civita接続．

(�; g�)が整合的でかつ Poisson構造 � が非退化であるとき，� に対応するシンプレクティック形
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式 !はKähler形式になることが示されている．従って，整合的な計量を持つ Poisson構造はKähler

構造の一般化とみなせる．

Boucettaは多様体上の Poisson構造と計量の整合性を上記のように定義したが，この定義は Lie亜

代数 T �M� 上の計量の Levi-Civita接続を用いたものであるから，一般の Lie亜代数 A上の Poisson

構造に対して計量との整合性を同様に定義できる．

定義 11. Lie亜代数 A上の Poisson構造 � と A� 上の擬 Riemann計量 g� に対して，(�; g�)が整

合的であるとは
D�� = 0

が成立するときをいう．ここで，D� は Lie亜代数 A�
� 上の g� の Levi-Civita接続．

4 Jacobi構造と計量の整合性 (主結果)

今回，Jacobi亜代数上の Levi-Civita接続を用いて，Jacobi亜代数上の Jacobi構造と計量の整合

性を次のよう定義した．

定義 12 (K-Nakamura). Jacobi亜代数 (A; �0)上の Jacobi構造 � と A� 上の擬 Riemann計量 g�

に対して，(�; g�)が整合的であるとは

(D�;�0
� �)(�; 
) = �1

2
((X0 
 �)(�; 
; �) + (X0 
 �)(
; �; �) + g�(�; �)�((g�)[�1(X0); 
)

� g�(�; 
)�((g�)[�1(X0); �))

が成立するときをいう．ここで，D�;�0 は Jacobi亜代数 (A�
�; X0)上の g� の Levi-Civita接続．

この定義は �0 = 0のとき，定義 11の Lie亜代数 A上の Poisson構造と計量の整合性の定義と一致

している．従って，定義 12における Jacobi構造と計量の整合性は Poisson構造と計量の整合性の

一般化になっている．

また，Jacobi構造と計量の整合性をこのように定義すると次が成り立つ．

定理 13 (K-Nakamura). 定義 11 と定義 12 における計量との整合性は，Poisson 化によって保た

れる．

非退化 Jacobi多様体，すなわち接触多様体に対してこの定理を適用して次を得た．

定理 14 (K-Nakamura). M 上の接触計量構造に対して，その接触構造から定まる非退化 Jacobi構

造と計量が整合的であることと，その接触計量構造が佐々木構造になることが同値である．

定義 10 における整合的な計量を持つ Poisson 構造は Kähler 構造の一般化とみなせるが，定理

14より，定義 12における整合的な計量を持つ Jacobi構造は佐々木構造の一般化とみなすことがで

きる．
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に関する同伴ベクトル束
S1=2 := Spin(M ) � �n Wn

をスピノール束という. また, このスピノール束の切断をスピノール場とよぶ.

スピン幾何学において重要な楕円型形式的自己共役作用素であるディラック作用素 D : �( S1=2) !

�( S1=2) を次で定義する.

D :=
nX

i =1

ei � r ei :

ここで, ei � を TM の局所正規直交枠 f ei gによるクリフォード積としている. このディラック作用

素に関する定理を二つ紹介する. 一つ目は指数定理である. (M; g) を偶数次元のスピン多様体と

すると, スピノール束は S1=2 = S+
1=2 � S�

1=2 と分解する. ディラック作用素はこの分解に沿って

D = D + + D � と書ける. ここで, D � : �( S�
1=2) ! �( S�

1=2) である. Atiyah-Singer の指数定理 ([1])

とは, 「多様体がコンパクトなとき, ディラック作用素の解析的指数 ind D と M の Â-genusÂ(M )

が一致する」というものである. つまり,

ind D := dim ker D + � dim ker D � = Â(M ):

二つ目の定理は次のリヒネロヴィッツ公式である.

D 2 = r � r +
scal

4
:

コンパクトリーマン多様体上で接続ラプラシアン r � r が非負であることから, スカラー曲率が

正 (scal > 0) のときに ker D = 0 となる. また, この ker D の元のことを調和スピノールと呼

ぶ. 同様に, scal � 0のときに調和スピノールの空間と平行スピノールの空間は一致する, つまり

ker D = ker r が成り立つ. さらに, 指数定理を用いることによって次を得る.
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S3=2 をスピン 3/2 のスピノール束という. さて, S1=2 
 TM は Spin(n) によって S1=2 � S3=2 と既

約分解されるが, 捩れディラック作用素 DT M をこの分解に沿って 2 � 2行列の形で次のように書く

ことができる.

DT M =

 
2� n

n D 2P �

2
n P Q

!

: (1)

D : �( S1=2) ! �( S1=2) は通常のディラック作用素であり, P : �( S1=2) ! �( S3=2) はペンロー

ズ作用素, P � はペンローズ作用素の形式的随伴作用素である. そして, (2,2)-成分に現れている

Q : �( S3=2) ! �( S3=2) をラリタ=シュウィンガー作用素と呼び, 楕円型自己共役な 1階の微分作用

素である. これはディラック作用素のスピン 3/2 版だと思うことができる. また, 1節において定義

した調和スピノールのスピン 3/2 版が次に定義するラリタ=シュウィンガー場である.
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� Q2 =
�

n � 2
n

� 2 �
� S3= 2 +

scal
8

�
on Im P

また, スカラー曲率が非負 (scal � 0)のとき ker Q \ Im P = f 0gとなり, ker Q \ ker P � = ker Qが

得られる.

このように, アインシュタインスピン多様体において様々な公式が知られているので, 一般のスピ

ン多様体に比べればラリタ＝シュウィンガー場を調べることができる.

3 nearly
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この � 2 Cをキリング数と呼ぶ.

キリング数は実数もしくは純虚数になることが知られている. キリング数が零のときには

� 2 �( S1=2) は平行スピノールとなるが, 零でない実数のときには実キリングスピノール, 純虚数のと

きには虚キリングスピノールと呼ぶことにする. また, スピン多様体 (M; g) が平行スピノールを持つ

ときにリッチ平坦多様体, 実キリングスピノールを持つときにスカラー曲率が正のアインシュタイン

多様体, 虚キリングスピノールを持つときにスカラー曲率が負のアインシュタイン多様体になること

が知られている.

6次元 strict nearly ケーラー多様体が実キリングスピノールを持つことは先に述べたが, 実キリン

グスピノールを持つ多様体は B•ar によって分類されている.
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中だと, 等質と非等質の 2つの S3 � S3 のみラリタ＝シュウィンガー場が存在していることになる.

一方, 標準的な計量の入った（nearlyケーラー多様体でない）S3 � S3 にはラリタ＝シュウィンガー

場が存在しないことも今回分かった. これは, ラリタ=シュウィンガー場が位相的な条件だけでなく

計量にも依っていることが分かった初めての例という点で重要である.

上の主定理を得るのと同様のテクニックを用いることによって nearlyケーラー多様体の変形理論

についても結果が得られた.
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��	•�^�•�h���Ø�º�w�—�w�ü�“�ù�M
$�Ü�›�b�;�`�h�® Thrust Network Analysis (TNA) �¯�q�z�y�•�”

	��O�U�¿�X�Œ�’�•�”�‘�O�t�s�“�|�Õ�ç�æ�ï�•�¢�Ÿ�”�ï�w�2�?�¶�w�¬�ç�”�Ó�q�q�‹�t�Æ
C�s�Z�€�U
��Š

�’�•�o�M�” [2, 4, 11]�}�`�T�`�s�U�’ TNA �p�x�Â�Ø�w�2
ª�t���b�”�ð�J�U�{�Q�s�M�h�Š�|�Ø�º�t
\

�a�”� �—�w�•�ˆ�U�Ì�¬�p�s�X�|�^�’�t�!
ü�j�g�q�w���È�‹�Ì�¬�p�s�M�}�Š�è���p�x�|
•
ü�2�?�$	��O

�t�,�n�V�|�×	O�t�0�`�o�2
ª
¢�M�²�t�Ø�º�d�œ�…�U
\�a�c�|�Ø�º�š� �—�t�‘�l�o�ü�“�ù�O��	Ý�›�³�£

�ç�~�š�g�æ�q�!
ü�j�g�t�&�ù�b�”���p���Ü�=�b�”�}�‡�h�P�™�w���º�t�S�M�o�|�È�’�T�s�Â�Ø�›�‘�M�2


ª�p�‹�l�o�m�„�=�b�”�\�q�x�|
:�‹�r
s�w�ˆ�s�’�c�|�—�¶�$�›
Q�›�¡�Ë�`�|�°�ˆ�w�K�”���’�s
X�›�Æ

�;�p�V�”�q�M�O�ª�»
Q�w�:�T�’�‹���®�p�K�”�}�f�w�h�Š�|�Š�è���p�x�›���s�2
ª�t�S�Z�”�ü�“�ù�M�Ü

* 1 �è�ï�¨�•�Ò�é�¿�«�›
u�ˆ	Í�[�o�p�V�”�Ï���w�\�q�}
* 2 �î�M�t�x Hooke �w�O���p���Ê�s Robert Hooke �U 1670 �å�E�|�b�p�t�o�^�û�“�Û���w���;
Q�t�>�n�M�o�M�h�‘�O�p�K

�”�U�|
t�x�ž�Æ�¬�å�Ü�›�b�;�`�o�f�w�Z�€
R�L�›�¬
¯�`�o�M�h�h�Š�|�r�¡�^�•�h�w�x 19 
H�D�t�s�l�o�T�’�p�K�l�h�}

�î�M�t Hooke �U�G	\�`�o�M�h�ž�Æ�¬�å�Ü�›���Y [1] �t�_�”�\�q�U�p�V�”�U�|	s�_�p�x
¶�X�g�r�p�V�s�M�‹�w�p�K�”�}
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�w
¯�Ô�q�|�2
ª�›�b�;�`�h�m�„�=�t�m�M�o	\�‚�”�}�s�S�Š�C���º�0�x�æ�� [6] �›	j
‹�¤�p�K�”�}

(a) �±�¬�å�¼�~�Ñ�•�Û�æ�ž (b) �o�^�û�“�Û�� (c) �0���Ï�� (d) Isler �w�Û��


$ 1: (a), (b): Gaudi �t�‘�”�±�¬�å�¼�~�Ñ�•�Û�æ�ž�q�f�w�o�^�û�“�Û���}

(c), (d): Isler �t�‘�”�¼� �Â�Ÿ�ï�®�ï�w�¨�¹�æ�ï�µ�»�ï�Å�w�0���Ï���q�o�^�û�“�Û���}

2 	j
‹�•�Â�Ø�æ�w�,�Š�;� 

M � R2 �›���Ø�º�w�–�¬�q�` * 3�|�f�w�2
ª�› (x; y) �q
¯�b�} M �w�x�Š���ˆ �q�x�|�Õ�«�Ä�ç�‹��
:

X : M ! R3 �p�K�l�o�| M 	Í�w�Ú�™�w�:�t�S�M�o�Õ�«�Ä�ç X x , X y �U�°�Í� �q�p�K�”�q�V�›�M�M�|�x

�Š���ˆ X �› R3 �º�w �Â�Ø�q�z�•�}�\�w�q�V X �w�Ø
u�A
É �› dA = kX x � X y kdxdy �p���Š�”�}�Õ�«

�Ä�ç X x ; X y �x�Â�Ø�w
€�Õ�«�Ä�ç�›�)�Q�|�Ž
u�›�q�l�o�o�•�O�Õ�«�Ä�ç � = ( X x � X y )=kX x � X y k

�›���Š�”�} R3 	Í�w�º
u�› h�; �i �q
¯�b�q�V�|�Â�Ø�w �H�°�~�H�Ë�,�Š�æ�» g; h �›�Í�Ü�p���Š�”�•

g =
�

hX x ; X x i hX x ; X y i
hX y ; X x i hX y ; X y i

�
; h =

�
�h X x ; � x i �h X x ; � y i
�h X y ; � x i �h X y ; � y i

�
: (1)

�æ�» S = g� 1h �› ���^�;
É �| S �w�{���‹ � 1; � 2 �›�Â�Ø X �w	��Â�p �q�z�|�|�0� �b�”�{���Õ�«�Ä�ç�›

	��Â�p�M�² �q�z�•�}�‡�h

H =
� 1 + � 2

2
; K = � 1� 2 (2)

�q�S�V�| H, K �›�f�•�g�•�Â�Ø X �w���É�Â�p �| Gauss �Â�p �q�z�•�}

�Ž�<�|�2
ª (x; y) �x�Â�p
¢�2
ª�p�K�”�q�b�”�|�b�s�˜�j�H�°�~�H�Ë�,�Š�æ�»�U�q�‹�t�0�¯�=�^�•�”

�2
ª�›�ß�Q�” * 4�}�\�w�q�V�H�°�~�H�Ë�,�Š�æ�»�w
R
ü�t���`�o�Í�w�G�ø�›�;�M�”�•

g =
�

A2
1 0

0 A2
2

�
; h =

�
� 1A2

1 0
0 � 2A2

2

�
: (3)

�‡�h�o�•
€�Õ�«�Ä�ç e1; e2 �›�����Ü

X x = A1e1; X y = A2e2 (4)

�t�‘�l�o���Š�”�}

* 3 �°
`�t M �x�¥�„�›�‹�m�È�’�T�s 2 �Í�i���7�.�p�‘�M�}
* 4 
€�Õ�«�Ä�ç X x ; X y �U	��Â�p�M�²�q�s�”�2
ª�}�\�w�‘�O�s�2
ª�x � 1 = � 2 �q�s�”�:�›	†�M�o���O�b�”�}
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3 �š�w�ü�“�ù�M�Ü

�í���º�w�³�£�ç�•�š�w�Þ�Ã�ç�=�x�|���Y [8, 5] �t	H�O�}�„
Q�.�w�g�æ�t�S�Z�”�®�³�£�ç�¯�q�M�O�;

� �x�|���w�G�V�^�t
z�‚�o	G
ü�Ù�M�‘�m�t�K�” 2 �m�w�Â�Ø X 1; X 2 �t�‘�l�o�“�‡�•�h
ú�.�t�0�`�o�;

�M�’�•�|�›�t�®�š�¯�q�x�Þ�”�Ý�ï�Ä�›�¸�é�q�`�h�³�£�ç�›�¦�b�}�\�•�’ 2 �m�w�Â�Ø X 1; X 2 �T�’�s�‘

�m�t�K�”�:�w	B�‡�“�› �³�£�ç�¤���Ø �q�z�•�}�³�£�ç�w�°�ˆ�x�°���q�`�|�³�£�ç�¤���Ø�› X = X (x; y)

�q�S�X�} X �t�^�;�b�”�ù� �—�›
$ 2 �w�‘�O�t
¯�b�q�V�| X �U�š �p�K�”�q�x N1 = N2 = 0 �T�m


$ 2: �o�•
€�Õ�«�Ä�ç�~�O�Õ�«�Ä�ç�|� �—�~�ù� �—�w�M�²

T12 = T21 = S �q
¯�^�•�”�q�V�›�M�O�}�\�w�q�V�|�o�•�Ø
u�K�h�“�w�Y	O q �t�0�`�|�2
ª
¢�M�²�t�Ø

�º�d�œ�… S �U
\�a�s�M�š�w�ü�“�ù�M�x�Í�Ü�p
¯�^�•�”�•

(A2T1)x � (A2)x T2 + hq; X x i A2 = 0 ; (5)

(A1T2)y � (A1)y T1 + hq; X y i A1 = 0 ; (6)

� 1T1 + � 2T2 + hq; � i = 0 : (7)

�4�J 3.1. T1 = T2 = T �T�m q �U���Õ�«�Ä�ç�p�K�”�q�b�”�}�\�w�q�V�|�K�”��
: b 2 R �U���O�`�|

T + hq; X i = � b (8)

�q
¯�b�\�q�U�p�V�”�}�‡�h�|�ü�“�ù�M�H 3 �Ü�x�Ž�<�w���q�s�”�•

2H(hq; X i + b) � h q; � i = 0 : (9)

�«�™ 3.2. �š�w�o�•�Ø
u�K�h�“�w�í�”�› m�|	O�—�C���S�› g �q�b�”�q�V�|���Ú�Y	O q = (0 ; 0; � mg)

�t�0�`�| X = ( X 1; X 2; X 3) �q�S�X�q T = mgX 3 � b �q�s�“�| T �x�ô�^�M�²�w�°�Í��
:�p�K�”�}��


: b �x�š�w�7�<
æ�w
+���Á�—�t�‘�l�o�>�‡�“�|�Â�Ø�w�ô�M
æ
ü�„�r T �U�G�V�X�s�”�}

4 �!
ü�j�g�t�‘�”�‹	Z

�Â�Ø X : M ! R3 �q���Õ�«�Ä�ç q �t�0�`�|�Ž�<�w
Z��
:�›�ß�Q�”�•

E(X ) :=
Z

M
(hq; X i + b) dA (10)


Z��
: E �w���y�:�x�|�š�w�Ø
u�-��	Ú�E�<�t�S�Z�”�•�”�¤�É�ç�ª�”�w���y�:�t�K�h�”�}	G
ü	–�^�s


Y�w
: " > 0 �t�0�`�|�Â�Ø X �w�!
ü X " �› X " = X + "�X + O("2) �›�ß�Q�”�}�\�\�p �X �x�!
ü�Õ

�«�Ä�ç	Ô�q�z�y�•�”�}
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���g 4.1. 
Z��
: E �t�0�b�”�H�°�!
ü�¬�Ü�x�Í�Ü�p�)�Q�’�•�”�•

�E = �
Z

M
(2H(hq; X i + b) � h q; � i )h�X; � i dA +

Z

@M
(hq; X i + b)h�X; N i ds (11)

�\�\�p N �x�¥�„ @M	Í�w�Ž�²�V�o�•�(�O�Õ�«�Ä�ç�p�K�”�}�`�h�U�l�o Euler-Lagrange �M���Ü�x�Ü

(9) �p�)�Q�’�•�”�}

	Â�Ì�x [6, 7] �›�€	°�}

���[ 4.2 (�û�“�<�[�Â�Ø ). ���Y	O q 2 R3 �t�0�`�|�š X : M ! R3 �U�û�“�<�[�Â�Ø �p�K�”�q�x�|�Ø

�º�w�ù� �— T �U�Ü (8) �›�¬�h�`�|�ü�“�ù�M�Ü (9) �›�¬�h�b�q�V�›�M�O�}

5 �û�“�<�[�Â�Ø�w�«

�\�w
…�p�x�|�2
ª�x (s; t) �p
¯�b�\�q�q�b�”�}

5.1 �û�“�<�[�ª�Ø

�Â�Ø X �U�ª�Ø�|�b�s�˜�j (x; z) ���Ø	Í�w�Â
¢ (x(s); 0; z(s)) �¢ s �x�€�Õ�£�›�;�M�o

X (s; t) = ( x(s); t; z(s)) (12)

�q
¯�^�•�”	Ô�ù�›�ß�Q�”�}���Ø�Â
¢ (x(s); 0; z(s)) �w�Â�p�› � �q
¯�b�q�|�û�“�<�[�ª�Ø�w�ü�“�ù�M

�Ü�x
� (hq; X i + b) � h q; � i = 0

�q�s�”�}�`�h�U�l�o�|�4�¨�p�Ô�b�‘�O�t�|�ª�Ø�q�`�o�w�û�“�<�[�Â�Ø�x�®�R
(
¢�› y �à�M�²�•�ˆ�T�`

�o�˜�’�•�”�Â�Ø�¯�t�v�”�}�\�w	Ô�ù�|�H�°�~�H�Ë�,�Š���Ü�U�q�‹�t�0�¯�=�^�•�|�^�’�t�H�°�,�Š���Ü

�w�0�¯
R
ü�x�s�`�M�w�p�2
ª (s; t) �x�®�s�9�Â�p
¢�2
ª (isothermic coordinates)�¯�p�K�”�T�’�|�2


ª
¢�M�²�U	�� �—�M�²�›�)�Q�”�¢
$ 3�£�}


$ 3: �R
(
¢�› y �à�M�²�•�ˆ�T�`�o�˜�’�•�”�Â�Ø�¢�2
ª
¢�M�²�U	�� �—
¢�›�)�Q�”�£

5.2 �û�“�<�[�s�8�Ø

z �à�M�²�w�Y	O q = (0 ; 0; 
 ) �t�0�`�| X = X (s; t) �x z �à�›�s�8�à�q�b�”�s�8�Ø�|�b�s�˜�j

X (s; t) := ( x(s) cost; x (s) sin t; z(s))
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�q
¯�^�•�”�Â�Ø�›�ß�Q�”�¢ s �x�€�Õ�Í�å�Ý�”�»�£�}�€�Õ�w	Ú�E (x0)2 +( z0)2 = 1 �‘�“�| x0(s) = cos � (s),

z0(s) = sin � (s) �q�S�X�q�V�|�ü�“�ù�M�Ü�x�Í�w	×
•
ü�M���Ü�%�•	{�V�õ�Q�’�•�”�•

x0(s) = cos � (s); z0(s) = sin � (s);
�

� 0(s) +
sin � (s)

x(s)

�
(
z (s) + b) � 
 cos� (s) = 0 :

�\�•�› Mathematica (Version 12.1.0.0)�p�r�T�d�”�q�|�Ž�<�w�‘�O�s�Â�Ø�U�˜�’�•�”�•


$ 4: �û�“�<�[�s�8�Ø�¢ 
 = 0 :516, b = 0 :5�£

6 �s�9�2
ª�t�‘�”
¯�Ô�|�m�„�=�q� �—�µ�S�O

�M�‡�|�Â�Ø X �w�2
ª (x; y) �U�s�9�2
ª�|�b�s�˜�j�H�°�,�Š�æ�»�w��
:�U

A2
1 = A2

2 = e! (13)

�q�M�O���p
¯�^�•�”�2
ª�p�K�”�q�b�” * 5�}

���g 6.1. �s�9�2
ª�p
¯�^�•�”�š X �t�0�`�|�Ü (9) �x�Í�w���•	{�V�õ�Q�’�•�”�•

(� (hq; X i + b)X x )x + ( � (hq; X i + b)X y )y + qA1A2 = 0 : (14)

�›�t�2
ª (x; y) �U�s�9�T�m�Â�p
¢�2
ª�p�K�”�q�V * 6�|�Y	O q �t�0�`�o�û�“�<�[�Â�Ø�x�2
ª
¢�M�²

�t�Ø�º�d�œ�…�U
\�a�s�M�ü�“�ù�M	Ý�6�›�)�Q�|�2
ª
¢�t�
�O	��ù� �—�¢�Á�—�~�y	V�—�£�x�f�•�g�•

� (hq; X i + b)X x , � (hq; X i + b)X y �p�)�Q�’�•�”�}

	Â�Ì�x [6] �›�€	°�^�•�h�M�}�Ü (14) �›�;�M�o�|�Ž�<�w�‘�O�t�û�“�<�[�Â�Ø�w�m�„�=�›�ß�Q�”�\�q�U

�p�V�”�}�P�™�w���º�t�S�M�o�|�È�’�T�s�Â�Ø�›�‘�M�2
ª�p�‹�l�o�m�„�=�b�”�\�q�x�|
:�‹�r
s�w�ˆ�s

�’�c�|�—�¶�$�›
Q�›�¡�Ë�`�|�°�ˆ�w�K�”���’�s
X�›�Æ�;�p�V�”�q�M�O�ª�»
Q�w�:�T�’�‹���®�p�K�”�}

�^�’�t�\�\�p�x�| Schek [10]�t�‘�“���Š�^�•�h� �—�µ�S�O�q�w���È�t�m�M�o�‹�4�
�b�”�}

�s�9�2
ª�p�G	\�^�•�h�ü�“�ù�M�Ü (14) �x�Ž�<�w�‘�O�t
¯�d�”�•

@T (1)

@x
+

@T (2)

@y
+ q A1A2 = 0; (15)

�\�\�p�|�Ž�<�w�G�ø�›�;�M�h�•

T (1) := � (hq; X i + b)X x ; T (2) := � (hq; X i + b)X y : (16)

* 5 �\�w�‘�O�s�2
ª�x�Â�Ø�t C1;� �ƒ�w�È�’�T�^�U�K�•�y�M�m�p�‹���O�`�| Korn-Lichtenstein �w���g�q�`�o�Œ�’�•�”�}�q

�O�x S. S. Chern (1955) �t�‘�”	Â�Ì�U�¿�X�Œ�’�•�”�}
* 6 �s�9�Â�p
¢�2
ª�K�”�M�x
Ò�s�9�2
ª�q�z�y�•�”�}
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