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第 1章

序論

固体中のフォノンや音響波を用いたデバイスの研究・開発は長年にわたり行われてきた。代表的なものとし
て、表面弾性波を用いた SAW(Surface Acoustic Waves)デバイスや超音波エコーが挙げられる。さらに人工的
な周期構造を利用したフォノニック結晶を用いて、バルク音響波回路や表面弾性波、負の屈折率を持つ系が研
究されてきた。フォノニック結晶は、音響インピーダンスの異なる物質を、目的に応じて 1次元から 3次元ま
で周期的に配列した構造を持つ。音響波の分散関係は、周期構造によりバンド構造を示し、電子のエネルギー
バンドと同じく、伝導帯（パスバンド）では音響波のモードが存在するため、フォノニック結晶中を透過す
る。一方、禁止帯（バンドギャップ）では音響波のモードが存在しないため、その周波数窓では外部からフォ
ノニック結晶に入射出来ず、全反射される。このバンド構造は、系を構成する物質とその系の次元性と周期構
造に強く依存するため、これらの構成の変化による、音響波の分散関係の変化が多くの研究の対象となってい
る。フォノニック結晶の重要な特性の 1つは、バンドギャップである。バンドギャップの周波数帯域ではフォ
ノニック結晶が音響波に関して壁となることを利用して、フォノニック結晶と通常の一様な物質を組み合わ
せることで、音響波の伝播回路を構築する事が可能となる。また、このようなデバイスを非常に広いバンド
ギャップを持つフォノニック結晶で囲むことにより、環境外からのさまざまな周波数のノイズをブロックする
ことも可能である。もう 1つの重要な特性は、パスバンドにおける音響波の透過である。非常に狭い通過帯域
を得られれば、高分解能での音響波の選択的透過が可能になる。上記に示したように、バンドギャップとパス
バンドを自由に調整できれば、フォノニック結晶は音響波を制御するための非常に便利なデバイスになると期
待できる。
一方、フォノニック結晶には周期構造であるために避けられない問題が存在する。1つは、バンドギャップ
の幅を任意に大きく取ることは出来ないことである。フォノニック結晶のバンド構造には、周波数の変化とと
もに必ず、バンドギャップとパスバンドが交互に現れる。このため、導波路の作製や環境ノイズの遮断にこの
系を用いた場合、そのバンドギャップを挟むパスバンドからの音響波を遮蔽出来ないため、漏れの大きい音響
波回路や不完全な環境ノイズの遮断となる。もう 1つの問題は、高分解能の音響波バンドパスフィルターを考
えた場合、周波数幅が著しく狭いパスバンドでは分散関係が平坦になることである。その結果、著しく群速度
が低下し、高分解能で音響波をフィルタリングすることには限界がある。
本学位論文では、フォノニック結晶に代わりこれらの課題を解決する新たな構造として、周期構造の代わり
に乱れた構造を用いたフォノニックデバイスを提言する。乱れた構造における波動の伝播は、非周期構造によ
る散乱により決定されるため、周期構造のようなバンド構造を示さない。しかしながら、乱れた構造中の波動
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の散乱経路と、その反対の向きの経路をたどる波動は互いに干渉し、その現象は全ての散乱経路にわたり生じ
る。その結果、波動は局在する。この現象をアンダーソン局在と呼ぶ。アンダーソン局在は空間次元に強く依
存し、次元数が少ないほど局在しやすい。系のサイズに対し無限に大きな極限を考えた場合、3次元では構造
のランダムさや周波数に依存して、局在状態と非局在状態が入れ替わるが、2次元および 1次元系では全ての
状態が局在する。1次元系は 2次元系に比べさらに局在しやすいことから、例えば以下に述べる 1次元ランダ
ム超格子系を用いて、全ての周波数領域で音響波を阻止する系を実現できると期待される。さらに、特定の周
波数で非局在モードを生成させ、アンダーソン局在現象を生じさせなくすることで、周波数選択的に音響波を
透過させるバンドパスフィルターを実現することが可能となる。
先行研究 [17] を例にこれについて説明をする。最も単純なランダム構造の 1つとして、2層の異なる材料
をランダムに積み重ねることで構築される 1次元ランダム超格子を考える。GaAs層と AlAs層で構成される
1次元ランダム超格子中のフォノンの伝播は解析的に求められており、その平均透過率 ⟨T ⟩は、アンダーソン
局在のため、広い周波数領域で透過率が著しく減少すること、および層の厚さが音響波の半波長の整数倍に等
しい場合は共鳴透過により非局在化し、透過率がほぼ 1になることが分かっている。この非局在化は共振周波
数付近でのみ発生するため、伝送速度は周波数に対して鋭いピークを示す。共振周波数は層の厚さに関係して
いるため、周波数を選択できるパスフィルターが可能となる。このように、音響波のアンダーソン局在現象と
非局在化を利用して、音響波伝搬を制御することができる。
上述の 1次元ランダム超格子を用いる事で新たなタイプの音響デバイスが実現できるように思われるが、そ
の実応用のためには明らかにすべき課題がある。上記の先行研究におけるランダム超格子中の音響波のアン
ダーソン局在の議論では、平面波が界面に垂直入射することを仮定した、スカラー波に対するものであった。
そのため、音響波がランダム超格子に斜めに入射し、縦波および横波からなるベクトル波となる場合の局在状
態については全く理解されていない。この、斜め入射の場合の局在に関する情報は、1次元ランダム超格子を
音響デバイスとして用いる上で大変重要である。縦波または横波のいずれかが 1次元ランダム超格子に斜めに
入射すると、縦波と横波の両方のモードの反射波と透過波が、境界条件を満たすように生成される。縦波と横
波は音速が異なり、伝播に沿った位相変化も異なる。さらに、スネルの法則により、それらの波数ベクトルは
平行ではない。このようなモード変換は、1次元ランダム超格子内のすべての界面で生じる。縦波と横波はす
べての界面で接続されており、個々のモードの 1次元ランダム超格子の干渉条件は異なる。そうすれば、1つ
の仮説として、アンダーソン局在によりどちらかのモードのフォノンが減衰しても、別のモードのフォノンが
伝達されることが考えられる。つまり、異なるモードの音響波の相互変換のために、実質的に音響波伝達が減
衰しない可能性が生じる。もう 1つの仮説として、界面でのモード結合により、系に特有な新しい音響波モー
ドが生じることが考えられる。このような音響波モードが存在する場合、1つ目の仮説とは異なり、音響波の
非弾性散乱がない限り音響波のコヒーレンスを維持するため、アンダーソン局在化により音響波の伝播が減衰
すると考えられる。本学位論文の第 1の目的は、上述の斜入射の場合の音響波の伝播とモード変換の効果を明
らかにする事である。
また、上述の 1次元ランダム超格子は固体を構成要素として用いているため、一旦作製すると、その周波数
特性を随意に変更することは出来ない。目的に応じて音響波の透過と反射を制御出来れば、デバイスとしての
応用範囲が広がる。これを実現する方法として、1次元ランダム超格子を構成する物質として固体と液体の組
み合わせを用い、固体層を移動させることにより、透過と反射の周波数特性を制御することが考えられる。本
学位論文の第 2の目的は、固体／液体 1次元ランダム超格子を用いた音響波の透過制御の方法を確立すること
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である。
本学位論文の構成は以下の通りである：
第 2章では、1次元ランダム超格子に垂直入射した音響波のアンダーソン局在の理論的な解析について紹介す
るとともに、アンダーソン局在に特有な、（1）音響波の透過率の周波数依存性、（2）サンプル依存による透過
率の揺らぎと平均透過率との普遍的な関係、（3）透過率の確率分布について紹介する。
第 3章では、音響波が 1次元ランダム超格子に斜入射する場合の、モード変換が引き起こすアンダーソン局在
への影響、および透過特性への影響を明らかにする。これにより、斜め入射の場合でもアンダーソン局在が音
響波の伝播を制限していることを示す。
第 4章では、実用上必要になると考えられる、固体／液体 1次元ランダム超格子の透過特性の制御方法につい
て明らかにし、1次元ランダム超格子のデバイスへの応用の可能性を示す。
最後に第 5章では、結論と今後の展望を述べる。
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第 2章

1次元ランダム超格子中のアンダーソン
局在

本学位論文の目的は、第 1章に述べたように、2種類の波動が各々アンダーソン局在を生じている場合に、
それらの間の相互作用がアンダーソン局在に及ぼす効果を明らかにする事である。この議論をするためには、
個々の波動のアンダーソン局在の示す現象を理解する必要がある。この章では、先行研究 [1]により明らかに
されている、1次元ランダム超格子を伝播する横波音響フォノンのアンダーソン局在による平均透過率の周波
数依存性、およびこの局在現象に特有な透過率の揺らぎと平均透過率の普遍的な関係、透過率の確率分布を紹
介する。
以下、2.1 節では、1 次元ランダム超格子のモデル、および基本となる方程式の導入を行う。2.2 節では、
グリーン関数による解析の概要を述べ、平均透過率の解析解を導出する。2.3 節では局在現象を記述する
Lyapunov指数と平均自由行程長の議論をし、2.4節において、透過率の揺らぎおよび平均透過率との関係を示
す。2.5節では、透過率の確率分布の具体的な表式を示す。

2.1 ランダム超格子のモデル
互いに異なる材料 A、材料 Bからなる 2種の単位構造が、それぞれ 1/2の確率で積み重ねて積層されたラン
ダム超格子を考える。模式図を図 2.1に示す。単位構造の厚さはそれぞれ dA、dB とする。連続して同じ種類
の構造が選択された場合、それらの境界は認識されず、より厚い構造と同等になる。そこで、以下では同じ種
類の単位構造が連続する部分を「セグメント」として定義し、材料 Aからなるセグメントを Aセグメント、材
料 Bからなるセグメントを Bセグメントと呼ぶ。Aセグメントの厚さを DA とすると、その期待値 ⟨DA⟩は

⟨DA⟩ = dA ·
1
2
+ 2dA ·

1
22 + 3dA ·

1
23 + · · ·

= 2dA (2.1)

となる。同様に Bセグメントの厚さを DB とすると、その期待値 ⟨DB⟩は

⟨DB⟩ = 2dB (2.2)

となる。
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簡単のため、材料 Aと材料 Bの弾性係数は同じ µであるとし、比重 ρA と ρB で区別されるものとする。
ランダム超格子は材料 Aの基材および検出器に挟まれており、基材から生じた横波フォノンがランダム超
格子を通り抜け、検出器で観測されるとする。伝播方向を x軸に、積層構造の界面は xに対し垂直と仮定する
と、界面ではフォノンのモード変換は生じない。

x

A AB A B B

基材 検出器

...材料 材料
BセグメントAセグメント

ランダム超格子

図 2.1 2種の材料からなるランダム超格子の模式図

ランダム超格子を伝播するフォノンは 1次元の波動方程式

[ρ(x)ω2 + µ∂2
x] u(x, ω) = 0 (2.3)

に従う。ここで、ρ(x)は位置 x における密度、ωは角周波数、µは剛性率、u(x, ω)は横波の変位とした。ま
た、ランダム超格子の厚さを Lとすると、位置 xは 0 ≤ x ≤ Lの範囲がランダム超格子、x < 0が基材、x > L

が検出器内に対応するため、ρ(x)は 0 ≤ x ≤ Lでは ρA か ρB のいずれか、x < 0および x > Lでは ρA の値を
とる。簡単のため、以降では ρA < ρB を仮定するが、ρA > ρB でも結果は同様に成り立つ。
この系を透過するフォノンの透過率を求めるため、式 (2.3)の Green関数を考える。ω± = ω ± iδ (但し δは
十分小さい数)とし、遅延 Green関数を Gω+、先進 Green関数を Gω− とすると、それぞれの Green関数は次
式を満たす。

[ρ(x)ω2
± + µ∂

2
x] Gω±(x, x′) = δ(x − x′) (2.4)

また、ランダム超格子がすべて材料 Aからなるときの Green関数を非摂動 Green関数 G0
ω± と考えると、G0

ω±

は

(ρAω
2
± + µ∂

2
x) G0

ω±(x, x′) = δ(x − x′) (2.5)

を満足し、その解は次式で与えられる [2]。

G0
ω±(x, x′) = ∓ i

2ρAcAω
e±iω|x−x′ |/cA (2.6)

ここで cA は材料 Aの音速であり、cA =
√
µ/ρA 、cB は材料 Bの音速であり、cB =

√
µ/ρB で与えられる。
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ランダム超格子を透過するフォノンの透過率 T は、Gω± を用いて

T (L, ω) = (2ρAcAω)2Gω+(L, 0)Gω−(L, 0) (2.7)

と書ける。

2.2 ランダム超格子を伝播するフォノンのアンサンブル平均透過率
本節では最初に、式 (2.4)中の遅延 Green関数 Gω+(x, x′)および先進 Green関数 Gω−(x, x′)を、前方に伝播
するフォノン (添字 j = 1)と後方に伝播するフォノン (添字 j = 2)に対する 2×2の行列表現 [gω±]i j として定
式化する。ここで、フォノンの後方散乱の起源として複素質量密度差分 ζ∗ を導入し、Green関数の行列表現
[gω±]i j を、ζ∗ で表される成分 κ j を要素にもつ 2×2の S 行列を用いる。
次いで、超格子構造因子 S SL の 2乗のアンサンブル平均 ⟨|S SL|2⟩と κ j の 2乗の平均値のアンサンブル平均
⟨|κ j|2⟩が関係付けられること、および ⟨|S SL|2⟩と後方散乱係数 Γと関係付けられることから、フォノンの平均
自由行程 ℓを求める。
最後に、フォノンのアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩を、ランダム超格子のサイズ Lとフォノンの平均自由行
程 ℓの関数として求める。

2.2.1 1粒子 Green関数
以降、密度の表現として、ρ(x)に代え、材料 Aの密度 ρA との差分である質量密度差分 δρ(x) = ρ(x) − ρA を
用いる。式 (2.4)は

(−ρAω
2
± − µ∂2

x) Gω±(x, x′) = −δ(x − x′) + δρ(x)ω2
±Gω±(x, x′)

= −δ(x − x′) + ω2
±

∫ ∞

∞
δ(x − x1)δρ(x1)Gω±(x1, x′)dx1 (2.8)

となる。式 (2.5)から、非摂動 Green関数 G0
ω± は形式的に

G0
ω±(x, x′) = (ρAω

2
± + µ∂

2
x)−1 δ(x − x′) (2.9)

を満たすので、これを式 (2.8)に適用すると

Gω±(x, x′) = G0
ω±(x, x′) + ω2

±

∫ ∞

−∞
G0
ω±(x, x1)δρ(x1)Gω±(x1, x′)dx1 (2.10)

= G0
ω±(x, x′) + ω2

±

∫ ∞

−∞
G0
ω±(x, x1)δρ(x1)G0

ω±(x1, x′)dx1

+ ω4
±

" ∞

−∞
G0
ω±(x, x1)δρ(x1)G0

ω±(x1, x2)δρ(x2)G0
ω±(x2, x′)dx1dx2 + · · · (2.11)

となる。式 (2.10)は Gω±(x, x′)に対する自己無撞着方程式であり、第 2項は質量密度差分 δρ(x)による摂動項
と捉えられ、フォノンの前方散乱および後方散乱の源となる。式 (2.11)は、式 (2.10)の右辺をさらに級数展
開した式である。図 2.2に、遅延 Green関数 Gω+(x, x′)について、以上の式のダイアグラムを示す。結果的に
前方散乱となる、後方散乱が偶数回の過程のみを図示した。
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x = +x' xx' xx'
Gω± G0

ω±

δρ(x1)

= x
(0)

(a)

(b)

x'
G0

ω±

+ xx'
δρ(x1)

+ xx'
δρ(x1)

δρ(x1)

δρ(x2)
+

x

x'
δρ(x2)(c)

(d)
+ xx'

δρ(x1)

δρ(x1)

δρ(x2)δρ(x3)

δρ(x3)

+

x

x'
δρ(x2)(e)

δρ(x1)

+

x

x'

δρ(x2)

(f)

δρ(x1)

+

x

x'

δρ(x2)

(g)

+ ...

δρ(x3)

δρ(x3)

式 (2.10)

式 (2.11)

図 2.2 式 (2.10)および式 (2.11)を表すダイアグラム

ここで遅延 Green関数 Gω+(x, x′)について、図 2.2中 (a)、(b)、(d)で示されるような、前方散乱のみからな
る項について考える。(a)の過程において x′ < x1 < x と想定すると、領域 (x′, x)の外側では δρ = 0となる。
(a)の過程に対応する項を I1 とすると

I1 = ω
2
∫ ∞

−∞
G0
ω+(x, x1)δρ(x1)G0

ω+(x1, x′)dx1 = G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

) ∫ x

x′
δρ(x1)dx1 (2.12)
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となる。同様に、(b)の過程において x′ < x2 < x1 < xと想定すると、(b)の過程に対応する項 I2 は

I2 = ω
4
±

∫ x

x′
dx1G0

ω+(x, x1)δρ(x1)
∫ x1

x′
dx2G0

ω+(x1, x2)δρ(x2)G0
ω+(x2, x′)

= G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

) ∫ x

x′
δρ(x1)dx1

(
− iω

2ρAcA

) ∫ x1

x′
δρ(x2)dx2 (2.13)

となり、(d)の過程において x′ < x3 < x2 < x1 < xを想定すると、(d)の過程に対応する項 I3 は

I3 = G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

) ∫ x

x′
δρ(x1)dx1

(
− iω

2ρAcA

) ∫ x1

x′
δρ(x2)dx2

(
− iω

2ρAcA

) ∫ x2

x′
δρ(x3)dx3 (2.14)

となる。同様にして、n次の前方散乱に対応する項 In は

In = G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

)n ∫ x

x′
δρ(x1)dx1

∫ x1

x′
δρ(x2)dx2 · · ·

∫ xn−1

x′
δρ(xn)dxn (2.15)

となる。これらの値を用いて、全ての前方散乱の項のみを厳密に組み入れた Green関数 G̃0
ω+(x, x′)を、次式で

表すことができる。

G̃0
ω+(x, x′) =

∞∑
n=0

In (2.16)

ここで、式 (2.13)を改めて式 (2.17)と書く。積分変数 x1 と x2 の入れ替えにより式 (2.18)が、さらに積分
順序の入れ替えにより式 (2.19)が得られる。

I2 = G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

)2 ∫ x

x′
δρ(x1)dx1

∫ x1

x′
δρ(x2)dx2 (2.17)

= G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

)2 ∫ x

x′
δρ(x2)dx2

∫ x2

x′
δρ(x1)dx1 (2.18)

= G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

)2 ∫ x

x′
δρ(x1)dx1

∫ x

x1

δρ(x2)dx2 (2.19)

以上の結果から、I2 は式 (2.17)と式 (2.19)のいずれにも等しいことから

I2 =
1
2

G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

)2 ∫ x

x′
δρ(x1)dx1

(∫ x1

x′
δρ(x2)dx2 +

∫ x

x1

δρ(x2)dx2

)
=

1
2

G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

∫ x

x′
δρ(x1)dx1

)2

(2.20)

となる。同様に In は次式となる。

In =
1
n!

G0
ω+(x, x′)

(
− iω

2ρAcA

∫ x

x′
δρ(x1)dx1

)n

(2.21)

結局、全ての前方散乱の項のみを組み入れた Green関数 G̃0
ω+(x, x′)は、式 (2.16)と式 (2.21)より

G̃0
ω+(x, x′) = G0

ω+(x, x′)
∞∑

n=0

1
n!

(
− iω

2ρAcA

∫ x

x′
δρ(x1)dx1

)n

= G0
ω+(x, x′) exp

(
− iω

2ρAcA

∫ x

x′
δρ(x1)dx1

)
= G0

ω+(x, x′) exp
(
i
[
Φ(x) − Φ(x′)

])
(2.22)
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となる。ここで、位相 Φ(x)は

Φ(x) = − ω

2ρAcA

∫ x

0
δρ(x1)dx1 (2.23)

と定義した。
式 (2.22)で表される G̃0

ω+(x, x′)を用いて、式 (2.10)を表す。図 2.2中 (a)、(b)、(d)のような前方散乱のみ
を含む過程は全て G̃0

ω+(x, x′)に組み込まれているため、(c)や (e)～(g)のような偶数回だけ後方散乱する過程
のみを考慮し、Gω+(x, x′)は

Gω+(x, x′) = G̃0
ω+ +

∫ L

0

∫ L

0
G̃0
ω+(x, x1)[−δρ(x1)ω2]G̃0

ω+(x1, x2)[−δρ(x2)ω2]

×Gω+(x2, x′)θ(x2 − x1)θ(x − x1)θ(x2 − x′)dx1dx2 (2.24)

となる。上式は、図 2.3のダイアグラムに対応する。ここで、G̃0
ω+(x, x′)を波線で示した。

x = +x' xx'

x

x'
Gω+ G0ω+

~
x2

x1

= +xx'

x

x'
G0ω+
~

x2

x1

+ x'

x2
x3

x4

+ ...

xx1

図 2.3 式 (2.24)を表すダイアグラム

式 (2.24)を非摂動 Green関数G0 で表すために、式 (2.24)の両辺に exp{−i[Φ(x)−Φ(x′)]}をかけ、次式で定
義する Ĝ(x, x′)を用いる。

Ĝω+(x, x′) = Gω+(x, x′)e−i[Φ(x)−Φ(x′)] (2.25)

式 (2.24)は、次式のようになる。

Ĝω+(x, x′) = G0
ω+ +

∫ L

0

∫ L

0
G0
ω+(x, x1)[−ζ(x1)ω2]G0

ω+(x1, x2)[−ζ∗(x2)ω2]

× Ĝω+(x2, x′)θ(x2 − x1)θ(x − x1)θ(x2 − x′)dx1dx2 (2.26)
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ここで、ζ(x)は複素質量密度差分関数であり、次式で定義される。

ζ(x) = δρ(x)e−2iΦ(x) (2.27)

複素質量密度差分 ζ∗ はフォノンを波数 k から波数 −k に、ζ は波数 −k から波数 k に変換する作用がある。
そこで、Green関数の 2 × 2の行列表現 [gω+]i j を導入する。添字の i, jの 1と 2はそれぞれ、フォノンの波数
kと波数 −kの成分に対応する。非摂動 Green関数 g0

ω+ に対する対角行列要素を以下で定義する。

[g0
ω+(x, x′)]11 = G0

ω+(x, x′)θ(x − x′)

= − i
2ρAcAω

θ(x − x′)eiω(x−x′)/cA (2.28)

[g0
ω+(x, x′)]22 = G0

ω+(x, x′)θ(x′ − x) (2.29)

式 (2.26)を、行列要素 gω+ と g0
ω+ を用いて再定義すると、次式となる。

[gω+(x, x′)]11 = [g0
ω+(x, x′)]11 +

∫ L

0

∫ L

0
[g0
ω+(x, x1)]11[−ζ(x1)ω2][g0

ω+(x1, x2)]22[−ζ∗(x2)ω2][gω+(x2, x′)]11dx1dx2

(2.30)

ここで、[gω+]11 は式 (2.25)の Ĝと同一である。もう一つの対角要素 [gω+]22 は式 (2.30)から、ζ を ζ∗ に、添
字の 1を 2に読み替えることで得られる。後方散乱の回数が奇数の場合も、同様に取り扱うことができる。非
対角要素 [gω+]21 は次式で定義される。

[gω+(x, x′)]21 = G0
ω+(x, x′) exp

(
i [Φ(x) + Φ(x′)]

)
(2.31)

これは複素質量密度差分 ζ と ζ∗ を使って次式のように展開できる。

[gω+(x, x′)]21 =

∫ L

0
[g0
ω+(x, x1)]22[−ζ∗(x1)ω2][g0

ω+(x1, x′)]11dx1∫ L

0

∫ L

0
[gω+(x, x2)]21[−ζ(x2)ω2][g0

ω+(x2, x1)]22[−ζ∗(x1)ω2][g0
ω+(x1, x′)]11dx1dx2 (2.32)

行列要素 [gω+]12 は、式 (2.32)の ζ を ζ∗ に、添字の 1を 2に読み替えることで、次式のように定義される。

[gω+(x, x′)]12 = G0
ω+(x, x′) exp

(−i [Φ(x) + Φ(x′)]
)

(2.33)

ここまでで定義した gω+ に対する等式は、Pauliのスピン行列 σ3 と σ(±) = σ1 ± iσ2 を用いて、次式のように
表すことができる。{

2ρAω[icAσ3∂x + ω+] − ω
2

2
[σ(+)ζ(x) + σ(−)ζ∗(x)]

}
gω+(x, x′) = δ(x − x′) (2.34)

この式 (2.34)を解くために、Abrikosovと Ryzhkinが 1次元の電子伝導問題を扱うために開発した数学的な方
法 [8]に従う。最初に、次式で定義される 2 × 2の S 行列を導入する。{

2ρAω[icAσ3∂x + ω+] − ω
2

2
[σ(+)ζ(x) + σ(−)ζ∗(x)]

}
S ω(x, x′) = 0 (2.35)
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複素密度ゆらぎ ζ と ζ∗ の項は互いに交換しないため、S 行列は位置順序演算子 Tx を用いて以下のように書
ける。

S ω(x, x′) = Tx exp
(
i
ω

cA

∫ x

x′

{
σ3 −

1
4ρA

[σ(+)ζ(x1) − σ(−)ζ∗(x1)]
}

dx1

)
(2.36)

演算子 Tx は、位置依存する演算子を xが増える順に右から左へと並べ替える。x > x1 > x’のような x1 に対
して、遅延 Green関数 gω+(x, x’)は gω+(x1, x’)に対し次式で関連付けられる。

gω+(x, x′) = S ω(x, x1)gω+(x1, x′) (2.37)

この関係式は x’> x > x1 であっても成り立つ。しかし、x > x’> x1 に対しては、gω+(x, x’)と gω+(x1, x’)の
関係は式 (2.37)では与えられない。それは、gω+(x, x’)は式 (2.34)の δ関数に由来する追加の項を持つためで
ある。x > x’> x1 の領域では、gω+(x, x’)は次式で与えられる。

gω+(x, x′) = S ω(x, x1)gω+(x1, x′) −
i

2ρAcAω
S ω(x, x′)σ3 (2.38)

式 (2.34)、(2.37)、(2.38)は先進 Green関数に対しても、遅延 Green関数と同様に成り立つ。
ここで、式 (2.37) と (2.38) の遅延 Green 関数が満たすべき境界条件を考える。式 (2.30) の一連の摂動項

([gω+(x, x′)]11 で始まり、[g0
ω+]11 で終わる項)と [g0

ω+(x, x′)]11 は、x’→ ∞もしくは x→ −∞で 0となること
を考えると、[gω+(x, x′)]11 が満たすべき境界条件は

[gω+(x, x′)]11 → 0 at x→ −∞ or x′ → ∞ (2.39)

となる。同様に考えて、遅延 Green関数の他の要素に対する境界条件は以下となる。

[gω+(x, x′)]22 → 0 at x→ ∞ or x′ → −∞ (2.40)

[gω+(x, x′)]12 → 0 at x→ −∞ or x′ → −∞ (2.41)

[gω+(x, x′)]21 → 0 at x→ ∞ or x′ → ∞ (2.42)

式 (2.38)で x1 → −∞の極限をとると、式 (2.39)～式 (2.42)の境界条件から

[gω+(x, x′)]αβ = [S ω(x,−∞)]α2[gω+(−∞, x′)]2β −
i

2ρAcAω
[S ω(x, x′)σ3]αβθ(x − x′) (2.43)

となる。もし x→ ∞の極限をとり、α = 2とおくと、式 (2.43)の左辺は消える。従って、

[gω+(−∞, x′)]2β =
i

2ρAcAω
[S ω(∞, x′)σ3]2β (2.44)

を得る。式 (2.44)を (2.43)に代入することで、遅延 Green関数は次式で表せる。

[gω+(x, x′)]αβ =
i

2ρAcAω

{
[S ω(x,−∞)]α2[S ω(∞, x′)σ3]2β

[S ω(∞,−∞)]22
− [S ω(x, x′)σ3]αβθ(x − x′)

}
(2.45)

同様に、先進 Green関数は次式で表せる。

[gω−(x, x′)]αβ =
i

2ρAcAω

{
[S ω(x,−∞)]α1[S ω(∞, x′)σ3]1β

[S ω(∞,−∞)]11
− [S ω(x, x′)σ3]αβθ(x − x′)

}
(2.46)
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式 (2.45)と式 (2.46)は、後で透過率の導出に用いる。さらに、S 行列の相互作用表現を導入すると、それぞれ
の ωに対して

S ω(x, x′) = eiωxσ3/cA S (x, x′)e−iωx′σ3/cA (2.47)

となる。S (x, x′)を明示的に書くと

S (x, x′) = Tx exp
{
−i
ω

4ρAcA

∫ x

x′
[σ(+)ζω(x1) − σ(−)ζ∗ω(x1)]dx1

}
(2.48)

となる。ここで、
1
2
σ(+)ζω(x) = e−iωxσ3/cA

1
2
σ(+)ζ(x)eiωxσ3/cA

=
1
2
σ(+)ζ(x)e−2iωx/cA (2.49)

となる。注記すべきこととして、ζ(x)も ζ∗(x)も超格子の外 (x > Lおよび x < 0)では 0になるため、相互作
用表現の中の S 行列の S (∞,−∞)は、S (L, 0)と等しく、

S (∞,−∞) = S (L, 0) (2.50)

となる。
次に、系を厚さ ∆の層に分け、式 (2.48)の積分を行う。このために、κ j を

κ j = −i
ω

2ρAcA

∫ x j+1

x j

ζω(y)dy (2.51)

で定義する。ここで x j(= j∆)は j番目と j + 1番目の層の界面の位置を表す。κ j とその複素共役を用いて、式
(2.48)の積分は和に置き換えることができ、S行列は κ j と κ∗j を含む積になる。κ j と κ∗j の項を 2次まで取るこ
とで、S 行列の表式として

S (x, x′) =
x/∆∏

j=x′/∆

(
1 + 1

2 |κ j|2 κ j

κ∗j 1 + 1
2 |κ j|2

)
(2.52)

が得られる。

2.2.2 フォノンの平均自由行程 ℓ
S 行列の成分である {κ j}はランダム超格子の具体的な並び方に応じ変化するが、その統計的性質は、ランダ
ム超格子に共通した性質を反映すると考えられる。式 (2.51)は質量密度差分 δρ(x)と、材料 Aと Bの音速を
用いて表せる。式 (2.27)と式 (2.49)を式 (2.51)に代入すると、

κ j = −i
ω

2ρAcA

∫ x j+1

x j

dyδρ(y) exp
[
−i

∫ y

0

2ω
c(y′)

dy′
]

(2.53)

となる。ここで、音速 c(x)は材料 Aで cA、材料 Bで cB の値をとる関数とし、ρ̄ = ρB − ρA として

cB ≃ cA

(
1 +
δρ̄

2ρA

)−1

(2.54)
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の近似を用いた。次に、{κ j}のランダム超格子中の平均 κ j を

κ j =
∆

L

L/∆∑
j=0

κ j (2.55)

と定義する。式 (2.55)に式 (2.53)を代入すると、

κ j =
∆

L

(
−iω

2ρAcA

) ∫ L

0
dyδρ(y) exp

[
−i

∫ y

0

2ω
c(y′)

dy′
]

(2.56)

となる。超格子の構造因子 S SL(L, ω)を

S SL(L, ω) ≡ −2iω
cBδρ̄

∫ L

0
dyδρ(y) exp

[
−i

∫ y

0

2ω
c(y′)

dy′
]

(2.57)

と定義すると、式 (2.56)との比較から

κ j =
∆

L
δρ̄cB

4ρAcA
S SL(L, ω) (2.58)

のように、κ j を超格子の構造因子 S SL(L, ω) で表すことができる。超格子の構造因子 S SL(L, ω) 中の積分は、
セグメントが開始する材料が決まれば行うことができ、超格子の構造因子 S SL(L, ω)はそれぞれの界面から反
射されるフォノンの振幅の重ね合わせで書ける。セグメント Bから始まるランダム超格子に対しては、

S SL(L, ω) =
M∑
j=1

(
1 − e−iθ2 j−1

)
exp

−i
2 j−2∑
m=0

θm

 (2.59)

となる。ここで、θm = 2ωDm/cm (θ0 ≡ 0とする)であり、Dm は m番目のセグメントの厚さ、cm は音速、M

はセグメント Bの数である。セグメント Aから始まるランダム超格子では

S SL(L, ω) =
M∑
j=1

(
1 − e−iθ2 j

)
exp

−i
2 j−1∑
m=0

θm

 (2.60)

となる。ランダム超格子の厚さ Lはそれを構成するセグメントの厚さの和で与えられ、

L =
N∑

m=1

Dm (2.61)

である。ここで、N は超格子の総セグメント数である。
ランダム超格子の取り得る並び方すべてにわたるアンサンブル平均を考える。κ j (∝ S SL)のアンサンブル平
均 ⟨κ j⟩は S SL(L, ω)がランダムな変数であるために 0となる。 j , k に対する積 κ jκ

∗
k のアンサンブル平均も、

同様の理由で 0となる。一方、⟨|κ j|2⟩は 0にならず、

⟨|κ j|2⟩ =
L
∆
⟨|κ j|2⟩

=
∆

L
R2⟨|S SL(L, ω)|2⟩ (2.62)
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となる。ここで、R ≡ RBA は材料 Bから材料 Aの界面に入射するときの音響波の反射係数であり、式 (2.58)

中の係数について、δρ̄の最低次の項を取ると δρ̄/4ρAcA は材料 Bから材料 Aの界面に入射する音響波の反射
係数 RBA に等価であることを用いた。Rは音響インピーダンス Z を用いて

R ≡ RBA =
ZB − ZA

ZB + ZA

= −RAB (2.63)

である。ここで、ZA と ZB は材料 Aおよび材料 Bの音響インピーダンスで、ZA = ρAcA、ZB = ρBcB である。
⟨|κ j|2⟩ は複素質量密度差分 ζ(x) で引き起こされるフォノンの後方散乱係数 Γ に関係付けられる。これは
⟨|κ j|2⟩の ζ(x)による表現から分かる。式 (2.51)に式 (2.49)を代入すると、⟨|κ j|2⟩は

⟨|κ j|2⟩ = ∆
ω2

4ρ2
Ac2

AL

〈∣∣∣∣∣∣
∫ L

0
ζ(x)e−2iωx/cA dx

∣∣∣∣∣∣2
〉

(2.64)

となる。Born近似中の後方散乱係数 Γは

Γ(L, ω) =
ω2

4ρ2
AcAL

〈∣∣∣∣∣∣
∫ L

0
ζ(x)e−2iωx/cA dx

∣∣∣∣∣∣2
〉

(2.65)

となる。式 (2.62)、式 (2.64)、式 (2.65)を比べると、後方散乱に制限される平均自由行程 ℓは

ℓ(L, ω)−1 =
Γ(L, ω)

cA
= R2 ⟨|S SL(L, ω)|2⟩

L
(2.66)

となる。従って、⟨|κ j|2⟩は ℓを用いて

⟨|κ j|2⟩ =
∆

ℓ(L, ω)
(2.67)

となる。
以降、超格子の構造因子の絶対値の 2乗 ⟨|S SL(L, ω)|2⟩の具体的な表式を求める。奇数の N に対して、最初
と最後のセグメントは同じである。偶数の N に対して、Aセグメントで始まる超格子は Bセグメントで終わ
り、Bセグメントで始まる超格子は Aセグメントで終わる。もし超格子の端が Aセグメントであれば、ラン
ダム超格子を挟んでいる材料 A基材および検出器の界面との反射は生じない。この場合、端のセグメントは
基材もしくは検出器の一部と捉えられる。従って、そのランダム超格子はセグメント Bが終端であり、セグメ
ント数が N = 2M − 1のランダム超格子と考えて良い。従って、大きな M に対してランダム超格子の長さ L

は L = (⟨DA⟩ + ⟨DB⟩)M となる。ここで、⟨DA⟩は Aセグメントの厚さの平均、⟨DB⟩は Bセグメントの厚さの
平均とした。
式 (2.59)から、⟨|S SL(L, ω)|2⟩は

|S SL(L, ω)|2 =
M∑

n=1

(1 − e−iθ2n−1 ) +
M∑

m=2

m−1∑
n=1

(1 − e−iθ2m−1 )(e−iθ2n−1 − 1) exp

−i
2m−2∑
j=2n

θ j

 + c.c. (2.68)

となる。隣り合うセグメントの厚さには相関は無いので、θ j の Aセグメントに関連付けられた部分 (θ j = θA ≡
2ωDA/cA) と B セグメントに関連付けられた部分 (θ j = θb ≡ 2ωDB/cB) は独立した変数である。このことか
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ら、セグメント当たりの超格子係数の 2乗のアンサンブル平均 Is = ⟨|S SL(L, ω)|2⟩/N は

Is(L, ω) = Re
[
(1 − ϵA)(1 − ϵB)

1 − ϵAϵB

]
+

(⟨DA⟩ + ⟨DB⟩)
L

Re

( 1 − ϵB
1 − ϵAϵB

)2

ϵA

 (2.69)

となる。ここで、ϵA = ⟨e−iθA⟩ = e−iθA/(2− e−iθA )、ϵB = ⟨e−iθB⟩ = e−iθB/(2− e−iθB )とした。式 (2.69)は、式 (2.66)

によりランダム超格子の後方散乱係数 Γ を与える。式 (2.69) の第 2 項はランダム超格子の厚さ L に依存し、
L→ ∞の極限で 0となる。
次に、ϵA = 1かつ ϵB , 1の場合を考える。これは共鳴条件の 1つで、フォノンが超格子を完全に透過でき
る場合であり、例えば材料 Aの単位構造の厚さの 2倍が、フォノンの波長の整数倍となる場合である。この
とき、超格子は実効的に材料 Bのバルク層とみなされ、超格子の両端でのみフォノンの反射が存在する。この
状態では、式 (2.69)の第 2項のみが残る。従って、第 2項は超格子/基材境界と超格子/検出器境界で生じる散
乱と考えることができる。これは共鳴周波数近辺で重要となる。一方、ϵA , 1かつ ϵB = 1のとき、すなわち
材料 Bの共鳴では、式 (2.69)の両方の項が 0となる。この非対称性は、超格子が材料 Aの基材と検出器に挟
まれていることに由来する。
以上の考察に基づき、平均自由行程 ℓを、超格子で制限される ℓSL と、境界の散乱で制限される ℓb に分けて
考えて良いことが分かる。

ℓ(L, ω)−1 = ℓSL(ω)−1 + ℓb(L, ω)−1 (2.70)

ここで、

ℓSL(ω)−1 =
2R2

⟨DA⟩ + ⟨DB⟩
Re

[
(1 − ϵA)(1 − ϵB)

1 − ϵAϵB

]
(2.71)

ℓb(L, ω)−1 =
2R2

L
Re

( 1 − ϵB
1 − ϵAϵB

)2

ϵA

 (2.72)

である。

2.2.3 アンサンブル平均透過率
gω± は式 (2.25)、(式 (2.30)、(式 (2.31)、(式 (2.33)より、Gω± と位相係数が異なるのみなので、アンサンブ
ル平均透過率 ⟨T (L, ω)⟩を Green関数 gω±(x, x’)を用いて表すことができる。式 (2.7)の透過率のアンサンブ
ル平均を取ることで、アンサンブル平均透過率 ⟨T (L, ω)⟩は

⟨T (L, ω)⟩ = (2ρAcAω)2⟨[gω+(L, 0)]11[gω−(L, 0)]22⟩ (2.73)

となる。式 (2.45)、(2.46)、(2.50)を式 (2.73)に代入し、

⟨T (L, ω)⟩ =
〈

1
[S (L, 0)]11[S (L, 0)]22

〉
(2.74)

と書くことができる。この具体的な表式を得るため、以下で定義される関数列 {An(L)}

An(x) =
〈 {[S (x, 0)]12[S (x, 0)]21}n
{[S (x, 0)]11[S (x, 0)]22}n+1

〉
(2.75)
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を導入する。求めるべきアンサンブル平均透過率 ⟨T (L, ω)⟩ は A0(L) に等しい。式 (2.52) から、S (x, 0) と
S (x − ∆, 0)の関係

S (x, 0) =
(
1 + 1

2 |κ|2 κ

κ∗ 1 + 1
2 |κ|2

)
S (x − ∆, 0) (2.76)

が得られる。ここで、κは式 (2.53)で定義され、間隔 [x − ∆, x]で積分したものである。
式 (2.76)を (2.75)に代入し、An(x)を |κ|2 の項まで展開すると、An(x)に関する漸化式

An(x) − An(x − ∆) = ⟨|κ|2⟩{n2An−1(x − ∆) + (n + 1)2An+1(x − ∆) − [n2 + (n + 1)2]An(x − ∆)} (2.77)

を得る。ここで、⟨|κ|2⟩を ⟨|κ|2⟩で置き換えた。⟨|κ|2⟩は式 (2.67)の ⟨|κ j|2⟩に一致する。式 (2.67)を式 (2.77)に
代入し、∆→ 0の極限をとると、An(t)は

dAn(t)
dt

= n2An−1(t) + (n + 1)2An+1(t) − [n2 + (n + 1)2]An(t) (2.78)

を満たす。ここで、x = L とし、t = L/ℓ と変数変換した。次に、関数列 {An(L)} の母関数 A(z, t) を考える。
A(z, t)は

A(z, t) =
∞∑

n=0

An(t)zn (2.79)

で与えられる。A(z, t)が満たす偏微分方程式を導出することができ、

∂A
∂t
= z(1 − z)2 ∂

2A
∂z2 + (1 − z)(1 − 3z)

∂A
∂z
− (1 − z)A (2.80)

となる。S 行列が単位行列となる t = 0もしくは L = 0では、An = δn,0 となる。従って、母関数の境界条件
は A(z, t = 0) = 1である。この境界条件を満たす式 (2.80)の解は

A(z, t) =
∫ ∞

0

2πλ tanh πλ
cosh πλ

1
1 − z

F
(

1
2
+ iλ,

1
2
− iλ,−1;

z
1 − z

)
e−( 1

4+λ
2)tdλ (2.81)

である。ここで、F(α, β, γ; y)は超幾何関数である。
アンサンブル平均透過率 ⟨T (L, ω)⟩は A(z = 0, t)で与えられるため、式 (2.81)に s z = 0を代入することで、
⟨T (L, ω)⟩の解析解

⟨T (L, ω)⟩ =
∫ ∞

0

2πλ tanh πλ
cosh πλ

exp
[
−

(
1
4
+ λ2

)
t
]

dλ (2.82)

が得られる。この式から、⟨T ⟩は t = L/ℓ に対し単調減少することが分かる。また、周波数依存性は平均自由
行程 ℓにのみ現れることが分かる。

2.2.4 数値計算結果との比較
具体的なランダム超格子に対し、式 (2.82) のアンサンブル平均透過率 ⟨T (L, ω)⟩ の解析解と転送行列法
による数値計算結果を比較する。いま、ランダム超格子の材料として AlAs (材料 A) と GaAs(材料 B) を
考え、(100) 面を界面として積層されているとする。剛性率 µ はいずれも 58.9 GPa と近似する。比重は
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ρAlAs = 3760 kg/m3、ρGaAs = 5890 kg/m3 とする。このとき、界面のフォノン反射率 R = 0.088となる。厚さ
は dAlAs = dGaAs = 34 Åとし、これは 12原子層に対応する。層数は合計 1000層 (L=1000)とする。
これらの値を式 (2.70) に代入するとフォノンの平均自由行程 ℓ(L, ω) が求まり、さらに t = L/ℓ(L, ω) を式

(2.82)に代入すると、アンサンブル平均透過率 ⟨T (L, ω)⟩が求められる。図 2.4に ⟨T (L, ω)⟩の解析解と、転送
行列法による数値計算結果を示す。数値計算結果は 300の独立したランダム超格子に対し平均した値である。
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図 2.4 フォノンの透過スペクトル。黒実線が解析解、赤丸が 300のランダム超格子に対する転送行列法に
よる数値計算結果

アンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩は、低透過率の領域と高透過率のピークを交互に示す。低透過率の領域は、散
乱波の間の干渉に起因するアンダーソン局在に由来する。透過率のピーク周波数は、共鳴条件（ℓSL = ∞）を
満たす周波数であり、そのときのアンサンブル平均透過率はほぼ 1となる。共鳴条件となる共鳴周波数 ν(R)

n は
次式で与えられる。

ν(R)
n = n × c

d
(2.83)

ここで、nは整数、cは音速、dは単位構造の厚さである。いま着目しているランダム超格子において、横モー
ドの波の音速は cGaAs = 3320 m/sおよび cAlAs = 3970 m/sであるので、GaAs層では ν(R)

GaAs,n = n × 0.489 THz、
AlAs層では ν(R)

AlAs,n = n × 0.583 THzである。図 2.4中、ν = ν(R)
AlAs,n(n = 1, 2)では ⟨T ⟩が 1よりもわずかに減

少している。式 (2.70)において、L→ ∞の極限で ℓ−1
b は 0となる一方、これは L/ℓb は系のサイズに関わらず

定数であることから、⟨T ⟩のわずかな減少は、ランダム超格子の両端での AlAs/GaAs層の界面反射に由来す
ると理解できる。
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2.3 Lyapunov指数とフォノンの平均自由行程
局在状態は局在長 ξ もしくは Lyapunov指数 γ = 1/ξ で特徴付けられる。Lyapunov指数は透過率の対数の
アンサンブル平均を用いて次式で定義される [3]。

γ = − lim
L→∞

1
2L
⟨ln T (L, ω)⟩ (2.84)

また、Lyapunov指数は z (= 1/T )に対する任意の関数 f (z)が満たす以下の再帰的差分式に従う [4]。

∂

∂t
⟨ f ⟩ =

〈
(2z − 1)

∂ f
∂z

〉
+

〈
z(z − 1)

∂2 f
∂z2

〉
(2.85)

f (z) = log zとし、初期条件を t = L/ℓ = 0 (L = 0もしくは ℓ → ∞)において ⟨ f (z)⟩ = 0とすると、

⟨− ln T ⟩ = t (2.86)

となる。式 (2.84)と式 (2.86)から、Lyapunov指数 γは

γ(ω) =
1

2ℓSL(ω)
(2.87)

となる。従って、局在長 ξ はフォノンの平均自由行程 ℓSL の 2倍に等しい。
大きさが有限な系では、フォノンの局在長 ξが系の大きさ Lより大きい場合は非局在状態とみなされる。そ
こで、臨界局在長 ξcr を

ξcr = γ
−1
cr ≡ L (2.88)

と定義する。Lyapunov指数 γ が臨界値 γcr より小さければ非局在状態である。臨界値に対応するフォノンの
平均自由行程は ℓcr = L/2となる。また、式 (2.82)に t = tcr = L/ℓcr = 2を代入することで、臨界値におけるア
ンサンブル平均透過率 Tcr は 0.26であることが分かる。
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図 2.5 Lyapunov指数。黒実線が解析解、赤丸が 300のランダム超格子に対する転送行列法による数値計算結果
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図 2.5に、解析的に得られた Lyapunov指数 γを転送行列法による数値計算結果と合わせて示す。数値計算
したランダム超格子の層数は 1000層であるので、基材および検出器との境界面に由来するサイズ効果は無視
できるほど小さい。
γは周期的に ν(B)

n = n × 0.266 THzでピークを持つことがわかる。これは周期的な超格子のブラッグ周波数
に一致する。

Lyapunov指数は共鳴周波数 ν(R)
j,n ( j=AlAs or GaAs)で 0になり、それらの周囲で次式のように周波数の 2乗

に比例し変化する。

γ(ν) =
8π2R2

dAlAs + dGaAs

d2
j

c2
j

(
ν − ν(R)

j,n

)2
(2.89)

2.4 透過率の揺らぎ
非局在状態のフォノンの透過率は、多数の散乱フォノンからの干渉により、ランダム超格子毎に大きく揺ら
ぐと考えられる。透過率の揺らぎの指標として、次式で定義される透過率の標準偏差 ∆T を考える。

∆T =
√
⟨T 2⟩ − ⟨T ⟩2 (2.90)

⟨T 2⟩は式 (2.85)で f (z) = 1/zとおくと、

⟨T 2⟩ = − d
dt
⟨T ⟩

= −
∫ ∞

0

2πλ tanh πλ
cosh πλ

(
1
4
+ λ2

)
exp

[
−

(
1
4
+ λ2

)
t
]

dλ (2.91)

と求められる。この式から、透過率の標準偏差 ∆T も t = L/ℓのみの関数となり、ランダム超格子や平均自由
行程 ℓの詳細には依存しないことが分かる。これは、⟨T ⟩と ∆T の関係は普遍的なものであることを意味する。

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05
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∆T

1.00.80.60.40.20.0

<T>

図 2.6 ∆T と ⟨T ⟩の関係。黒実線が解析解、赤点が 300のランダム超格子に対する転送行列法による数値計算結果

図 2.6に透過率の標準偏差 ∆T とアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩の関係を示す。図 2.6の結果から、局在した
フォノン（⟨T ⟩ ∼ 0）に対しては、揺らぎは小さく、⟨T ⟩ が増加するとともに増加することが分かる。∆T は
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⟨T ⟩ ≃ 0.4となるときに最大値を取る。これは系のサイズと平均自由行程が同程度の L/ℓ = 1.27となる場合で
ある。

5

4

3

2

1

0

∆T
/<

T
>

1.00.80.60.40.20.0

<T>
Tcr = 0.26

ExtendedLocalized

図 2.7 透過率の相対揺らぎ ∆T/⟨T ⟩と ⟨T ⟩の関係。黒実線が解析解、赤点が 300のランダム超格子に対す
る転送行列法による数値計算結果

図 2.7に透過率の相対的な揺らぎ ∆T/⟨T ⟩とアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩の関係を示す。透過率の相対的な
揺らぎは局在したフォノン（⟨T ⟩ ∼ 0）に対し 1より大きくなり、⟨T ⟩ = 0で発散することが分かる。局在状態
と非局在状態の境界 (⟨T ⟩ = Tcr = 0.26)では相対揺らぎは約 1となり、非局在状態では 1より小さく、⟨T ⟩ = 1

で 0となる。
1次元金属では、電導度もしくは抵抗値は本節で定義したフォノン透過率と同じ特性をもつことが知られて
いる。Andersonら [5]はスケール変換法を適用し、抵抗値が大きくなるスケールにおいては抵抗値の対数が
正規分布に従うことを見出した。フォノン透過率に対しても同様に調べるため、透過率の対数 ln T の標準偏
差とアンサンブル平均透過率 ⟨ln T ⟩の比率を調べた。式 (2.85)において、 f (z) = (log z)2 としたときの結果か
ら、ln T の標準偏差は

∆ ln T =
{

2
∫ t

0
[1 − ⟨T ⟩]dt

}1/2

(2.92)

と求められる。
図 2.8に ln T の相対揺らぎを示す。図 2.8から、ln T の相対揺らぎが ⟨T ⟩ = 0で 1になり発散せず、t = L/ℓ

の増加に伴い単調減少することが分かる。従って、ln T は、∆T/⟨T ⟩が ⟨T ⟩ ∼ 0で発散する T とは異なり、局
在したフォノンに対し良い指標となることが分かる。
⟨T ⟩に対する ∆T のふるまいの理由は、以下のように考えることができる。⟨ln T ⟩は Lyapunov指数に比例
するため、ln T の相対揺らぎは、∆γ/γと等価である。非局在で透過率が高い状態 (⟨T ⟩ ∼ 1)では、γは 0に近
くなる。図 2.8 より、⟨T ⟩ ∼ 1 に対応する −⟨ln T ⟩ ∼ 0 では ∆γ/γ ≃ 1 となるので、∆γ ∼ 0 となる。これが、
⟨T ⟩ ∼ 1の領域では ∆T は十分小さくなる理由である。
そして、∆γ/γは γ(∝ t = L/ℓ)が大きくなるにつれ減少する。局在長の揺らぎ ∆ξ/ξは ∆γ/γに等しく、従っ
て ∆ξ は常に ξ より小さい。非局在領域では、超格子のサイズ Lは ξ より小さいが、∆ξ とは同程度になり得
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図 2.8 ln T の相対揺らぎ ∆ ln T/⟨ln T ⟩と −⟨ln T ⟩ = t の関係黒実線が解析解、赤点が 300のランダム超格
子に対する転送行列法による数値計算結果

る、 ∆ξ ≲ ξ であるためである。この領域では、透過率は局在長 ξ もしくは Lyapunov指数 γの揺らぎにより
大きくなり得る。
局在領域では、局在長の揺らぎ ∆ξ は、∆ξ < ξ ≪ Lであるため、サイズ Lの超格子より十分短い。従って、
透過率の揺らぎ ∆T は小さくなり、⟨T ⟩ ≃ 0では 0になる。しかし、局在長の揺らぎ ∆ξ は ∆T/⟨T ⟩が ⟨T ⟩ ≃ 0

で発散するため、局在領域でも透過率に影響を与えうる。

2.5 透過率の確率分布
以降では、ランダム超格子中の透過率 T の確率分布を調べる。共鳴周波数では透過率 1で、その分布関数
は T=1を中心とする δ関数様のピークを持つと考えられる。電子の局在問題とのアナロジーから、局在した
フォノンの確率分布は ln T−1 に応じたガウス分布になると期待される。t = L/ℓのときに z = 1/T となる確率
分布密度を W(z, t)とすると、zに対する任意の関数 f (z)の平均 ⟨ f ⟩は

⟨ f ⟩ =
∫ ∞

1
f (z)W(z, t)dz (2.93)

となる。式 (2.93)を式 (2.85)に代入し、部分積分をすると、W(z, t)に対する Fokker-Plank方程式

∂W
∂t
= − ∂
∂z

[(2z − 1)W] +
∂2

∂z2 [z(z − 1)W] (2.94)

を得る。初期条件はW(z, t = 0) = δ(z − 1)とした。式 (2.94)は Abrikosovにより超幾何関数を用いて解かれて
おり [4]、

W(z, t) =
2
√
πt3

∫ ∞

x0

x√
cosh2 x − z

exp
[
−

(
t
4
+

x2

t

)]
dx (2.95)

となる。ここで、x0 = cosh−1 √zとした。
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図 2.9 非局在状態に対する W(z, t)z と − ln T の関係。t = 0.47, 1.18, 2.0 の場合を示した。黒実線が解析
解、赤点が 1000のランダム超格子に対する転送行列法による数値計算結果
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図 2.10 局在状態に対する W(z, t)zと − ln T の関係。t = 7.72の場合を示した。黒実線が解析解、赤丸が
1000のランダム超格子に対する転送行列法による数値計算結果

図 2.9に、非局在フォノン (t=0.47, 1.18で、⟨T ⟩は 0.67および 0.42)と臨界条件 (t = 2、⟨T ⟩ = Tcr = 0.26)

に対する ln T の分布を示す。図 2.10に局在フォノン (t = 8.22、対応する ⟨T ⟩ = 0.02)に対する ln T の分布を
示す。ここで、縦軸を W(z, t)zとした。

W(z, t)dz = W(z, t)
dz

d ln T
d ln T

= −W(z, t)zd(ln T ) (2.96)

であるためである。
図 2.9の結果から、非局在フォノンの分布は原点の ln T = 0をピークに持ち、Poisson分布であることが示
唆され、t の増加に伴いピークの高さは減少することが分かる。ピークの半値全幅は t の増加に伴い増加し、
分布曲線は上に凸になるが、非局在フォノンに対してはピーク位置は変化せず ln T = 0のままである。
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図 2.10の結果から、強く局在した状態、つまり ⟨T ⟩ ≪ Tcr では、Gauss分布となることが分かる。局在した
状態に対する分布 W(z, t)zは式 (2.95)から解析的に求めることができ [4]、

W(z, t)z ≃ 1
2
√
πt

exp
[
− (ln T + t)2

4t

]
, t ≫ 1 (2.97)

である。この式から、ピーク位置は ln T = −tと 0でない値を持ち、ピークの半値全幅は
√

2tであることが分
かる。これらの量から、強く局在した状態に対する ln T の相対揺らぎは

√
2t/t =

√
2/tと計算でき、式 (2.92)

から解析的に求められる漸近式 (t ≫ 1で正しい)と一致する。
以上の結論として、局在したフォノンの透過率は対数正規分布に従い、非局在のフォノンの透過率は Poisson

分布に従う。
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第 3章

アンダーソン局在におけるモード変換の
効果

第 2章で述べたように、1次元ランダム超格子は広い周波数領域においてアンダーソン局在によるフォノン
の透過を妨げている。このような広い周波数領域にわたる透過率の減少は、周期的なフォノニック結晶では現
れない。フォノニック結晶では必ず伝導帯と禁制帯が交互に現れ、フォノンのエネルギーが透過するためであ
る。ランダム超格子においても、共鳴透過を満たす周波数においてフォノンの透過率は 1になることがある。
しかしながら、その周波数帯域の測度は本質的に 0であり、実際に透過するフォノンエネルギー量は小さいと
考えられる。また、ランダム構造の設計により共鳴透過条件を意図的に消失させ、共鳴透過を人為的に無くす
こともできる。これについては、第 4章で述べる。
以上のような 1次元ランダム超格子の性質を、実デバイスとして遮音に利用することを考える。例えば特定
の方向から入力される特定の周波数の音響波だけ通し、他の音響波は環境ノイズとして遮断するような用途で
ある。このとき、環境ノイズはあらゆる方向から飛来すると考えられ、必ずしもランダム超格子の界面には垂
直に入射しない。これは第 2章で 1次元ランダム超格子を考えたときには想定していなかったものである。界
面に斜めにフォノンが入射した場合、垂直入射とどのように異なるかを以下に予想する。
最初に、フォノンの斜入射により生じるモード変換について述べる。フォノンが斜めに 1次元ランダム超格
子に入射した場合、Snellの法則に従い、界面に平行な方向の波数が保存されるように、入射波と同じ周波数
を有した反射波と透過波に分離する。図 3.1に縦波が界面に入射した場合のモード変換について説明する。
図 3.1で示した系は、上の赤い領域で示した物質から青い色で示した物質へ、フォノンが入射する様子を表
す。半円の半径はフォノンの角振動数をそれぞれの物質における横波および縦波の音速で割った値（ ω

vT
およ

び ω
vL
）であり、矢印で表したフォノンの波数ベクトルの大きさに対応する。qL は入射した縦波フォノンの波

数ベクトルで、界面に入射したときに、界面方向の成分 qx が共通な縦波透過波 (qL′ )と縦波反射波 (qL′ )を発
生する。斜めにフォノンが入射したときには、これらの 3つの波だけで、変位と応力に関する境界条件を全て
満足することは出来ず、横波の透過波 (qT ′ )と反射波 (qT ′ )も同時に発生する。このようにモード変換が生じ
る。このモード変換は、縦波から縦波の反射・透過波に加え横波の反射・透過波を生成させるだけでなく、横
波が入射した場合も同様に 2つの波の反射・透過波を生成させる。
次に、モード変換がアンダーソン局在に及ぼす効果について推測する。垂直入射の場合、縦波と横波は干渉
条件が異なるため、それぞれ無関係に局在している。音源からのフォノン入射角度が垂直に近く、モード変換
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図 3.1 界面におけるモード変換を伴うフォノン透過と反射

が弱い場合にも、縦波と横波はほぼ独立していると考えて良いと思われる。このとき、1つの仮説として考え
られるのは、斜入射した縦波フォノンが局在状態で透過できない場合には、モード変換により局在横波モード
に変換されることである。さらに、この局在横波モードが、その局在長だけ離れた領域で局在縦波モードに
モード変換を繰り返し、結果としてフォノンが透過することで、アンダーソン局在の弱化即ち局在長の増加を
招く。この場合、モード変換の影響のために、遮音デバイスとしてランダム超格子を用いることは不適という
ことになる。
もう 1つの仮説として考えられるのは、モード変換は、縦波と横波の「新たな結合モード」を生成すること
である。界面におけるモード変換はスネルの法則に従っているため、縦波と横波が無関係に存在するのではな
いためである。この場合は、垂直入射時の単一モードの場合と同様、新たな結合モードに対してもランダム超
格子構造に起因するアンダーソン局在が生じ、フォノンは透過できなくなると考えられる。この仮説のもとで
は、モード変換があっても、遮音デバイスとしてランダム超格子を用いることは適切ということになる。
以上の、モード変換がもたらす影響の 2つの仮説は、フォノンの透過即ち遮音効果について正反対の結果に
たどり着くものである。1次元ランダム超格子の遮音素子としての可能性を考えるにあたり、モード変換のア
ンダーソン局在に及ぼす影響を明らかにする必要がある。このことから、本章ではフォノンのアンダーソン局
在におけるモード変換の効果を明確にする。
以下に本章の構成を述べる。3.1節では改めて、1次元ランダム超格子のモデル化、および基本となる方程
式の導入を行う。3.2節では、縦波フォノンと横波フォノンが相互作用しながら存在する場合の伝播を記述す
る、転送行列法の定式化を行う。3.3節では、AlAs/GaAsのランダム超格子において、アンサンブル平均透過
率の入射角依存性について述べる。3.4節では、局在の指標となる、Lyapunov指数の入射角依存性について述
べる。3.5節では、透過率の揺らぎと確率分布について述べる。3.6節では、これまでの結果をまとめ、フォノ
ンのアンダーソン局在におけるモード変換の効果を述べる。

3.1 ランダム超格子のモデル
第 2章同様、互いに異なる材料 A、材料 Bからなる 2種の単位構造が、それぞれ 1/2の確率で積み重ねて積
層されたランダム超格子を考える。模式図を図 3.2に示す。ランダム超格子の積層方向を x軸にとり、積層構
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造の界面は xに対し垂直と仮定し、その面を y − z面とする。ランダム超格子は材料 Aの基材および検出器に
挟まれており、基材から生じた縦波フォノン (L)、もしくは横波フォノン (T)が、各層の界面で互いに変換さ
れながらランダム超格子を通り抜け、検出器で観測されるとする。フォノンフォーカシングなどの複雑な現象
を避けるため、材料 A、材料 Bともに、等方弾性体を仮定する。
単位構造の厚さはそれぞれ dA、dB とし、同じ種類の単位構造が連続する部分をセグメントとして定義する。
それぞれの材料が選ばれる確率がそれぞれ 1/2であることから、Aセグメントの厚さの期待値 ⟨DA⟩ = 2dA、B

セグメントの厚さの期待値 ⟨DB⟩ = 2dB となる。

x

A AB

L

L L
T T

A B B

基材 検出器

...材料 材料
BセグメントAセグメント

ランダム超格子

L
T

図 3.2 2種の材料からなるランダム超格子の模式図

ランダム超格子を伝播するフォノンは運動方程式

ρ{n,S ,D}üi = ∂ jC{n,S ,D},i jkl∂kul, (i, j, k, l = x, y, z) (3.1)

に従う。ここで、ui は変位ベクトルの i番目の成分、ρ{n,S ,D} と C{n,S ,D},i jkl は対応する層の密度と弾性スティフ
ネステンソルである。また、同じ添え字については和を取る。
横波フォノンには偏極ベクトルが異なる 2つのモードが考えられ、その偏極ベクトルは互いに直交する 2つ
の方向を取る。そのうち、フォノンの波数ベクトル qと x軸が作る面に平行な成分は、ランダム超格子を伝播
する過程で、セグメントの界面で縦波フォノンと互いに変換され得る。一方、フォノンの波数ベクトル qと x

軸が作る面に直交する成分は、セグメントの界面で異なるモードには変換されず、本質的に、第 2章で述べた
横波フォノンと全く同様のふるまいとなる。そこで、本章ではフォノンの波数ベクトル qと x 軸が作る面を
x − y平面として定義し、その面内における縦波フォノンと横波フォノンのふるまいを調べる。従って、フォ
ノンの波数ベクトルの z成分 qz は常に 0であり、z方向の変位 uz が常に 0である横波フォノンを考える。

3.2 転送行列法の定式化
ランダム超格子中のフォノンの伝播を調べるため、転送行列法を用いる。n層目、基材 (S)、検出器 (D)中
のフォノンの音速と波数を c{n,S ,D},{L,T }、q{n,S ,D},{L,T } とし、次式の通り線形な分散関係

ω = |q{n,S ,D},{L,T }|c{n,S ,D},{L,T } (3.2)
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を仮定する。ここで、添え字 Lと T は LAと TAモードを表す。波数ベクトルは、Snellの法則のため、すべ
ての層で同じ y成分を持ち、

qy =
ω

c{n,S ,D},{L,T }
sin θ{n,S ,D},{L,T } (3.3)

となる。ここで、θ{n,S ,D},{L,T } は、各層で測定されたフォノンの波数ベクトルの x 軸からの角度である。x+ 方
向に伝播するフォノンの x方向の波数は、

q{n,S ,D},{L,T } =
ω

c{n,S ,D},{L,T }
cos θ{n,S ,D},{L,T } (3.4)

となる。透過フォノンの波数ベクトルを q+、反射フォノンの波数ベクトルを q− とすると、

q±{n,S ,D},{L,T } = (±q{n,S ,D},{L,T }, qy, 0) (3.5)

であり、対応する偏極ベクトルは

e±{n,S ,D},L = q±{n,S ,D},L/
∣∣∣q±{n,S ,D},L∣∣∣ (3.6)

e±{n,S ,D},T = q±{n,S ,D},T /
∣∣∣q±{n,S ,D},T ∣∣∣ × ez (3.7)

となる。これらを用いると、n層目のフォノンの変位ベクトルは、反射および透過係数 an, bn, cn, dn を用いて

un = (e+n,Laneiqn,L x + e−n,Lbne−iqn,L x)eiqyy + (e+n,T cneiqn,T x + e−n,T dne−iqn,T x)eiqyy (3.8)

と書ける。基材と検出器層における変位ベクトルも同様に、

uS = (e+S ,LaS eiqS ,L x + e−S ,LbS e−iqS ,L x)eiqyy + (e+S ,T cS eiqS ,T x + e−S ,T dS e−iqS ,T x)eiqyy (3.9)

uD = e+D,LtLeiqD,L(x−lD)eiqyy + e+D,T tT eiqD,T (x−lD)eiqyy (3.10)

と書ける。ここで、aS と cS はそれぞれ基材における縦波フォノンと横波フォノンの入射係数、bS と dS は
それぞれ基材における縦波フォノンと横波フォノンの反射係数である。tL と tT はそれぞれ検出器における縦
波フォノンと横波フォノンの透過係数である。ここで、lD = lN+1 はランダム超格子と検出器層の界面を表す。
以上の式 (3.8)、式 (3.9)、式 (3.10)で表される変位ベクトルは、各層内で式 (3.1)の運動方程式を満たす。

y − z平面内で働く応力ベクトルの xと y成分は、

σ{n,S ,D},xX = C{n,S ,D},11∂xu{n,S ,D},x +C{n,S ,D},12∂yu{n,S ,D},y (3.11)
σ{n,S ,D},yX = C{n,S ,D},44∂xu{n,S ,D},y +C{n,S ,D},44∂yu{n,S ,D},x (3.12)

となる。ここで、弾性スティフネステンソルは、面心立方材料の Voigt表記で弾性係数から求められる。
変位ベクトルと応力ベクトルは、隣り合う層の界面で一致することを考慮すると、入射フォノンと透過フォ
ノンの係数に関する以下の式を得ることができる。

(aS , bS , cS , dS )T = W(tL, 0, tT , 0)T (3.13)

ここで、W は以下で定義される行列である。

W ≡ Λ−1
S

 N∏
n=1

Λn(0)Λ−1
n (dn)

ΛD (3.14)
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さらに、Λn(dn)、ΛS、ΛD も行列である。Λn(dn)の行列要素は以下で与えられる。

λn
11(dn) ≡ eiqn,Ldn cos θn,L (3.15)

λn
12(dn) ≡ −e−iqn,Ldn cos θn,L (3.16)

λn
13(dn) ≡ −eiqn,T dn sin θn,T (3.17)

λn
14(dn) ≡ e−iqn,T dn sin θn,T (3.18)

λn
21(dn) ≡ eiqn,Ldn sin θn,L (3.19)

λn
22(dn) ≡ e−iqn,Ldn sin θn,L (3.20)

λn
23(dn) ≡ eiqn,T dn cos θn,T (3.21)

λn
24(dn) ≡ e−iqn,T dn cos θn,T (3.22)

λn
31(dn) ≡ Cn,11 cos2 θn,L +Cn,12 sin2 θn,L

cn,L
eiqn,Ldn (3.23)

λn
32(dn) ≡ Cn,11 cos2 θn,L +Cn,12 sin2 θn,L

cn,L
e−iqn,Ldn (3.24)

λn
33(dn) ≡ − (Cn,11 −Cn,12) sin θn,T cos θn,T

cn,T
eiqn,T dn (3.25)

λn
34(dn) ≡ − (Cn,11 −Cn,12) sin θn,T cos θn,T

cn,T
e−iqn,T dn (3.26)

λn
41(dn) ≡ Cn,44 sin 2θn,L

cn,L
eiqn,Ldn (3.27)

λn
42(dn) ≡ −Cn,44 sin 2θn,L

cn,L
e−iqn,Ldn (3.28)

λn
43(dn) ≡ Cn,44 cos 2θn,T

cn,T
eiqn,T dn (3.29)

λn
44(dn) ≡ −Cn,44 cos 2θn,T

cn,T
e−iqn,T dn (3.30)

ΛS と ΛD の行列要素は、上の式で dn = 0とおき、基材 (S)もしくは検出器 (D)の材料の弾性定数および入射
角 θS ,{L,T } もしくは θD,{L,T } を代入し求める。

W の行列要素を wi j と置くと、透過係数 tL と tT は入射係数 aS と cS と以下のように関連付けることがで
きる。 (

tL

tT

)
=

1
w11w33 − w13w31

(
w33
−w31

)
aS +

1
w11w33 − w13w31

(
−w13
w11

)
cS (3.31)

従って、入射フォノンが縦波フォノン (aS = 1, cS = 0)や横波フォノン (aS = 0, cS = 1)であっても、透過フォ
ノンはそれらの重ね合わせになる。反射波についても同様に、基材中の反射係数 bS と dS は(

bS

dS

)
=

1
w11w33 − w13w31

(
w21w33 − w23w31
w41w33 − w43w31

)
aS +

1
w11w33 − w13w31

(
−w21w13 + w23w11
−w41w13 + w43w11

)
cS (3.32)

で与えられる。
ここで、フォノンの透過率をポインティングベクトルを用いて定義する。弾性エネルギーの連続の方程式か
ら、ポインティングベクトルの i番目の成分を Ji ≡ −u̇ jσi j と定義する。周波数 ωで波数 qy の入射波のポイン
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ティングベクトルの x成分 JS ,x は、

JS ,x(ω, qy) = |aS |2ω2 CS ,11

cS ,L
cos θS ,L + |cS |2ω2 CS ,44

cS ,T
cos θS ,T (3.33)

であり、検出層の透過波のポインティングベクトルの x成分 JD,x は、

JD,x(ω, qy) = |tL|2ω2 CD,11

cD,L
cos θD,L + |tT |2ω2 CD,44

cD,T
cos θD,T (3.34)

となる。透過率 T (ω, qy)はこれらの量の比を取り、

T (ω, qy) ≡
JD,x(ω, qy)
JS ,x(ω, qy)

(3.35)

と定義する。
ここで、入射フォノンのモードが l で透過フォノンのモードが mのときのポインティングベクトルの比を

Tlm とする。これを用いると、縦波フォノン入射時の透過率 TL は TL = TLL + TLT の 2 つに分けられ、横波
フォノン入射時の透過率 TT は TT = TT L + TTT の 2 つに分けられる。それぞれの寄与は後の章で議論する。
反射フォノンに関しても、入射フォノンのモードが lで反射フォノンのモードが mの時のポインティングベク
トルの比を Rlm と定義する。

3.3 モード変換が生じる場合のアンサンブル平均透過率
以降、第 2 章同様に、AlAs と GaAs からなるランダム超格子の透過特性を示す。但し、GaAs を材料 A、

AlAsを材料 Bとして扱う。単位構造の厚さは GaAs結晶において 12原子層に相当する dA = dB = 3.4 nmと
し、ランダム超格子のサイズ N = 1000とする。各材料の物性値として、x − y平面で平均化した音速から求め
た実効 Lame定数 λA,B と µA,B を導入し、λA = 43.51 GPa、µA = 44.90 GPa、λB = 46.52 GPa、µB = 44.19 GPa

から弾性スティフネス定数 C{n,S ,D},{11,44} を求める。密度は ρA = 5.36 × 103 kg/m3 と ρB = 3.76 × 103 kg/m3 と
する。これらの材料定数は GaAsは [21] [22]、AlAsは [23] [24]の値から求めた。
以上の材料パラメータから縦波フォノンと横波フォノンの音速が得られ、cA,L = 4.987 × 103 m/s、cA,T =

2.894 × 103 m/s、cB,L = 5.990 × 103 m/s、cB,T = 3.428 × 103 m/sとなる。cA,L/cB,L < 1であるため、臨界角以
下のフォノンの伝播を行うためには、フォノンの入射角 θS ,L と θS ,T は式 (3.3)から、以下の範囲である必要が
ある。

0 < θS ,L < sin−1 cA,L

cB,L
= 56.3◦ (3.36)

0 < θS ,T < sin−1 cA,T

cB,L
= 29.0◦ (3.37)

同じ周波数 ωと y方向の波数 qy を持つ縦波フォノンと横波フォノンは、入射フォノンのモードに関わらず、
ランダム超格子の全ての層で存在する。しかし、透過率は入射フォノンのモードに依存する。そこで、Snell

の法則 qy = ω sin θS ,L/cS ,L = ω sin θS ,T /cS ,T を満たす θS ,L と θS ,T の組み合わせに対し、単一モード入射時の透
過率を調べる。
図 3.3 に、N = 1000 のランダム超格子に縦波フォノン入射時 (as = 1, cS = 0) および横波フォノン入射時

(as = 0, cS = 1) のアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩ の周波数依存性を示す。入射角は (a) θS ,L = θS ,T = 0◦、(b)
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θS ,L = 15◦, θS ,T = 8.6◦、(c) θS ,L = 30◦, θS ,T = 16.9◦、(d) θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦ の 4種類とし、アンサンブル平
均は 300種の異なるランダム超格子のサンプルに対し行った。
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図 3.3 N=1000 のランダム超格子の、300 サンプルに対する平均透過率。青線は縦波フォノン入射時
の平均透過率 ⟨T ⟩ を、赤線は横波フォノン入射時の平均透過率 ⟨T ⟩ を示す。(a) θS ,L = θS ,T = 0◦、(b)
θS ,L = 15◦, θS ,T = 8.6◦、(c) θS ,L = 30◦, θS ,T = 16.9◦、(d) θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦

垂直入射したフォノン (図 3.3 (a) )に対しては、縦波フォノンと横波フォノンは互いにモード変換すること
なく、独立して伝播するため、第 2章で調べた単一モードの場合と同様の透過特性となる。アンサンブル平均
透過率 ⟨T ⟩は、アンダーソン局在のためにそれぞれ個別に減衰し、単位格子の厚さと音速で決まる共鳴周波数
で透過ピークを持つ。共鳴周波数は式 (2.83)より

ν{A,B},{L,T} =
c{A,B},{L,T}

2d{A,B}
(3.38)

で与えられ、図 3.3 (a)におけるピーク周波数と良く対応している。
図 3.3 (b)に、入射角 θS ,L = 15.0◦ と θS ,T = 8.6◦ に対するアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩の周波数依存性を示
す。図 3.3 (a)の垂直入射の場合と同様に、アンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩は横波フォノンと縦波フォノンに対
して、明確な透過率の減少および透過ピークを示す。周波数依存性は垂直入射に似ているが、透過ピークの周
波数は、次式のように高周波領域にシフトしている。

ν{A,B},{L,T} =
c{A,B},{L,T}

2d{A,B} cos θ{L,T }
(3.39)

これは、入射角が増加すると、伝播方向である x方向の波数が減少するためである。また、透過ピークにおけ
る透過率は、垂直入射時よりも小さい。これは、入射フォノンから変換された、もう一方のモードのフォノン
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は入射フォノンの共鳴条件とは異なるためである。さらに、例えば 0.4 THz付近のような、片方のモード (こ
の場合は横波フォノン)でのみ共鳴条件を満たす周波数に着目すると、共鳴条件にないモードでの入射条件時
(この場合は縦波フォノン入射)の透過率は、垂直入射時よりも大きいことが分かる。入射された縦波フォノン
の一部が横波フォノンに変換され、共鳴条件を満たすために、透過率を引き上げたためと考えられる。このこ
とから、1つめの仮説として挙げた、モード変換の影響でアンダーソン局在が弱まり、透過率が増加すること
が起きていると考えられる。但し、このときの透過率は 10%程度であることから、フォノンの局在を解消す
る程の効果ではないことも分かる。
図 3.3 (c)に、入射角 θS ,L = 30.0◦ と θS ,T = 16.9◦ におけるアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩の周波数依存性を示
す。アンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩は、入射フォノンのモードに関わらず、ほぼ同一の周波数特性となる。透過
率のピークは νA,T と νB,T に現れ、νA,L でこぶが見られる。それらのピークに加え、式 (3.39)では予測されな
いピークが νB,T と νA,L の間に見られる。この傾向は、図 3.3 (d)に示す、入射角 θS ,L = 45.0◦ と θS ,T = 24.2◦

においてさらに顕著となる。縦波フォノンと横波フォノン入射のアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩は、全ての周波
数領域でよく一致し、その大きさは図 3.3 (c) よりも減少している。2 つの顕著なピークの周波数は式 (3.39)

とは全く一致しない。このことから、入射角が大きくなるにつれ、縦波フォノンとも横波フォノンとも共鳴特
性が異なるモードが生じていると考えられる。これは 2つ目の仮説として挙げた新たな結合モードの形成が起
きていることを支持する結果である。
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図 3.4 単一の界面に対する縦波フォノンおよび横波フォノンのモード毎の反射率。(a)材料 Aから入射す
る場合 (b)材料 Bから入射する場合。入射角 θ{A,B},L > 25◦ もしくは θ{A,B},T > 17◦ でモード変換が支配的と
なる

3.3.1 反射時のモード変換と結合モードの生成
入射角の増加に伴うアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩の変化の特徴を調べるために、材料 Aと材料 Bの単一の
界面に対する、モード毎の反射率の角度依存性を調べた。アンダーソン局在はフォノンの後方散乱が原因であ
るためである。図 3.4に、 (a)材料 Aから材料 Bに入射する場合の反射率、(b)材料 Bから材料 Aに入射する
場合の反射率を示す。入射角が小さいと、モード変換は十分に行われない。結果として、ランダム超格子中の
フォノンの伝播は、入射フォノンの特徴を維持する。一方、大きな入射角ではモード変換されるフォノンの方
が多くなり、特に θL > 25◦ もしくは θT > 16◦ では、モード変換されたフォノンは反射波の半分以上を占める。
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ランダム超格子では、このようなモード変換がすべての界面で繰り返し起こり、異なるモードの透過および反
射フォノンで、異なる波数ベクトル q±n,L と q∓n,T を持つフォノンがすべての層で出会う。
高入射角時のモード変換の強さを理解するために、それぞれの偏極ベクトルの向きを考察する。垂直入射
時には、縦波フォノンと横波フォノンの偏極ベクトルは直交しているが、斜入射時には Snellの法則によりそ
れぞれの屈折角が異なるため、直交ではなくなり、平行に近くなることもある。フォノンの偏極ベクトルのス
カラー積を考えると、モード変換される反射波に対しては

e±L(T ) · e∓T (L) = sin(θn,L + θn,T ) (3.40)

となり、モード変換される透過波に対しては、

e±L(T ) · e±T (L) = sin(θn,L − θn,T ) (3.41)

となる。図 3.5に、例として材料 A中を伝播する反射波と透過波の偏極ベクトルのスカラー積を示す。いずれ
に対しても、縦波フォノンと横波フォノンの偏極ベクトルは、伝播角の増加につれ平行になることが分かる。
そのため、大きな入射角でフォノン間の結合が強くなり、縦波フォノンと横波フォノンが結合した、新たな結
合モードを作ると考えられる。実際、そのような結合モードは周期的な超格子への斜入射で見られており、結
合モードは、第 1ブリルアンゾーン内に透過率の禁制帯を形成する。結合モードがランダム超格子でも同様に
生じると仮定すると、透過率は単に結合モードの量を表すことから、入射フォノンモードに鈍感になること、
および特定の共鳴周波数を持つことは理解できる。
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図 3.5 入射角に対する偏極ベクトルの内積。赤線は e±L(T ) · e∓T (L) を、青線は e±L(T ) · e±T (L) を示す。

3.4 Lyapunov指数
局在状態の特徴を調べるため、第 2章で述べた 1次元のランダム超格子の場合と同様に、式 (2.86)で定義
される Lyapunov指数 γ = − limL→∞

1
2L ⟨ln T (L, ω)⟩を調べた。図 3.6に、図 3.3の結果から求めた γの周波数

依存性を示す。
図 3.6 (a) に示す垂直入射では、γ は 1 次元ランダム超格子と全く同様のピークと谷を持つことがわかる。
ピークは縦波フォノンで約 1.1 µm−1、 横波フォノンで約 1.3 µm−1 となる。図 3.6 (b) に示す θS ,L = 15.0◦、
θS ,T = 8.6◦ のとき、γ は全周波数領域で垂直入射の場合よりも小さくなり、ピークは縦波フォノンで約 0.8
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図 3.6 N=1000 のランダム超格子の、300 サンプルに対する Lyapunov 指数 γ。青線は縦波フォノン入
射時の値を、赤線は横波フォノン入射時の値を示す。(a) θS ,L = θS ,T = 0◦、(b) θS ,L = 15◦, θS ,T = 8.6◦、(c)
θS ,L = 30◦, θS ,T = 16.9◦、(d) θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦

µm−1、横波フォノンで約 0.9 µm−1 である。これは、斜入射によりフォノンの局在が弱まったことを示す。図
3.3 (b)に示した透過率において、一方のモードの共鳴周波数においてもう片方のモードの透過率が上がったよ
うに、一方のモードでフォノンが局在する周波数においては、そのエネルギーが非局在のもう片方のモードに
変換され、局在が弱まると考えられる。
図 3.6 (c) に示す θS ,L = 30.0◦、θS ,T = 16.9◦ や、図 3.6 (d) に示す θS ,L = 45.0◦、θS ,T = 24.2◦ の場合では、

Lyapunov指数は縦波フォノン入射と横波フォノン入射とでほぼ同様の周波数依存性を示す。これは、入射角
が大きい場合には、モード変換が強くなるために、生成される結合モードは入射フォノンのモードに依存しな
いことを示している。また、図 3.6 (d)では γ の大きさは、図 3.6 (b)や図 3.6 (c)よりも大きく、ピークでは
γ ≈ 2.5 µm−1 となり、図 3.6 (c)の約 2倍である。従って、入射角の増加に伴い誘起される結合モードは、強
い局在を示すことが分かる。
以上の結果から、入射角が小さくモード変換が比較的弱いときには、モード変換の影響で局在が弱まり、
フォノンの透過率の増加が生じること、および入射角が大きくモード変換が強い場合には、縦波とも横波とも
異なる結合モードが強く誘起され、結合モード自身は強い局在を示し、フォノンの透過率は減少することが分
かった。仮説として挙げた、モード変換によりアンダーソン局在が弱まることと、新たな結合モードの生成
は、モード変換の強さに応じ、ともに生じるものであると考えられる。
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3.5 透過率の揺らぎと確率分布
以降、第 2 章同様に透過率の統計的な性質を調べる。図 3.7 に、式 (2.90) で定義される透過率の揺らぎ
∆T と平均透過率 ⟨T ⟩ の関係を、縦波フォノン入射時と横波フォノン入射時それぞれに対し示す。入射角は
それぞれ図 3.3 と同様に、(a) θS ,L = θS ,T = 0◦、(b) θS ,L = 15◦, θS ,T = 8.6◦、(c) θS ,L = 30◦, θS ,T = 16.9◦、(d)

θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦ の 4種類とした。数値実験の結果と合わせ、式 (2.82)、(2.90)、(2.91)から得られる単
一モードフォノンに対する解析解を示す。
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図 3.7 N=1000のランダム超格子の、300種のサンプルに対する透過率の揺らぎ ∆T と平均透過率 ⟨T ⟩の
関係。黒線は単一モードフォノンに対する解析解を、青色の点は縦波フォノン入射時の値を、赤色の点は横
波フォノン入射時の値を示す。(a) θS ,L = θS ,T = 0◦、(b) θS ,L = 15◦, θS ,T = 8.6◦、(c) θS ,L = 30◦, θS ,T = 16.9◦、
(d) θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦

図 3.7 (a)に示す透過率の揺らぎ ∆T と平均透過率 ⟨T ⟩の関係は、縦波フォノン入射時、横波フォノン入射時
いずれも解析解とよく一致することが分かる。垂直入射ではモード変換が生じないため、それぞれが単一モー
ドフォノンとしてふるまうためである。図 3.7 (b)～(d)の大きな特徴として、斜入射フォノンに対する透過率
の揺らぎ ∆T は、いずれも単一モードフォノンに対する理論曲線よりも小さく、揺らぎが抑制されていること
が挙げられる。さらに、図 3.7 (c)と (d)では平均透過率 ⟨T ⟩が比較的小さい領域で、透過率の揺らぎ ∆T の分
布が複雑になっており、2つの弧状の分布が見られる。
以下、それぞれについて考察する。
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3.5.1 2つの弧状の分布
2つの弧状の分布のうち、透過率の揺らぎ ∆T が小さい分布は、高 ⟨T ⟩の領域から低 ⟨T ⟩の領域まで連続的
に現れている。一方、∆T が大きい分布は、図 3.7 (c)では ⟨T ⟩ < 0.4、図 3.7 (d)では ⟨T ⟩ < 0.3の領域でのみ
現れている。このことから、∆T が小さい分布は低周波数領域に、∆T が大きい分布は高周波数領域に由来す
ることが推測される。そこで、図 3.7 (d)のデータを 0.2 THzで分け、それぞれの透過率の揺らぎ ∆T と平均
透過率 ⟨T ⟩の関係を、(a) ν < 0.2 THzと (b) 0.2 THz < ν < 1.0 THzとして図 3.8に示す。図 3.8 (a)では、縦
波フォノン入射時と横波フォノン入射時の透過率の揺らぎ ∆T は異なるが、図 3.8 (b)ではいずれも同様の透
過率の揺らぎ ∆T を示している。このことから、低周波数領域では縦波フォノンと横波フォノンの結合は比較
的弱く、それぞれが単一モードに近い形で伝播するが、高周波数領域では縦波フォノンと横波フォノンが結合
した結合モードとして伝播すると考えられる。
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図 3.8 ランダム超格子の透過率の揺らぎを、(a) ν ≤ 0.2 THz、(b) 0.2 THz ≤ ν ≤ 1.0 THzの領域に分け示
した図。黒線は単一モードフォノンに対する解析解を、青色の点は縦波フォノン入射時の値を、赤色の点
は横波フォノン入射時の値を示す。入射角は θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦。図 3.7 (d)は上図の (a)と (b)を重ね
合わせた結果に相当する

低周波数領域で、透過フォノンが単一モードのフォノンによることを確認するために、図 3.3 (d)のランダ
ム超格子の平均透過率 ⟨T ⟩を、透過フォノンの成分を縦波フォノンと横波フォノンに分け、図 3.9に示す。入
射フォノンを l = {L,T }、透過フォノンを m = {L,T }としたときの平均透過率を Tlm とした。

0.05 THz以下では、入射フォノンと同じモード (TLL および TTT )が支配的であり、フォノンは単一モード
に近い形で伝播することが分かる。この周波数領域では、フォノンの波長は単位構造の厚さ dA,B よりも十分
大きいので、フォノン散乱は Rayleigh散乱に由来する。第 2章で示した垂直入射フォノンの場合、フォノン
の後方散乱係数は周波数 νの 2乗に比例するので、この周波数領域における反射はごく小さい。斜入射フォノ
ンについても同様と考えると、透過フォノンと後方散乱フォノンの重ね合わせによるモード結合は、結合モー
ドを誘起するには不十分であり、入射フォノンは優勢なフォノンとして残ると考えられる。従って、ある入射
角における、単一モードによる伝播から結合モードによる伝播への移り変わりは、周波数に応じた散乱強度の
変化に起因するものと言える。
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図 3.9 N=1000のランダム超格子の、300種のサンプルに対する平均透過率 ⟨T ⟩の縦波成分および横波成
分。入射角は θS ,L = 45◦, θS ,T = 24.2◦。

3.5.2 透過率の確率分布 –低入射角の場合
最初に、ごく小さい入射角におけるフォノンの透過を調べる。モード変換効果は小さいため、入射フォノン
の大部分は変化せず、入射フォノンのエネルギーのうちごくわずかな部分が、もう一つのモードのフォノンに
変換される。ここで、モード変換効果が十分小さく、2回以上のモード変換を無視できると仮定すると、フォ
ノンの透過率は、それぞれのモードの単一モードフォノンの透過率の合成として近似することができる。
図 3.10に、入射角 θS ,L = 1◦、θS ,T = 0.58◦、周波数 ν = 0.1 THzに対し、10000種のサンプルに対する透過
率の確率分布を示す。(a)は TLL、(b)は TLT を、(c)は TTT を、(d)は TT L を示す。縦軸と横軸は、第 2章同
様に式 (2.96)から、横軸を − ln Tlm、縦軸をW(z, t)dzとした。平均透過率は ⟨TLL⟩ = 0.452、⟨TTT ⟩ = 0.189で
あり、⟨TLT と ⟨TT L は約 8× 10−4 である。実線は式 (2.95)から計算した単一モードフォノンに対する理論的な
確率分布 W(z, t)zであり、W(z, t)zに対するパラメータ t は透過率の数値実験の値から t = −⟨ln Tlm⟩として求
めた。ここで、数値実験と理論曲線のピーク位置と幅を明瞭に比較するため、数値的な結果は、ピークにおけ
る値が理論曲線のピークと一致するように定数倍を乗じ示した。
図 3.10 (a)と (c)に示す結果から、入射フォノンと同じモードである TLL および TTT に対する数値実験の結
果は、単一モードフォノンに対する理論値と良く一致している。一方、図 3.10 (b)と (d)に示す結果から、入
射フォノンから変換されたモード TLT と TT L では、数値実験結果のピーク位置は理論的な曲線と一致してい
るものの、分布の幅は理論曲線よりも著しく狭い。単一モードフォノンに対する理論値では、式 (2.95) にあ
るように、パラメータ t はピーク位置と分布の幅の両方を決定する。図 3.10 (b)と (d)で見られる幅の不一致
は、モード変換で生じるフォノンの確率分布を表すためには一つのパラメータでは不十分であることを示す。
Lyapunov指数 γに比例する透過率の分散はアンダーソン局在の本質的なパラメータであることを考慮し、tと
確率分布のピーク位置の関係を、単一モードの場合から見直すことを試みる。
検出されるフォノンのモードが同じである限りは、つまり TLL と TT L 、および TTT と TLT の間では、同じ
周波数依存性を仮定することができる。1より小さい正の係数 α、β、α′、β′ を導入し、モード lのフォノンに
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図 3.10 ν = 0.1 THz における、− ln Tlm の確率分布。入射角は θS ,L = 1◦、θS ,T = 0.58◦ とした。赤丸は
N=1000のランダム超格子の、10000種のサンプルに対する透過率から求めた確率分布、黒線は単一モード
フォノンに対する解析解。(a)～(d)はそれぞれ (a) − ln TLL、(b) − ln TLT、(c) − ln TTT、(d) − ln TT L。ピーク
における値が解析解と一致するようにスケールし示した。

対する、垂直入射でモード変換が無いときの透過率 T 0
l を用いて、

TLL = αT 0
L (3.42)

TLT = βT 0
T (3.43)

TTT = α
′T 0

T (3.44)

TT L = β
′T 0

L (3.45)

とする。十分小さい入射角のとき、α, α′ ≈ 1である。
まず、TLT に着目し議論する。TLT に対する確率分布のパラメータ t は、t = −⟨ln TLT ⟩ = − ln β − ⟨ln T 0

T ⟩と
なる。T 0

T は本質的には Lyapounov指数と系のサイズの積 t = 2γL = −⟨ln T ⟩に依存し、その大きさのオーダー
は図 3.10 (c)で得られた tと同じであることが期待される。しかし、ランダム超格子を通る中でモード変換が
起こるためそれらは一致せず、この場合の系のサイズ Lは良く定義できない。
そこで、tLT = −⟨ln T 0

T ⟩ の大きさを、数値実験データの実際の分散から求める。図 3.10 (b) に示すデータ
から、t = ⟨− ln TLT ⟩ = 8.518、tLT = ∆ ln TLT /2 = 1.599 である。従って、β は減算から − ln β = t − tLT =

8.518 − 1.599 = 6.919となる。これらを考慮すると、TLT の確率分布は、分散が tLT で与えられ、ピーク位置
は tLT から − ln βだけシフトした分布となる。確率分布に関する理論式 (2.97)を次式のように書き換えれば、
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TLT の分布を表現できる。

W(z, t)z =
1

2
√
πtLT

exp
[
− (ln z − ln β − tLT )2

4tLT

]
(3.46)

次いで、ここまでの議論における TLT を TT L に、tLT を tT L に、βを β′ に置き換えることで、TT L に関して同
様の結果を得ることができる。図 3.10 (d)に示すデータから、t = ⟨− ln TT L⟩ = 8.503、tT L = ∆ ln TT L/2 = 1.576

である。従って、β′ は減算から − ln β′ = t − tT L = 8.503 − 1.576 = 6.927となる。
図 3.10 (b)および (d)に、式 (3.46)として再定義した確率分布のカーブを点線で示す。いずれの場合でも、
数値的データと良く一致する。このことから、TLT および TT L の確率分布と、単一モードの場合の理論的な確
率分布の不一致は、アンダーソン局在の本質的な性質が変化したためではなく、β, β′ で表される、モード変換
によるフォノンの強度の変化に起因すると言える。また、モード変換によるフォノンの強度の変化は、単一
モードの場合に比べ、同じ透過率であっても揺らぎを抑制する影響があることがわかる。

3.5.3 透過率の確率分布 –高入射角の場合
ここまでで述べたような、ごく小さい入射角に対しては、モード変換されたフォノンの透過率もごく小さい
ため、合計の透過率の統計には、モード変換されたフォノンの透過率の揺らぎの抑制は影響を及ぼさない。た
だ、入射角の増加に伴い、RLT と RT L は大きくなり、従って αと α′ は減少し、βと β′ は増加する。入射フォ
ノンとモード変換されたフォノンの両方の確率分布が、上述のようにシフトすることで、透過率の揺らぎが抑
制されると考えられる。図 3.11に、入射角 θS ,L = 30◦、θS ,T = 16.9◦ の場合について、10000種のサンプルに
対する透過率の確率分布を示す。(a)は TLL、(b)は TLT、(c)は TTT、(d)は TT L の確率分布であり、周波数は
(a)および (b)に対しては 0.0912 THz、(c)および (d)に対しては 0.0552 THzとした。いずれの場合も、パラ
メータ tは数値的データから t = −⟨ln Tlm⟩とアンサンブル平均を取ることで求めた。
さらに、図 3.12に、入射モードに応じて図 3.11に示した値の合計の透過率の揺らぎを示す。図 3.12 (a)と

(b)に示した分布の平均透過率 ⟨T ⟩は、いずれも約 0.4とおおよそ等しい。それぞれ比べると、横波フォノン
入射時の確率分布は、縦波フォノン入射時よりも抑制されており、特に高透過率領域で著しいことが分かる。
この違いの由来は、図 3.11 (c)で示す横波フォノンの確率分布のシフトが、図 3.11 (a)で示す縦波フォノンの
確率分布のシフトよりも大きいためと考えられる。これが、図 3.7 (b)～(d)に示されるような、横波フォノン
入射時の透過率の揺らぎが縦波フォノン入射時よりも抑制されることの原因と言える。

3.5.4 透過率の確率分布 –結合モードが支配的な場合
最後に、フォノンの結合モードが強く誘起される場合として、入射角 θL = 30◦、θT = 16.9◦、周波数
ν = 0.4 THzにおける確率分布を調べる。図 3.13に (a)縦波フォノン入射時、(b)横波フォノン入射時の透過
率の確率分布を、単一モードの場合の理論曲線とともに示す。
図 3.13 (a)および (b)の結果から、透過率の確率分布は図 3.3 (c)の平均透過率や、図 3.6 (c)の Lyapunov指
数のように、入射モードに依存しないことがわかる。図 3.12と対照的に、数値データは単一モードの場合の
理論曲線とよく一致する。これは、ランダム超格子中で新たな結合モードが生じており、単一モードとして振
る舞うことを示していると考えられる。数値データと単一モードの場合の理論曲線の違いは、高透過率領域で
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図 3.11 − ln Tlm の確率分布。入射角は θS ,L = 30◦、θS ,T = 16.9◦ とした。赤丸は N=1000のランダム超格
子の、10000種のサンプルに対する透過率から求めた確率分布、黒線は単一モードフォノンに対する解析
解。周波数 νは、(a) − ln TLL と (b) − ln TLT に対しては 0.0912 THz、(c) − ln TTT と (d) − ln TT L に対して
は 0.0552 THzとした。
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図 3.12 周波数 0.0912 THz における − ln TL の確率分布と周波数 0.0552 THz における − ln TT の確率分
布。TL と TT は図 3.11に示したデータの全透過率を示す。赤丸は N=1000のランダム超格子の、10000種
のサンプルに対する透過率から求めた確率分布、黒線は単一モードフォノンに対する解析解。

– 40 –



見られ、数値データでは高透過率となる確率が小さい。これは縦波フォノンの共鳴条件と横波フォノンの共鳴
条件を同時に満たすフォノンが存在しないことに由来する。
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図 3.13 周波数 0.4 THzにおける (a) − ln TL の確率分布と (b) − ln TT の確率分布。入射角は (a) θS ,L = 30◦、
(b) θS ,T = 16.9◦ とし、TL と TT はそれぞれ全透過率を示す。赤丸は N=1000のランダム超格子の、10000
種のサンプルに対する透過率から求めた確率分布、黒線は単一モードフォノンに対する解析解。

3.6 まとめ
転送行列法を用いて、GaAs/AlAsランダム超格子のアンダーソン局在におけるモード変換の効果を調べた。
斜入射時のフォノンの透過率および Lyapunov指数からは、入射角が小さいときにはモード変換の影響で局
在が弱まり、フォノンの透過率の増加が生じるものの、非局在に至るものではないことが分かった。入射角が
大きくモード変換が強い場合には、縦波とも横波とも異なる結合モードが生じ、フォノンの透過率が減少する
ことが分かった。
透過率の揺らぎからは、モード変換の影響が比較的小さいとき、および横波フォノンでは、透過率の揺らぎ
が小さいことが分かった。透過率の確率分布の考察から、モード変換が生じても、透過率の分布の幅を決める
本質的な統計は変化せず、透過強度のみがモード変換の影響で減少するために、透過率の揺らぎが小さくなる
と推測した。また、縦波と横波の透過率減少量の差が透過率の揺らぎの差に現れていることが分かった。さら
に、モード変換の影響が強くなると誘起される結合モードが、新たな単一モードとして振る舞うことも示さ
れた。
以上の結果をまとめると、モード変換の影響として、最初に 2つの仮説として挙げた、アンダーソン局在を
弱める影響と、新たな結合モードの生成により単一モードの場合同様の局在を示すことは、モード変換の強さ
に応じ、いずれも生じることが分かったと言える。モード変換の存在は局在現象を単に破壊するものではな
く、フォノン間の相互作用に由来する様々な現象を引き起こすものである。
遮音デバイスへの応用においては、入射角のフォノンが寄与することから、相対的に高入射角の影響が強ま
ると考えられるため、本研究のようなランダム超格子を遮音デバイスに用いることは適切と言える。
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第 4章

ランダム固体／液体超格子による透過特性
の動的制御

第 3章で、1次元のランダム超格子は斜入射時のような 2つ以上の伝播モードのモード変換が起こる場合に
対してもアンダーソン局在が生じ、フォノンの透過を妨げることを述べた。1次元ランダム超格子は広い周波
数帯のみならず、広い入射角に対してもフォノンの伝播を制御できることを示すものであり、様々な方位から
入射する音響波を制御するデバイスとなる可能性が示唆された。
一方、これまで述べた 1次元ランダム超格子は固体を構成要素として用いているため、一旦作製すると、そ
の周波数特性を随意に変更することは出来ない。目的に応じて音響波の透過と反射を制御出来れば、デバイス
としての応用範囲が広がる。これを実現する方法として、1次元ランダム超格子を構成する物質として固体と
液体の組み合わせが考えられる。これまで述べてきたように、共鳴透過は 1次元ランダム超格子を構成するそ
れぞれの層の厚さおよび音速で決まる共鳴透過周波数で生じる。固体層の厚さを変化させることは容易ではな
いが、液体層の厚さは、固体層を移動させることで容易に可変とできるため、液体層に由来する共鳴透過は随
意に変更し、チューナブルに透過特性を制御できるものと言える。
固体と液体からなるランダム超格子の別の利点として、大きな音響インピーダンス差が挙げられる。第 2章
での結果から、十分なフォノンの減衰のためには、ランダム超格子のサイズは減衰長よりも大きいことが要求
されることが分かる。減衰長は界面での波動の散乱、すなわち反射が強いほど、より短くなる。第 3章までに
考えてきたような GaAsと AlAsの組み合わせでは、音響インピーダンス比は約 1.2であり、反射率は約 0.8%

に過ぎない。一方、例えばアルミニウム (Al)と水では、音響インピーダンス比は約 12であり、界面での反射
率は約 70%に達する。GaAs/AlAsのランダム超格子よりも減衰長は短くなると期待され、より小型のデバイ
スで音響波を制御できることになる。
以上の背景から、本章では、ランダム超格子の材料として固体の Alと液体の水に着目し、音響波の透過特
性を調べるとともに、伝播をチューナブルに制御するデバイスの具体例を与える。

4.1節では固体と液体からなるランダム超格子のモデル化を行い、4.2節で転送行列の定式化を行う。4.3節
でアンサンブル平均透過率と透過率の揺らぎを調べ、アンダーソン局在との結び付けを行う。4.4節で透過波
の周波数特性の調整の方法と、デバイスに応じた透過特性の例を示す。4.5節で結論を述べる。
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4.1 固体・液体ランダム超格子のモデル
互いに異なる固体の材料 Aと、液体の材料 Bからなる 2種の単位構造が積層されたランダム超格子を考え
る。これまでの章同様に、ランダム超格子の積層方向を x 軸にとり、積層構造の界面は x に対し垂直と仮定
し、その面を y − z面とする。ランダム超格子は材料 Aの基材および検出器に挟まれており、ランダム超格子
を通り抜けた音響波は、検出器で観測されるとする。また、入射波は積層構造の界面に垂直に入射する (入射
角 0◦)場合を考える。ランダム超格子の模式図を図 4.1に示す。

x

入射 1

基材 検出器

1 N2 3 ... ...
固体 固体

固体 液体

ランダム超格子

反射 r

透過 t

図 4.1 2種の材料からなる固体/液体ランダム超格子の模式図

本章では、固体の材料 A として金属アルミニウム (Al) を、液体の材料 B として液体の水を考える。Al

は等方的な固体として考え、密度 ρS = 2700 kg/m3、Lamé の第 1 定数 λ = 59.2 GPa、Lamé の第 2 定数
µ = 25.6 GPaとする。このとき、縦波音速 cS =

√
(λ + 2µ)/ρS = 6394 m/sである。水は温度 20 ◦Cと仮定し、

密度 ρF = 998 kg/m3、音速 cF = 1479.9m/sとする。
積層数 N は 30とし、Alと水がそれぞれ 1/2の確率で積層されているとする。
周波数は超音波帯である数MHz近辺を対象とし考察する。

4.2 固体・液体ランダム超格子の転送行列の定式化
粘度が十分小さい液体中では、横波の音響波は伝播しない。そのために、入射角が 0◦ の場合には、固体中
を伝播する横波は、最初に出会う固体／液体界面ですべて反射され、縦波のみがランダム超格子を伝播する。
そこで、固体中を伝播する音響波として、次式で表される縦波成分のみを考える。 1

c2
S

∂2

∂t2 −
∂2

∂x2

 uS = 0 (4.1)
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ここで、uS は x方向に伝播する縦波の変位で、cS は横波音速 cS =
√

(λ + 2µ)/ρS である。平面波を仮定する
と、変位 uS は

uS = (aeiqs x − be−iqs x)e−iωt (4.2)

となる。ここで、qS は波数、ωは角周波数であり、係数 aは x方向の前進波の振幅、bは後退波の振幅であ
る。式 (4.2)を式 (4.1)に代入すると、次式の分散関係を得る。

ω = cS qs (4.3)

また、x方向、X 面の応力テンソル要素 σxX は、式 (4.2)から

σxX = (λ + 2µ)iqs(aeiqs x + be−iqs x)e−iωt (4.4)

となる。簡単のため、粒子速度 vS = −iωuS と応力テンソル要素 σxX からなり、次式で定義されるベクトル
VS を考える。

VS (x) ≡
(

vs

−σxX
ZF

)
= −iωΛS ES (x)

(
a
b

)
e−iωt (4.5)

但し、ΛS と ES は、固体の音響インピーダンス ZS = ρS cS と液体の音響インピーダンス ZF = ρFcF を用いて

ΛS ≡
(

1 −1
ZS
ZF

ZS
ZF

)
(4.6)

ES (x) ≡
(
eiqS x 0

0 e−iqS x

)
(4.7)

と定義した。式 (4.5)から、以下で定義される転送行列 Sを用いることで、位置が ∆xだけ離れた点における
VS を表すことができる。

VS (x + ∆x) = S(∆x)VS (x) (4.8)

S(∆x) ≡ ΛS ES (∆x)Λ−1
S

=

 cos(qS∆x) i ZF
ZS

sin(qS∆x)
i ZS

ZF
sin(qS∆x) cos(qS∆x)

 (4.9)

転送行列 Sは以下の性質を持つ。

|S| = 1 (4.10)

S(x)S(y) = S(x + y) (4.11)

S(∆x)n = S(n∆x) (4.12)

次に、流体中の圧力を考える。流体は断熱近似下にある理想流体であると仮定する。このとき、流体中の粒
子速度 vF と、背圧 P0 に対する圧力 Pは、ポテンシャル関数 Ψを用いて次式で表せる。

vF = −∇Ψ (4.13)

P = ρF
∂

∂t
Ψ (4.14)

– 46 –



ポテンシャル関数 Ψは、連続の式と流体の Navier-Stokes方程式から導かれる次式の波動方程式に従う。
1
c2

F

∂2Ψ

∂t2 − ∇
2Ψ = 0 (4.15)

波動は x方向に伝播することから、Ψは液体中の波数 qF、進行波の振幅係数 α、後退波の振幅係数 βを用いて

Ψ = cF(αeiqF x + βe−iqF x)e−iωt (4.16)

と書ける。式 (4.16)を式 (4.13)から (4.15)に代入すると、vF と Pおよび分散関係

vF = −iω(αeiqF x − βe−iqF x)e−iωt (4.17)

P = −iωZF(αeiqF x + βe−iqF x)e−iωt (4.18)
ω = cFqF (4.19)

が得られる。ここで、固体中の VS 同様、vF と Pを用いて次式で定義されるベクトル VF を考える。

VF(x) ≡
(
vF
P

ZF

)
= −iωΛF EF(x)

(
α β

)
e−iωt (4.20)

但し、ΛF と EF は

ΛF ≡
(
1 −1
1 1

)
(4.21)

EF(x) ≡
(
eiqF x 0

0 e−iqF x

)
(4.22)

で定義した。固体の場合同様、以下で定義される転送行列 F を用いることで、∆xだけ離れた点における VF

を表すことができる。

VF(x + ∆x) = F (∆x)VF(x) (4.23)

F (∆x) ≡ ΛF EF(∆x)Λ−1
F

=

(
cos(qF∆x) i sin(qF∆x)
i sin(qF∆x) cos(qF∆x)

)
(4.24)

転送行列 F は以下の性質を持つ。

|F | = 1 (4.25)

F (x)F (y) = S(x + y) (4.26)

F (∆x)n = S(n∆x) (4.27)

以上で定義した転送行列 Sと F を用いて、固体および流体における VS および VF の伝播を表すことがで
きる。固体と流体の界面において、VS と VF は一致するため、ランダム超格子の界面と検出層の界面におけ
るベクトル VS (L)は、各層の材質に応じた転送行列 Sもしくは F の積と、基材とランダム超格子の界面にお
けるベクトル VS (0)の積の形で、次式のように書くことができる。

VS (L) =
N∏

k=1

Uk(dk)VS (0) (4.28)

=

(
R11 R12
R21 R22

)
VS (0) (4.29)
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ここで、Uk(dk)は層の材質に応じ S(dk)と F (dk)のいずれかであり、{Ri j}は 2 × 2の行列で、Uk の積で決定
される。

VS (0)において a = 1、b = rとし、VS (L)において a = t、b = 0と置くと、rはランダム超格子の反射係数、
tはランダム超格子の透過係数となり、次式で表せる。

r =
R11 − R22 + (ZS /ZF)R12 − (ZF/ZS )R21

R11 + R22 − (ZS /ZF)R12 − (ZF/ZS )R21
(4.30)

t =
2e−iqS L

R11 + R22 − (ZS /ZF)R12 − (ZF/ZS )R21
(4.31)

ここで、式 (4.10)および式 (4.25)から、det R =
∏

k |Uk | = 1を用いた。求めるべきランダム超格子の透過率 T

は、式 (4.31)から、

T = |t|2 =
∣∣∣∣∣ 2
R11 + R22 − (ZS /ZF)R12 − (ZF/ZS )R21

∣∣∣∣∣2 (4.32)

となる。

4.3 アンサンブル平均透過率と透過率の揺らぎ
4.3.1 アンサンブル平均透過率

Alと水からなるランダム超格子の透過特性を調べる。厚さは dS = dF = 1 mmとした。透過率は層の配置
に依存するため、1000種の異なるランダム超格子に対するアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩を求めた。周波数 ν
に対するアンサンブル平均透過率 ⟨T ⟩を図 4.2に示す。
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B
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A

図 4.2 フォノンのアンサンブル平均透過スペクトル ⟨T ⟩。赤線が 1000のランダム超格子に対する数値計
算結果、黒点線が 2章で示した方法で求めた解析解
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図 4.2から、平均透過率 ⟨T ⟩は ⟨T ⟩ = 1と ⟨T ⟩ ≈ 0.3の、2種のピークが見られることが分かる。第 1の種
類の、平均透過率 ⟨T ⟩ = 1のピークの半値全幅 (FWHM) ∆νは ∆ν = 0.015 MHzである。第 2の種類のピーク
では平均透過率 ⟨T ⟩は周波数に応じ、(B)0.28もしくは (C)0.09の間で急速に振動する。ピーク以外の周波数
では、平均透過率 ⟨T ⟩はアンダーソン局在のため減衰し、ほとんど 0である。
これらの透過率のピークは、Al 層および水層の共鳴透過に由来する。周波数が、水層の共鳴透過周波数
νF,n =

ncF
2dF
= 0.740 × n MHz (n = 1, 2, . . .) に一致するとき、転送行列 F (dF) は 2 × 2 の単位行列に位相係数

einπ = (−1)n を乗じた行列となり、従って全体の転送行列 Rは S(dk)の積にのみ依存する。言い換えれば、そ
のランダム超格子は実効的に Al層のみからなると認識される。水層が系に含まれないと認識されるため、反
射振幅 rは r = 0に、透過振幅 tは t = eiϕ となり、T = 1となる。ここで、eiϕ は Alの層数に依存する位相係
数である。
一方、第 2の種類のピークは、Al層の共鳴透過に由来する。共鳴周波数 νS ,n は νS ,n = 3.197 × n MHz (n =

1, 2, . . .)であり、νS ,1 は第 2の種類のピーク周波数に一致する。Al層の共鳴周波数では、S(dS )は 2 × 2の単
位行列に位相係数 einπ = (−1)n を乗じた行列となる。水層の間の Al層は無いと認識されるため、ランダム超
格子は大きな水層として取り扱われる。音響波が影響を受ける反射は、基材と検出器の界面の反射のみである
ため、単一の水層を通るときの透過率は

TR(nFdF) =
1

1 + 1
4

(
ZS
ZF
− ZF

ZS

)2
sin2(qFnFdF)

(4.33)

で求められる。nF はランダム超格子に依存する、水層の合計数である。N 層のランダム超格子が水層を nF だ
け含む確率 PN(nF)を考えると、

PN(nF) = NCnF

2N (4.34)

となる。このとき、透過率の期待値 ⟨TR⟩は

⟨TR⟩ =
N∑

nF=0

PN(nF)TR(nFdF) (4.35)

となる。Al 層の共鳴周波数 νS ,1 では、⟨TR⟩ = 0.09 となり、図 4.2 で C で示したピークの中心の値と一致す
る。⟨TR⟩は共鳴周波数の周りの狭い周波数領域で振動し、Bで示した値の ⟨T ⟩ = 0.28に達する。従って、振
動する ⟨TR⟩の幅は ⟨T ⟩の幅と同程度である。これが ⟨T ⟩の 2つ目のピークの周りで平均透過率 ⟨T ⟩の値が振
動することの説明となる。
図 4.2中の点線は、第 2章で示した方法で求めた理論曲線である。周波数依存性は数値解と理論曲線とで一
致するものの、理論曲線では平均透過率 ⟨T ⟩を過大評価している。Alと水の音響インピーダンス比は約 12で
あり、Fresnel反射率は約 0.7である。そのため、Al/水のランダム超格子に対しては、解析解導出時に仮定し
た、後方散乱が弱いという Born近似の適用範囲を超えているためと考えられる。そこで、この後の節では数
値解に基づいて透過特性を議論する。

4.3.2 透過率の揺らぎ
以上で述べたように、ランダム超格子における波動の伝播は、ランダム構造で散乱された波の干渉で透過特
性が決まる。そのため、本質的にアンダーソン局在による透過率の揺らぎを引き起こす。透過率の揺らぎ ∆T
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は ∆T =
√
⟨T 2⟩ − ⟨T ⟩2 で定義され、第 2章で示したように平均透過率 ⟨T ⟩にのみ依存する。

図 4.3 (a)に、透過率の揺らぎ ∆T と平均透過率 ⟨T ⟩の関係を示す。ここで白丸は数値解を、実線で第 2章
の方法で求めた理論曲線を示す。ほとんどのデータ点で、数値解は理論曲線に従っているが、いくつかのデー
タ点では、明確に理論曲線とは異なる。注目すべき差異の一つは、0.1 < ⟨T ⟩ < 1での ∆T が、理論曲線より
下部にループ状に分布している点、もう一つは、0.1 < ⟨T ⟩ < 0.2での ∆T が、理論曲線と交差して分布してい
る点である。図 4.3 (a)中のラベル A、B、Cで示す 3つの点は、これらの ∆T の異常な振る舞いに対応してお
り、図 4.2に対応するラベルを示す。Aのピークは周波数 ν = 0に極めて近く、S 行列はデータ点 Bや Cのよ
うに、単位行列に近くなる。データ点 Bや Cは Al層の共鳴透過ピークであり、異常な透過率揺らぎは共鳴透
過に関係していると考えられる。
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図 4.3 (a) ∆T と ⟨T ⟩の関係。赤丸が数値計算結果、黒実線が 2章で示した解析解。(b)さらに黒点線で式
(4.36)から得られた ∆T と ⟨T ⟩の関係を示した

透過率の揺らぎの異常な振る舞いは、これまでの章で示した GaAs/AlAs のランダム超格子では見られな
かったことから、いま着目している Al/水ランダム超格子に特有のものである。Al/水ランダム超格子の透過特
性の完全な理解のためには、この現象のメカニズムを明確にする必要がある。前述の議論の、合計の水の層の
厚さ nFdF はランダムに変化する量であり、式 (4.35)に示すように、Al層の共鳴透過のために平均透過率 ⟨T ⟩
に影響を与える。合計の水層の厚さの変化で引き起こされる透過率の揺らぎ ∆TR は、式 (4.34)に示す確率分
布 PN を用いて

(b)∆TR =

 N∑
nS=0

PN(nS )[TR(nS dS )]2 − ⟨TR⟩2


1
2

(4.36)

で与えられる。周波数 ν を 0 < ν < 0.02 MHz および νS ,1 − 0.02 MHz < ν < νS ,1 + 0.02 MHz の範囲で変化
させたときの平均透過率 ⟨TR⟩に対する透過率の揺らぎ ∆TR を、図 4.3 (b)に黒点線として示す。ここで、図
4.3(a) の数値データを、灰色の点として示した。⟨T ⟩ = 1 における ∆T = 0 から始まる点線は、周波数領域
0 < ν < 0.02 MHzから得られたもので、データ点 Aを含む数値データと極めてよく一致している。数値解と
異なり、この点線はループの中にも理論曲線にも向かわずに分布している。これは Al層における位相発展が
式 (4.36)では無視されているためである。∆T ≈ 0.23かつ ⟨T ⟩ ≈ 0.2で理論曲線と交差しているデータ点は、
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νS ,1 を含む周波数領域で式 (4.36)により再現されている。これは数値解と定量的な一致を示している。∆TR と
∆T が一致していることから、異常な透過率の揺らぎは、Al層の共鳴透過における水層の合計膜厚の不確定性
に由来していることが分かった。

4.4 透過波の周波数特性のチューニング
水層の共鳴透過では平均透過率 ⟨T ⟩ = 1 となり、対応する透過率揺らぎ ∆T = 0 となる。透過率揺らぎ
∆T = 0となるために、すべてのランダム超格子は層構成によらず、νF,n では透過率 T = 1となる。これは平
均透過率 ⟨T ⟩ = 0の場合も同様である。∆T = 0であるために、すべてのランダム超格子で透過率 T = 0とな
る。対照的に、平均透過率 ⟨T ⟩ = 0.3である Al層の共鳴透過では図 4.3に示すように、∆T ≈ ⟨T ⟩となる。こ
の ∆T ≈ ⟨T ⟩という関係は透過率に著しい試料依存性を持たせる。デバイスの透過特性は、できる限りサンプ
ル依存のバラつきを持たないことが望ましいため、Al層の共鳴透過を抑制することを考える。
ここで、共鳴周波数 νS ,n における波動の伝播を妨げるものを導入する。それは、元の厚さに無理数を乗じた
厚さを持つ Al層である。厚さの比率が無理数であるため、元の Al層と新たな Al層は共通の共鳴周波数を持
たない。そのため、Al層の共鳴透過は消失し、透過率のピークとしては、水層における共鳴透過のみが残る。
図 4.4 (a)に、水と 2種の Al層からなる Al/水ランダム超格子の周波数に対する平均透過率 ⟨T ⟩を示す。水
層の厚さ dF = 1 mm で、2 種の Al 層の厚さは dS 1 = 1 mm および dS 2 =

√
2 mm である。2 種の Al 層の出

現確率はそれぞれ 1/4で、水層は 1/2である。層数の合計 N = 30で、透過率は 1000サンプルの平均値を求
めた。Al層の共鳴透過は、明らかに期待通り抑制されており、水層の共鳴透過に由来するピークのみが見ら
れる。
同様に、透過帯域を選び、主ピークの外に追い出すことができる。厚さ dF2 をもち、それが元の厚さ dF1 に有
理数を掛けた値であるような新たな水層を導入する。共鳴周波数 νF,n は元の水層に対しては νF,n = ncF/2dF1

となり、新たな水層に対しては ν′F,n′ = n′cF/2dF2 となる。これらの周波数 νF,n と ν′F,n′ は、cF/2dF1 と cF/2dF2

の公倍数を除き一致しない。従って、両方の水層を通る共鳴透過は、νF,n = ν
′
F,n′ となる周波数でのみ起こる。

図 4.4 (b)は厚さ dS 1 = 1 mmおよび dS 2 =
√

2 mmの Al層と、厚さ dF1 = 1 mmおよび dF2 = 1.4 mmの水層
からなるランダム超格子の周波数に対する平均透過率 ⟨T ⟩を示す。4種の層が、それぞれ同じ 1/4の確率で積
層されている。νF,n と ν′F,n′ の最小公倍数は νF,5 = ν

′
F,7 = 3.7 MHzである。図 4.4 (b)では、その周波数の透過

ピークのみが見られ、他の透過ピークは期待通り消失している。
全ての層が、共鳴透過する共通の周波数を持たないとき、すべての波は局在し、透過率の大きな減衰を示す
と期待される。図 4.4 (c)に、3つの異なる厚さ dF1 = 1 mm、dF2 =

√
2 mm dF3 =

√
3 mmの水層と、2つの異

なる厚さ dS 1 = 1 mmおよび dS 2 =
√

2 mmの Al層からなる超格子の周波数 νに対する平均透過率 ⟨T ⟩を示
す。それぞれの層は同じ確率でランダムに積層されており、水層はそれぞれ 1/6、Al層はそれぞれ 1/4の確率
である。平均透過率は、周波数 0近辺を除き、全ての周波数で 0に近くなっており、期待通りの挙動を示して
いる。周波数 0近辺で透過率が減少しなかった原因は、低周波数領域では平均自由行程がランダム超格子のサ
イズに対し大きいために、音響波が局在せず、拡張して存在しているためである。
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図 4.4 フォノンの平均透過スペクトル ⟨T ⟩。1000 のランダム超格子 (N=30) に対する数値計算結果。(a)
固体層の厚さが 1/2の確率で dS 1 = 1mm、1/2の確率で dS 2 =

√
2mmの場合 (b)図 (a)の条件に加え、液体

層の厚さが 1/2の確率で dF1 = 1mm、1/2の確率で dF2 = 1.4mmの場合 (c)図 (a)の条件に加え、液体層の
厚さが 1/3の確率で dF1 = 1mm、1/3の確率で dF2 =

√
2mm、1/3の確率で dF3 =

√
3mmの場合

4.5 まとめ
本章では、Al/水ランダム超格子によるランダム超格子の透過特性を調べた。
これまで述べてた GaAs/AlAsランダム超格子同様、ランダム超格子中の音響波は、共鳴透過が起こる周波
数を除き、アンダーソン局在のために強く減衰した。共鳴透過は層の厚さが波長の半整数倍のときに生じ、音
響波は拡張して存在し、透過率は 1となった。共鳴透過の発生条件に注意を払い、構成する層厚を変えること
で、ランダム超格子を伝播する音響波の透過スペクトルを、透過から非透過まで設計できることを示した。
水層の厚さは Al層を動かすことで調整が可能であることから、本章で示した Al/ランダム超格子は、広い阻
止帯と、狭い透過帯域を持ち、その周波数を動的に変化させることができるチューナブル音響フィルターとし
て動作することが分かった。

Al/水ランダム超格子の透過特性は、第 2章で述べた解析解と周波数依存性は一致した。一方、透過ピーク
周辺では透過率の値は一致しなかった。解析解導出において、後方散乱の 1次までのみを考慮したため、Al/

– 52 –



水ランダム超格子のような、音響インピーダンス比が大きく、後方散乱がより強い系では、Born近似の適用
条件から外れたためと考えられる。より精度良く記述するためには、解析解の導出において、より高次の後方
散乱の効果を取り込むことが必要である。
遮音デバイスの実用性をより高めるためには、十分な阻止能をより小さいサイズで実現できることが求めら
れる。少ない層数で十分な遮音性能を得るためには、音響インピーダンス比の大きい材料の組み合わせが必要
となるため、本章で述べた Al/水ランダム超格子のような固体と液体からなる系は、フィルターデバイスとし
て有用と考えられる。
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第 5章

結論

本学位論文では、乱れた構造を用いたフォノニックデバイスである 1 次元ランダム超格子の実応用にあた
り、第 1にランダム超格子に音響波が斜入射するときの伝播とモード変換の効果を明らかにすること、第 2に、
固体／液体 1次元ランダム超格子を用いた音響波の透過制御の方法を確立することを目的に議論を行った。
第 1章では、本研究の背景および目的理由について述べた。
音響波デバイスとして盛んに研究されている周期構造に基づくフォノニック結晶の説明をした。そしてその限
界について述べ、ランダムな構造を有するフォノニック結晶を導入する経緯を述べた。具体的には、1次元ラ
ンダム超格子を導入することとした。それと同時に、解決すべき 2つの点を明らかにし、それぞれを本学位論
文で明らかにする事を述べた。
第 2章では、1次元ランダム超格子を透過する音響波の局在に関する基本的な性質を明らかにした。
ランダム系における音響波の透過波はアンダーソン局在による局在現象を示す。先行研究に基づき、1次元ラ
ンダム超格子を伝播する横波音響フォノンのアンダーソン局在による平均透過率の周波数依存性、および透過
率の揺らぎと平均透過率の関係について述べた。このときのフォノンの振る舞いは解析的に求められた理論式
で記述することができ、数値実験の結果と極めてよく一致した。また、フォノンの透過率の統計的な性質はラ
ンダム超格子の特定の配置には依存せず、ランダム超格子に普遍的なものであることを述べた。
第 3章では、フォノンのアンダーソン局在におけるモード変換の効果を調べた。
本章では、1次元ランダム超格子を音響波デバイスとして用いる場合、斜め方向からの音響波入射により第 2

章で設定した状況が成立しなくなることを受け、界面で生じる音響波のモード変換の効果を詳細に調べた。そ
の結果、垂直入射時には縦波フォノンと横波フォノンが独立してアンダーソン局在を示す一方、斜入射時には
縦波フォノンと横波フォノンのモード変換が起こり、入射角が増加するほどモード変換が強くなり、ついには
縦波とも横波とも異なる結合モードが生じることが分かった。第 2章で述べた、モード変換の無い 1次元ラン
ダム超格子を透過するフォノンとの統計的な性質の比較から、高入射角で生じた結合モードもまた、ある単一
のモードとしてアンダーソン局在を引き起こし、ランダム超格子の透過は妨げられることが分かった。応用の
観点からは、垂直入射のみならず、あらゆる入射角のフォノンが入射する。高入射角でもフォノンはランダム
超格子中で局在することから、ランダム超格子を遮音デバイスに用いる場合でも、アンダーソン局在による
フォノン伝播の抑制効果は期待できることが分かった。
第 4章では、1次元ランダム超格子をチューナブルな音響波デバイスとして応用することを想定し、可変可
能な構造の 1次元ランダム超格子として固体/液体超格子を導入し、音響波の透過特性の制御方法について明
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らかにした。ランダム超格子の構成材料の音響インピーダンスが大きい例として、固体/液体超格子である Al/

水ランダム超格子によるランダム超格子の透過特性を調べた。これまで述べてきた全固体のランダム超格子同
様、共鳴透過周波数を除き、アンダーソン局在のために振動波の透過率は大きく減衰することが分かった。水
層の厚さは Al層を動かすことで調整が可能であることから、ランダム超格子は広い阻止帯と狭い透過帯域を
持ち、その周波数を動的に変化させることができるチューナブル音響フィルターとしての可能性を示すことが
出来た。また、Al/水ランダム超格子の透過率は、共鳴透過周波数の近傍で、第 2章で述べた解析解とは異な
る振る舞いをすることが分かった。これは構成する材料の音響インピーダンス比が固体/固体超格子の場合よ
り散乱の強度が大きくなるためであり、音響波の反射において第 2章で述べた理論解析の場合の Born近似以
上の近似を要するためと考えられた。
以上の結果から、乱れた構造を用いたフォノニックデバイスである 1 次元ランダム超格子は、音響波の透
過・遮蔽ともに有効である事が分かった。これは従来盛んに研究されてきた周期構造を有するフォノニック結
晶とは原理が異なるものの、新たな音響デバイスの可能性を開くものと期待される。
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