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第 1章 序論

1.1 研究の背景

平板を用いた構造は，工業分野の多岐にわたる構造体に用いられており，軽量化・

高速化の技術的傾向の中，設計に際して振動の影響を無視することができない．共振

現象が発生すると騒音の原因となるだけでなく，構造全体や構造要素に大きな負荷が

かかり疲労破壊を引き起こす可能性がある．この対策の一つは，平板の固有振動数を

精度よく解析して，とくに基本振動数を予測して共振の悪影響を避けることである．

しかし従来の金属材料を用いた構造では，可能な設計上の対策は限られている．

機械とくに航空機や自動車など交通機械において，炭素繊維強化プラスチック

(Carbon Fiber Reinforced Plastics: CFRP) の利用が進んでいる．CFRP は単位重

量当たりの強度や剛性を表す比強度と比剛性の値が高いため，省資源の観点から軽量

化が本質的に重要な分野で利用が広まってきた．以前はコストが課題であったが，製

造方法の改善により低コスト化が進み，利用を加速させている．ただし力学面から等

方性と見なせる金属と比べて，材料異方性が強く，さらに多層化して使われるため

CFRP構造の力学解析は容易ではない．そこで航空分野では，面内剛性を等方性化す

る疑似等方性板に積層して，異方性を活用することなく利用してきた．今後は，異方

性を使用用途や位置により最適化する構造最適設計が期待される．他方，積層用のプ

リプレグシートは，今まで各層 (ラミナ)の繊維が一方向の直線強化繊維であった．現

在では製造法の向上により，同一板内で繊維配向角度を位置により曲線的に変化させ

た構造も技術的に可能である．しかし製造時間を要するなど他の課題が浮き彫りにな

り，今は 1枚のラミナにおいて，領域ごとに異なる直線繊維の繊維配向角度を設定す

る Blended layer が注目されている．この Blended layer を積層板に組み込むことで，

1



第 1章 序論

平板の性質をさらに細かく用途に応じてチューニングすることが低コストで可能とな

り，複合材料構造の現実的な設計法として期待されている．

Blended layerをはじめとした積層板を効果的に用いるためには，最適化によって各

層の繊維配向角などのパラメータが適切に設定される必要がある．最も単純な方法は，

考えられるすべてのパラメータの値について振動解析計算を行い，その中で一番優れ

た性質を示す組合せを見つけることである．しかし層数が多い場合や，繊維配向角が

離散値から選定されるときにその解候補が多数設定されているような問題など，パラ

メータの組合せが多くなると，計算量が飛躍的に増大しいわゆる組合せ爆発が生じる．

さらに，Blended layerにおいて領域数が多いと，各領域の繊維配向角や領域間の境界

位置のパラメータが増大することとなり，その傾向はさらに顕著になる．

総当たり法によってすべてのパラメータの組合せについて計算を行うことは，設計

変数が少ない場合についてのみ適用可能であり，多い場合には実用的な方法ではない．

しかし材料のさらなる高性能化が求められている現在，より細かいチューニングを行

うために多くのパラメータを有する場合についても対応できる最適化の手法が求めら

れている．

1.2 これまでの研究

初期には，平板として等方性を有する金属製の単層板が用いられていた．そのため

研究の対象もそのような金属平板であり，Leissa [1.1] によってさまざまな長方形板

の固有振動数の解析がなされた．その後，繊維強化プラスチック (Fiber Reinforced

Plastics: FRP) が実用化され，材料の軽量化・高剛性化が可能となった．FRP はマ

トリックス (母材) 内に繊維が強化材として加えられた構造をなす．特に CFRP で

は，繊維が一方向に配置されており，直交異方性を有する．これまでよりも複雑な

2



1.2 これまでの研究

構造を有するこのような複合材に対しても振動解析が必要となった．Vinson ら [1.2]

や Reddy [1.3]，Jones [1.4]，Leissaら [1.5]によってこれらを対象とした研究がなさ

れた．

FRPは繊維方向に対しては引張荷重に強いがその垂直方向には弱いため，一般に薄

い板状の層 (ラミナ)を互いに異なる繊維配向角にして複数枚重ねて成形される．この

積層構造によってどの方向に対しても強度を保つことが可能となるが，構造が複雑と

なる．

現在，繊維は一方向だけでなく，曲線状に配置することも可能となり，同一層内で

性質を変化させることが可能となっている．さらには層内の領域ごとに直線状の繊維

を異なる配向角に設定する Blended layerが提案された．

これらの部材に対しては，最適設計を行うことによってその性能が生かされるよう

になる．設計変数の組合せが多く，そのすべてについて計算を行うことが実際的で

ない場合に最適化を行うための手法が，これまで多く提案されてきた．中でもメタ

ヒューリスティックスは，自然現象をヒントにして準最適解を得るための発見的な

手法であり，さまざまな種類が存在する．汎用性を有し多くの分野の最適化問題に対

する適用が比較的容易であるため，広く用いられてきた．以下に主なものを挙げる．

焼きなまし法 (Simulated Annealing: SA)[1.6] では，解析対象を材料の焼きなまし

に模して，温度をパラメータとして最適解への収束を試みる．タブー検索法 (Tabu

Search)[1.7] は，直前のいくつかの解をタブーリストに載せて選択されないようにし

て，局所解に陥ることを回避する方法で，自然現象を模したものではない．シミュレー

テッド・エボリューション (Simulated Evolution: SimE)[1.8]は生命の進化を模して

おり，各個体が全体の解を構成する部分要素となる．蟻コロニー最適化 (Ant Colony

Optimization: ACO)[1.9]は，蟻の摂食行動をヒントに考えられた．餌を見つけた蟻

3
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が分泌した揮発性を有するフェロモンを他の蟻がトレースする行動を模することに

よって，成績が良い解への経路が補強される．

メタヒューリスティクスの最も代表的な手法が，遺伝的アルゴリズム (Genetic

Algorithm: GA)[1.10]である．生物の自然淘汰をモデルとして 1975年に Hollandに

よって提案された．集団を構成する各個体はそれぞれ候補解として探索空間に存在す

る．個体は各世代において所定の確率の下で交叉・突然変異などの遺伝的操作を受け，

次世代に受け継がれる．優れた解ほど次世代に選択される確率が高くなる．

Kennedy, Eberhartによって提案された粒子群最適化 (Particle Swarm Optimiza-

tion: PSO)[1.11, 1.12]もメタヒューリスティクスの手法としてよく用いられている．

鳥や魚の群れにおいて餌を見つけた個体 (粒子) が他の個体の行動に影響を与えるこ

とがモデル化されている．各粒子は探索空間内を移動し，自身の移動履歴中で最も優

れた成績をもたらしたときの位置と，集団の全粒子の移動履歴中で最も優れた成績と

なったときの位置に向かうように速度ベクトルを調整する．この操作が所定の回数だ

け繰り返される．

複合板の最適化については，Bert [1.13, 1.14] によって 1970 年代から研究が進め

られた．その後 Reiss ら [1.15]，Fukunaga ら [1.16] によって対称積層板の最適化が

試みられてきた．Narita [1.17] は層別最適化法を用いて最適化を行う方法を提案し

た．Abdallaら [1.18]は可変剛性設計の最適化として積層パラメータを用いて基本振

動数の最大化を試みた．Hondaらは曲線繊維を持つ板の基本振動数を最大化する研究

[1.19]，非優越ソート GA による曲線状の繊維を決定する多目的最適化 [1.20]，TFP

マシンで製造された可変剛性複合材の多目的最適化 [1.21]に取り組んだ．

面内振動に関しては，Bardell ら [1.22] がリッツ法を用いて等方性長方形板の固有

振動数と振動モードを求めた．Gorman [1.23] は解の重ね合わせ法を適用して解析
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1.3 本研究の目的

を行った．Gorman [1.24]，Xing と Liu [1.25] は限定された条件の下で厳密解を求

めた．直交異方性板の解析は Gorman [1.26]，Liuと Xing [1.27]によってなされた．

Woodcockら [1.28]は繊維配向角と固有振動数の関係を研究した．Dozio [1.29]は一

般的な積層板の固有振動数の解析を行っている．

1.3 本研究の目的

本研究では前半に Blended layerを含まない従来型の CFRP積層板の未解決問題に

ついて面内振動と面外振動 (曲げ振動)の振動解析方法を与える．その後，本解析方法

の計算効率と精度を活用して，面内振動と面外振動の振動数特性の最適化法を提案す

る．後半では，新たに Blended layerを導入した積層板の面外振動の解析方法と最適

化方法の適用を提案する．

積層板には，さまざまな拘束条件として，その 4辺に自由辺 (F: Free)，単純支持辺

(S: Simply supported)，固定辺 (C: Clamped)の各境界条件を辺ごとに設定する．た

だし面内振動の場合には単純支持辺として，辺に沿った面内変位を拘束し，辺に垂直

な面内変位を無拘束とする場合 (S1) と，それとは反対に辺に垂直な面内変位を拘束

し，辺に沿った面内変位を無拘束とする場合 (S2)の 2種類を区別して考える．以上の

各境界条件における，振動に及ぼす影響について検証を行う．解析にはリッツ法を用

いる．有限要素法 (Finite Element Method: FEM)と比較して，計算に用いる固有方

程式の配列のサイズが小さくなるため，計算リソースを節約し効率的な解析が期待で

きる．計算結果は有限要素法の自作プログラムによって得られた値と比較し，その精

度の検証も行う．また積層板の性能を向上させるための最適化についての検討を行う．

基本固有振動数を最大化するための条件を調べ，最適設計を試みる．積層板を構成す

る各層は，CFRPに代表されるマトリックス内に繊維が強化材として加えられたよう
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第 1章 序論

な構造をなし，直交異方性を有するものを解析の対象とする．1 枚のラミナにおいて

領域ごとに異なる繊維配向角を有する Blended layerを含む積層板についても振動解

析を行い，固有振動数に及ぼす影響を調べる．Blended layerが含まれると設計変数が

多くなるため，そのすべての組合せについて計算を行うことは実用的ではない場合が

生じる．そこで組合せが比較的少ない場合は総当たり法によって最適解を求める．一

方設計変数が多い問題に対してはメタヒューリスティクスの手法である GAもしくは

PSOを最適解の探索に用いる．メタヒューリスティクスによる探索では解が十分に収

束するとは限らず，さらに局所解に陥る可能性も存在するため，真の最適解が得られ

る保証はない．そこで，GA と PSO による計算結果の比較，もしくは総当たり法に

よって得られた最適解と GA による解との比較によって，得られた値の妥当性につい

て検証を行う．

本論文の次章以降は以下のような構成となっている．

第 2 章では長方形の対称積層板を対象として面内振動を取り扱う．振動解析には

リッツ法を用いる．その計算精度について，先行研究と比較することによって検証を

行うとともに，積層板の境界条件として 4辺に自由辺，単純支持辺 (S1, S2の 2種類)，

固定辺のすべての組合せを適用し，それぞれに対して固有振動数を求める．さらに各

境界条件間の関係について考察を加える．

第 3章では，対称積層板の面内振動について，リッツ法と自作の有限要素法プログ

ラムを用いて精度の検証を行い，固有振動数を目的関数として最適設計を試みる．設

計の具体例として，(1) 1次固有振動数の最大化，(2) 1次固有振動数の最小化，(3) 1

次と 2次の固有振動数の差の最大化の三つの事例を取り上げる．対称積層板の面内剛

性の特性を利用して組合せ数を限定して，本章ではすべての設計変数の組合せについ

て総当たり法によって計算を行い，厳密な最適解を求める．
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第 4章では対称積層板の面外振動を取り扱う．1次固有振動数を最適化 (最大化)す

るための各層の繊維配向角を求める．解の探索には GA と PSO の 2 種類を用いる．

最適化計算の効率化を目指して，両方の最適化アルゴリズムで用いられる計算パラ

メータ (個体数，世代数，突然変異率など)の最適値を本計算の前処理として実験計画

法によって求めておく．これら最適化アルゴリズムによって得られた最適解と計算時

間を比較することにより，振動最適化問題における探索性能の検証を行う．

第 5章では最外層に Blended layerを持つ対称積層板の面外振動の解析を行う．最

外層のサブエリア (異なる繊維配向角度を持つ分割領域)の構成は 5種類の例を設定す

る．Blended layerに対して，サブエリアごとに異なる剛性に対して領域積分を行い，

最終的に統合化するリッツ法を提案して，数値解析により固有振動数の計算を試みる．

得られた解の解析精度について，自作の有限要素法プログラムによって求めた結果と

比較することにより，Blended layer を有する積層板へ本解析法を適用することの妥

当性を検証する．

第 6章では第 5章の検証結果をもとに，Blended layerを有する対称積層板の最適

化について検討を行う．Blended layerは最外層に配置し，サブエリア数は 1～5とす

る．設計変数は最外層の各サブエリアの繊維配向角とそれらの境界位置である．上記

の設定に第 2層の繊維配向角も設計変数として加える場合についても最適化を試みる．

設計変数が少ない場合には総当たり法を適用し，多い場合には GA による解の探索に

よって最適解を求める．また Blended layerの採用によって及ぼされる固有振動数へ

の影響について検証する．

第 7章で全体の結論を述べる．
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

2.1 緒言

平板状構造要素は，機械，土木，航空など幅広い工業分野で用いられている．それら

の分野では，軽量化と高速化が進み必然的に構造要素の振動問題が重要である．板の

振動問題は基本的に，板の曲げ振動 (面外振動)と面内振動に分類され，一般に曲げ振

動の固有振動数は面内振動の固有振動数より低いため，研究の多くは曲げ振動を扱っ

ている．その傾向は，板の曲げ振動のモノグラフ [2.1]から明らかである．このため板

の曲げ振動に関する書籍もある [2.2, 2.3]. これに対して面内振動に関する研究は，取

り扱いが少ない．しかし平板がわずかでも曲率を持つ場合には，曲げ振動と面内振動

が連成する．また面内振動だけでも，構造の一部として板が音響エネルギーを伝える

ことが知られている．

等方性長方形板の面内振動に関しては，Bardellら [2.4]が，1996年に全周自由，単

純支持，固定のリッツ法により，固有振動数と固有振動モードを求めた．2004 年に

は，Gorman が解の重ね合わせ法により，完全自由長方形板 [2.5]と固定板 [2.6]を解

析した．さらに Gormanは，対辺が単純支持された場合にのみ可能な厳密解 [2.7]を

導いた．Xing，Liu [2.8] も，同様の厳密解を得ている．Houmat [2.9] は，有限要素

法により板形状が曲線を有する場合を解析した．Liuと Banerjee [2.10]は，Dynamic

Stiffness法を用いて面内振動問題を扱い，55組の境界条件の組合せを解いた．こうし

た研究はさらに，周辺に面内ばねを配置した弾性支持板の面内振動の解析へと拡張さ

れた [2.11, 2.12].

直交異方性板，すなわち板が直線辺に沿って炭素繊維などの直線強化繊維で補強さ

れた長方形板については，Gorman [2.13]と，Liuと Xing [2.14]が解析した．2014年
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2.1 緒言

には，弾性支持された直交異方性板の面内振動も解析されている [2.15]. さらに直線辺

に斜交する強化繊維で補強される場合に，Woodcockら [2.16]が繊維配向角度が固有

振動数に与える影響を調べた．一般的な積層板については Dozio [2.17]が固有振動数

を求め，一般的な積層板について既知の研究がないと述べている．すなわち面内境界

条件の任意の組合せに対して，対応可能な面内振動数の解析方法は報告されていない．

他方，面外振動については，こうした任意の境界条件の組合せに対しての解析方法

は，ある程度存在していて，たとえば Leissa [2.18] は，21 組の面外境界条件の組合

せに対して，固有振動数をリスト化している．また Bert と Malik [2.19] は，自由，

単純支持，固定以外の通常は考慮しない境界条件 (境界での曲げモーメントとせん断

力が同時にゼロ)を含めた場合に，55通りの組合せが存在することを提起した．最近

Eisenbergerと Deutsch [2.20]は，同様に 55通りの組合せに対して振動解を示した．

このように面外振動では，存在可能な組合せに対して曲げ振動数の解が研究されてい

る．また Narita [2.21]は，曲げ振動に関して，長方形板の可能な組合せ数について，

代数的手法を提案した．しかしながら，面内振動に関しては，4種類の面内境界条件を

任意に組合せて解析する高精度の方法は確立されていない．有限要素法は適用可能で

はあるが，境界条件の変更は手数の要する作業である．

本章では，自由辺，2種類の単純支持辺 (S1, S2)，および固定辺の 4種類を，各辺

に任意に許す面内振動解析方法を提案する．長方形板は，板を空間に固定して面内と

面外の回転を許さない場合に，合計 256 (i.e., 44 = 256) の見かけ上の組合せ数があ

る．物理的には板の面内と面外の回転を許すことで，実質的な組合せ数が減じられる．

本章では，初めに提案する解析方法の精度を検証するため，級数解の収束を調べて後，

特定の条件下で求められている他の研究者の数値解と比較する．数値例題として，等

方性，異方性，アングルプライ積層などの正方形板と長方形板を取り上げる．数値実
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験では，実際に 256通りの冗長な組合せに関して計算を行い，数値的な確認を行う．

2.2 任意の境界条件を考慮した対称積層板の面内振動のリッツ解析

図 2.1は，原点 Oを長方形の中心においた xy 座標系を持つ一般的な積層長方形板

である．板の寸法は，a× b× h(板厚) として，u(x, y, t) と v(x, y, t) は，それぞれ x

と y方向の面内変位を表す．板の材質は，等方性，直交異方性 (異方性主軸が辺に平行

な場合)，または繊維強化積層材料である．積層材料の場合は，各層が中央面に対称に

配置され，それぞれの層の異方性の材料主軸を L 軸と T 軸とする．板の 4辺は，図

中に示すように，x = −a/2 に位置する左辺から始めて，Edge(1), Edge(2), Edge(3),

Edge(4) と反時計回りに定義する．

曲げ振動の場合は，4辺に沿い一般に自由辺，単純支持辺，固定辺の 3種類を考慮す

る．面内振動の場合は，同様に自由辺，単純支持辺，固定辺を定義するが，その内容

は異なる．自由辺では二つの変位が共に拘束がない (面内応力がゼロ)，固定辺では二

つの変位が共に剛に拘束され，曲げ振動の概念と一致する．しかし単純支持には 2種

類あり，本論文では S1と S2とする. 過去の文献 [2.5–2.7]では, S1と S2の代わりに

SS1 と SS2 とすることが多い．しかし非常に多くのデータを扱う本論文では，誤解が

ないことから S1と S2 とする．S1境界条件は，直線辺に沿った面内変位は剛に拘束

(変位ゼロ)で，かつ辺に垂直な面内変位は無拘束 (垂直応力はゼロ)である．逆に S2

境界条件は，直線辺に垂直な面内変位は剛に拘束 (変位ゼロ)で，かつ辺に沿った面内

変位は無拘束 (せん断応力はゼロ)である．また自由辺を表す Fでは，辺に沿った変位

と垂直な面内変位は同時に無拘束 (対応するせん断応力と垂直応力がゼロ)である．固

定を表す Cでは，辺に沿った変位と垂直な面内変位を同時に剛に拘束する．これら 4

種類の異なる境界条件 (F, S1, S2, C)を，四つの辺に沿って独立に考慮すると，合計
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Fig. 2.1 Laminated composite rectangular plate and coordinate system
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44 = 256 通りとなる．

以上述べた面内弾性問題を解くために，点 (x, y) において線形弾性理論を適用す

ると

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, γxy =

∂v

∂x
+

∂u

∂y
(2.1)

となる．第 k 層の内部における応力-ひずみ関係は


σx

σy

τxy


(k)

=


Q11 Q12 Q16

Q12 Q22 Q26

Q16 Q26 Q66


(k) 

εx

εy

γxy

 (2.2)

と与えられる．ここで定数 Q
(k)

ij は弾性定数であり，第 k 層内の直線強化繊維が x 軸

となす角度 θ と，L, T 軸に沿った弾性定数

Q11 =
EL

1− νLT νTL

Q12 = νTLQ11

Q22 =
ET

1− νLT νTL

Q66 = GLT

(2.3)

から求められる．式 (2.3)での EL と ET は，それぞれ L 軸と T 軸に沿った縦弾性

係数，GLT は面内のせん断弾性係数，νLT と νTL はポアソン比である．等方性材料

の場合は，Q11 = Q22 = E/(1− ν2), Q12 = νQ11, Q66 = G = E/{2(1 + ν)} に還元

される．

板厚全体にわたる合応力は，式 (2.2)を板厚にわたり定積分を行い，行列表示で

{N} = [A]{ε} (2.4)

となる．ここで {N} と {ε} は，それぞれ合応力ベクトルとひずみベクトルであり，
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その要素は

{N} =


Nx

Ny

Nxy

 , {ε} =


εx

εy

γxy

 (2.5 a, b)

となる．係数行列 は，板厚全体にわたる面内剛性であり，

[A] =


A11 A12 A16

A12 A22 A26

A16 A26 A66

 (2.6)

で与えられる．その要素は

Aij =
K∑

k=1

Q
(k)

ij (zk − zk−1) (i, j = 1, 2, 6) (2.7)

ただし zk−1, zk は，それぞれ第 k 層の下面，上面の板全体の中央面からの距離を表

す座標である．

本章では，この振動問題をリッツ法により扱う．このため運動エネルギーとひずみ

エネルギーから構成される面内振動に関わる汎関数を初めに求める．ひずみエネル

ギーは，

V =
1

2

∫∫
{ε}T [A]{ε}dArea (2.8)

運動エネルギーは

T =
1

2
ρh

∫∫ {(
∂u

∂t

)2

+

(
∂v

∂t

)2
}
dArea (2.9)

となる．ここで ρ [kg/m3] は平均化された単位体積当たりの質量である．
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以下の定式化では，無次元座標

ξ =
2x

a
, η =

2y

b
(2.10)

を使用する．面内変位を表す変位関数は，

u(ξ, η, t) = u∗(ξ, η) sinωt =
M−1∑
i=0

N−1∑
j=0

PijX
u
i (ξ)Y

u
j (η) sinωt (2.11 a)

v(ξ, η, t) = v∗(ξ, η) sinωt =
M−1∑
k=0

N−1∑
l=0

QklX
v
k (ξ)Y

v
l (η) sinωt (2.11 b)

と表し，ここで Pij と Qkl は未定係数，Xu
i (ξ), Y

u
j (η), Xv

k (ξ), Y
v
l (η) は各辺での幾

何的境界条件を満足する変位関数である．級数 (2.11 a), (2.11 b) の上限値 M , N は，

独立に任意の項数とすることができるが，収束状況の確認のために簡単化して同じ上

限値とする．

式 (2.8), (2.9)の各エネルギーの最大値をエネルギー汎関数に代入して，

L = Tmax − Vmax (2.12)

を表し，それらの未知係数に関して極小値をとる．

∂L

∂Pij
= 0,

∂L

∂Qkl
= 0 (i, k = 0, 1, 2, · · · ,M − 1; j, l = 0, 1, 2, · · · , N − 1) (2.13)

式 (2.13) の極小化プロセスにより，未知係数 {Pij , Qkl} に関する連立一次方程式を

得る．その固有値問題を求めるため，係数行列の行列式をゼロとする．これにより，

(M ×N)× 2 個の固有値を求め，最小の固有値から必要な数の固有値 (固有振動数)を

定める．

本論文で用いる無次元固有振動数は，異方性を有する板と等方性板に対して，それ

14



2.2 任意の境界条件を考慮した対称積層板の面内振動のリッツ解析

ぞれ

Ω = ωa

{
ρ(1− νLT νTL)

ET

} 1
2

and Ω = ωa

{
ρ(1− ν2)

E

} 1
2

(2.14)

を用いる．

以上の定式化は，標準的なリッツ法の手順である．次に任意の境界条件を考慮する

ために，変位関数に新たな形式を導入する [2.22].

Xu
i (ξ) = ξi(1+ ξ)Bu1(1− ξ)Bu3, Y u

j (η) = ηj(1+η)Bu2(1−η)Bu4 (2.15 a, b)

Xv
k (ξ) = ξk(1+ ξ)Bv1(1− ξ)Bv3, Y v

l (η) = ηl(1+ η)Bv2(1− η)Bv4 (2.15 c, d)

ここで，Brs (r = u, v; s = 1, 2, 3, 4) は，幾何的な境界条件を満足するように設定す

る境界条件インデックスである．大文字の B は boundaryを表し，Brs の 1字目の添

え字 “r” は，二つの変位 (u or v) のいずれかを表し，2字目の添え字 “s” は図 2.1に

ある辺, Edge(1), ... or Edge(4)を示す．

二つの変位 u, v に関して，Brs = 0 (r = u or v; s = 1, 2, 3, 4) は，指定された変

位と辺とが，無拘束 (自由)を示す．Brs = 1 は，指定された変位と辺が剛に拘束され

ていることを示す．この境界条件インデックスにより，四つの辺に沿って，二つの面

内変位を独立に指定することが可能となる．境界条件インデックスの導入により，さ

まざまな組合せの拘束条件の導入が可能となる．長方形板の面内振動については，四

つの辺に対して 4種類の境界条件があるため，44 = 256 の組合せが可能となるが，本

解析法ではすべての場合に固有振動数が計算可能となる．その使用方法であるが，例

15



第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

えば x = −a/2 に沿う一つの辺 Edge (1)について

Bu1 = Bv1 = 0 for the free edge (no constraint), denoted by F (2.16 a)

Bu1 = 0, Bv1 = 1 for the first-type simply supported edge, by S1

(2.16 b)

Bu1 = 1, Bv1 = 0 for the second-type simply supported edge, by S2

(2.16 c)

Bu1 = Bv1 = 1 for the clamped edge (fully constrained edge), by C

(2.16 d)

である．また板全体に対して，例えば C-S1-S2-Fからなる境界条件の組合せに対して，

Bu1 = Bv1 = 1 for the clamped edge along Edge(1) (2.17 a)

Bu2 = 1, Bv2 = 0 for the simply supported edge S1, along Edge(2)

(2.17 b)

Bu3 = 1, Bv3 = 0 for the simply supported edge S2, along Edge(3)

(2.17 c)

Bu4 = Bv4 = 0 for the free edge along Edge(4) (2.17 d)

ここで注意が必要なのは，(2.17 b)と (2.17 c)は異なる境界条件に対して同一に見え

るが，これは Edge(2)と Edge(3)が互いに直交しているためである．

長方形板の境界条件に対称性 (例えば，C-F-C-Fの場合)があり，材料主軸が直線辺

に平行な場合は，x 軸と y 軸に関して固有振動モードは 4種類に分類可能である．そ

16



2.3 数値計算結果と考察

のモード形は

(i-mode) i = odd and j = even for u; k = even and l = odd for v

(2.18 a)

(ii-mode) i = odd and j = odd for u; k = even and l = even for v

(2.18 b)

(iii-mode) i = even and j = even for u; k = odd and l = odd for v

(2.18 c)

(iv-mode) i = even and j = odd for u; k = odd and l = even for v

(2.18 d)

となる．i-mode は，u 変位が y 軸に逆対称形で x 軸に対称形であり，v 変位が y 軸

に対称で x 軸に逆対称である．このような振動モード形状の対称・逆対称のモード分

類は，偏平シェルの振動 [2.23, 2.24]と同様である．このモード分類が可能な場合は，

振動数計算に利用する行列のサイズを減じることができる．例えば．2 方向の変位に

10項とる場合 (M ×N = 10× 10) にその行列サイズは (200× 200) であるが, モー

ド対称形により奇数項または偶数項のものを選択して，(50 × 50) まで減じることが

できる．また 1方向のみに対称性が存在する場合，例えば片持ち板 C-F-F-Fの場合,

(M ×N = 10× 10) に対して，行列サイズは (100× 100) となる.

2.3 数値計算結果と考察

2.3.1 数値計算例と解の収束と比較

図 2.2には，本章で用いた計算例を示す．Ex.1は等方性正方形板，Ex.2は等方性長

方形板，Ex.3は辺に平行な材料主軸を持つ直交異方性正方形板 [0◦] を示す．Ex.4は

ゼロ以外の任意の配向角度を持つ複合材料であり，アングルプライ対称積層 4層正方

形板 [30◦/-30◦]S，Ex.5は一方向強化単層正方形板 [30◦]，Ex.6は一般的な対称積層 4

17



第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

Ex.1 Ex.2 Ex.3

Ex.4 Ex.5 Ex.6

Fig. 2.2 Numerical examples (Ex.1: Isotropic square plate, Ex.2: Isotropic rect-

angular plate (a/b = 1.5), Ex.3: Specially orthotropic square plate [0◦], Ex.4

Alternating angle-ply square plate [30◦/− 30◦]S, Ex.5 Unidirectional square plate

[30◦], Ex.6: Generally laminated square plate [0◦/30◦]S)

18



2.3 数値計算結果と考察

層正方形板 [0◦/30◦]S である．例題により物理的な積層数の数は異なるが，振動数パ

ラメータでは全板厚により無次元化されているため，直接の比較が可能である．

表 2.1は，例題 Ex.1と Ex.6について，級数解の式 (2.11)の項数を変化させた場合の

1次から 5次までの振動数パラメータの収束状況を示す．級数項は，6×6 から 12×12

までとり，対応する振動数方程式の行列サイズは 72× 72 から 288× 288 となる．境

界条件の組合せとして，初めに Ex.1は F, S1, S2, Cのすべてを含む C-S1-S2-F とし

た．境界条件に関して対称軸は存在しないため，振動モードの分離はしていない．そ

の他は，全周単純支持の S1-S1-S1-S1 と，全周固定の C-C-C-Cとした．S1-S1-S1-S1

と C-C-C-Cでは，全周にわたり一様な境界条件のため，式 (2.18)に示した 4種類の

振動モードに分類される．1次から五つの振動数の範囲では，二つの iv-modeがある．

全般に振動数パラメータの収束はかなり早く，とくに Ex.1では, 6× 6 項の解は有効

数字 4桁で収束している．この結果から，今後の数値計算結果は 10× 10 解を用いて

いる．

図 2.2の Ex.3～Ex.6では異方性材料を考慮するが，その材料定数については，

EL = 150GPa, ET = 10GPa, GLT = 5GPa, νLT = 0.3 (2.19)

を用いる．これらの定数は，最近の炭素繊維強化プリプレグシートの平均を求めて離

散化した値である．その値を使用する合理性については，文献 [2.22]に与える．本解

析法の精度を確認するため収束性の確認に続いて，今まで他の研究者により得られた

結果を，表 2.2にて比較する．表の初めの 3例は，Ex.1 (Isotropic square plate)にお

いて，周辺で一様に拘束された F-F-F-F, S1-S1-S1-S1, C-C-C-Cの結果であり，文献

[2.6, 2.10, 2.11]と比較する. 次の 2例は，Ex.3 (Specially orthotropic square plate)

において，S2-S2-S2-S2 と S2-C-S2-C の境界条件での結果を文献 [2.14]と比較する.
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

Table 2.1 Convergence of frequency parameters Ω of square plates (Ex.1 and Ex.6)

Number

of term

M ×N Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

Ex.1 Isotropic square plate (C-S1-S2-F)

6 × 6 0.847 2.548 2.797 3.325 3.596

8 × 8 0.847 2.547 2.797 3.324 3.596

10 × 10 0.847 2.547 2.797 3.324 3.596

12 × 12 0.847 2.547 2.797 3.324 3.596

Ex.1 Isotropic square plate (S1-S1-S1-S1)

(ii-mode) (iii-mode) (i-mode) (iv-mode) (iv-mode)

6 × 6 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

8 × 8 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

10 × 10 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

12 × 12 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

Ex.6 Four-layer plate [0◦/30◦]S (C-S1-S2-F)

6 × 6 1.778 3.730 5.252 5.752 6.997

8 × 8 1.778 3.729 5.246 5.749 6.975

10 × 10 1.778 3.729 5.245 5.748 6.974

12 × 12 1.777 3.729 5.245 5.748 6.974

Ex.6 Four-layer plate [0◦/30◦]S (C-C-C-C)

(ii-mode) (iii-mode) (iv-mode) (iv-mode) (i-mode)

6 × 6 4.839 7.326 7.635 9.003 10.009

8 × 8 4.839 7.326 7.635 9.003 9.993

10 × 10 4.839 7.326 7.635 9.003 9.993

12 × 12 4.839 7.326 7.635 9.003 9.993
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2.3 数値計算結果と考察

Table 2.2 Comparison of frequency parameters Ω of square plates

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

Ex.1 Isotropic square plate (F-F-F-F)

(iv-mode) (ii-mode) (iii-mode) (i-mode) (i-mode)

Present 2.321 2.472 2.472 2.628 2.987

Ref. [2.10] 2.321 2.472 2.472 2.628 2.987

Ref. [2.11] 2.320 2.472 2.472 2.628 2.988

Ex.1 Isotropic square plate (S1-S1-S1-S1)

(ii-mode) (iii-mode) (i-mode) (iv-mode) (iv-mode)

Present 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

Ref. [2.6] 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

Ref. [2.10] 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717

Ex.1 Isotropic square plate (C-C-C-C)

(ii-mode) (iii-mode) (iv-mode) (iv-mode) (i-mode)

Present 3.555 3.555 4.235 5.186 5.859

Ref. [2.6] 3.555 3.555 4.235 5.186 5.859

Ref. [2.10] 3.555 3.555 4.235 5.186 5.859

Ex.3 Specially orthotropic plate (S2-S2-S2-S2)

(ii-mode) (i-mode) (iii-mode) (ii-mode) (iii-mode)

Present 3.142 3.229 4.443 5.035 5.095

Ref. [2.14] 3.141 3.229 4.442 5.034 5.095

Ex.3 Specially orthotropic plate (S2-C-S2-C)

(ii-mode) (iv-mode) (iii-mode) (ii-mode) (iv-mode)

Present 3.142 3.593 4.714 5.162 6.187

Ref. [2.14] 3.141 3.592 4.714 5.162 6.187

Ex.4 Angle-ply square plate (C-F-F-F) [30◦/−30◦]S, (EL/ET = 2)

Present 0.836 2.023 2.253 3.208 3.612

Ref. [2.17] 0.836 2.023 2.253 3.208 3.612

Ex.4 Angle-ply square plate (C-F-F-F) [30◦/−30◦]S, (EL/ET = 20)

Present 1.900 3.381 4.775 5.132 6.085

Ref. [2.17] 1.897 3.379 4.772 5.131 6.085
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

以上の 5例の計算例では，対称性があるため式 (2.18)で示したモード分類も併記し

ている．

最後の 2例は，Ex.4 (Angle-ply laminated square plate, [30◦/-30◦]S) の C-F-F-F

(Cantilever)板を文献 [2.17]と比較する．この 2例は比較的に異方性の程度が小さい

EL/ET = 2 を初めに,つぎに異方性の程度が大きい EL/ET = 20 の場合を比較して

いる. 異方性が大きい方では本方法の結果とわずかに値が相違しているものの，手法

の相違に関わらず全般に極めて良い一致を示す．以上，表 2.1と表 2.2の結果から，本

章において用いた振動数計算の高い精度が実証された．

2.3.2 結果と考察

表 2.3は，Ex.1等方性正方形板の 4辺の F, S1, S2, Cの 256組の組合せから，同

一の値を与えるものを一つの組として整理した 55 種類の境界条件組合せに対する 1

次から 5 次までの振動数パラメータを与える．最も拘束の弱い完全自由の F-F-F-F

(Class 1)から始まり，完全固定の C-C-C-C (Class 55)までを与える．基本的に徐々

に，拘束の度合いを増やしている．この整理には，実際に 256 組の数値計算を行い，

各次数について差異の絶対値の総和が 0.001以下となる場合を同一の組と判定してい

る．また 4辺の拘束状態により，剛体運動を示す場合があり，その固有振動数はゼロ

(他の振動数に対して微小な値)を与える．例えば，完全自由板 F-F-F-Fでは，x, y の

2方向の並進運動二つと，面内の回転一つの剛体運動を生じる．

こうした 55通りの境界条件組合せに対して生じる剛体運動を，表 2.4に整理した．

ここでは，x 方向の並進運動を TRX (Translational movement in x direction)，y 方

向の並進運動を TRY (Translational movement in y direction)，また面内の回転運

動は ROT (Rotational motion) と表し，生じる現象には〇を記入している．さらに

ROTには，境界条件により表中の A, B, C, Dの中からどの点を中心とする回転が生
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2.3 数値計算結果と考察

Table 2.3 All Classes for frequency parameters Ω of (Ex.1) isotropic square plates

with corresponding boundary conditions (RBM: Rigid-Body Motion)

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

1 3 2.321 2.472 2.472 2.628 2.987 F-F-F-F

2 2 1.634 2.363 2.628 2.683 3.375 S1-F-F-F, F-F-S1-F,

F-S1-F-F, F-F-F-S1

3 1 0.977 1.480 2.392 2.602 3.073 S2-F-F-F, F-F-S2-F,

F-S2-F-F, F-F-F-S2

4 0 0.628 1.507 1.691 2.686 2.897 C-F-F-F, F-F-C-F,

F-C-F-F, F-F-F-C

5 1 1.236 1.862 2.484 3.050 3.257 S1-S2-F-F, F-F-S1-S2,

F-S2-S1-F, S1-F-F-S2,

S2-S1-F-F, F-F-S2-S1,

F-S1-S2-F, S2-F-F-S1

6 0 1.314 1.494 1.726 2.523 3.022 S2-S2-F-F, F-S2-S2-F,

S2-F-F-S2, F-F-S2-S2

7 0 1.450 1.611 1.949 2.847 3.541 C-S2-F-F, S2-C-F-F,

F-C-S2-F, F-S2-C-F,

C-F-F-S2, F-F-C-S2,

S2-F-F-C, F-F-S2-C

8 1 1.160 2.152 2.628 2.643 3.421 S1-S1-F-F, F-S1-S1-F,

S1-F-F-S1, F-F-S1-S1

9 0 0.780 1.606 2.222 2.919 3.070 C-S1-F-F, S1-C-F-F,

F-C-S1-F, F-S1-C-F,

C-F-F-S1, F-F-C-S1,

S1-F-F-C, F-F-S1-C

10 0 1.470 1.884 2.255 3.403 3.843 C-C-F-F, F-C-C-F,

C-F-F-C, F-F-C-C

11 1 1.408 1.859 2.628 3.249 3.364 S1-F-S1-F, F-S1-F-S1

12 0 0.514 1.480 2.334 2.444 2.987 S2-F-S1-F, S1-F-S2-F,

F-S1-F-S2, F-S2-F-S1

13 0 1.486 1.507 2.446 3.058 3.303 C-F-S1-F, S1-F-C-F,

F-C-F-S1, F-S1-F-C

14 1 1.859 1.866 3.059 3.423 3.425 S1-S2-S1-F, S1-F-S1-S2,

S2-S1-F-S1, F-S1-S2-S1
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Table 2.3 (Continued)

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

15 0 1.314 1.682 2.517 2.607 3.801 S2-S2-S1-F, S1-S2-S2-F,

S2-S1-F-S2, S2-F-S1-S2,

S1-F-S2-S2, F-S1-S2-S2,

S2-S2-F-S1, F-S2-S2-S1

16 0 1.509 1.951 2.545 3.481 3.839 C-S2-S1-F, S1-S2-C-F,

C-F-S1-S2, S1-F-C-S2,

S2-C-F-S1, F-C-S2-S1,

S2-S1-F-C, F-S1-S2-C

17 0 0.929 1.624 2.628 2.788 3.391 S1-S1-S1-F, S1-S1-F-S1,

S1-F-S1-S1, F-S1-S1-S1

18 0 0.704 1.749 2.518 2.776 3.285 S2-S1-S1-F, S1-S1-S2-F,

S1-S1-F-S2, F-S1-S1-S2,

S1-S2-F-S1, S2-F-S1-S1,

F-S2-S1-S1, S1-F-S2-S1

19 0 1.560 1.872 2.899 3.351 3.543 C-S1-S1-F, S1-S1-C-F,

S1-C-F-S1, C-F-S1-S1,

F-C-S1-S1, S1-F-C-S1,

S1-S1-F-C, F-S1-S1-C

20 0 0.929 1.978 2.788 3.062 3.439 S1-C-S1-F, C-S1-F-S1,

F-S1-C-S1, S1-F-S1-C

21 0 1.598 1.760 2.650 3.238 4.125 S2-C-S1-F, S1-C-S2-F,

C-S1-F-S2, F-S1-C-S2,

C-S2-F-S1, F-S2-C-S1,

S2-F-S1-C, S1-F-S2-C

22 0 1.771 2.085 3.184 3.548 4.216 C-C-S1-F, S1-C-C-F,

C-C-F-S1, F-C-C-S1,

C-S1-F-C, C-F-S1-C,

S1-F-C-C, F-S1-C-C

23 1 1.408 2.628 3.142 3.249 3.364 S2-F-S2-F, F-S2-F-S2

24 0 0.756 2.376 2.782 3.259 3.490 C-F-S2-F, S2-F-C-F,

F-C-F-S2, F-S2-F-C

25 0 1.571 1.866 3.059 3.423 3.425 S2-S2-S2-F, S2-S2-F-S2,

S2-F-S2-S2, F-S2-S2-S2

26 0 1.675 2.641 3.100 3.487 4.201 C-S2-S2-F, S2-S2-C-F,

S2-C-F-S2, C-F-S2-S2,

F-C-S2-S2, S2-F-C-S2,

S2-S2-F-C, F-S2-S2-C
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2.3 数値計算結果と考察

Table 2.3 (Continued)

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

27 1 1.624 2.628 3.142 3.391 3.449 S2-S1-S2-F, S1-S2-F-S2,

F-S2-S1-S2, S2-F-S2-S1

28 0 0.847 2.547 2.797 3.324 3.596 C-S1-S2-F, S2-S1-C-F,

S1-C-F-S2, F-C-S1-S2,

C-F-S2-S1, S2-F-C-S1,

S1-S2-F-C, F-S2-S1-C

29 0 1.571 1.978 3.062 3.439 4.162 S2-C-S2-F, C-S2-F-S2,

F-S2-C-S2, S2-F-S2-C

30 0 1.708 2.726 3.112 4.078 4.405 C-C-S2-F, S2-C-C-F,

C-C-F-S2, F-C-C-S2,

C-S2-F-C, C-F-S2-C,

S2-F-C-C, F-S2-C-C

31 0 1.694 3.019 3.121 3.351 3.745 C-F-C-F, F-C-F-C

32 0 2.262 3.047 3.232 3.829 4.536 C-S2-C-F, C-F-C-S2,

S2-C-F-C, F-C-S2-C

33 0 1.774 3.078 3.399 3.425 3.890 C-S1-C-F, C-F-C-S1,

S1-C-F-C, F-C-S1-C

34 0 2.270 3.163 3.409 4.306 4.718 C-C-C-F, C-C-F-C,

C-F-C-C, F-C-C-C

35 1 1.859 2.628 3.142 3.717 4.156 S1-S2-S1-S2, S2-S1-S2-S1

36 0 1.571 2.078 3.351 3.512 3.832 S2-S2-S1-S2, S1-S2-S2-S2,

S2-S1-S2-S2, S2-S2-S2-S1

37 0 1.571 2.205 3.422 3.865 4.241 C-S2-S1-S2, S1-S2-C-S2,

S2-C-S2-S1, S2-S1-S2-C

38 0 0.929 2.078 2.788 3.351 3.512 S1-S1-S1-S2, S1-S2-S1-S1,

S2-S1-S1-S1, S1-S1-S2-S1

39 0 1.314 2.221 2.939 2.939 3.943 S2-S1-S1-S2, S1-S1-S2-S2,

S2-S2-S1-S1, S1-S2-S2-S1

40 0 1.638 2.479 2.999 3.809 4.153 C-S1-S1-S2, S1-S1-C-S2,

C-S2-S1-S1, S2-C-S1-S1,

S1-C-S2-S1, S1-S2-C-S1,

S2-S1-S1-C, S1-S1-S2-C

41 0 0.929 2.788 2.811 3.450 4.265 S1-C-S1-S2, C-S1-S2-S1,

S2-S1-C-S1, S1-S2-S1-C
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

Table 2.3 (Continued)

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

42 0 1.747 2.814 3.513 3.570 4.682 S2-C-S1-S2, C-S1-S2-S2,

S1-C-S2-S2, S2-S1-C-S2,

C-S2-S2-S1, S2-S2-C-S1,

S2-S2-S1-C, S1-S2-S2-C

43 0 1.778 2.947 3.557 4.292 4.727 C-C-S1-S2, S1-C-C-S2,

C-C-S2-S1, S2-C-C-S1,

C-S2-S1-C, C-S1-S2-C,

S1-S2-C-C, S2-S1-C-C

44 0 2.628 3.142 3.142 4.156 4.156 S2-S2-S2-S2

45 0 2.811 3.142 3.450 4.265 4.327 C-S2-S2-S2, S2-C-S2-S2,

S2-S2-C-S2, S2-S2-S2-C

46 0 2.929 3.354 3.641 4.359 5.010 C-C-S2-S2, S2-C-C-S2,

C-S2-S2-C, S2-S2-C-C

47 0 3.142 3.275 3.495 4.411 4.957 C-S2-C-S2, S2-C-S2-C

48 0 2.386 3.091 3.750 4.133 4.683 C-S1-C-S2, C-S2-C-S1,

S2-C-S1-C, S1-C-S2-C

49 0 3.189 3.524 3.804 4.858 5.300 C-C-C-S2, C-C-S2-C,

C-S2-C-C, S2-C-C-C

50 0 1.859 1.859 2.628 3.717 3.717 S1-S1-S1-S1

51 0 1.859 2.205 3.422 3.717 3.865 C-S1-S1-S1, S1-C-S1-S1,

S1-S1-C-S1, S1-S1-S1-C

52 0 2.118 2.593 3.798 3.900 4.360 C-C-S1-S1, S1-C-C-S1,

C-S1-S1-C, S1-S1-C-C

53 0 1.859 3.275 3.495 3.717 4.411 C-S1-C-S1, S1-C-S1-C

54 0 2.395 3.356 4.070 4.499 4.758 C-C-C-S1, C-C-S1-C,

C-S1-C-C, S1-C-C-C

55 0 3.555 3.555 4.235 5.186 5.859 C-C-C-C
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2.3 数値計算結果と考察

Table 2.4 Type of rigid-body motion (RBM) of isotropic square plate for possible

combinations.

Class 1 2

BC F-F-F-F S1-F-F-F F-F-S1-F F-S1-F-F F-F-F-S1

TRX ○ ○ ○ × ×

A

B C

D

TRY ○ × × ○ ○

ROT ○*1 ○*2 ○*3 ○*4 ○*5

Class 3 5

BC S2-F-F-F F-F-S2-F F-S2-F-F F-F-F-S2 S1-S2-F-F F-F-S1-S2

TRX × × ○ ○ ○ ○

TRY ○ ○ × × × ×

ROT × × × × × ×

Class 5

BC F-S2-S1-F S1-F-F-S2 S2-S1-F-F F-F-S2-S1 F-S1-S2-F S2-F-F-S1

TRX ○ ○ × × × ×

TRY × × ○ ○ ○ ○

ROT × × × × × ×

Class 8 11

BC S1-S1-F-F F-S1-S1-F S1-F-F-S1 F-F-S1-S1 S1-F-S1-F F-S1-F-S1

TRX × × × × ○ ×

TRY × × × × × ○

ROT ○*6 ○*7 ○*8 ○*9 × ×

Class 14 23

BC S1-S2-S1-F S1-F-S1-S2 S2-S1-F-S1 F-S1-S2-S1 S2-F-S2-F F-S2-F-S2

TRX ○ ○ × × × ○

TRY × × ○ ○ ○ ×

ROT × × × × × ×

Class 27 35

BC S2-S1-S2-F S1-S2-F-S2 F-S2-S1-S2 S2-F-S2-S1 S1-S2-S1-S2 S2-S1-S2-S1

TRX × ○ ○ × ○ ×

TRY ○ × × ○ × ○

ROT × × × × × ×

(Rotation with respect to) *1: any point, 2*: A or B, *3: C or D, *4: B or C, *5:

D or A, *6: B, *7: C, *8: D, *9: A.
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

じるかを示している．

表 2.5, 2.6, 2.7は，それぞれ Ex.2, Ex.3, Ex.4に対する 100種類の同一振動数を与

える組合せに関する 1次から 5次までの振動数パラメータを与える．スペースの関係

で，1から 100通りの組合せから，10刻みに振動数を提示している．ここで観察され

ることは，Ex.2, Ex.3, Ex.4 において同一の振動数を与える組は最大 4 組まであり，

表 2.3の Ex.1では 8組であった．剛体の運動については，表 2.4と同じである．

表 2.8, 2.9は Ex.5と Ex.6の結果を与え，同一の振動数を与える組合せは 136に増

加した．異なる組合せを与えた Ex.4と比較して，共に Ex.4, Ex.5, Ex.6は複合材料

からなる正方形板であるが，アングルプライ積層の Ex.4は面内カップリングを与える

剛性 A16, A26 がゼロになるの対して，Ex.5 [30◦]と Ex.6 [0◦/30◦]S では, 面内カッ

プリングを与える剛性 A16 ̸= 0, A26 ̸= 0 であることから，同一の振動数を生じる組

合せ数が，100 から 136 に増加している．

こうした異方性や積層条件による同一の振動数を生じる境界条件の組合せ数が変化

していく様子を表すため，図 2.3は「Ex.1→ Ex.2, 3, 4→ Ex.5, 6」と板の特性が複

雑化していく過程で，Ex.1の 5組の同一の振動数を与える組が，Ex.2, 3, 4では 9組

に，Ex.5, 6では 11組に分化していく状況を図化している．こうした板の特性 (板形

状，異方性の有無，積層角度の変化)が，同一の振動数を与える組合せ数の増加に寄与

することは初めて明らかにされた．

2.4 結言

本章では，面内振動の 4 種類の境界条件 (自由辺，単純支持辺 (S1), 単純支持辺

(S2)，固定辺)の任意の組合せに対して，等方性，直交異方性，対称積層の長方形板の

固有振動数を計算する準解析的な方法を提案した．数値計算例では，物理的に意味あ
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2.4 結言

Table 2.5 Every ten Classes with frequency parameters Ω and boundary conditions

of (Ex.2) isotropic rectangular plates (a/b = 1.5)

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

1 3 2.196 2.881 2.915 3.938 3.971 F-F-F-F

10 1 1.440 2.297 3.123 3.543 4.133 S1-S1-F-F, F-S1-S1-F,
S1-F-F-S1, F-F-S1-S1

20 1 2.228 2.788 3.169 3.520 4.233 S1-S2-S1-F, S1-F-S1-S2

30 0 0.660 2.215 2.963 3.910 4.270 C-F-S2-F, S2-F-C-F

40 0 2.791 3.325 3.738 5.244 5.292 C-C-C-F, C-F-C-C

50 0 1.311 3.181 3.891 4.313 4.725 S1-C-F-S2, F-C-S1-S2,
S1-S2-F-C, F-S2-S1-C

60 0 2.042 4.160 4.216 5.041 5.176 S2-C-S1-S2, S1-C-S2-S2,
S2-S2-S1-C, S1-S2-S2-C

70 0 3.342 4.755 4.800 5.996 6.118 C-C-C-S2, C-S2-C-C

80 0 0.929 2.788 2.939 3.943 4.647 S2-S1-S1-S1, S1-S1-S2-S1

90 0 2.933 3.745 4.581 5.658 5.999 C-C-C-S1, C-S1-C-C

100 0 4.113 4.925 5.403 6.564 6.603 C-C-C-C

Table 2.6 Every ten Classes with frequency parameters Ω and boundary conditions

of (Ex.3) specially orthotropic square plates (a/b = 1), [0◦]

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

1 3 2.653 2.775 3.132 4.165 4.658 F-F-F-F

10 1 1.388 2.684 3.250 3.542 4.398 S1-S1-F-F, F-S1-S1-F,
S1-F-F-S1, F-F-S1-S1

20 1 2.215 2.585 4.430 4.553 5.061 S1-S2-S1-F, S1-F-S1-S2

30 0 1.053 3.204 3.284 4.369 5.408 C-F-S2-F, S2-F-C-F

40 0 2.668 4.582 5.168 6.325 6.702 C-C-C-F, C-F-C-C

50 0 0.991 2.930 3.469 4.545 5.207 S1-C-F-S2, F-C-S1-S2,
S1-S2-F-C, F-S2-S1-C

60 0 3.273 4.528 6.112 6.227 6.334 S2-C-S1-S2, S1-C-S2-S2,
S2-S2-S1-C, S1-S2-S2-C

70 0 3.834 5.391 6.638 7.323 7.564 C-C-C-S2, C-S2-C-C

80 0 1.107 3.256 3.322 4.524 5.537 S2-S1-S1-S1, S1-S1-S2-S1

90 0 2.712 4.689 5.190 6.389 6.820 C-C-C-S1, C-S1-C-C

100 0 3.835 5.395 6.640 7.325 7.578 C-C-C-C
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

Table 2.7 Every ten Classes with frequency parameters Ω and boundary conditions

of (Ex.4) angle-ply laminated square plates (a/b = 1), [30◦/−30◦]S

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

1 3 2.959 3.145 5.181 5.264 5.652 F-F-F-F

10 1 2.826 3.685 4.378 5.463 6.399 S1-S1-F-F, F-S1-S1-F,
S1-F-F-S1, F-F-S1-S1

20 1 3.804 4.388 5.452 7.230 7.374 S1-S2-S1-F, S1-F-S1-S2

30 0 2.152 4.053 6.127 6.241 6.685 C-F-S2-F, S2-F-C-F

40 0 5.175 7.413 7.922 8.842 9.997 C-C-C-F, C-F-C-C

50 0 2.006 4.009 5.580 6.532 7.368 S1-C-F-S2, F-C-S1-S2,
S1-S2-F-C, F-S2-S1-C

60 0 3.416 5.785 6.498 7.376 7.462 S2-C-S1-S2, S1-C-S2-S2,
S2-S2-S1-C, S1-S2-S2-C

70 0 6.512 8.796 8.822 9.255 10.485 C-C-C-S2, C-S2-C-C

80 0 2.726 2.852 6.230 6.775 7.045 S2-S1-S1-S1, S1-S1-S2-S1

90 0 5.738 7.594 8.740 9.633 10.073 C-C-C-S1, C-S1-C-C

100 0 6.597 9.094 9.301 9.846 11.703 C-C-C-C

Table 2.8 Every ten Classes with frequency parameters Ω and boundary conditions

of (Ex.5) unidirectional square plates (a/b = 1), [30◦]

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary
conditions

1 3 2.765 2.918 3.140 3.634 3.841 F-F-F-F

10 1 1.998 2.995 3.307 3.692 4.468 S1-S1-F-F, F-F-S1-S1

20 1 1.448 2.554 2.998 4.155 4.625 F-S2-S1-F, S1-F-F-S2

30 0 1.746 3.086 4.144 4.922 5.567 S2-C-S1-F, S1-F-S2-C

40 1 2.670 3.342 3.713 4.908 5.499 S2-S1-S2-F, S2-F-S2-S1

50 0 2.798 4.721 5.204 6.194 7.256 C-S2-C-F, C-F-C-S2

60 1 2.195 3.258 3.763 4.752 5.190 S1-S2-F-S2, F-S2-S1-S2

70 0 3.093 4.479 5.487 6.133 6.404 C-C-F-S2, F-S2-C-C

80 0 2.914 3.740 5.269 5.983 6.288 S2-C-S1-S2, S1-S2-S2-C

90 0 3.531 3.993 5.087 6.037 6.363 S2-C-S2-S2, S2-S2-S2-C

100 0 3.802 5.502 6.357 7.195 7.962 C-C-C-S2, C-S2-C-C

110 0 1.649 2.766 4.025 4.920 5.688 S2-S1-S1-S1, S1-S1-S2-S1

120 0 1.771 3.793 4.512 5.084 6.204 S2-C-S2-S1, S2-S1-S2-C

136 0 3.808 5.559 6.384 7.272 8.017 C-C-C-C
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2.4 結言

Table 2.9 Every ten Classes with frequency parameters Ω and boundary conditions

of (Ex.6) generally laminated square plates (a/b = 1), [0◦/30◦]S.

Class RBM Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 boundary

conditions

1 3 2.891 3.098 4.539 5.522 5.782 F-F-F-F

10 1 2.303 3.022 4.577 5.216 5.607 S1-S1-F-F, F-F-S1-S1

20 1 1.525 3.234 4.210 5.275 6.084 F-S2-S1-F, S1-F-F-S2

30 0 1.912 4.578 4.701 5.998 6.943 S2-C-S1-F, S1-F-S2-C

40 1 2.844 4.036 4.468 6.212 6.647 S2-S1-S2-F, S2-F-S2-S1

50 0 3.765 5.933 6.821 7.854 8.620 C-S2-C-F, C-F-C-S2

60 1 2.560 4.065 5.591 6.140 6.616 S1-S2-F-S2, F-S2-S1-S2

70 0 3.660 5.364 6.080 6.411 7.236 C-C-F-S2, F-S2-C-C

80 0 3.409 5.217 6.226 7.016 7.268 S2-C-S1-S2, S1-S2-S2-C

90 0 3.580 4.772 6.844 7.058 7.264 S2-C-S2-S2, S2-S2-S2-C

100 0 4.820 7.305 7.546 8.878 9.984 C-C-C-S2, C-S2-C-C

110 0 1.804 3.342 5.119 5.758 6.356 S2-S1-S1-S1, S1-S1-S2-S1

120 0 1.746 3.932 5.509 5.766 7.028 S2-C-S2-S1, S2-S1-S2-C

136 0 4.839 7.326 7.635 9.003 9.993 C-C-C-C
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第 2章 任意の境界条件を持つ対称積層板の面内振動

Ex.1 Ex.2–4 Ex.5 & 6

Class BC Class BC Class BC

1 F-F-F-F ⇒ 1 F-F-F-F ⇒ 1 F-F-F-F

2 S1-F-F-F ⇒ 2 S1-F-F-F ⇒ 2 S1-F-F-F

F-F-S1-F F-F-S1-F F-F-S1-F

F-S1-F-F ⇒ 9 F-S1-F-F ⇒ 9 F-S1-F-F

F-F-F-S1 F-F-F-S1 F-F-F-S1

3 S2-F-F-F ⇒ 3 S2-F-F-F ⇒ 3 S2-F-F-F

F-F-S2-F F-F-S2-F F-F-S2-F

F-S2-F-F ⇒ 5 F-S2-F-F ⇒ 5 F-S2-F-F

F-F-F-S2 F-F-F-S2 F-F-F-S2

4 C-F-F-F ⇒ 4 C-F-F-F ⇒ 4 C-F-F-F

F-F-C-F F-F-C-F F-F-C-F

F-C-F-F ⇒ 13 F-C-F-F ⇒ 13 F-C-F-F

F-F-F-C F-F-F-C F-F-F-C

5 S1-S2-F-F ⇒ 6 S1-S2-F-F ⇒ 6 S1-S2-F-F

F-F-S1-S2 F-F-S1-S2 F-F-S1-S2

F-S2-S1-F F-S2-S1-F ⇒ 20 F-S2-S1-F

S1-F-F-S2 S1-F-F-S2 S1-F-F-S2

S2-S1-F-F ⇒ 11 S2-S1-F-F ⇒ 11 S2-S1-F-F

F-F-S2-S1 F-F-S2-S1 F-F-S2-S1

F-S1-S2-F F-S1-S2-F ⇒ 38 F-S1-S2-F

S2-F-F-S1 S2-F-F-S1 S2-F-F-S1

total 55 Classes total 100 Classes total 136 Classes

Fig. 2.3 Transition of Classes from first five Classes in Ex.1 to Ex.2–4, and to

Ex.5 & 6 with decreasing symmetric axes
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2.4 結言

る等方性正方形板の 55種類，等方性長方形板，直交異方性正方形板，アングルプライ

正方形板の 100種類，一方向性異方性正方形板と任意積層正方形板の 136種類の固有

振動数の組合せを求めた．

これらの数値結果により，本解析手法はさまざまな複雑性を持つ長方形板の固有振

動数を精度よく求められることを，合理的な収束状況と，特定の場合の過去の文献値

と比較して良い精度が得られることによって確認した．
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第 3章 対称積層板の面内振動の振動数最適設計

第 3章 対称積層板の面内振動の振動数最適設計

3.1 緒言

積層板は各層における繊維配向角度を設計変数とすることで，その振動特性を目的

関数として最適設計することが可能である．本章では，積層板の面内振動を対象とし

て，1次 (基本)振動数の最大化や最小化，1次と 2次の振動数差の最大化などさまざ

まな面内固有振動数の設計を試みる．

長方形板の面内自由振動については，第 2章で解説したように等方性板についての

文献 [3.1–3.6]，周囲に面内弾性ばねが分布した問題 [3.7, 3.8]などの解析事例がある．

本テーマの積層板に近いテーマとしては，直交異方性板の解析 [3.9–3.11]，限られた積

層条件下の積層板の面内振動解析 [3.12, 3.13] がある．しかし本研究で取り上げたよ

うな面内振動の固有振動数の設計や最適化にまで考察した研究は見られない．本章で

は，一方向異方性板や対称積層長方形板の固有振動など，さまざまな振動数設計につ

いて新しい手法を提案するとともに，数値例からその有効性を検証する．

3.2 振動数設計問題と解析法

3.2.1 振動数設計問題の定式化

本章で扱う積層板は第 2章の図 2.1と同じ，中央に原点を置く座標系を持つ，対称積

層された長方形板である．2辺の寸法は a×b，板厚を h として，u(x, y, t) と v(x, y, t)

は x と y 方向の面内変位である．積層板の各層内で，繊維方向と面内の平行繊維に直

交する方向を L と T 軸，L 軸と x軸のなす角度を θ で定義する．長方形の 4辺は，

x = −a/2 に沿った辺を Edge(1)として，反時計回りに Edge(1), Edge(2), Edge(3),

Edge(4) とする．板の面内振動解析に用いる境界条件も，第 2 章と同じ形式である．
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すなわち自由辺 (F)の 2方向の面内変位は拘束せず，固定辺 (C)は二つの面内変位を

完全にゼロとする．単純支持の境界条件は 2種類あり，S1 と S2として区別する．S1

は，直線辺に平行な変位は境界上で完全に拘束するが，辺に垂直な面内変位は全く拘

束しない (直線辺に直角な垂直応力はゼロ)．他方 S2 は，直線辺に平行な変位は全く

拘束しない (直線辺に沿ったせん断応力はゼロ)が，辺に垂直な面内変位は完全に拘束

する．

これらの計算例について，本章では以下の固有振動数の設計問題を考察する．

Design (1) 1次固有振動数 Ω1 の最大化

(Maximization of the lowest frequency parameter)

Design (2) 1次固有振動数 Ω1 の最小化

(Minimization of the lowest frequency parameter )

Design (3) 1次と 2次固有振動数差 (Ω2 − Ω1) の最大化

(Maximization of the difference between the lowest and second fre-

quency parameters)

これらの最適化問題の解法には，計算回数を物理的な考察により反復を抑えて，効

率的な振動解析手法を用いることで総当たり法 (permutation)を適用する．すなわち

遺伝的アルゴリズム (GA)や数理計画法などの近似最適化法は使用しないため，仮定

した繊維配向方向の角度変化 (angle increment) ∆θ の下では厳密な最適解となる．

なお本章の数値例では，角度変化を ∆θ = 5◦ としている．

図 3.1 に示す計算例について，本報告では振動数パラメータの最適化を考える．

ここで，Ex.1 [θ] は一方向強化の単層正方形板，Ex.2 [θ/−θ]S はアングルプライの

対称 4 層正方形板，Ex.3 [θ1/θ2]S は非アングルプライの対称 4 層正方形板，Ex.4
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Ex.1 [θ]

Single-layer plate

Ex.2 [θ/− θ]S

Four-layer balanced plate

Ex.3 [θ1/θ2]S

Four-layer plate

Ex.4 [θ1/θ2/− θ1/− θ2]S

Eight-layer balanced plate

Fig. 3.1 Numerical examples
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3.2 振動数設計問題と解析法

[θ1/θ2/ − θ1/ − θ2]S は非アングルプライの対称 8 層正方形板である．Ex.1 と Ex.2

は，物理的には異なる積層数であっても全板厚 hで無次元化した振動数を比較し，最適

設計問題としては一つの設計変数 θ しか持たない．このため最適化のため角度変化を

∆θ = 5◦ とすると，共に 36回の反復計算で済む．Ex.3は，Ex.2と同じ対称 4層長方

形板であるが，設計自由度を拡大して第 1層 (最外層)と第 2層は異なる角度 [θ1/θ2]S

をとれるようにする．Ex.3と Ex.4の計算回数は共通で，見かけ上 36× 36 = 1296 で

ある．しかし面内剛性 Aij は，面外剛性と異なり積層の順番は無関係のため，例えば

[θ1/− θ1/θ2/− θ2]S と [θ1/θ2/− θ1/− θ2]S は同じ剛性値を与える．このため計算回

数は，36× 36 = 1296 を 666へと減らすことができる．なお振動数パラメータでは，

全板厚で振動数を無次元化しているため，層数が変化しても数値の直接の比較が可能

である．

3.2.2 面内振動問題と積層パラメータ

本節では，目的とする固有振動数の最適設計についての基礎理論をまとめる．第 2

章と基礎とする弾性論は共通であるが，振動数設計に適した積層パラメータを用いる．

微小弾性論では，固体内の点 (x, y) におけるひずみベクトルは，


εx

εy

γxy

 =

{
∂u

∂x

∂v

∂y

∂v

∂x
+

∂u

∂y

}T

(3.1)

応力-ひずみ関係式は，第 k 層において


σx

σy

τxy


(k)

=


Q11 Q12 Q16

Q12 Q22 Q26

Q16 Q26 Q66


(k) 

εx

εy

γxy

 (3.2)
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ここで Q
(k)

ij は弾性定数で，各定数 Q
(k)

ij は，

Q11 = U1 + U2 cos 2θ + U3 cos 4θ

Q12 = U4 − U3 cos 4θ

Q22 = U1 − U2 cos 2θ + U3 cos 4θ

Q16 = −1

2
U2 sin 2θ − U3 sin 4θ

Q26 = −1

2
U2 sin 2θ + U3 sin 4θ

Q66 = U5 − U3 cos 4θ

(3.3)

ただし Ui (i = 1, 2, 3, 4, 5) は弾性不変量であり，



U1

U2

U3

U4

U5


=



3/8 3/8 1/4 1/2

1/2 −1/2 0 0

1/8 1/8 −1/4 −1/2

1/8 1/8 3/4 −1/2

1/8 1/8 −1/4 1/2





Q11

Q22

Q12

Q66


(3.4)

となる．ここで


Q11

Q22

Q12

 =
1

1− νLT νTL


EL

ET

νTLEL

 , Q66 = GLT (3.5)

式 (3.5)内の, EL と ET はそれぞれ L 方向 (平行繊維方向)と T 方向 (平行繊維と直

角方向)のヤング率である．GLT はせん断弾性係数，νLT と νTL はポアソン比であ

る．ここで簡単化のため，第 k 層を示す添字 (k) は省略している．なお等方性材料の

場合は，Q11 = Q22 = E/(1− ν2)，Q12 = νQ11，Q66 = G = E/{2(1 + ν)} と簡単

化される.
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3.2 振動数設計問題と解析法

式 (3.2)を板厚方向に積分すると，合応力


Nx

Ny

Nxy

 =


A11 A12 A16

A12 A22 A26

A16 A26 A66




εx

εy

γxy

 (3.6)

を得る．ここで係数の面内剛性は

Aij =

K∑
k=1

Q
(k)

ij (zk − zk−1) (i, j = 1, 2, 6) (3.7)

により与えられる．ただし，zk−1, zk はそれぞれ第 k 層の下面，上面における板の中

央面からの位置座標，K は層総数である．

3.2.3 有限要素法の定式化

本章では，リッツ法と有限要素法を用いる．リッツ法に関しては，第 2章に示した

解法と著者らの文献 [3.14]と同様であり省略する．有限要素法もエネルギー関数から

始める．ひずみエネルギーは，式 (3.1)～(3.7)から

V =
1

2

∫∫
{ε}T [A] {ε}dArea (3.8)

面内振動に関する運動エネルギーは，ρ [kg/m3] を平均密度として

T =
1

2
ρh

∫∫ {(
∂u

∂t

)2

+

(
∂v

∂t

)2
}
dArea (3.9)

つぎに第 2章で用いた異方性弾性論を用いて，有限要素法による定式化を行う．そ

れに基づいて計算プログラムを作成して，数値計算結果をリッツ法による結果と比較

を行い，リッツ解の精度を検証する．したがって有限要素の作成には，式 (3.1)～(3.7)

を用いる．要素形状は長方形要素として，その四つの角の点を i, j, k, l とする．
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x 方向と y 方向，それぞれの面内変位を

 u(x, y)

v(x, y)

 = [P ]{β} (3.10)

ただし

[P ] =

 1 0 x 0 y 0 xy 0

0 1 0 x 0 y 0 xy

 (3.11)

{β} =
{

β0 γ0 β1 γ1 β2 γ2 β3 γ3

}T

(3.12)

により定義する．

一つの有限要素にある四つの角の点，すなわち節点は，

{de} = {di, dj , dk, dl}T , {di} = {ui, vi} (3.13)

と表され，式 (3.10) を四つの節点の座標 (xi, yi), (xj , yj), (xk, yk), (xl, yl) に代入

して

{de} = [C]{β}, {β} = [C]−1 {de} (3.14)

を得る．ひずみベクトルは

{ε} = [Q]{β} = [Q][C]−1 {de} (3.15)

と書ける．それを用いて，要素内のひずみエネルギーは，式 (3.15) を式 (3.8)に代入

して

Ve =
1

2
{de}T [Ke] {de} (3.16)
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3.3 数値計算結果と考察

となる．ただし [Ke] は，要素剛性マトリックス

[Ke] =
(
[C]−1

)T ·
∫∫

Area

[Q]T [A][Q]dA · [C]−1 (3.17)

である．同様に，要素の運動エネルギーは，

Te =
1

2
ω2 {de}T [Me] {de} (3.18)

ただし [Me] は，要素質量マトリックス

[Me] =
(
[C]−1

)T ·
∫∫

Area

ρ
(
u2 + v2

)
dA · [C]−1 (3.19)

である．要素剛性マトリックスと要素質量マトリックスは，全体系に組み込まれる．

(
[K]− ω2[M ]

)
{δ} = 0 (3.20)

ここで [K], [M ], {δ}，ω はそれぞれ全体剛性マトリックス，全体質量マトリックス，

全体の変位ベクトル，固有角振動数である．固有振動数は，前章と同様に振動数パラ

メータ

Ω = ωa

{
ρ (1− νLT νTL)

ET

} 1
2

(3.21)

にまとめられる．

3.3 数値計算結果と考察

本節の数値計算では，CFRPの材料定数について，第 2章と同様に

EL = 150GPa, ET = 10GPa, GLT = 5GPa, νLT = 0.3 (3.22)
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を使用する [3.15]．

表 3.1は，前節に基づいて作成した有限要素プログラムによる振動数パラメータの

収束状況である．正方形板の一辺に沿う要素分割数を，16, 20, 24と変化させた場合の

1次から 5次までの振動数パラメータを示す．計算例は Ex.2について，[30◦/−30◦]S

の積層を持つ C-F-F-F 板 (片持板), 全周単純支持の S1-S2-S1-S2 板，全周固定の

C-C-C-C板である．さらに Ex.3 [30◦/60◦]S の単純支持対称 4層板 S1-S2-S1-S2と，

Ex.4 [30◦/− 30◦/60◦/− 60◦]S の全周固定対称 8層板 C-C-C-Cである．2辺に沿う

有限要素数を増加させるにつれて，振動数パラメータはすべての例で単調に上の値か

ら減少し，解が上限値を与えることを示している．小数点以下第 2位で収束しており，

リッツ法で計算した 10× 10 解とも良い一致を与えている．

表 3.2 は，リッツ解と既知の結果の比較である．Ex.1 の境界条件 S2-S1-S2-C と

S2-F-S2-Fを持つ二つの単層板の例では Liuら [3.10]の結果とほぼ 4桁の精度で一致

する．また例題には相当しないが，対称 6 層板の片持ち板 C-F-F-F に対する Dozio

[3.13] とも良い一致を示す．このように先行研究との比較によっても，リッツ解の精

度が確かめられた．以下の表 3.3～3.6の Design (1), Design (2), Design (3)の振動

数設計では，固有振動数計算の数値計算効率から，第 2章で展開されたリッツ法を用

いる．

表 3.3 において，Ex.1 [θ] 単層板と Ex.2 [θ/ − θ]S の積層構成を持つ正方形板に

対して，Design (1) の 1 次振動数の最大化設計を適用した．36 通りの総当たり計算

により，最大の 1 次振動数を与える場合の角度 θ と，最大化された 1 次振動数を，

C-F-F-F(片持板)から C-C-C-C(全周固定)まで 10種類の境界条件の組合せに対して

示す．1次振動数の最大化が，高次振動数に与える影響を見るために，2次から 5次ま

での振動数も同時に与える．角度について，簡単化のため角度記号 “ ◦ ” は省略して
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3.3 数値計算結果と考察

Table 3.1 Convergence of frequency parameters by FEM

Number of

finete elements Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

Ex.2 [30◦/− 30◦]S (C-F-F-F)

16× 16 1.693 3.151 4.309 4.544 5.483

20× 20 1.688 3.145 4.290 4.537 5.464

24× 24 1.684 3.141 4.280 4.534 5.453

Ritz (10× 10) 1.676 3.132 4.254 4.525 5.429

Ex.2 [30◦/− 30◦]S (S1-S2-S1-S2)

16× 16 4.122 5.461 5.820 8.401 9.247

20× 20 4.113 5.458 5.778 8.326 9.074

24× 24 4.108 5.456 5.755 8.285 8.981

Ritz (10× 10) 4.096 5.452 5.704 8.193 8.771

Ex.2 [30◦/− 30◦]S (C-C-C-C)

16× 16 6.626 9.232 9.423 10.01 12.14

20× 20 6.616 9.183 9.380 9.955 11.99

24× 24 6.610 9.156 9.357 9.922 11.90

Ritz (10× 10) 6.597 9.094 9.301 9.846 11.70

Ex.3 [30◦/60◦]S (S1-S2-S1-S2)

16× 16 3.203 5.160 5.354 6.544 7.340

20× 20 3.201 5.150 5.345 6.533 7.312

24× 24 3.200 5.146 5.340 6.527 7.296

Ritz (10× 10) 3.198 5.134 5.329 6.512 7.260

Ex.4 [30◦/− 30◦/60◦/− 60◦]S (C-C-C-C)

16× 16 8.663 8.663 10.81 13.07 14.04

20× 20 8.649 8.649 10.77 12.99 14.00

24× 24 8.642 8.642 10.75 12.95 13.98

Ritz (10× 10) 8.626 8.626 10.69 12.86 13.92
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Table 3.2 Comparison of frequency parameters Ω by Ritz method with other

results for square plates (Ex.1 and Ex.5)

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

Ex.1 Specially orthotropic plate [0◦] (S2-S1-S2-C)

Present 1.571 2.581 4.260 4.616 4.721

Ref. [3.10] 1.571 2.581 4.260 4.616 4.721

Ex.1 Specially orthotropic plate [0◦] (S2-F-S2-F)

Present 1.790 3.102 3.142 3.980 4.470

Ref. [3.10] 1.790 3.102 3.141 3.979 4.470

Ex.5 Laminate square six-layer plate [30◦/30◦/− 30◦]S

(C-F-F-F) (EL/ET = 2)

Present 0.834 2.015 2.254 3.199 3.592

Ref. [3.13] 0.834 2.015 2.254 3.199 3.592

Ex.5 Laminate square six-layer plate [30◦/30◦/− 30◦]S

(C-F-F-F) (EL/ET = 20)

Present 1.842 3.370 4.580 4.997 6.161

Ref. [3.13] 1.840 3.368 4.578 4.994 6.161
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3.3 数値計算結果と考察

いる．面内振動ではとくに自由辺を複数含む場合に，板全体の剛体運動を示す時があ

る．しかし本報告では，剛体運動を含む境界条件については，実用的な観点から構造

物に用いられることが希なため除外した．

ここで選択した 10種の境界条件の組合せは，C-F-F-Fから始まって徐々に 4辺の

拘束が強まっていくように配置する．したがって表 3.3にある最大化された 1次振動

数も一部の例外を除き，C-F-F-Fから始まり単調に増加していく．これに対して高次

振動数の変化をみると，1次振動数の最大化により，逆に 2次振動数が減少して 1次

振動数に接近する様子が見られる．表では，Ex.1と Ex.2の結果を比較すると，同じ

振動数計算の回数にも拘わらず，Ex.1より Ex.2の方が最大化された 1次振動数の値

がかなり大きい．なお積層数が異なっても，振動数パラメータ Ω は板全体の厚さで固

有振動数を無次元化しているため，直接の比較が可能である．この Ex.1 単層板 [θ] か

ら Ex.2アングル積層板 [θ/− θ]S への振動数最大化への効果を調べるために新しいパ

ラメータ

(ratio) =
Ω1,max[θ/− θ]S

Ω1,max[θ]
(3.23)

(すなわち振動数増加率 Ex.2/Ex.1)を導入した．その結果を図 3.2に示すが，一方向

板をアングルプライ積層にすることで，10通りの境界条件の組合せに対して，1次振

動数を効果的に増大できることが分かる．

つぎに表 3.4 は，(Ex.3) 対称 4 層正方形板 [θ1/θ2]S と (Ex.4) 対称 8 層正方形板

[θ1/θ2/− θ1/− θ2]S に，Design (1)を適用して，最大化された 1次振動数と対応する

高次振動数を求めている．Ex.2と Ex.3は共に,対称 4層積層板であるが，Ex.2では

設計変数は θ の一つのみで探索回数も 36回であるが，Ex.3は 666回となり 18.5倍

の計算量の増加となる．Ex.4 は同じ 666 回の計算量となる．Ex.2 と Ex.3 を比較す
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Table 3.3 Maximum first frequency and higher frequencies of (Ex.1) single-layer

[θ] and (Ex.2) four-layer [θ/− θ]S square plates, a/b = 1, Design (1)

Ex.1 θ Ω1,max Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

C-F-F-F 0 1.024 3.067 3.258 4.121 5.313

C-S1-F-F −40 1.672 1.992 3.247 4.161 4.585

C-S1-S2-F −30 1.822 3.380 4.183 4.790 5.694

C-S2-F-F −10 1.875 3.231 4.741 5.042 5.330

S1-S1-S1-S1 −40 3.208 3.284 3.746 5.736 5.837

S2-S2-S2-S2 −30 3.516 3.637 4.511 5.632 6.326

C-S1-C-S2 55 3.666 4.776 5.893 6.230 6.605

C-C-C-S1 90 3.803 5.394 6.296 6.735 7.310

C-C-C-S2 0 3.834 5.391 6.638 7.323 7.564

C-C-C-C 90 3.835 5.395 6.640 7.325 7.578

Ex.2 θ Ω1,max Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

C-F-F-F 25 1.745 3.281 4.516 4.658 5.506

C-S1-F-F 30 2.082 3.749 4.408 5.036 6.200

C-S1-S2-F 40 2.554 4.371 6.103 6.401 7.422

C-S2-F-F 25 2.356 4.623 4.803 5.237 5.675

S1-S1-S1-S1 25 4.406 4.932 4.932 5.743 8.812

S2-S2-S2-S2 60 4.096 4.427 5.704 8.193 8.771

C-S1-C-S2 45 6.497 6.784 7.701 8.105 9.914

C-C-C-S1 50 6.600 6.905 8.678 9.537 10.777

C-C-C-S2 40 7.337 7.661 8.597 9.557 10.606

C-C-C-C 45 8.068 8.068 10.113 10.533 12.197
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3.3 数値計算結果と考察

Ω
1,max

[θ/−θ]
S
 / Ω

1,max
[θ]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

C-C-C-C

C-C-C-S2

C-C-C-S1

C-S1-C-S2

S2-S2-S2-S2

S1-S1-S1-S1

C-S2-F-F

C-S1-S2-F

C-S1-F-F

C-F-F-F

Fig. 3.2 Ratio of Ex.2 Ω1,max[θ/− θ]S divided by Ex.1 Ω1,max[θ] of square plates,

a/b = 1, Design (1)

47



第 3章 対称積層板の面内振動の振動数最適設計

ると，Ex.1から Ex.2では顕著な 1次振動数の増加が見られたのに対して，あまり変

化が見られない．これを確認するため，Ex.2の対称アングル積層板 [θ/− θ]S を基準

として，Ex.3 対称アングル積層板 [θ1/θ2]S への振動数最大化への効果を調べるパラ

メータ

(ratio) =
Ω1,max[θ1/θ2]S
Ω1,max[θ/− θ]S

(3.24)

(すなわち振動数増加率 Ex.3/Ex.2)を導入した．その結果，図 3.3に示すように，二

つの境界条件の組，C-S2-F-F と S2-S2-S2-S2 を除くと，その増加率は残りの八つの

組でほぼ 1.0，すなわち設計変数の増加が効果を上げないことが理解される．

つぎに Design (2)の 1次振動数の最小化を，Ex.1～Ex.4について実施した．表 3.5

には，10組の境界条件に対して最小化された 1次振動数とそれを与える角度を示す．

ここで Design (1)の最大化では，10組の境界条件と４つの異なる積層条件に対して，

それぞれ異なる傾向を与えた．しかし Design (2)の振動数最小化では，表にあるよう

に境界条件に対しては異なる振動数を生じるものの，Ex.1～Ex.4に対して同じ積層条

件の最適解 (1次振動数)と角度を示した．すなわち最小化された 1次振動数の値は境

界条件の組合せごとに大きく異なるが，繊維配向角度は Ex.1～Ex.4 を通じて共通し

ている．これは 1次振動数の最大化では見られなかった現象であり，とても興味深い．

最後に Design (3)の 1次振動数と 2次振動数の差 |Ω2 − Ω1| の最大化問題の結果

を，表 3.6に与える．対象とする積層板は，Ex.1と Ex.2である．Design (1)での 1

次振動数の最大化では，Ex.1 単層板 [θ] に対して Ex.2アングル積層板 [θ/− θ]S では

大きな変化を生じた．しかし本振動数差の最大化では, 境界条件により多少の相違は

あるものの顕著な増加は見られない．
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3.3 数値計算結果と考察

Table 3.4 Maximum first frequency and higher frequencies of (Ex.3) four-layer

[θ1/θ2]S and (Ex.4) eight-layer [θ1/θ2/− θ1/− θ2]S square plates, a/b = 1, Design

(1)

Ex.3 θ1/ θ2 Ω1,max Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

C-F-F-F 25/−25 1.745 3.281 4.516 4.658 5.506

C-S1-F-F −25/ 35 2.139 3.602 4.430 5.008 6.200

C-S1-S2-F −35/ 40 2.558 4.400 6.143 6.335 7.482

C-S2-F-F 0/ 90 4.417 4.470 4.719 5.516 6.175

S1-S1-S1-S1 −65/ 70 4.488 4.580 4.621 5.927 8.602

S2-S2-S2-S2 0/ 90 8.718 8.886 8.886 9.578 9.873

C-S1-C-S2 −45/ 45 6.497 6.784 7.701 8.105 9.914

C-C-C-S1 −50/ 50 6.600 6.905 8.678 9.537 10.777

C-C-C-S2 0/ 90 8.925 9.148 9.351 10.025 10.454

C-C-C-C 0/ 90 9.149 9.149 9.623 10.192 11.057

Ex.4 θ1/ θ2 Ω1,max Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

C-F-F-F 35/ 15 1.753 3.699 4.669 4.715 5.673

C-S1-F-F −45/−20 2.144 4.221 4.830 5.529 7.415

C-S1-S2-F −40/−40 2.554 4.371 6.103 6.401 7.422

C-S2-F-F 0/ 90 4.417 4.470 4.719 5.516 6.175

S1-S1-S1-S1 65/ 30 5.199 5.199 5.615 9.650 9.912

S2-S2-S2-S2 0/ 90 8.718 8.886 8.886 9.578 9.873

C-S1-C-S2 45/ 45 6.497 6.784 7.701 8.105 9.914

C-C-C-S1 −45/ 55 6.609 7.015 8.984 9.810 11.181

C-C-C-S2 0/ 80 8.931 9.022 9.466 10.303 10.982

C-C-C-C 0/ 90 9.149 9.149 9.623 10.192 11.057

49



第 3章 対称積層板の面内振動の振動数最適設計
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[θ
1
/θ

2
]

S
 / Ω

1,max
[θ/−θ]

S

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

C-C-C-C

C-C-C-S2

C-C-C-S1

C-S1-C-S2

S2-S2-S2-S2

S1-S1-S1-S1

C-S2-F-F

C-S1-S2-F

C-S1-F-F

C-F-F-F

Fig. 3.3 Ratio of Ex.3 Ω1,max[θ1/θ2]S divided by Ex.2 Ω1,max[θ/ − θ]S of square

plates, a/b = 1, Design (1)
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3.3 数値計算結果と考察

Table 3.5 Minimum first frequencies of Ex.1 [θ], Ex.2 [θ/− θ]S, Ex.3 [θ1/θ2]S and

Ex.4 [θ1/θ2/− θ1/− θ2]S square plates, a/b = 1, Design (2)

Ex.1 Ex.2

θ Ω1,max θ Ω1,max

C-F-F-F 90 0.690 90 0.690

C-S1-F-F 90 0.893 90 0.893

C-S1-S2-F 90 0.991 90 0.991

C-S2-F-F 90 1.567 90 1.567

S1-S1-S1-S1 0 2.215 0 2.215

S2-S2-S2-S2 −45 3.132 45 3.132

C-S1-C-S2 0 2.712 0 2.712

C-C-C-S1 0 2.712 0 2.712

C-C-C-S2 90 3.321 90 3.321

C-C-C-C 45 3.799 0 3.835

Ex.3 Ex.4

θ1/θ2 Ω1,max θ1/θ2 Ω1,max

C-F-F-F 90/90 0.690 90/90 0.690

C-S1-F-F 90/90 0.893 90/90 0.893

C-S1-S2-F 90/90 0.991 90/90 0.991

C-S2-F-F 90/90 1.567 90/90 1.567

S1-S1-S1-S1 0/ 0 2.215 0/ 0 2.215

S2-S2-S2-S2 45/45 3.132 45/45 3.132

C-S1-C-S2 0/ 0 2.712 0/ 0 2.712

C-C-C-S1 0/ 0 2.712 0/ 0 2.712

C-C-C-S2 90/90 3.321 90/90 3.321

C-C-C-C 0/ 0 3.835 0/ 0 3.835
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Table 3.6 Maximum difference Ωdif,max = (Ω2 − Ω1)max between the first and

second frequencies of (Ex.1) single-layer [θ] and (Ex.2) balanced angle-ply [θ/−θ]S

square plates, a/b = 1, Design (3)

Ex.1 θ Ωdif,max Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

C-F-F-F 0 2.043 1.024 3.067 3.258 4.121

C-S1-F-F 10 2.124 1.043 3.166 3.355 4.293

C-S1-S2-F 65 2.186 1.230 3.417 3.781 4.462

C-S2-F-F 10 1.603 1.839 3.442 4.674 4.830

S1-S1-S1-S1 −30 0.698 2.860 3.559 3.691 5.245

S2-S2-S2-S2 −75 0.875 3.229 4.104 5.117 6.243

C-S1-C-S2 −5 1.981 2.738 4.718 5.200 6.386

C-C-C-S1 10 1.983 2.823 4.806 5.247 6.424

C-C-C-S2 −35 1.715 3.795 5.510 6.289 7.152

C-C-C-C 45 1.842 3.799 5.641 6.269 7.258

Ex.2 θ Ωdif,max Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

C-F-F-F 5 2.164 1.111 3.275 3.321 4.232

C-S1-F-F 5 2.134 1.164 3.298 3.475 4.416

C-S1-S2-F 0 2.175 1.080 3.255 3.306 4.450

C-S2-F-F 20 2.320 2.311 4.631 5.037 5.274

S1-S1-S1-S1 45 3.032 3.132 6.164 6.164 6.264

S2-S2-S2-S2 45 3.132 3.132 6.264 6.772 6.772

C-S1-C-S2 75 2.314 3.537 5.851 6.058 7.378

C-C-C-S1 10 2.209 3.353 5.561 6.098 7.332

C-C-C-S2 65 2.874 4.356 7.229 7.393 8.509

C-C-C-C 30 2.497 6.597 9.094 9.301 9.846
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3.4 結言

本報告では，4 種類の積層正方形板 Ex.1～Ex.4 の面内振動に関する固有振動数を

計算して，総当たり法による固有振動数の最適設計を試みた．振動数の設計に際して，

「Design (1): 1次固有振動数 Ω1 の最大化」「Design (2): 1次固有振動数 Ω1 の最小

化」「Design (3): 1次と 2次固有振動数差 (Ω2 − Ω1) の最大化」を試みた．総当たり

法では，計算回数を物理的な考察により反復回数を抑えて，効率的な振動解析手法を

用いることで PC での計算を可能とした．数値例では，角度変化 (angle increment)

を ∆θ = 5◦ とした．数値実験により，等しい厚さの単層板 [θ] に対して対称アングル

プライ 4層板 [θ/− θ]S では，同じ計算回数にも拘わらず 1次振動数の著しい増加を実

現できた．これに対して，1次振動数の最小化問題では，得られる振動数値は境界条件

によって異なるものの，最小値を与える積層角度が等しくなることが明らかになった．
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第 4章 対称積層板の面外振動の振動数最適化

4.1 緒言

長繊維強化複合材料を用いた薄板構造要素は，軽量，高剛性，高強度であるために

長期的な視点ではむしろ経済性に優れ，航空宇宙，自動車，海洋，土木などの分野で

幅広く使用されている．

このようなさまざまな用途において最適設計を行うために，解析モデルや数値有限

要素 (FE)モデルなどの構造モデルが最適化手法と組合せて用いられている．工学的

最適化のためには，数理計画法 [4.1] をはじめとしてメタヒューリスティックス [4.2]

に至るまで多くの手法が存在する．数理計画法には，よく知られている勾配法，線形

計画法 (LP) のシンプレックスアルゴリズム，二次計画法，動的計画法，分岐・結合

法などが存在する．1975年に Holland [4.3]によって提案された遺伝的アルゴリズム

(Genetic Algorithm: GA) に代表されるメタヒューリスティックスは，この数十年間

のうちに盛んに用いられるようになった．1980 年代後半に Goldberg [4.4]は GA を

初めて構造設計に適用した．最近では，GA以外にも自然現象にヒントを得た新たな

手法が考案されており，その中で注目されているものの一つが粒子群最適化 (Particle

Swarm Optimization: PSO)[4.5–4.7]である．

メタヒューリスティックスが広く用いられるようになった理由は，プログラミング

が簡単で，局所解に陥ることなく準最適解が得られるという特長である．解探索のた

めの計算には時間を要するが，近年の計算機の性能向上がその欠点を補っている．

本研究では，目的関数 (ここでは 1 次固有振動数) を最大化するために，対称な長

方形積層板における各層の最適な繊維配向角を探索する積層構成最適化問題を取り扱

う．メタヒューリスティクスの代表的な二つの手法である GAと PSOを用いて，両
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4.2 メタヒューリスティクス

手法の探索性能を評価するために比較を行う．基本振動数を最大化するような解探索

性能を評価するためにベンチマーク問題を設定し，本計算の前処理として実験計画法

(Design of Experiments: DoE)を用いて適切な探索パラメータを決定する．

4.2 メタヒューリスティクス

4.2.1 GAの基本概念

GA は，自然界における自然淘汰の過程にヒントを得たメタヒューリスティック

な手法であり，進化的アルゴリズム (Evolutionary Algorithm: EA) の一種である．

GAは生物の進化と同様に，一般に選択，交叉，突然変異などの操作を適用することに

よって，工学的な探索問題に対して準最適解を求めるために用いられてきており [4.4]，

過去数十年のうちに一般的な最適化手法として認識されるようになった．Hollandは

1970年代に研究を始めた後にその成果をまとめ [4.3]，共同研究者らとともに GAの

基本的な枠組みを確立した．

GAでは個体から構成される集団に対して，よりよい解に向けての改善を続けてい

く．各個体が有する性質は遺伝子型として定義されており，計算を進める過程でこれ

らに組み換えや変異が施される．遺伝子は 0または 1の 2値の文字で表されることが

一般的である．計算 (進化)は，集団内の各個体がランダムに生成される第 1世代から

始まる．すべての個体について適合度が評価される．通常，適合度として最適化の対

象となる目的関数の値が用いられる．より高い適合度を持つ個体は，ルーレット選択

などの方法によって高い確率で次世代に残される．世代ごとに行われるこれらの操作

は，反復して適用される． この反復プロセスは，規定の世代数に達するまで，または

あらかじめ設定された適合度の条件を満足する個体が集団の中に出現するまで繰り返

される．
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GAの本質は，親の選択と交叉，突然変異の適用を繰り返すことにある．特に交叉

と突然変異は最も重要な GAオペレータとして知られている．それらの適用確率はそ

れぞれ交叉率，突然変異率と呼ばれる GAパラメータであり，探索性能に影響を与え

る．集団を構成する個体の数は，扱う問題に応じて適切に設定を行う．

4.2.2 PSOの基本概念

GAが自然界の原理にヒントを得た手法であるのと同様に，PSO もメタヒューリス

ティクスの一種であり，進化的アルゴリズムに属する [4.4]．PSO の利点は，問題に

勾配情報を必要としないことと，広大な実行可能解の空間を探索できることである．

PSOは GAと同様に，定義された適応度関数に基づいて個々の解の更新を反復するこ

とによって最適化を行う数値計算手法である．探索空間内を移動させるために候補解

の集団が必要であるが，GAのような親の選定，交叉，突然変異のような概念は存在

せずに世代交代が行われる．

PSOでは，個体に相当する各粒子の位置と速度のベクトルを用いて，簡単な数式に

よって繰り返し処理を行う．更新後の位置は，粒子の慣性ベクトル (現在と過去の位

置ベクトルの差)，個々の粒子の移動履歴中に得られた最善の位置 (パーソナルベスト)

に向かうベクトル，集団の全粒子の移動履歴中に得られた最善の位置 (グローバルベ

スト) に向かうベクトルの三つのベクトルを加えることで決定される．各ベクトルに

は係数が掛けられ，入力パラメータとして調整される．

PSO は Kennedy, Eberhart [4.6] によって最初に提案され，鳥や魚の群れにおけ

る運動の社会的行動をシミュレートするために考案された．Kennedy と Eberhart

は，PSO と群知能の理論的側面についての記述を行っている [4.7]．PSO の広範な

応用に関しては，Poli によってまとめられた [4.8, 4.9]．最近になって，Bonyadi と

Michalewiczが PSOの理論的・実験的研究に関する包括的な論評を発表した [4.10]．
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4.3 積層板の最適化に関するこれまでの研究

上述のように，PSOアルゴリズムは粒子 (候補解)の群 (集団)を持ち，粒子はいく

つかの簡単な式にしたがって探索空間を移動する．反復の過程でそれまでよりも優れ

た位置が発見されると，その位置が群のその後の移動における指針の一つとなる．以

上の手順は，最終的に最も優れた解が発見されるまで繰り返されるが，数学的に厳密

な収束が保証されているわけではない．

4.3 積層板の最適化に関するこれまでの研究

積層複合板の機械的性質の最適化については，Bert [4.11, 4.12]が先駆的な研究を行

い，積層板の基本振動数 (目的関数)を最大化するような繊維配向角 (設計変数)を求め

た．これらの研究をはじめとして，積層板の振動数と座屈荷重を最大化するような各

層の構成を特定するために，さまざまな方法が用いられてきた．メタヒューリスティッ

クな手法やそれを実行するための計算環境が十分ではなかった初期の頃に，Fukunaga

ら [4.13]は積層パラメータと数理計画法を組合せて使用した． Zhaoと Narita [4.14]

は，この問題にシンプレックス法を拡張した複素数法を用いた．Todoroki と Haftka

[4.15]は修復戦略を用いた GAを使用した．複合材に関するこれまでの設計と最適化

の研究に関する本 [4.16]が，1999年に出版された．

2000年代に入ると，GAやその他のメタヒューリスティックスを用いた解法が進展

し，Todorokiらがいくつかの論文を発表している [4.17–4.19]．また Naritaは，物理

学的な特性から解を求める過程を導いた層別最適化法を提案し，関連する論文を多数

発表した [4.20–4.22]．

2010 年代には，GA と PSO，さらにそれらを結合した GA-PSO を用いて積層板

における構成の最適化が行われ，大きな進展が見られた．Le-Manhと Lee [4.23]は，

GA を用いて積層複合板の強度を最大にするための積層構成の最適化について研究を
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行った．Ehsani と Rezaeepazhand [4.24] は，積層複合格子板の最大座屈荷重を得る

ため同様の最適化を GA を用いて行った．Ho-Huu ら [4.25] は改良された差分進化

を用いて，積層複合板の座屈荷重が最大になるような最適化を行った．Schaedler と

Almeida [4.26]は，調和探索アルゴリズムによって最大座屈荷重を最適化した．2017

年には，Herath ら [4.27] が GA を用いて，自己旋回複合材ハイドロフォイルの構造

強度と積層板の最適化を行った．Vosoughi ら [4.28, 4.29]は，高剛性の積層複合板の

座屈荷重を最大化するために，混合有限要素と改良された GAを用いる手法を発表し

た．彼らは異なる手法を組合せる学術的な努力も行っており，FE-GAs-PSOという複

合的な解法による座屈荷重の最大化を行った．

Zhou らは複数巡回セールスマン問題を対象として，改良された GA と PSO によ

る解探索に関する比較研究を行った [4.30]．Pathanら [4.31]は，複合材積層板の減衰

応答を最適化するために，単純 GAを改良した手法を用いた．Javidradら [4.32]は，

PSOと焼きなまし法 (Simulated Annealing: SA)を組合せ，ハイブリッド PSO-SA

法と名づけた．Akmar ら [4.33] は，積層ハイブリッド複合材料の確率的なマルチス

ケール最適化における最近の進展をまとめている．以上GA，PSO，ヒューリスティッ

クの手法の応用について概観してきた．積層複合板の積層構成問題への GA や PSO

の応用については多くの研究がなされているが，GAと PSOの探索性能の比較研究は

十分に行われていない．そこで本研究では，両者の性能の違いを明らかにすることを

目的とした検証を行う．
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Fig. 4.1 Laminated composite rectangular plate and coordintes
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4.4 積層板の面外振動に関する理論

図 4.1のような直交異方性の薄板からなる積層板を考える．第 k 層の応力-ひずみ方

程式は次のように表される．


σx

σy

τxy


(k)

=


Q11 Q12 Q16

Q12 Q22 Q26

Q16 Q26 Q66


(k) 

εx

εy

γxy

 (4.1)

ここで，Q
(k)

ij (i, j = 1, 2, 6)は，第 k 層における弾性的な拘束を示しており，以下の式

で与えられる直交異方性板における Hookeの法則から導かれる Q
(k)
ij (i, j = 1, 2, 6)

に対して座標変換を行ったものである．

Q11 =
EL

1− νLT νTL

Q22 =
ET

1− νLT νTL

Q12 = νTLQ11 = νLTQ22

Q66 = GLT

(4.2)

ここで，EL と ET はそれぞれ図 4.1における L 方向と T 方向の縦弾性係数，GLT

はせん断弾性係数，νLT と νTL はポアソン比である．最大ひずみエネルギー Umax と

最大運動エネルギー Tmax はそれぞれ以下の式で表される．

U =
1

2

∫∫
A

{κ}T [D]{κ}dA (4.3)

T =
1

2
ρh

∫∫
A

(
∂W

∂t

)2

dA (4.4)

ここで {κ} は次式で定義される曲率ベクトルである．

{κ} =

{
−∂2W

∂x2
− ∂2W

∂y2
− 2

∂2W

∂x∂y

}T

(4.5)
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[D]は曲げ剛性マトリックス，Aは板の面積，ρは CFRPの密度，hは板厚，W はた

わみ関数である． 解析を簡単にするために，正規化された座標系 O-ξη (−1 ≤ ξ ≤ 1,

−1 ≤ η ≤ 1) を次式で定義する．

ξ =
2x

a
, η =

2y

b
and Ω = ωa2

√
ρh

D0
(4.6)

ここで，ξ, η は無次元座標，Ω は無次元振動数パラメータ，ω は角振動数，D0 は以

下の式で表される基準曲げ剛性である．

D0 =
ETh

3

12(1− νLT νTL)
(4.7)

たわみは次式で表される．

W (ξ, η, t) =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

AmnXm(ξ)Yn(η) sinωt (4.8)

ただし，

Xm(ξ) = ξm(ξ + 1)bc1(ξ − 1)bc3

Yn(η) = ηn(η + 1)bc2(η − 1)bc4
(4.9)

ここで， Amn は未知の係数，Xm(ξ) と Yn(η) は境界条件を満たすように設定された

変位関数である． bci (i = 1, 2, 3, 4) は各辺における境界条件を満たすための境界条

件インデックスであり，次のように定義される [4.34] ．

bc1, bc2, bc3, bc4 =


0 (Free)

1 (Simply supported)

2 (Clamped)

(4.10)
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エネルギーに関する停留値は次式によって求められる．

∂(Umax − Tmax)

∂Amn
= 0 (m = 0, 1, 2, · · · ,M − 1; n = 0, 1, 2, · · · , N − 1) (4.11)

式 (4.11)から，未定係数 Amn に関する以下の振動数方程式が得られる．

∣∣[K]− Ω2[M ]
∣∣ = 0 (4.12)

ここで，[K] は全体剛性マトリックス，[M ] は全体質量マトリックスである．この固有

方程式を解くことによって，最適化された無次元振動数パラメータ Ω が求められる．

4.5 GAと PSOによる最適解の探索

4.5.1 問題の設定

本研究では，設定した問題に対して GA と PSO を用いて最適解の探索を行う．設

計変数となる積層板における各層の繊維配向角は連続値とする．図 4.1に示す 8層か

らなる CFRP対称積層板を解析の対象とする．寸法と材料定数は以下の通りである．

a = b = 150mm, h = 15mm

EL = 138GPa, ET = 8.96GPa, GLT = 7.1GPa

νLT = 0.3, ρ = 1578 kg/m
3

なお振動数パラメータは h で基準化されているため，a/h の値に影響を受けない．本

研究では，積層板の基本固有振動数を最大とするような各層の繊維配向角の探索を試

みる．境界条件は CSFF, SSSS, CCFF, CSSSとする．これらの 4文字は左から順に

積層板の左辺，下辺，右辺，上辺における拘束の種類を表し，F, S, Cはそれぞれ非拘

束 (Free)，単純支持 (Simply supported)，固定 (Clamped) を意味する．
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4.5 GAと PSOによる最適解の探索

4.5.2 GA

連続値の設計変数は，各個体の染色体上の遺伝子に格納される．次世代に残す個体

はルーレット選択によって決定する．さらに選択が効果的に行われるように，次式で

示される線形スケーリングによって適合度の変換を行う．

fs = af + b

a =
(c− 1)favg
fmax − favg

b =
favg(fmax − cfavg)

fmax − favg

(4.13)

ここで，fmax と favg はそれぞれ元の関数の最大値と平均値である．定数 c は 2に設

定する．またエリート戦略，2点交叉，突然変異を採用する．

4.5.3 PSO

群を構成する各粒子は n 次元の解探索空間に配置され，それらの位置と速度のベク

トルはそれぞれ以下の式で定義される．

vk+1
i = wvk

i + c1r1
(
pbesti − xk

i

)
+ c2r2

(
gbest− xk

i

)
xk+1
i = xk

i + vk+1
i

(4.14)

ここで，xk
i , v

k
i はそれぞれ粒子 i の世代 k における n 次元の位置ベクトル，速度ベ

クトルである．pbesti，gbest はそれぞれ粒子 i，粒子全体の移動履歴の中で目的関

数が最良値となったときの位置ベクトルである．w, c1, c2 は定数，r1, r2 は 0から 1

の間の一様乱数である．
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4.6 パラメータの設定

GA と PSO においては，パラメータの値が探索性能に影響を及ぼすため，それら

の設定を適切に行うことは重要である．本研究では，それらを決定するために実験計

画法 (DoE) [4.35]を採用した．GAと PSOのそれぞれについて，因子として四つの

パラメータが選択され，それぞれについて 4水準が設定される．パラメータの組合せ

は 44(= 256) 通り存在するが，DoE に基づく実験計画によって実験回数を極端に減

らすことが可能となる．表 4.1に示す直交配列表 L16(4
4)にしたがえば，16通りのパ

ラメータの組合せについてのみ実験を行えばよい．

4.6.1 GAのパラメータ

集団の個体数，エリート個体数，交叉率，突然変異率を DoEの因子に選定した．表

4.2に因子とそれぞれの水準を示す．集団の個体数のどの水準においても， (集団の個

体数)×(最終の世代数) が同じ値となるように，最終の世代数を設定した．これはいず

れの場合も計算コストがほぼ等しくなるようにするためである．

4.6.2 PSOのパラメータ

PSOに関しては，集団の粒子数, w, c1, c2 の 4パラメータを DoEの因子とした．表

4.3 に因子とそれぞれの水準を示す．GA の場合と同様に，集団の粒子数を因子とす

るすべての水準に対して，反復回数 (最終の世代数)との積が等しくなるように設定を

行った．
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4.6 パラメータの設定

Table 4.1 Orthogonal array L16 (44)

Experiment Level

A B C D

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2

3 1 3 3 3

4 1 4 4 4

5 2 1 2 3

6 2 2 1 4

7 2 3 4 1

8 2 4 3 2

9 3 1 3 4

10 3 2 4 3

11 3 3 1 2

12 3 4 2 1

13 4 1 4 2

14 4 2 3 1

15 4 3 2 4

16 4 4 1 3
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Table 4.2 Factors and their levels of GA parameters

Factor Level

1 2 3 4

A Population size 20 40 80 160

Max. generation 200 100 50 25

B Elite count 1 3 5 10

C Crossover rate 0.3 0.5 0.7 0.9

D Mutation rate 0.01 0.03 0.05 0.10

Table 4.3 Factors and their levels of PSO parameters

Factor Level

1 2 3 4

A Population size 20 40 80 160

Max. generation 200 100 50 25

B w 0.3 0.5 0.7 0.9

C c1 1.0 1.5 2.0 2.5

D c2 1.0 1.5 2.0 2.5
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4.7 計算結果

4.7 計算結果

表 4.1の直交配列表に基づいた実験計画にしたがって，パラメータ決定のための予

備実験を 3回ずつ行った．表 4.4, 4.5は，これらの実験をそれぞれGAと PSOによっ

て行った結果得られた基本振動数を示したものである．図 4.2, 4.3は，因子ごとに各

水準を用いた場合の基本振動数 (目的関数) を示している．これらの結果から GA と

PSOのパラメータとして，それぞれ表 4.6, 4.7に示す値が選択された．なお解の収束

性向上のため，最終世代数 (反復回数) は表 4.2, 4.3の値を 10倍して，いずれも 500

としている．

次に本計算として，上述のパラメータを用いて GA，PSO それぞれについて 3 回

ずつ探索計算を行った．計算にはノートパソコン (Core 2 Duo, T9300, 2.50 GHz, 4

GB RAM, Windows 10 64-bit)を用い，プログラム開発環境として Java 1.8.0を使

用した．

計算結果を表 4.8に示す．表中の “Converged” は，基本固有振動数 Ω1 が最終値に

到達したときの世代数もしくは反復回数を表す．

それぞれの探索計算における，世代数もしくは反復回数に対する Ω1 の値の推移を

図 4.4～4.7に示す．図中の “×” は， Ω1 が最終値に到達した世代を示す．以上の結

果から，GAと PSOの 1世代あたりに要する計算時間はほぼ同じであるが，最終的な

Ω1 は，PSOの方が GAよりもわずかに良い値となることがわかった．さらに，PSO

による探索は GA の場合よりも収束が早いことが明らかとなった．PSO では少なく

とも第 40世代目までに解はほぼ収束していることが認められる．一方 GAでは，500

世代目でも十分に収束してはいないと考えられる．
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Table 4.4 Experimental results (GA)

Experiment Level Results

A B C D Trial 1 Trial 2 Trial 3 Mean

1 1 1 1 1 16.363 16.292 16.340 16.332

2 1 2 2 2 16.359 16.361 16.388 16.369

3 1 3 3 3 16.389 16.295 16.327 16.337

4 1 4 4 4 16.371 16.349 16.285 16.335

5 2 1 2 3 16.342 16.376 16.379 16.366

6 2 2 1 4 16.316 16.359 16.357 16.344

7 2 3 4 1 16.401 16.412 16.330 16.381

8 2 4 3 2 16.319 16.242 16.259 16.273

9 3 1 3 4 16.371 16.298 16.315 16.328

10 3 2 4 3 16.406 16.355 16.339 16.367

11 3 3 1 2 16.319 16.366 16.366 16.350

12 3 4 2 1 16.353 16.369 16.363 16.362

13 4 1 4 2 16.394 16.335 16.384 16.371

14 4 2 3 1 16.396 16.371 16.360 16.376

15 4 3 2 4 16.333 16.385 16.352 16.357

16 4 4 1 3 16.278 16.325 16.295 16.299
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Table 4.5 Experimental results (PSO)

Experiment Level Results

A B C D Trial 1 Trial 2 Trial 3 Mean

1 1 1 1 1 16.410 16.308 16.410 16.376

2 1 2 2 2 16.415 16.415 16.415 16.415

3 1 3 3 3 16.344 16.331 16.368 16.348

4 1 4 4 4 16.278 16.242 16.187 16.236

5 2 1 2 3 16.415 16.415 16.415 16.415

6 2 2 1 4 16.415 16.415 16.415 16.415

7 2 3 4 1 16.381 16.307 16.375 16.354

8 2 4 3 2 16.338 16.269 16.301 16.303

9 3 1 3 4 16.393 16.404 16.314 16.370

10 3 2 4 3 16.326 16.393 16.314 16.344

11 3 3 1 2 16.413 16.412 16.411 16.412

12 3 4 2 1 16.291 16.332 16.363 16.329

13 4 1 4 2 16.376 16.402 16.378 16.385

14 4 2 3 1 16.389 16.336 16.359 16.361

15 4 3 2 4 16.310 16.364 16.389 16.354

16 4 4 1 3 16.329 16.373 16.367 16.356
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Fig. 4.2 Main effects plot (GA)
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Fig. 4.3 Main effects plot (PSO)

71



第 4章 対称積層板の面外振動の振動数最適化

Table 4.6 Selected parameters of GA

Population size 80

Maximum generation 500

Elite count 3

Crossover rate 0.5

Mutation rate 0.01

Table 4.7 Selected parameters of PSO

Population size 80

Maximum generation 500

w 0.3

c1 1.0

c2 1.5
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4.7 計算結果

Table 4.8 Maximized Ω1, stacking sequence and elapsed time

(a) CSFF

Trial Final Converged Stacking sequence

Ω1 Time (s) Generation Time (s)

GA 1 16.399 16898 488 16494 [21.1/−45.4/18.7/−41.7]S

2 16.403 16261 186 6079 [22.6/−42.5/17.5/19.3]S

3 16.402 15941 107 3439 [21.2/−45.9/20.3/5.6]S

Mean 16.401 16367 260 8671

PSO 1 16.410 16757 20 705 [21.9/−44.0/21.9/−44.0]S

2 16.415 17236 22 794 [21.5/−44.4/21.5/21.5]S

3 16.415 16638 19 668 [21.5/−44.4/21.5/21.5]S

Mean 16.413 16877 20 722

(b) SSSS

Trial Final Converged Stacking sequence

Ω1 Time (s) Generation Time (s)

GA 1 56.290 35198 379 26698 [−43.8/44.1/42.5/49.3]S

2 56.224 35266 61 4371 [48.1/−43.9/−42.7/−50.5]S

3 56.182 35083 236 16592 [45.4/−45.7/−40.4/−22.6]S

Mean 56.232 35182 225 15887

PSO 1 56.319 36084 34 2570 [−45.0/45.0/45.0/45.0]S

2 56.319 35331 37 2790 [−45.0/45.0/45.0/45.0]S

3 56.319 35125 34 2456 [45.0/−45.0/−45.0/−45.0]S

Mean 56.319 35513 35 2605
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Table 4.8 (Continued)

(c) CCFF

Trial Final Converged Stacking sequence

Ω1 Time (s) Generation Time (s)

GA 1 19.025 22510 18 850 [48.0/−45.5/43.3/2.3]S

2 19.028 22756 104 4773 [45.3/−46.6/37.4/−5.5]S

3 19.032 22201 453 20125 [45.4/−45.8/44.5/−57.9]S

Mean 19.028 22489 192 8583

PSO 1 19.035 22789 15 729 [45.0/−45.0/45.0/−45.0]S

2 19.028 22480 12 586 [44.6/−44.4/44.6/90.0]S

3 19.035 22868 14 688 [45.0/−45.0/45.0/−45.0]S

Mean 19.033 22712 14 668

(d) CSSS

Trial Final Converged Stacking sequence

Ω1 Time (s) Generation Time (s)

GA 1 66.710 68529 364 49910 [−28.1/31.2/35.7/10.6]S

2 66.709 66771 483 64505 [28.2/−30.0/−31.9/−48.8]S

3 66.756 66767 286 38371 [−28.5/31.5/33.2/26.0]S

Mean 66.725 67356 378 50929

PSO 1 66.765 66917 21 2940 [27.7/−31.8/−31.8/−31.8]S

2 66.765 68934 20 2888 [−27.7/31.8/31.8/31.8]S

3 66.765 68659 21 3015 [−27.7/31.8/31.8/31.8]S

Mean 66.765 68170 21 2948
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4.8 結言

本研究では，基本固有振動数を最適化するための探索性能について，GAと PSOの

比較を行った．GAと PSOの適切なパラメータを，DoEによって効率的に選択した．

本研究で取り上げた最適化問題に対して，PSOを用いた探索は GAを用いた場合より

も優れた性能を示すことが明らかとなった．すなわち Ω1 の最大化問題では，PSOを

用いることによってより大きな値が得られた．さらに PSOでは GAよりも解の収束

が速く，すべての解が第 40世代目までに収束することが示された．
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第 5章 Blended layerを持つ積層板の面外振動解析

5.1 緒言

5.1.1 研究の目的

本章では Blended layerを有する平板の曲げ振動を解析するための二つの実用的な

方法を提案する．Blended layerを持つ均一な厚さの積層平板を対象として，その簡単

かつ正確な振動解析の例示を行う．“Blended” とは，一般に異なる種類の物質をミッ

クスして所望する品質の製品を作ることを意味する．Blended layer は，異なる直線

状の繊維の配向を持つ複数のサブエリアから構成されており，積層板のいくつかの層

に組み込まれる．AFP(Automated Fiber Placement) に代表される最新の製造装置

の出現により，Blended layerの製造は以前より容易となった．Blended layerを採用

することで，各サブエリアの繊維配向角やサブエリア間の境界位置など，パラメータ

が増加するため，材料により細かいチューニングを施すことが期待できる．そのため

積層数や重量を増やすことなく，複合材料をより高性能化することが可能である．

本研究で取り扱う数値解析には，領域内に異なる曲げ剛性を有する対象物に対して

も適用が可能なリッツ法を用いることとし，積層板の 4辺には一般的によく用いられ

る境界条件を設定する．ひずみエネルギーの値は，すべてのサブエリアの値を積分す

ることによって求められる．積層板全体の平面に対して一つの単純な多項式関数を仮

定しているため，固有方程式のサイズが小さくなり計算コストを低くすることができ

るとともに，最適化問題への対応も容易となる．

リッツ法による計算結果を評価するため，同じ薄板理論を用いて有限要素法 (FEM)

のプログラムの作成を行った．FEM のパッケージソフトはアルゴリズムがブラック

ボックスとなっており，曖昧さを避けるために使用しなかった．プログラムは対象と
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5.1 緒言

する問題に最適化することを考慮して作成し，計算の効率化を図った．

5.1.2 研究の背景

等方性平板の振動に関する文献は，膨大な数が存在する．これは工学的な構造物の

多くが金属板の部品を使用しており，多くの場合設計の過程で振動の挙動を定量的に

評価することが求められるためである．1969 年に出版された Leissa による著名な論

文 (1993年に復刻)[5.1]は，現在でも関連の論文に引用されており，さまざまな等方性

長方形板について固有振動数の一覧が提供されている [5.2]．また等方性平板の力学に

関するいくつかの教科書やハンドブック [5.3–5.5]が出版されている．

さらに，ここ数十年の間に構造物への繊維強化プラスチック (FRP)複合材の使用が

実用化されるようになり，複合板の振動解析に関するより多くの情報が求められるよ

うになった．Vinsonと Sierakowski [5.6], Reddy [5.7]，Jones [5.8]，Leissaと Qatu

[5.9] によって，複合板の力学に関する多くの教科書が出版された．炭素繊維強化プラ

スチック (CFRP) は，当初高コストであったため，主に航空宇宙産業のような費用

対効果と軽量化が特に要求される分野で用いられてきた [5.10]．そのため航空機構造

用の複合材料に特化した教科書が出版された [5.11]．最近では例えば [5.12]のように，

航空機構造におけるモーフィング要素について，より革新的な応用についての研究が

行われている．

航空宇宙産業での成功に続き，コスト削減が進んだことで自動車産業においてもこ

れらの材料の適用が重要なテーマとなった．自動車構造部品への繊維強化複合材料の

使用に関して，それまでに発表された論文のリストや実用例を紹介するレビュー記事

[5.13, 5.14]が公開されている．[5.15]では繊維強化複合材を用いた薄い部品のモデリ

ングに関して，自動車の屋根やフェンダーを中心としてまとめられている．

本研究では複合材料として，マトリックス (エポキシ樹脂など)に埋め込まれた直線
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状の繊維 (ここでは炭素繊維) からなるラミナを有する積層体を考える．繊維はマト

リックスよりも剛性が高いため，各層は材料の直交異方性すなわち面内の繊維方向と

繊維に直交する方向で異なる弾性定数を有する．このような方向性の存在は力学的に

は複雑になるが，層を適切に重ねることで積層体に対し意図する性質を持たせるよう

に設計することができる．

現在では，繊維を曲線状に配置した複合材の製造が可能となっている．この繊維

によって同一層内であっても局所的に異方性が変化するために，自由度がさらに増

大しよりフレキシブルな設計を行うことが可能となった．そのため，適切にレイア

ウトされた曲線状の繊維が埋め込まれた積層複合材は，直線状の繊維が用いられた

従来の複合材よりも高い機械的特性を有することが期待できる．このような複合材

は，TFP(Tailored Fiber Placement)マシンを使用して製造することができる [5.16]．

TFPマシンは，水平方向に回転するボビンから糸状の繊維が供給されて，ソーイング

ヘッドによって縫いつける働きを行う．

性質が一様でなく異方性が領域内で異なるような複合材の考え方はすでに以前から

存在し，1990 年には直線状の繊維を不均一に配置することが提案されていた [5.17]．

さらに，直線状の繊維の配向角度が互いに異なる複数のサブエリアから構成される

Blended layer を使用することによって，曲線状の繊維の生成に要する高コストや

最適化に伴う設計の複雑さを回避しつつ，積層板の軽量化，高剛性化が期待できる．

Soremekunら [5.18]は，積層板を軽量化するために，積層板の 2次元配列化を提案し

た．3×3 枚の配列のパネルと 18枚のパネルの組を使用する場合の計算例が示された．
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5.2 Blended layerを持つ対称積層板の面外振動の解析

5.2.1 リッツ法による解析

図 5.1に示すように，分割されたサブエリアを有する対称積層板を考える．サブエ

リアごとに繊維配向角は一様な値となっている．k 番目の層のサブエリア p の応力-ひ

ずみ関係は以下の式で与えられる．


σx

σy

τxy


(k,p)

=


Q11 Q12 Q16

Q12 Q22 Q26

Q16 Q26 Q66


(k,p) 

εx

εy

γxy

 (5.1)

ここで，Q
(k,p)

ij (i, j = 1, 2, 6) は剛性係数 Q
(k,p)
ij を xy 平面に垂直な z 軸のまわりに

角度 θk,p だけ回転したときに相当する値である．Q
(k,p)
ij は以下のように求められる．

Q11 =
EL

1− νLT νTL

Q22 =
ET

1− νLT νTL

Q12 = νTLQ11 = νLTQ22

Q66 = GLT

(5.2)

ただし，添字 k, p は省略した．EL, ET はそれぞれ繊維方向とその直角方向の縦弾性

係数，νLT と νTL はそれぞれの方向におけるポアソン比，GLT はせん断弾性係数で

ある．
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ひずみエネルギーと運動エネルギーは，それぞれ式 (5.3)，(5.4)で与えられる．

U =
P∑

p=1

1

2

∫∫
A

{κ}T [Dp]{κ}dAp (5.3)

T =
1

2
ρh

∫∫
A

(
∂W

∂t

)2

dA (5.4)

ここで ρ [kg·m−3] は平均密度であり，層全体で同一の材料を使用しているものとす

る．曲率ベクトル {κ} は以下のように定義される．

{κ} =

{
−∂2W

∂x2
− ∂2W

∂y2
− 2

∂2W

∂x∂y

}T

(5.5)

[Dp] はサブエリア p の全厚についての曲げ剛性マトリックスで，その成分は以下の式

で表される．

Dij =
1

3

K∑
k=1

Q
(k,p)

ij

(
z3k − z3k−1

)
(i, j = 1, 2, 6) (5.6)

ここで zk−1, zk はそれぞれ第 k層の下面，上面の中立面を基準とした厚さ方向の座標

である．式 (5.3)～(5.6) において, W, A, h, K は，それぞれたわみ関数，断面積，厚

さ，層数である．解析を簡単にするため以下の無次元量を導入する．

ξ =
2x

a
, η =

2y

b
and Ω = ωa2

√
ρh

D0
(5.7)

ξ, η は無次元化された座標, Ω は無次元振動数，ω は角振動数，D0 は次式で定義され

る基準板剛性である．

D0 =
ETh

3

12(1− νLT νTL)
(5.8)
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たわみは以下の式で与えられる．

W (ξ, η, t) =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

AmnXm(ξ)Yn(η) sinωt (5.9)

ただし，

Xm(ξ) = ξm(ξ + 1)bc1(ξ − 1)bc3

Yn(η) = ηn(η + 1)bc2(η − 1)bc4
(5.10)

式 (5.9)において, Amn は未定係数であり，Xm(ξ), Yn(η) は境界条件を幾何学的に満

たす関数である．bci (i = 1, 2, 3, 4) は境界条件インデックス [5.19] であり，以下の値

をとる．

bc1, bc2, bc3, bc4 =


0 (Free)

1 (Simply supported)

2 (Clamped)

(5.11)

無次元振動数である固有値 Ω に関する振動数方程式は以下の式から求められる．

∂

∂Amn
(Tmax − Umax) = 0 (m = 0, 1, 2, · · · ,M−1; n = 0, 1, 2, · · · , N−1) (5.12)

式 (5.12)から次式が導かれる．

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

(
[K]− Ω2[M ]

)
{Amn} = 0 (5.13)

ここで，[K] と [M ] はそれぞれ全体剛性マトリックス，全体質量マトリックスである．

Blended layer が繊維配向角の異なる P 個のサブエリア A1, A2, · · · , AP から構成さ

れているとき，[K] は以下の式から求められる．

[K] =

P∑
p=1

[Kp] (5.14)
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ここで [Kp] はサブエリア Ap に関する剛性マトリックスである．

5.2.2 FEMによる解析

本節でとりあげる FEM による定式化は前節と同じ薄板理論に基づいており，リッ

ツ法による解析の精度を検証するために有効である．定式化は，リッツ法の場合と同

様にエネルギー式 (5.3), (5.4)から行う．要素は，頂点 i, j, k, l を節点とする長方形

である．

境界を含む要素内部のたわみを次式のように仮定する．

W (x, y, t) = w(x, y) sinωt = {P}{α} sinωt (5.15)

ここで，

{P} =
{

1 x y x2 xy y2 x3 x2y xy2 y3 x3y xy3
}

{α} =
{

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12

}T

(5.16)

節点 i における変位を以下のように定義する．

{δi} =

{
Wi

(
∂W

∂x

)
i

(
∂W

∂y

)
i

}T

(5.17)

要素の 4節点の変位は以下のように表す．

{δe} = {δi δj δk δl}T (5.18)

式 (5.15)を 4節点座標に代入することによって得られる [C] を用いて，w は以下のよ

うに表すことができる．

w(x, y) = {P}[C]−1{δe} (5.19)

87



第 5章 BLENDED LAYERを持つ積層板の面外振動解析

さらに式 (5.19)を式 (5.5)に代入して得られる [Q] を用いて曲率ベクトルは以下のよ

うに表される．

{κ} = [Q][C]−1{δe} (5.20)

要素のひずみエネルギーは以下の式によって求められる．

Ue =
1

2

∫∫
A

{κ}T [D]{κ}dA =
1

2
{δe}T [Ke]{δe} (5.21)

ここで，[Ke] は以下の式で表される要素剛性マトリックスである．

[Ke] =
(
[C]−1

)T (∫∫
A

[Q]T [D][Q]dA

)
[C]−1 (5.22)

式 (5.22)の曲げ剛性マトリックス [D] は Blended layerのサブエリアの状態によって

決まる．同様にして要素運動エネルギーの最大値は以下のように与えられる．

Te =
1

2
ρhω2

∫∫
A

w2dA =
1

2
ρhω2{δe}T [Me]{δe} (5.23)

ここで，[Me] は式 (5.19)を用いて求められる要素質量マトリックスである．

[Me] =
(
[C]−1

)T (∫∫
A

{P}{P}TdA
)
[C]−1 (5.24)

要素剛性マトリックスと要素質量マトリックスは全体マトリックスに組み入れられる．

また Blended layerにおいてそれぞれ異なる繊維配向角を有する各サブエリアの要素

剛性マトリックスは，式 (5.22) によって求められる．以上の結果から，次式が導か

れる．

(
[K]− ω2[M ]

)
{δ} = 0 (5.25)
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5.3 数値計算例

ここで [K], [M ], {δ}, ω はそれぞれ全体剛性マトリックス，全体質量マトリックス，

全体変位ベクトル，角振動数である．式 (5.25) の ω は式 (5.7)を用いて無次元値に変

換される．

5.3 数値計算例

図 5.2に本研究でとりあげる四つの場合を示す．図 5.2の (a), (b), (c), (d)はそれ

ぞれサブエリア数が 2, 3, 4, 5の場合であり，以下 BL-2, BL-3, BL-4, BL-5と表す．

また Blended layerを採用しない 1領域の場合は BL-1と表現する．Blended layerは

縫製機によってサブエリア間では連続的に生成されており，サブエリアの境界位置で

繊維配向角が変更する．サブエリア間における角度の変化は，繊維のよじれなく生成

を行えるために 45◦ 以下に制限することとする．

曲げ剛性は，中立面を基準とする厚さ方向の座標 z の 3 乗に比例することが知

られており，(効果)/(コスト) の点から Blended layer を最外層もしくはその近傍の

層に配置することが合理的である．本研究では，12 層から構成される対称積層板

を考える．Blended layer を用いない積層板 (BL-1) における各層の繊維配向角は，

[θ1
◦/θ2

◦/0◦/45◦/90◦/− 45◦]S と表される．かっこの外の “S” は対称であることを表

し，図 5.1のとおり整数は x 軸を基準とした繊維配向角を表す (以下，度を示す “ ◦ ”

は省略する)．上記の設定では，外側の 2層のみの繊維配向角を変数とする．

下線を付した対称的な [0/45/90/− 45]S の集合は，面内張力ではマクロの視点で等

方性を示すが，曲げについては等方性を示さない．図 5.2に示す Blended layerにお
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Fig. 5.2 Numerical examples for plates with two, three, four and five subareas in

the targeted layers
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5.4 リッツ法と FEMによる解析精度の比較

いて，最適化を行うための繊維配向角を次式のように設定した．

BL-2 : [(θA1
1 /θA2

1 )/θ2/0/45/90/− 45]S

BL-3 : [(θA1
1 /θA2

1 /θA3
1 )/θ2/0/45/90/− 45]S

BL-4 : [(θA1
1 /θA2

1 /θA3
1 /θA4

1 )/θ2/0/45/90/− 45]S

BL-5 : [(θA1
1 /θA2

1 /θA3
1 /θA4

1 /θA5
1 )/θ2/0/45/90/− 45]S

(5.26)

等方な板では，ヤング率 E とポアソン比 ν の 2定数のみが弾性特性を定義するた

めに必要である．一方積層板の場合に弾性特性を記述するには，独立した 4弾性定数

が必要となる．過去の文献では，研究がまだ開発途上であったことから，測定によっ

て得られた値や化学会社から提供されたデータが弾性定数として用いられており，そ

れぞれ異なるものであった．

本研究では，以下の材料定数を用いることとする．

EL = 150GPa, ET = 10GPa, GLT = 5GPa, νLT = 0.3 (5.27)

式 (5.27)は CFRPプリプレグの平均的な値を示しており，文献 [5.20]で検証が行

われている．

5.4 リッツ法と FEMによる解析精度の比較

リッツ法と FEMによる数値解の収束特性を調べ，それぞれの無次元振動数を比較

することによって精度を評価する．表 5.1は，b/a = 1 なる正方形の BL-2積層板にお

ける 5次までの無次元振動数 Ω1～Ω5 を両解法で求めた結果である．なお各層の繊維

配向角は次式のとおりである．

[(45A1/0A2)/− 45/0/45/90/− 45]S, c1/a = 0.6 (5.28)
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第 5章 BLENDED LAYERを持つ積層板の面外振動解析

ここで，最外層の左側と右側の各サブエリアにおける配向角はそれぞれ θA1
1 = 45◦,

θA2
1 = 0◦ であり，両サブエリアの境界位置は c1/a = 0.6 であることを示している．

境界条件として CSSF, SSSS, CCCC, CFFFの 4種類を設定した．C, S, F はそれぞ

れ固定支持，単純支持，非拘束 (自由)であることを表し，これらの記号からなる 4文

字は順に図 5.1の辺 (1), (2), (3), (4)における支持の状態を示す．

表 5.1はリッツ法による計算を項数 M ×N が 6× 6, 8× 8, 10× 10, 12× 12 すな

わち行列の要素数が 36× 36, 64× 64, 100× 100, 144× 144 の場合について行った結

果である．数値解は項数が多くなるほど減少し，上位 3桁か 4桁で収束している．一

方 FEMでは，x, y 方向の要素数を 10× 10, 15× 15, 20× 20 とした．マトリックス

の行数，列数はいずれも {(1辺の要素数) + 1}2 × 3 となるため，上記の行列の要素数

はそれぞれ 363× 363, 768× 768, 1323× 1323 となる．計算時間に影響する行列のサ

イズがリッツ法と FEMでは大きく異なることがわかる．

このように，いずれの場合も無次元振動数は収束する傾向を示す．リッツ法による

解は上限値を示し，厳密解の存在を仮定するとそれらはより低い値となるはずであ

る．FEM では，要素数が増加するほど収束する傾向を示し，有効数字 3～4 桁程度

の値を得ることができる．ただしリッツ法による数値解とは異なり，FEM では要素

数の増加に伴って値が増加するものと減少するものが存在する．これは，隣接する要

素の境界に沿った面の傾きが連続しているという条件が考慮されておらず，適合条件

が満たされないためである．表中にリッツ法に対する FEM の数値解の差異 (%) =

[Ω(FEM20 × 20) − Ω(Ritz 12 × 12)] / Ω(Ritz 12 × 12) が記載されているが，いず

れも 1% 以内に収まっている．
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5.4 リッツ法と FEMによる解析精度の比較

Table 5.1 Convergence and comparison of Ritz and FEM solutions for (BL-2) two-

area square plates with [(45A1/0A2)/− 45/0/45/90/− 45]S (b/a = 1, c1/a = 0.6)

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

CSSF Ritz 6 × 6 44.59 76.90 142.96 145.40 185.21

8 × 8 44.48 76.82 141.83 145.05 184.91

10 × 10 44.44 76.80 141.78 144.95 184.82

12 × 12 44.42 76.79 141.76 144.89 184.77

FEM 10 × 10 44.37 76.21 140.23 145.06 182.83

15 × 15 44.33 76.50 141.04 144.83 183.79

20 × 20 44.32 76.61 141.33 144.74 184.13

dif. (%) −0.22 −0.23 −0.30 −0.10 −0.34

SSSS Ritz 6 × 6 50.38 110.35 138.51 202.56 210.51

8 × 8 50.36 110.30 138.33 201.47 208.68

10 × 10 50.35 110.28 138.26 201.42 208.55

12 × 12 50.34 110.27 138.21 201.40 208.49

FEM 10 × 10 50.05 109.23 136.99 198.23 205.33

15 × 15 50.19 109.78 137.57 199.91 206.92

20 × 20 50.24 109.98 137.78 200.52 207.52

dif. (%) −0.20 −0.26 −0.31 −0.43 −0.46

CCCC Ritz 6 × 6 89.89 163.49 202.56 272.27 280.15

8 × 8 89.87 163.44 202.35 272.00 279.79

10 × 10 89.85 163.42 202.25 271.96 279.70

12 × 12 89.85 163.42 202.25 271.96 279.70

FEM 10 × 10 88.85 160.78 199.64 265.88 273.40

15 × 15 89.35 162.13 200.83 269.01 276.44

20 × 20 89.54 162.65 201.29 270.20 277.69

dif. (%) −0.35 −0.47 −0.48 −0.65 −0.72

CFFF Ritz 6 × 6 8.54 22.35 52.83 60.94 76.53

8 × 8 8.51 22.31 52.36 60.35 76.25

10 × 10 8.51 22.29 52.25 60.31 76.14

12 × 12 8.51 22.29 52.19 60.28 76.06

FEM 10 × 10 8.50 22.27 52.16 60.27 75.95

15 × 15 8.50 22.27 52.06 60.24 75.89

20 × 20 8.50 22.26 52.03 60.22 75.86

dif. (%) −0.07 −0.10 −0.31 −0.10 −0.27
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第 5章 BLENDED LAYERを持つ積層板の面外振動解析

Table 5.2 Convergence and comparison of Ritz and FEM solutions for (BL-4) four-

area square plates with [(30A1/75A2/45A3/0A4)/ − 45/0/45/90/ − 45]S (b/a = 1,

c1/a = 0.2, c2/a = 0.6, c3/a = 0.8)

Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5

CSSF Ritz 6 × 6 43.49 79.68 130.39 162.70 173.40

8 × 8 43.43 79.53 129.66 161.34 172.51

10 × 10 43.38 79.48 129.57 161.28 172.34

12 × 12 43.36 79.45 129.47 161.22 172.31

FEM 10 × 10 43.29 78.82 129.62 159.41 170.12

15 × 15 43.26 79.09 129.36 160.30 171.07

20 × 20 43.25 79.19 129.27 160.63 171.42

dif. (%) −0.25 −0.33 −0.15 −0.37 −0.52

SSSS Ritz 6 × 6 50.13 123.34 128.31 198.64 250.92

8 × 8 50.06 123.22 127.98 198.34 247.36

10 × 10 50.04 123.11 127.86 198.13 247.26

12 × 12 50.02 123.07 127.82 198.10 247.20

FEM 10 × 10 49.65 121.66 126.42 193.61 244.24

15 × 15 49.80 122.25 127.01 195.79 245.71

20 × 20 49.85 122.47 127.23 196.60 246.27

dif. (%) −0.34 −0.49 −0.46 −0.76 −0.38

CCCC Ritz 6 × 6 96.43 189.05 193.75 276.94 338.33

8 × 8 96.37 188.87 193.61 276.63 336.99

10 × 10 96.36 188.80 193.59 276.55 336.78

12 × 12 96.35 188.77 193.55 276.46 336.61

FEM 10 × 10 95.26 185.98 190.65 267.66 331.34

15 × 15 95.80 187.31 192.09 272.10 333.62

20 × 20 96.00 187.82 192.64 273.79 334.52

dif. (%) −0.36 −0.50 −0.47 −0.97 −0.62

CFFF Ritz 6 × 6 8.73 21.89 50.56 63.00 76.85

8 × 8 8.71 21.81 50.35 62.17 76.48

10 × 10 8.70 21.79 50.27 62.12 76.28

12 × 12 8.69 21.77 50.24 62.10 76.25

FEM 10 × 10 8.66 21.73 50.23 61.95 76.05

15 × 15 8.66 21.72 50.15 61.98 76.05

20 × 20 8.66 21.72 50.12 61.99 76.05

dif. (%) −0.35 −0.23 −0.24 −0.18 −0.26
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5.5 結言

表 5.2は，BL-4積層板について各層の繊維配向角と最外層のサブエリアの境界を

[(30A1/75A2/45A3/0A4)/− 45/0/45/90/− 45]S

c1/a = 0.2, c2/a = 0.6, c3/a = 0.8
(5.29)

と設定し，5 次までの無次元振動数 Ω1～Ω5 を表 5.1 と同じ形式で示したものであ

る．式 (5.29) は，最外層の各サブエリアの繊維配向角が θA1
1 = 30◦, θA2

1 = 75◦,

θA3
1 = 45◦, θA4

1 = 0◦ であることを表している．境界条件は BL-2積層板の場合と同

じ 4種類である．

解の収束は表 5.1の場合と同様の傾向を示しており，リッツ法による解は FEMの

解よりも大きい値となっている．両者によって得られた振動数の差異はすべて 1% 以

下であることが確認された．これまでの研究では，Blended layer を有する積層板を

リッツ法によって解析した結果の正当性について論じられたものは見られなかったが，

本研究での FEMの解との比較を行うことによってリッツ解の有効性が示された．次

章における最適設計のための計算は，すべてリッツ法を用いて行う．

5.5 結言

本研究では，最外層に Blended layerを有する正方形対称積層板の面外曲げ振動の解

析をリッツ法を応用して行った．最外層に 2～5 領域のサブエリアを有する Blended

layerを持ち 12層からなる対称積層板について固有振動数を求めた．計算の妥当性を

検証するために，FEM のプログラムを用いた数値解析をあわせて行った．リッツ法

と FEM による解析結果は非常によく一致し，5 次までの固有振動数の差異はいずれ

も 1% 以内であることが明らかとなった．

以上の結果から，Blended layerを有する積層板に対しても，リッツ法による振動解

析によって実用的な結果が得られることが確かめられた．
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第 6章 Blended layerを持つ積層板の最適化

6.1 緒言

6.1.1 研究の目的

これまで Blended layerに関連する内容の文献はいくつか発表されているが，その

振動の最適化を論じているものは見当たらない．そこで本章では，その最適化につい

て取り扱う．

第 5章で取り扱った Blended layerを有する積層板を対象とし，面外振動の解析を

行う．設計変数が比較的少ない最適化問題に対しては，実用時間内ですべての解候補

の組合せについて計算を行うことが可能であるため，総当たり法を用いる．一方設計

変数が多い問題には，遺伝的アルゴリズム (GA)を用いて準最適解を求める．最大と

なる基本振動数とそのときの各パラメータを求め，繊維配向角が一様なラミナのみか

ら構成された積層板と比較してその有効性を検証する．

6.1.2 研究の背景

直交異方性のラミナから構成される積層体において，数理計画法を用いて積層の最

適化が行われた [6.1]．Gürdalら [6.2]によって，複合材料の構造最適設計に関する教

科書が出版された．

複合板への最適化の試みは，1970年代の Bertによる研究 [6.3, 6.4]に始まり，1990

年代まで続いた [6.5, 6.6]．設計問題に対し積層パラメータを用いることは，典型的な

手法であった [6.6, 6.7]．積層板の最適化において，問題を簡単化して容易に解を得る

層別最適化法が Narita [6.8–6.10]によって提案された．このような平行な直線繊維が

層内に一様に分布している積層板では，剛性は板内で均一となる．このクラスの問題
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6.1 緒言

は，剛性一定の最適化と呼ばれている．これについて Ghiasiら [6.11]は，剛性が一定

となる設計の 2009年までの成果をまとめている．

繊維の配向角を空間的に変化させることが Gürdalと Olmedo [6.12]によって提案

され，穴の周りに曲線状の繊維を導入することによって応力集中を緩和する方法が検

討された [6.13]．また振動する板の基本振動数を最大化するために，剛性を変化させ

る研究が行われた [6.14]．このような領域内の剛性が不均一となるような複合板につ

いて，可変剛性設計の最適化と題して 2010 年までの文献のレビューが Ghiasi らに

よってまとめられた [6.15]．曲線状に配置された繊維を内包するマトリックスについ

ての研究も続けられた [6.16, 6.17]．Honda らは，曲線に沿って補強された複合長方

形板の振動解析 [6.18]や，複合板に短繊維を最適配置して振動数を最大化するための

設計 [6.19]などに関する論文を発表した．また Hondaらは，形状が最適化された曲線

繊維を持つ板の基本振動数最大化に関する論文 [6.20]，短繊維と曲線繊維によって生

じる局所的な異方性を持つ板の設計に関する論文 [6.21]，任意の曲線繊維に沿った形

状を持つ板の解析に関する論文 [6.22]を発表している．さらには，GAを拡張した非

優越ソート GA(Non-dominated Sorting Genetic Algorithm: NSGA)を用いて，板

材における曲線状の繊維を決定する多目的最適化問題に取り組んだ [6.23]．その他に，

TFPマシンで製造された可変剛性複合材の多目的最適化に関する論文 [6.24]も発表し

た．上述の文献 [6.12–6.24]で言及されている可変剛性の考え方は，自由度が高い設計

を可能にする一方で多くの設計変数が必要となり，計算コストの増加をもたらす．ま

た実際には TFP マシンを使用すると，直線状の繊維を用いる複合材の場合よりも製

造に要する時間が大幅に増大する．

モーフィングフラップ [6.25] については，Panesar と Weaver [6.26] が混合双安

定積層板の最適化について論じている．整数計画法によって，階段状の厚さを持つ
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Blended layer板の重量を最小化する解が求められた [6.27]．積層パラメータを最適化

に用いる場合に，静的問題で Blended layerに対する制約が定式化され，18パネルの

馬蹄形混合問題が例示された [6.28]．同じベンチマーク問題について，Yangら [6.29]

は PDS (Ply-Drop Sequence) という概念を提案した．これも同じ範疇の積層複合材

問題に属するものである．Muc [6.30] は GA を用いて，座屈の制約下における混合

テーパー積層板の設計を行った．

6.2 複数のサブエリアを有する積層板の振動数最適化

6.2.1 BL-2積層板の総当たり法による最適化

本節では最外層に BL-2 の Blended layer を有する対称積層板をとりあげる．各層

の繊維配向角を以下のように設定する．

[(
θA1
1 /θA2

2

)
/− 45/0/45/90/− 45

]
S
, c1/a = 0.6 (6.1)

Blended layerは最外層のみに採用される．2層目の繊維配向角は −45◦ であり，そ

の内側の下線で示された各層は全体として準等方性の性質を示すとみなすことができ

る．最適化問題は次のような形で定式化することができる．

Maximize the fundamental frequency Ω1

Design variables : θA1
1 , θA2

1 , c1/a

Constraint :
∣∣θA1

1 − θA2
1

∣∣ ≤ 45◦

(6.2)

なお繊維配向角は離散値をとるものとし，θA1
1 , θA2

1 についてはそれぞれ

∆θA1
1 , ∆θA2

1 の倍数の値を解候補とする．サブエリア間の境界位置の解候補も離散値

とし，∆c1/a の倍数をとるものとする．式 (6.2) 第 3式の制約条件は，実際の製造を

考慮し繊維の方向が急激に変化することを避けるために設定した．
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6.2 複数のサブエリアを有する積層板の振動数最適化

最適解を求めるためには，設計変数が取り得るすべての可能な組合せについて目的

関数を計算し，その中から最適値 (最大値もしくは最小値)を抽出することが，最も簡

単な方法である．この方法を用いるためには，実用時間内で計算が終了するために，設

計変数のすべての組合せの数が多すぎず適切であり,目的関数を繰り返し計算するため

の高速な計算解析が可能であることが必要である．本研究では，∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 15◦

または 10◦, ∆c1/a = 0.05 を満たすすべての設計変数の組合せについて目的関数の計

算を行った．式 (6.2) 第 3式の制約のもとでは，組合せの総数は ∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 15◦

のとき 1380，∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 10◦ のとき 2754 である．計算にはノートパソコン

(OS: Windows 10, 64 bit, CPU: Core i5-5300U 2.30 GHz, RAM: 12 GB)を用い，

プログラム言語には Java 1.8.0 を使用した．∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 15◦, 10◦ の場合，計算

にはそれぞれ約 28分，約 79分を要した．

表 6.1 に正方形積層板 BL-1 ([θ1/ − 45/0/45/90/ − 45]S) と BL-2 ([(θA1
1 / θA2

1 )

/ −45 / 0 / 45 / 90 / −45]S) について，計算によって得られた基本振動数が最適

値 (最大値)となるときの最外層の繊維配向角 θ1, (θ
A1
1 /θA2

1 ) とサブエリアの境界座標

c1/a (BL-2のみ)を，5次までの振動数とともに示した．繊維配向角を 15◦ の倍数と

した条件において，BL-1 では [30/ − 45/0/45/90/ − 45]S のときに最大基本振動数

Ω1, max = 15.41 が，BL-2では [(0A1/30A2)/− 45/0/45/90/− 45]S, c1/a = 0.20 の

ときに最大基本振動数 Ω1, max = 15.98 が得られた．2領域の Blended layer BL-2を

用いることで Ω1, max が 3.70% 改善した．同様に繊維配向角を 10◦ の倍数とすると，

BL-2では BL-1に対して 3.82% の改善が得られた．その一方で，Ω1 が向上しても高

次モードの振動数のいくつかでは BL-1より値が小さくなった．繊維配向角の解候補

を 5◦ の倍数に設定するとより精度の高い解が期待できるが，この場合 BL-2積層板に

おけるすべての組合せについての計算時間は約 5時間と予想される．さらに Blended
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Table 6.1 Comparison of frequency parameters between (BL-1) no blended layer

and (BL-2) two-area square plate with [(θA1
1 /θA2

1 )/ − 45/0/45/90/0]S and maxi-

mum fundamental frequency (CSFF)

(a) ∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 15◦

Outermost θA1
1 θA2

1 c1/a Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 dif. in

layers Ω1 (%)

BL-1 30 - 15.41 41.72 70.14 101.20 116.60 -

BL-2 0 30 0.20 15.98 41.30 71.78 100.61 117.00 3.70

(b) ∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 10◦

Outermost θA1
1 θA2

1 c1/a Ω1 Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 dif. in

layers Ω1 (%)

BL-1 20 - 15.45 39.72 72.98 96.51 113.37 -

BL-2 10 40 0.30 16.04 43.12 69.65 104.28 121.36 3.82
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layerの分割領域が増えると，より多くの時間を要することとなり実用的ではない．そ

のような場合には近似解法を用いることが必要となる．

6.2.2 Blended layerを有する積層板への GAの適用

複数のサブエリアを有する Blended layer積層板のより複雑な問題に対して，近似

解法の代表的な手法として知られる遺伝的アルゴリズム (GA)[6.31, 6.32]を用いて最

適解の探索を試みる．本節では最外層に BL-3, BL-4, BL-5 の Blended layerを有す

る積層板についてとりあげる．これらの場合については，総当たりによる解法では実

用時間内での計算を行うことができない．

前節と同様に ∆θAi
1 = 15◦ または 10◦ (i = 1, 2, · · · , 5)，すなわち各サブエリ

アの繊維配向角は 15◦ または 10◦ の倍数，サブエリア間の境界の座標については

∆ci/a = 0.05 を満たす値を解候補とする．

GAによる探索は以下の方針によって行う．

1. GAパラメータを後述のとおり決定する．

2. 設計変数となる繊維配向角，サブエリア間の境界座標については，グレイコー

ド [6.33, 6.34]によって符号化を行う．

3. 各個体の染色体に 2点交叉とビットごとの突然変異を所定の確率で作用させる．

4. エリート戦略 [6.35]を採用する．

5. 所定の世代に達した後，Ω1 が最大値をとる個体の設計変数の値を準最適解とみ

なす．

GAの探索性能は，GA パラメータの値に依存することはよく知られている．そこ

で本計算の前処理として，実験計画法 [6.36]によってGAパラメータの値を決定する．

因子を A：個体数と最大世代数の組合せ，B：エリート個体数 / (全)個体数，C：交
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第 6章 BLENDED LAYERを持つ積層板の最適化

叉率，D：突然変異率 とした．各因子の水準を表 6.2に示す．因子 Aでは，いずれの

水準も 個体数 × 最大世代数 が等しくなるように設定した．このため計算コストには

ほぼ差はないと考えられる．予備実験では境界条件を CSFF，繊維配向角の解候補を

15◦ の倍数 (∆θAi
1 = 15◦) とし，表 4.1に示す直交配列表 L16 (44) にしたがって各実

験について 3回ずつの探索計算を行った．なおサブエリア数が多くなると設計変数の

数も増加するため，染色体長さはサブエリア数によって異なる．そこで最適な GAパ

ラメータもそれぞれの場合で異なる値となることが予想されるため，BL2～BL5の場

合ごとに独立して予備計算を行った．表 6.3 に各因子の水準ごとに，3 回の試行で得

られた基本振動数 Ω1 の平均値を示す．この中からそれぞれの因子について Ω1 が最

大となる水準を選択することにより，探索が最適化される GAパラメータの組合せが

得られると考えられる．表 6.4にサブエリア数ごとに上記の方法で決定された，本計

算で用いられる GAパラメータを示す．ただし最大世代数については，より精度の高

い解を求めるため水準の 2倍の値を採用した．

対象とする図 5.2に示す積層板の各繊維配向角は次式のように表される．

[
(θA1

1 /θA2
1 / · · · /θAnr

1 )/− 45/0/45/90/− 45
]
S

(nr = 2, 3, 4, 5) (6.3)

問題は式 (6.2)と同様にして，次式のとおり定義される．

Maximize the fundamental frequency Ω1

Design variables : θA1
1 , θA2

1 , · · · , θAnr
1 ;

c1
a
,
c2
a
, · · · , cnr−1

a
(nr = 2, 3, 4, 5)

Constraint :
∣∣θAi

1 − θAi+1
1

∣∣ ≤ 45◦ (i = 1, 2, · · · , nr − 1)

(6.4)

境界条件は SSSS, CFFF, CSFF, CCCCとする．計算は BL-2 から BL-5 までの各

積層板について，境界条件ごとに 5回ずつ行う．
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6.2 複数のサブエリアを有する積層板の振動数最適化

Table 6.2 Factors and levels on GA parameters used in Design of Experiment

Factor Level

1 2 3 4

A Population size 10 20 40 80

Max. generation 160 80 40 20

B
Elite count

Population size
0.1 0.2 0.3 0.4

C Crossover rate 0.5 0.6 0.7 0.8

D Mutation rate 0.01 0.02 0.03 0.04
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Table 6.3 Results on factors and levels for (BL-2) through (BL-5) and correspond-

ing fundamental frequencies in Design of Experiment

Factor Level Mean of Ω1

BL-2 BL-3 BL-4 BL-5

A 1 15.897 15.967 15.936 15.707

2 15.962 15.953 15.944 15.970

3 15.969 15.989 15.970 15.933

4 15.969 16.010 16.002 15.954

B 1 15.921 15.932 15.944 15.683

2 15.967 16.023 15.969 15.974

3 15.947 16.013 16.008 15.972

4 15.962 15.950 15.930 15.935

C 1 15.924 15.973 16.002 15.734

2 15.960 15.954 15.924 15.867

3 15.956 15.986 15.968 16.005

4 15.958 16.005 15.958 15.959

D 1 15.915 15.916 15.955 15.626

2 15.957 15.981 15.915 15.942

3 15.963 15.999 15.993 15.969

4 15.962 16.023 15.988 16.026
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Table 6.4 GA parameters determined by Design of Experiments

BL-2 BL-3 BL-4 BL-5

Population size 40 80 80 20

Max. generation 80 40 40 160

Elite count 8 16 24 4

Crossover rate 0.6 0.8 0.5 0.7

Mutation rate 0.03 0.04 0.03 0.04
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6.2.3 最外層に Blended layerを有する積層板の GAによる設計結果

前節で述べた計算方法によって得られた結果から，∆θi = 15◦ (i = 1, 2, · · · , 5) の

条件の下で Ω1 を最大化する (準)最適解を表 6.5に示す．ただし，BL-1積層板につ

いては，総当たり法で得られた最適解が記載されている．BL-2～BL-5 については，

最外層の Blended layer において θAi
1 = θAi+1

1 となった場合は，隣接する i 番目と

i + 1 番目のサブエリアの繊維配向角が同一であることを意味しており，サブエリア

を分割する効果がないことを示す．そこでこの場合には両者を同一サブエリアである

とみなし，まとめて角度を表示し (両者間の境界位置は記載しない)，余剰となる後ろ

の欄に直前の繊維配向角と境界位置の値をかっこ内に表示している．表の dif. in Ω1

(%) の欄には，BL-1 を基準としたときの Ω1 の差異 (%) を示す．

境界条件が SSSSのとき，ほぼすべてのサブエリアで繊維配向角は 45◦ が最適値と

なっており，サブエリア数は Ω1 の最大値を上昇させるための影響をほとんど及ぼさ

ない．CFFFにおいても同様に，サブエリアの数を増やしても最適化にはあまり寄与

しない．その一方でより拘束の度合いが増す CSFF と CCCC では，サブエリアの数

が増えるほど Ω1 の上昇が顕著になり，BL-5 積層板では BL-1よりもそれぞれ 4.8%,

9.2% 増大した．

表 6.6 に，∆θi = 10◦ (i = 1, 2, · · · , 5) としたときの最適化の結果を表 6.5と同様

に示した．表 6.5で示される角度が ∆θi = 15◦ の場合よりも細かく設定されていて解

空間がより広くなるにも関わらず，SSSSでは Ω1 の最適値が低下している．この理由

は SSSSで正方形板における繊維配向角の最適値である 45◦ が解候補に含まれていな

いためである．

ここで総当たり法と GAによる計算時間についての比較を行う．境界条件 CSFFの

下で BL-2積層板を対象とする場合に，∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 15◦ の条件で GAによる計
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6.2 複数のサブエリアを有する積層板の振動数最適化

算を行ったところ，5試行のうち 4回で表 6.1に示す総当たり法によって得られた最

適解と同一の値を得ることができた．最適解に到達したときの世代数は約 40で，計算

時間は約 18分であった．最終世代である 80世代目までに最適解に到達しなかった試

行は 1回のみで，そこまでの計算時間は約 36分であった．一方，総当たり法における

解探索では，前節で述べたように計算に約 28分を要している．∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 10◦

の場合には，GAによるすべての試行で総当たり法と同じ結果となり，最適解が得ら

れた．いずれも 7～41世代目に最適解に到達しており，ここまでの所要時間は 3～18

分であった．

なお GA による計算には，総当たり法の計算で用いたものと同一のノートパソコ

ンを使用した．上記の結果から，GAの実用性が示された．解空間が広くなった場合

でも，総当たり法と比較して GA では最適解を探索するために要する時間への影響

は少ないと考えられるため，設計変数の数が多い問題では更なる優位性を有する．図

6.1 は，個体数 × 世代数 を横軸にとり，Ω1 の推移を示したグラフである．境界条

件は，(a)(b)が SSSS，(c)(d)が CFFF，(e)(f)が CSFF，(g)(h)が CCCCであり，

(a)(c)(e)(g)では ∆θAi
1 = 15◦，(b)(d)(f)(h)では ∆θAi

1 = 10◦ である．Blended layer

のサブエリア数が多くなるほど，Ω1 の収束が遅くなる傾向が認められる．特に拘束が

強い CCCCの場合にはその傾向が顕著である．

図 6.2は，BL-2と BL-5における ∆θAi
1 = 15◦ の 5回の試行それぞれについて，Ω1

の推移を示している．(a)(c)(e)(g) の BL-2 積層板では，個体数 × 世代数 が 500 に

達するまでに解がほぼ収束しているが，(b)(d)(f)(h)の BL-5 積層板の場合には，500

となってもほとんどの試行で解が収束していないことがわかる．横軸の個体数 × 世代

数 が 3200に達した時点で計算を終了しているが，(h)の CCCCでは計算を続けてい

れば解がさらに改善されたことが予想される．∆θAi
1 が 15◦，10◦ のどちらであって
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1 = 10◦)

Fig. 6.1 Convergence of Ω1 to the best solutions with the product of population

size and generation in different boundary conditions and increments
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(d) CFFF (∆θAi
1 = 10◦)

Fig. 6.1 (Continued)
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(e) CSFF (∆θAi
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(f) CSFF (∆θAi
1 = 10◦)

Fig. 6.1 (Continued)
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1 = 15◦)
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(h) CCCC (∆θAi
1 = 10◦)

Fig. 6.1 (Continued)
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第 6章 BLENDED LAYERを持つ積層板の最適化

も，境界条件が SSSSと CFFFの場合には，BL-1を基準としたときの Blended layer

による Ω1 の増加はほとんどの場合 0.1% 以下であるのに対し，CSFFと特に CCCC

ではその増加が % のオーダーとなった．これらの場合では，サブエリア数が多いほど

最適化された目的関数 Ω1 が大きな値をとることが示された．以上の結果から，境界

条件として拘束の度合いが強いほど Blended layerは効果的であると考えられる．

図 6.3は，各境界条件における ∆θAi
1 が 15◦，10◦ の場合の Ω1 の最適解を比較のた

めに示したものである．(b) CFFFと (c) CSFFでは ∆θAi
1 = 10◦ の場合に Ω1 がわ

ずかに大きな値を示した．一方，(a) SSSSと (d) CCCCでは ∆θAi
1 = 10◦ のときよ

りも ∆θAi
1 = 15◦ の方が解候補が少ないにもかかわらず Ω1 の値はより大きくなった．

SSSSや CCCCのように板の 4辺が一様に拘束される境界条件において ∆θAi
1 = 15◦

の場合に解がより良い値を示すのは，θ = 45◦ が解候補に含まれているためである

と考えられる．∆θAi
1 が 15◦ と 10◦ における差異は，CCCC の場合以外はいずれも

0.5% 以下である．なお CCCCの BL-5 において，∆θAi
1 = 10◦ のときの Ω1 の値は

BL-4のものよりも小さいことから，計算が最終世代までに収束していないことは明ら

かであり，最適解ではない．

境界条件 SSSS, CFFF, CSFF, CCCCにおける BL-1，BL-2 の各正方形板につい

て，最適解のときの振動モード図を ∆θA1
1 = ∆θA2

1 = 15◦, 10◦ の場合について，それ

ぞれ図 6.4，6.5に示す．これらのモード形状に対応する繊維配向角などのパラメータ

は表 6.5, 6.6 に記載されている．4 次モードに若干の違いが認められるが，全体とし

て振動モード形状に Blended layerによる大きな影響は見られない．
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Fig. 6.2 Five trials of convergence of Ω1 to the best solutions with the product

of population size and generation in different boundary conditions and increments

(∆θAi
1 = 15◦)
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(d) CFFF (BL-5)

Fig. 6.2 (Continued)
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(f) CSFF (BL-5)

Fig. 6.2 (Continued)
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Fig. 6.2 (Continued)
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Fig. 6.3 Comparison of Ω1 between ∆θAi
1 = 15◦ and 10◦ for square plates with

(BL-1) through (BL-5)
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Fig. 6.3 (Continued)
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Fig. 6.4 Mode shapes of optimized 12-layer square plates [θ1/ − 45/0/45/90/ −
45]S and [(θA1

1 /θA2
1 )/ − 45/0/45/90/ − 45]S, ∆θ1 = ∆θAi

1 = 15◦), (frequencies

corresponding to the modes are given in Table 6.5)
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BL-1
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Fig. 6.4 (Continued)
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6.2 複数のサブエリアを有する積層板の振動数最適化

1st 2nd 3rd 4th

SSSS

BL-1

SSSS

BL-2

CFFF

BL-1

CFFF

BL-2

Fig. 6.5 Mode shapes of optimized 12-layer square plates [θ1/ − 45/0/45/90/ −
45]S and [(θA1

1 /θA2
1 )/ − 45/0/45/90/ − 45]S, ∆θ1 = ∆θAi

1 = 10◦), (frequencies

corresponding to the modes are given in Table 6.6)
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1st 2nd 3rd 4th
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BL-1

CCCC

BL-2

Fig. 6.5 (Continued)
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6.2 複数のサブエリアを有する積層板の振動数最適化

6.2.4 最外層の Blended layerとその隣接層の最適化に関する GAによる設計結果

最後に，最外層に加えて隣接する第 2層の繊維配向角も設計変数とした場合につい

ても最適化を試みる．

[
(θA1

1 /θA2
1 / · · · /θAnr

1 )/θ2/0/45/90/− 45
]
S

(nr = 1, 2, 5) (6.5)

境界条件はこれまでと同様に SSSS, CFFF, CSFF, CCCCとする．最外層は BL-1

の他に Blended layerの BL-2, BL-5を対象とし，第 2層は単一の繊維配向角 θ2 を有

するものとする．BL-1積層板の場合についてのみ総当たり法で計算を行い，それ以外

については表 6.4に示すパラメータを用いて GAによる計算を行った．

表 6.7に ∆θAi
1 = ∆θ2 = 15◦ としたときに得られた最適解の計算結果を示す．境界

条件が SSSSの場合には，BL-1，BL-2，BL-5 のいずれについても最外層のすべての

サブエリアで繊維配向角は一様に −45◦ となったため Ω1 が同一の値を示し，Blended

layerの効果は見られなかった．一方，CFFFから CCCCにかけて境界の拘束の度合

いが強くなるほど，サブエリアの増加による Ω1 の上昇の効果が顕著となる傾向が確

認された．最も拘束が強い CCCCの境界条件において，BL-5 積層板では最適化され

た Ω1 の値が BL-1の場合よりも約 9% 増加している．表 6.5と表 6.7の比較から，第

2層を設計変数に加えても最適化に対する効果はあまり認められないことがわかる．

表 6.8は，表 6.7より解候補が多い ∆θAi
1 = ∆θ2 = 10◦ の場合についての計算結果

である．表 6.7の ∆θAi
1 = ∆θ2 = 15◦ の場合と比較して，解空間が増大した効果はほ

とんど認められない．むしろ SSSS，CCCCのような一様に拘束された条件に対して

は，繊維が対角線方向となる θAi
1 = 45◦ が解候補に含まれないため，Ω1 の値が小さく

なっている．境界条件 CSFF，CCCCについては，Blended layerによって最外層に

複数のサブエリアを設けたときに，第 2層の繊維配向角は BL-1の場合とは異なる値
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第 6章 BLENDED LAYERを持つ積層板の最適化
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6.3 結言

を示した．さらに BL-5では Ω1 が約 10% 増加した．他方，境界条件 SSSS，CFFF

ではそのような違いはほとんど認められなかった．

6.3 結言

積層板の最外層に採用された Blended layerの各サブエリアの繊維配向角を 15◦ ま

たは 10◦ ずつ変化させて，基本振動数を最大化するような最適化問題に取り組んだ．

比較的単純な例としてとりあげた二つのサブエリアを有する正方形積層板に対して，

本研究で提案した高速で計算が行えるリッツ法によって，すべての組合せについて計

算を行う総当たり法によって最適解を求めた．サブエリアの数が 3以上となる，設計

変数がより多い問題については，遺伝的アルゴリズム (GA) による最適化を試みた．

その際，実験計画法によってあらかじめ最適な GAパラメータを求めた．リッツ法と

GAによる最適化を組合せた数値実験では，Blended layerの各サブエリアにおける繊

維配向角の準最適解を求めることができた．

GAによる計算では，可能なすべての組合せについて値を求めた総当たりによる手

法とほぼ同等の効果と精度が得られた．また一般に Blended layerのサブエリアが増

加するほど基本振動数の最適値が大きくなることが確かめられた．この傾向は 4辺を

固定支持する CCCCのような剛性の高い境界条件の場合に顕著であり，4辺を単純支

持する SSSS，片持の CFFFのような剛性が低くなるような条件の場合には，サブエ

リアの増加は基本振動数の増加にあまり影響を及ぼさないことが示された．

本研究によってその優位性が明らかとなった Blended layerが，さまざまな積層板

に採用され，性能の向上に寄与することを期待したい．
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第 7章 結論

本研究では，長方形状の対称積層平板に対して振動解析を行った．面内・面外の振

動について，平板に自由辺，単純支持辺，固定辺の境界条件を設定し，固有振動数の

計算を行った．計算にはリッツ法を用いた．FEM による解析結果や過去の研究と比

較することにより，リッツ法の計算精度が十分であることが確認された．積層板の 1

次固有振動数を最大化させるためなどの最適設計を試み，総当たり法，GA，PSOを

用いて探索計算を行った．サブエリアごとに繊維配向角が異なる Blended layerを最

外層に採用した積層平板についてもリッツ法による面外振動解析を行い，その適用が

妥当であることが確かめられた．また Blended layer を含む積層板について，1 次固

有振動数が最大となるような最適化を試みて，その性能評価を行った．各章において，

以下に示す結果を導き出すことができた．

第 2章では，対称積層板について面内振動の解析を行った．リッツ法を用いた面内

振動の計算精度が十分であることが確かめられた．配向角の組合せなどが異なる単層

板と積層板あわせて 6種類を対象として，その 4辺に自由 (F)，辺方向の変位のみを拘

束する単純支持 (S1), 辺に垂直な方向の変位のみを拘束する単純支持 (S2)，固定 (C)

のすべての組合せを境界条件として課し，それらを固有振動数によってクラス分けす

るとともに，積層板の構成による各クラス間の関係について明らかにした．

第 3章では，単層板やアングルプライ 4層板など 4種類の積層正方形板について総

当たり法によって固有振動数の最適解を求めた．(1) 1次固有振動数の最大化，(2) 1

次固有振動数の最小化，(3) 1次と 2次の固有振動数の差の最大化について取扱った．

(1)については，ほとんどの境界条件において単層板よりもアングルプライ積層板の方

が，設計変数の数が同一にもかかわらず明らかな優位性を示すことが認められた．一
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方，対称 4層積層板と対称 8層積層板では，ごく一部の境界条件を除いて 1次固有振

動数最大化に対する効果の違いはほぼ認められない結果となった．(2)については，境

界条件ごとに得られた繊維配向角が 4 種類の積層板で同じ値となった．(3) について

は，単層板とアングルプライ積層板における 1次と 2次の固有振動数の差は，(1)で見

られるほどの違いは生じなかった．

第 4章では，対称積層平板の面外振動について 1次固有振動数を最大化するような

最適化を試みた．振動を最適化するための積層板を構成する各層の繊維配向角をリッ

ツ法とメタヒューリスティックスの GAもしくは PSOを用いて，両手法の解の探索

性能を比較した．なお両メタヒューリスティックスで用いられるパラメータは実験計

画法によってあらかじめ定めておいた．その結果，PSOの方が GAよりも解の収束が

早いことが明らかとなった．

第 5 章では最外層にサブエリア数 1～5 の Blended layer を持つ積層板について，

リッツ法を用いて面外振動の解析を行った．求められた 1次から 5次までの固有振動

数は FEMによって得られた値とよく一致しており，その差異はいずれも 1%以内で

あった．以上のことから Blended layerを有する積層板に対してもその適用の妥当性

が確認された．

第 6章では再度 Blended layerを有する積層板をとり上げ，面外振動について 1次

固有振動数を最大化することを目的とする最適化を試みた．Blended layer 板の存在

によって設計の自由度が増す一方で，パラメータが増加し計算コストも増大する．そ

こで設計変数が少ない問題に対しては総当たり法を，多い問題に対しては GAを用い

てリッツ法による数値解析を行った．その結果，拘束の程度が大きな CCCCなどの境

界条件では，Blended layer のサブエリア数を増加することによって明らかな改善が

認められた．また GAによって，実用的な準最適解が総当たり法よりも短い時間で得
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られることが確認された．

本研究によって得られた知見が，積層板の振動解析の発展に貢献することを期待し

たい．
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[5.18] G. Soremekun, Z. Gürdal, C. Kassapoglou, D. Toni, Stacking sequence blending

of multiple composite laminates using genetic algorithms, Compos Struct. 56 (2002)

53–62. https://doi.org/10.1016/S0263-8223(01)00185-4.

[5.19] Y. Narita, Series and Ritz-type buckling analyses. In: Turvey G.J., Marshall I.H.

(eds) Buckling and postbuckling of composite plates. 1995, Dordrecht: Springer.

33–57 (Chap 2). https://doi.org/10.1007/978-94-011-1228-4_2.

[5.20] Y. Narita, M. Innami, D. Narita, The effect of using different elastic moduli on

vibration of laminated CFRP rectangular plates, EPI Int J Eng. 2 (2019) 19–27.

https://doi.org/10.25042/epi-ije.022019.05.

第 6章
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