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学 位 論 文 題 名 

 
Two Constructions of Hopf Algebroids Based on the FRT Construction and Their Relations 

（FRT構成法に基づくホップ亜代数の 2つの構成法とそれらの関係性） 

 

 FRT 構成法は量子ヤン・バクスター方程式（QYBE）の解を用いてホップ代数を構成する方法で

ある。本構成法によるホップ代数とその商からすべての余擬三角なホップ代数を構成することが

できる。QYBEが様々なテンソル圏上の方程式として拡張されるにつれて、FRT構成法も同様に拡

張されてきた。 

Etingof-Varchenko（1998）は QYBEにパラメータを加えて一般化した量子ダイナミカル・ヤン・

バクスター方程式（QDYBE）の解から 𝔥-双亜代数を構成した。QDYBEの解が rigid性と呼ばれる性

質を持つとき、𝔥-双亜代数は対合射を持ち、𝔥-ホップ亜代数と呼ばれる。彼らは 𝔥-ホップ亜代数

が得られる QDYBEの解の具体例も与えている。 

 QDYBEの集合論的類似解にあたる、ダイナミカル・ヤン・バクスター写像（DYBM）（澁川、2005）

がある。澁川-竹内（2010）は DYBM 𝜎 を用いて左双亜代数 𝐴𝜎 が構成できることを明らかにした。

QDYBEと同様、DYBMがリジッドであるとき、この左双亜代数はホップ亜代数となる。リジッドな

DYBMの具体例は、擬群とある性質を満たす 3項系により構成される（澁川、2016）。 

 一方、林（1993）は箙上の QYBE の解 𝑤 から、面代数（弱双代数）𝔄(𝑤) を構成した。通常の

FRT 構成法と同様、このような面代数は余擬三角となり、その商を用いることによりすべての余

擬三角な面代数を構成することができる。また、林（1996）は可閉な面代数を用いてホップ閉包

と呼ばれるホップ面代数を構成した。可閉性は箙上の QYBEの解に関する条件に書き換えることが

でき、このような解 𝑤 によってホップ閉包 Hc(𝔄(𝑤)) が得られる。 

 近年では、QYBEや FRT構成法の一般化に対し、それらの関係を論じる研究も行われている。松

本-清水（2018）は有限なパラメータ集合を持つ DYBM 𝜎 を用いて箙上の QYBEの解 𝑤𝜎  が導かれる

ことを明らかにした。さらに、これらの解から得られる 2 つの弱双代数 𝔄(𝑤𝜎) 、𝐴𝜎  の間に準同

型写像を構成した。 

 本論文では FRT構成法の 2通りの一般化を行い、それらの関係をホップ亜代数の準同型を構成

することにより明らかにする。 

 まず初めに、DYBMを用いたホップ亜代数の構成法の一般化とその具体例の構成を行う。本研究

は澁川陽一氏（北海道大学）との共同研究である。従来の方法では、有限なパラメータ集合 𝐻 を

もつ DYBMの場合、base ring（ 𝐻 から体への写像全体がなす代数）がフロベニウス分離代数とな

るため、得られるホップ亜代数は弱ホップ代数の構造を持つ。そのため、弱ホップ代数とはなら

ないホップ亜代数の具体例を得るためには、無限なパラメータ集合をもち定義域が有限集合とな

る DYBMを構成する必要があった。本研究では base ringを一般の代数 𝐿 とすることで、ホップ亜

代数 𝐴𝜎  を構成することを試みる。構成においては有限集合 𝑋 から定まる 𝐿 の元の族 𝜎 =

{𝜎𝑐𝑑
𝑎𝑏}

𝑎,𝑏,𝑐,𝑑∈𝑋
 および群 𝐺 の元 deg(𝑎) (𝑎 ∈ 𝑋) が必要になるが、𝐴𝜎 が左双亜代数になるときの 𝜎 

が満たすべき条件は以下で与えられる。 

𝜎𝑎𝑐
𝑏𝑑(𝑇deg(𝑑) ∘ 𝑇deg(𝑏))(𝑙) = (𝑇deg(𝑐) ∘ 𝑇deg(𝑎))(𝑙)𝜎𝑎𝑐

𝑏𝑑  (∀𝑙 ∈ 𝐿) (1) 

ただし、𝑇𝛼  (𝛼 ∈ 𝐺) は 𝐿 上の同型写像であり、 𝑇𝛼 ∘ 𝑇𝛼−1 = 𝑖𝑑𝐿 を満たす。また、𝐴𝜎  が右双亜代

数になるときの 𝜎 が満たすべき条件は上の条件よりも強い。これらは不変条件を満たす DYBM か

ら構成される 𝜎 の性質を代数的に整理したものである。この 𝜎 に対してリジッド性が定義され、

本条件を満たすときに 𝐴𝜎 はホップ亜代数となる。𝐴𝜎  がホップ亜代数となる 𝜎 の具体例は、base 

ring 𝐿 を有限集合 𝐻 から代数 𝑅 への写像全体とし、リジッド性の十分条件を用いることで得られ



 

 

る。このとき、𝑅 をフロベニウス分離でないものにすることにより、弱ホップ代数の構造を持た

ないホップ亜代数 𝐴𝜎  が得られる。フロベニウス分離でない 𝑅 の例は、線形独立な 3つの 2次正

方行列から構成することができる。 

 次に箙上の QYBEの解を用いたホップ亜代数 𝔘(𝑤) の構成を行う。この 𝔘(𝑤) は林（1998）によ

る Hc(𝔄(𝑤)) の自由代数を用いた表示を参考にして構成されるが、一部の関係式が少し弱められ

ている。Base ringは有限箙 (𝑄, 𝔰, 𝔱) の頂点集合から一般の代数 𝑅 への写像全体がなす代数で与え

られる。構成において 𝑅 の中心に含まれる元の族 𝑤 = {𝐰 [𝑐
𝑎
𝑑

𝑏]}
(𝑎,𝑏),(𝑐,𝑑)∈𝑄(2)

 （𝑄(2)は箙のファ

イバー積）が必要になるが、 𝐴𝜎 とは異なり、 𝔘(𝑤) が左双亜代数になる条件と右双亜代数になる

条件は同じであり、以下で与えられる。 

𝔰(𝑎) ≠ 𝔰(𝑐) or 𝔱(𝑏) ≠ 𝔱(𝑑) ⇒ 𝐰 [𝑐
𝑎
𝑑

𝑏] = 0 (2) 

これは箙のファイバー積 𝑄(2) 上の準同型から構成される 𝑤 の性質を代数的に整理したものであ

る。𝑤 においてもリジッド性を定義することができ、本条件の下で 𝔘(𝑤) はホップ亜代数となる。 

 最後に 2 つのホップ亜代数 𝐴𝜎 、𝔘(𝑤)の関係を論じる。𝐴𝜎  の base ring を有限集合 Λ から代

数 𝑅 への写像全体 𝑀 とし、Λ 上の全単射 deg(𝑎) (𝑎 ∈ 𝑋) および 𝑀 の中心に含まれる元の族 𝜎 を

以下で定める。 
(deg(𝑏) ∘ deg(𝑑))(𝜆) ≠ (deg(𝑎) ∘ deg(𝑐))(𝜆) ⇒ 𝜎𝑎𝑐

𝑏𝑑(𝜆) = 0 (3) 
本条件により、𝐴𝜎 は左（右）双亜代数となる。また、Λ を頂点集合とする有限箙 𝑄 ≔ Λ × 𝑄 に

対し、 𝑅 の元の族 𝑤 を以下で定義する。 

𝐰 [(𝜇, 𝑐)
(𝜆, 𝑎)
(𝜇′, 𝑑)

(𝜆′, 𝑏)] = 𝛿𝜆,𝜇𝜎𝑑𝑐
𝑏𝑎(𝜆)   (∀((𝜆, 𝑎), (𝜆′, 𝑏)), ((𝜇, 𝑐), (𝜇′, 𝑑)) ∈ 𝑄(2)) (4) 

この 𝑤 は条件(2)を満たすため、左（右）双亜代数 𝔘(𝑤𝜎) ≔ 𝔘(𝑤) が構成される。これらの間に

は同型写像 Φ: 𝔘(wσ) → 𝐴𝜎  を構成できる。この同型写像 Φ を用いて、(3)による 𝑀 の元の族 𝜎 の

リジッド性と(4)による 𝑅 の元の族 𝑤 のリジッド性が同値であることが示される。𝐴𝜎  、𝔘(𝑤𝜎) が

ともにホップ亜代数であるとき、Φ はストリクトなホップ亜代数の同型写像となる。 

 

 

 

 

 

 

 


