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はじめに
大学院生および若手研究者により組織・運営されている数学総合若手研究集会も 2022年度で第 19回を
迎えることとなりました。当研究集会は、数学に関わる物理・化学・経済・工学・医学などの様々な分野
の若手研究者の講演の場となることで、研究の発展および人的ネットワークの構築を目的として行われて
きました。近年、多くの分野で数学的手法が取り入れられているなか、当研究集会のように数学を中心と
した分野間交流を行うことは大変意義があるものであると信じております。
全国的に猛威を振るっていた新型コロナウイルス感染症の影響により、第 17回と第 18回はオンライン
での開催を余儀なくされておりました。今年度は対面とオンラインのハイブリッド形式で開催され、幅広
い分野の若手研究者 100名に講演していただきました。オンライン配信を前提とした事前準備などで参加
者にご負担をおかけし、また期間中の機材トラブルなどでご迷惑をおかけしましたこと、この場を借りて
深くお詫び申し上げます。重ねて、依然として新型コロナウイルスが猛威を振るう中、多くの方々にご来
場いただき、感染拡大防止にご協力いただいたおかげで、研究集会を無事に開催することができました。
心より感謝申し上げます。
当研究集会の講演は、口頭発表であるシングルセッション（60分）とパラレルセッション（30分）、そ
してポスターセッションからなります。シングルセッションはあらゆる分野の参加者を対象とした講演で
あり、問題の背景・動機などの入門的な内容を含んだ講演となっております。パラレルセッションでは分
野ごとに分かれ、より専門的な内容の講演が行われます。ポスターセッションは講演者と聴講者との自由
な議論の場となっております。
このテクニカルレポート集は講演者の皆様から事前に提供して頂いた原稿をまとめたものです。テクニ
カルレポートはシングルセッション、パラレルセッション、そしてポスターセッションの順に並んで掲載
されております。サブタイトルに「数学の交叉点」とありますように、数学が様々な分野の“交叉点”と
なることを目的とし、数学以外の分野の方々にもわかりやすく入門的な事項を含んだものとなっておりま
す。参加者の皆様が講演をより深く理解し、またご自身の研究を進展させる一助となればこの上ない喜び
です。

開催にあたり

• 講演者の皆様、参加者の皆様

• 北海道大学理学部数学教室の先生方、および事務員の方々

• 過去の数学総合若手研究集会世話人の方々

から多大なるご支援を頂きました。この場を借りて心より感謝申し上げます。

なお、この研究集会は北海道大学大学院理学研究院数学部門の財政的援助を受けて開催されています。
深く感謝いたしております。

2023年 3月
MCYR19 世話人
安孫子啓介（代表） 藤江克徳 高田佑太 田嶌優 菅原朔見
大野優 齋藤琢弥 富樫大智 幡航太朗 廣瀬和也
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14:00-14:30 Ó hAodha, Dáith́ı(解析) 中川 雄太 (解析) 鶴田 侑己 (代数) 磯島 司 (幾何)

14:40-15:10 石塚 健二郎 (解析) 甲斐 大貴 (解析) 山口 永悟 (代数) 若槇 洋平 (幾何)

15:30-16:00 坪内 俊太郎 (解析) 安藤 遼哉 (代数) 新井 克典 (幾何)

16:10-16:40 田中 聖人 (解析) 牧田 慎平 (解析) 石塚 伶 (代数) 米村 拳太郎 (幾何)

16:50-17:20 内村 朝樹 (解析) 三栖 邦康 (解析) 仲里 渓 (代数) 柳田 幸輝 (幾何)

17:30-18:00 有本 諒也 (解析) 何 力 (代数)

3月9日（木）
10:00-11:00 丸山 修平 (幾何)

会場 A 会場 B 会場 C 会場 D

11:20-11:50 Teng Wentao(解析) 和知 秀忠 (数理科学) 石塚 康介 (代数) 大野 走馬 (幾何)

12:00-12:30 Habibi Sadaf(解析) 田中 優帆 (数理科学) 後藤 慶太 (代数) 鹿俣 尚志 (幾何)

ix





シングルセッション
会場Ｓ

1



2



長距離型の逆冪乗型ポテンシャルをもつ

非線形シュレディンガー方程式の散乱解について

早稲田大学 理工学術院

浜野 大 (Masaru HAMANO)

概要

本講演は理化学研究所 AIPセンター, 慶應義塾大学の池田正弘氏との共同研究に基づく. Guo

氏, Wang氏, Yao氏 [J. Math. Anal. Appl. 506 (2022), no. 2, Paper No. 125653, 30 pp]

により空間遠方での減衰が速い短距離型のポテンシャルをもつ非線形シュレディンガー方程式に

ついて解が散乱するための十分条件が与えられた. 本講演では, 空間遠方での減衰が遅い長距離

型のポテンシャルをもつ状況において解が散乱するための十分条件を球対称解に制限することに

より与える.

1 導入

本稿では逆冪乗型ポテンシャルをもつ以下の非線形シュレディンガー方程式を考える.i∂tu(t, x) + ∆u(t, x)− γ

|x|µ
u(t, x) = −|u(t, x)|pu(t, x), (t, x) ∈ R× Rd,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd.
(NLSγ)

ここで, 虚数単位 i =
√
−1, 時間微分 ∂t =

∂
∂t , 空間微分 ∆ =

∑d
j=1

∂2

∂x2
j
, d ≥ 1, γ > 0, 0 < µ <

min{2, d}, 1 < p < 2∗ − 1, 解 u(t, x) : R× Rd −→ Cは未知関数, 初期値 u0(x) : Rd −→ Cは既知
関数である. ここで,

2∗ − 1 :=

{
∞, (d = 1, 2),
1 + 4

d−2 , (d ≥ 3).

γ < 0, µ = 1のとき, 作用素 −∆+ γ
|x| は 2つの荷電粒子間のクーロン力の量子力学的描写を与え,

正に帯電した原子核の存在により外部に引力的な長距離型ポテンシャルを持つことに対応する [19].

ここで, 0 < µ ≤ 1のとき γ
|x|µ は長距離型ポテンシャルと呼ばれ, 1 < µ < 2のとき γ

|x|µ は短距離型

ポテンシャルと呼ばれる. 量子物理学分野における水素原子のより多くのモデルに関しては [18, 24]

を参照せよ.

γ = 0のとき, (NLSγ)は渦糸の運動, スピンの歳差運動, 光ファイバー中における超短パルスの電

波などを記述する.
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1.1 準備

非負値 X, Y に対して, ある C > 0 が存在して X ≤ CY が成り立つとき X ≲ Y と表現す

る. X ≲ Y ≲ X が成り立つとき X ∼ Y と表現する. 関数空間 X に対して, Xrad := {f ∈ X :

f は球対称関数 }とする.

定義 1.1 (ルベーグ空間). p ≥ 1において, ルベーグ空間 Lp(Rd)を

Lp(Rd) := {f : Rd −→ C : ∥f∥Lp <∞}

で定義する. ここで, ルベーグノルム ∥ · ∥Lp は次である.

∥f∥Lp :=


(∫

Rd

|f(x)|pdx
) 1

p

, (1 ≤ p <∞),

ess sup
x∈Rd

|f(x)|, (p = ∞).

定義 1.2 (フーリエ変換・フーリエ逆変換). フーリエ変換とフーリエ逆変換を次のように定義する.

(フーリエ変換) Ff(ξ) :=
∫
Rd

e−2πixξf(x)dx,

(フーリエ逆変換) F−1f(ξ) :=

∫
Rd

e2πixξf(x)dx.

定義 1.3 (ソボレフ空間). 非斉次ソボレフ空間W s,p(Rd)と斉次ソボレフ空間 Ẇ s,p(Rd)を次で定義

する.

W s,p(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥W s,p <∞

}
,

Ẇ s,p(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥Ẇ s,p <∞

}
.

ここで, 非斉次ソボレフノルム ∥ · ∥W s,p と斉次ソボレフノルム ∥ · ∥Ẇ s,p はそれぞれ

∥f∥W s,p := ∥(1−∆)
s
2 f∥Lp = ∥F−1(1 + 4π2| · |2) s

2Ff∥Lp ,

∥f∥Ẇ s,p := ∥(−∆)
s
2 f∥Lp = ∥F−1(2π| · |)sFf∥Lp .

p = 2のとき Hs(Rd) :=W s,2(Rd), Ḣs(Rd) := Ẇ s,2(Rd)と表すこととする.

注意 1.4. 1 < p <∞, s = 1のとき, 次が成り立つ.

∥f∥W 1,p ∼ ∥f∥Lp + ∥∇f∥Lp .

2 (NLSγ)の時間局所適切

時間に依存した非線形偏微分方程式の研究は大きく分けると 2つに分けられる. 1つ目は時間局所

適切の有無である. (NLSγ)が時間局所適切であるとは, 次の (1)～(4)が成り立つことである.

(1) (解の一意性) (NLSγ)の解は一意である.
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(2) (解の存在性) 任意の u0 ∈ H1(Rd)に対して, 時間区間 (Tmin, Tmax) = (Tmin(u0), Tmax(u0))

(∋ 0) 上定義される (NLSγ) の解 u ∈ C((Tmin, Tmax);H
1(Rd)) が存在して, (Tmin, Tmax) を

超えて (NLSγ)の解は存在しない.

(3) (Blow-up alternative) もし Tmax <∞ (Tmin > −∞)とすると,

lim
t↗Tmax

∥u(t)∥H1 = ∞,

(
lim

t↘Tmin

∥u(t)∥H1 = ∞
)
.

(4) (初期値への連続依存性) もし u0,n −→ u0 in H1 とすると, 任意の閉区間 I ⊂ (Tmin, Tmax)に

対して, ある n0 ∈ Nが存在して, 任意の n ≥ n0 に対して u0,n を初期値にもつ (NLSγ)の解

un は I 上で定義されて un −→ u in C(I;H1(Rd)) (n→ ∞)をみたす.

注意 2.1. (Blow-up alternative)より, 次が成り立つ.

sup
t∈(Tmin,Tmax)

∥u(t)∥H1 <∞ =⇒ (Tmin, Tmax) = R.

(NLSγ)は時間局所適切であることが知られている.

定理 2.2 ((NLSγ)の時間局所適切, [3]). d ≥ 1, 1 < p < 2∗ − 1, γ > 0, 0 < µ < min{d, 2}とする.

このとき, (NLSγ)は時間局所適切である.

(NLSγ)は次の積分方程式に書き換えることができる.

u(t, x) = eit(∆− γ
|x|µ )u0(x) + i

∫ t

0

ei(t−s)(∆− γ
|x|µ )(|u|p−1u)(s, x)ds.

(NLSγ)の時間局所適切は例えば, この積分方程式に次のストリッカーツ評価を適用した縮小写像の

議論により得られる.

定理 2.3 (ストリッカーツ評価, [21]). d = 3, 0 < µ < 2, γ > 0, 0 ≤ s ≤ 1とする. t0 ∈ Rとし, 時

間区間 I は t0 を含むとする.

Is :=


{
(q, r) : 2 ≤ q ≤ ∞,

6

3− 2s
≤ r ≤ 6

1− 2s

} (
0 ≤ s <

1

2

)
,{

(q, r) :
4

3− 2s
< q ≤ ∞,

6

3− 2s
≤ r <∞

} (
1

2
≤ s ≤ 1

)
に対し,

Λs := {(q, r) ∈ Is :
2
q + 3

r = 3
2 − s}

を定義する. もし (q1, r1) ∈ Λs, (q2, r2) ∈ Λ0 とすると

• ∥eit(∆− γ
|x|µ )f∥Lq1

t L
r1
x

≲ ∥f∥Ḣs ,

•
∥∥∥∥∫ t

t0

ei(t−s)(∆− γ
|x|µ )F (·, s)ds

∥∥∥∥
L

q1
t (I;L

r1
x )

≲ ∥F∥
L

q′2
t (I;Ẇ

s,r′2
x )

が成り立つ.
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定理 2.2で得られた (NLSγ)の解は質量とエネルギーを保存する.

定理 2.4 (保存則). 定理 2.2で得られた (NLSγ)の解 uは次の質量とエネルギーを時間に関して保

存する.

(質量) M [f ] := ∥f∥2L2 ,

(エネルギー) Eγ [f ] :=
1

2
∥∇f∥2L2 +

1

2

∫
Rd

γ

|x|µ
|f(x)|2dx− 1

p+ 1
∥f∥p+1

Lp+1 .

つまり,

M [u(t)] =M [u0], Eγ [u(t)] = Eγ [u0], t ∈ (Tmin, Tmax)

が成り立つ.

γ = 0をもつ (NLSγ), つまり

i∂tu(t, x) + ∆u(t, x) = −|u(t, x)|p−1u(t, x), (t, x) ∈ R× Rd (NLS0)

は次のスケール変換に関して不変である.

u(t, x) 7→ u[λ](t, x) := λ
2

p−1u(λ2t, λx), (λ > 0).

つまり, uが (NLS0)の解であるならば, λ > 0に対して u[λ] もまた (NLS0)の解である. この変換に

より初期値 u0 は

u0(x) 7→ (u0){λ}(x) := λ
2

p−1u0(λx)

と移り変わる. sc := d
2 − 2

p−1 とすると, Ḣsc-ノルムはこの変換に関して不変である. つまり,

∥(u0){λ}∥Ḣsc = ∥u0∥Ḣsc が成り立つ. そのため p = 1 + 4
d (sc = 0)のとき (NLSγ)は L2-臨界もし

くは質量臨界, p = 1+ 4
d−2 (sc = 1)のとき (NLSγ)は Ḣ1-臨界もしくはエネルギー臨界と呼ばれる.

3 (NLSγ)の解の時間挙動

時間局所適切が得られたとき, 解の時間発展による挙動を調べることが時間に依存した非線形偏微

分方程式の研究の 2つ目である. (NLSγ)の解の時間発展を考えた際, 線形部分 (i∂tu+∆u− γ
|x|µu)

は分散的にはたらき, 非線形部分 (−|u|p−1u)は吸引的にはたらく. 分散性は波を散らばらせ, 吸引性

は波を集中させる.

　
分散性 吸引性

線形部分と非線形部分の働きが逆であり, これらの兼ね合いにより様々な種類の時間挙動が存在する.

分散効果の方が吸引効果より強いとき, 解 uは空間遠方に向かっていく. そのため, 解 u自身の相互

作用が弱まり線形状態に近づく. このような挙動を散乱といい, このような解を散乱解と呼ぶ. 吸引
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効果の方が分散効果より強いとき, 解 uはあるところに集中していく. このような挙動を爆発といい,

このような解を爆発解と呼ぶ. 爆発は有限時間爆発と無限時間爆発の 2つに分けられる. 分散効果と

吸引効果が釣り合うとき, 時間に関して位相の周期的な変動しかない解が生じる. このような解を定

在波解と呼ぶ. これらの挙動を数学的に記述すると以下のようになる.

定義 3.1 (散乱解, 有限時間爆発解, 無限時間爆発解, 定在波解). u0 ∈ H1(Rd), uは (NLSγ)の解と

する.

• (散乱解)

(NLSγ)の解 uが正 (負)の時間で散乱するとは, Tmax = +∞ (Tmin = −∞)であり, さらに,

ある ψ+ ∈ H1(Rd) (ψ− ∈ H1(Rd))が存在して

lim
t→+∞

∥u(t)− eit(∆− γ
|x|µ )ψ+∥H1 = 0,

(
lim

t→−∞
∥u(t)− eit(∆− γ

|x|µ )ψ−∥H1 = 0

)
が成立することである. 時間両方向で散乱するとき, 単に散乱すると呼ぶ. ここで, eit(∆− γ

|x|µ )

は線形シュレディンガー発展作用素であり, eit(∆− γ
|x|µ )ψ は ψ を初期値にもつ線形方程式i∂tu(t, x) + ∆u(t, x)− γ

|x|µ
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× Rd,

u(0, x) = ψ(x), x ∈ Rd
(LSγ)

の解である.

• (有限時間爆発解)

(NLSγ)の解 uが正 (負)の時間で有限時間爆発するとは, Tmax < +∞ (Tmin > −∞)をみた

すことである. 時間両方向で有限時間爆発するとき, 単に有限時間爆発すると呼ぶ.

• (無限時間爆発解)

(NLSγ)の解 uが正 (負)の時間で無限時間爆発するとは, Tmax = +∞ (Tmin = −∞)であり,

さらに,

lim sup
t→+∞

∥u(t)∥H1 = ∞,

(
lim sup
t→−∞

∥u(t)∥H1 = ∞
)

が成り立つことである. 時間両方向で無限時間爆発するとき, 単に無限時間爆発すると呼ぶ.

• (定在波解)

ある ω ∈ Rに対して

u(t, x) = eiωtQω,γ(x), (x ∈ Rd)

の形をしているとき, 解 uは定在波解であるという. ここで, Qω,γ = Qω,γ(x)は楕円型方程式

−ωQω,γ +∆Qω,γ − γ

|x|µ
Qω,γ = −|Qω,γ |p−1Qω,γ (SPω,γ)

の解である.

注意 3.2. (SPω,γ)の解は作用汎関数

Sω,γ(f) :=
ω

2
M [f ] + Eγ [f ]
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により次のように特徴付けられる.

Qω,γ が (SPω,γ)の解 ⇐⇒ (Sω,γ)
′(Qω,γ) = 0.

4 先行結果

γ = 0 (ポテンシャルの項がない)とき :

• (定在波解の存在) d ≥ 1, 1 < p < 2∗ − 1, ω > 0のとき (SPω,0)は解をもつ. 特に,

Gω,0 := {ϕ ∈ Aω,0 : Sω,0(ϕ) ≤ Sω,0(ψ) for any ψ ∈ Aω,0}

に属する基底状態と呼ばれる解が存在する [2, 25]. ここで,

Aω,0 := {ϕ ∈ H1(Rd) \ {0} : (Sω,0)
′(ϕ) = 0}.

• (散乱) d ≥ 1, Qω,0 は (SPω,0)の基底状態とする.

◦ p = 1 + 4
d , u0 ∈ L2(Rd), M [u0] < M [Q1,0]ならば, (NLS0)の解 uは散乱する [5].

◦ 1 + 4
d < p < 2∗ − 1, u0 ∈ H1(Rd),

Sω,γ(u0) < Sω,0(Qω,0) for some ω > 0, (1)

Kγ(u0) := 2∥∇u0∥2L2 + µ

∫
Rd

γ

|x|µ
|u0(x)|2dx− d(p− 1)

p+ 1
∥u0∥p+1

Lp+1 ≥ 0 (2)

ならば, (NLS0)の解 uは散乱する [1, 7, 8, 14] (関連した文献として [16]も挙げておく).

• (爆発) d ≥ 1, 1 + 4
d < p < 2∗ − 1, u0 ∈ H1(Rd), (1),

Kγ(u0) < 0 (3)

ならば, (NLS0) の解 u は有限時間爆発もしくは無限時間爆発する [1, 6, 15]. さらに,

u0 ∈ |x|−1L2(Rd) もしくは “u0 ∈ H1
rad(Rd), d ≥ 2, d = 2 のとき p ≤ 5” であるならば,

(NLS0)の解 uは有限時間爆発する [1, 9, 22].

γ > 0 (ポテンシャルの項がある)とき :

• (定在波解の存在) d ≥ 1, 1 < p < 2∗ − 1, 0 < µ < min{d, 2}, ω > 0のとき (SPω,γ)は解を

もつ. 特に,

Gω,γ,rad := {ϕ ∈ Aω,γ,rad : Sω,γ(ϕ) ≤ Sω,γ(ψ) for any ψ ∈ Aω,γ,rad}

に属する “球対称”基底状態と呼ばれる解が存在する [11, 12]. ここで,

Aω,γ,rad := {ϕ ∈ H1
rad(Rd) \ {0} : (Sω,γ)

′(ϕ) = 0}.

• (散乱) d = 3, (1 + 4
3 =) 73 < p < 5(= 1 + 4

3−2 ), 1 < µ < 2, u0 ∈ H1(R3), (1), (2)ならば,

(NLSγ)の解 uは散乱する [10].

• (爆発) d ≥ 1, 1+ 4
d < p < 2∗ − 1, 0 < µ < min{d, 2}, u0 ∈ H1(Rd), (1), (3)ならば (NLSγ)

の解 uは有限時間爆発もしくは無限時間爆発する [10, 12]. さらに u0 ∈ |x|−1L2(Rd)もしく

は “u0 ∈ H1
rad(Rd), d ≥ 2, d = 2のとき p ≤ 5”であるならば (NLSγ)の解 uは有限時間爆発

する [4, 12, 19].
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5 主定理

γ > 0 のとき, 散乱の結果では 1 < µ < 2 を仮定している. 1 < µ < 2 と 0 < µ ≤ 1 では線形解

eit(∆− γ
|x|µ )ψ ((LSγ)の解)に関して次の違いがある.

• 1 < µ < 2 :

(u(t) −→
::::

) eit(∆− γ
|x|µ )ψ −→

::::
eit∆ψ+ in H1 (t→ ∞).

Guo–Wang–Yao [10] Mizutani [20]

• 0 < µ ≤ 1 :

(u(t) −→
::::

) eit(∆− γ
|x|µ )ψ ̸−→

::::
eit∆ψ+ in L2 (t→ ∞).

? Reed–Simon [23]

つまり, 1 < µ < 2 のとき, 線形解 eit(∆− γ
|x|µ )ψ は t → ∞ として, ポテンシャルをもたない線形解

eit∆ψ+ に漸近する [20]. 一方で, 0 < µ ≤ 1のとき, 線形解 eit(∆− γ
|x|µ )ψ は t → ∞としても, ポテ

ンシャルをもたない線形解 eit∆ψ+ に漸近しない [23]. Guo–Wang–Yao [10]は 1 < µ < 2において

非線形方程式の解 u ((NLSγ)の解)が t → ∞として, 線形解 eit(∆− γ
|x|µ )ψ に漸近するための初期値

の十分条件を与えた. 本研究では 0 < µ ≤ 1のときについて調べた.

定理 5.1 (H.–Ikeda, [13]). d = p = 3, γ > 0, 0 < µ < 2とする. Qω,γ は (SPω,γ)の “球対称”基底

状態解であるとする. もし u0 ∈ H1
rad(R)がある ω > 0に対して Sω,γ(u0) < Sω,γ(Qω,γ)と (2)をみ

たすとき (NLSγ)の解 uは散乱する.

注意 5.2. 定理 5.1は 1 < µ < 2においても, Guo–Wang–Yao [10]で扱えていない初期値を扱えて

いる. つまり, ある u0 ∈ H1
rad(R3)が存在して

Sω,0(Qω,0) ≤ Sω,γ(u0) < Sω,γ(Qω,γ), Kγ(u0) ≥ 0

をみたす.

注意 5.3. µ = 1で非線形項が分散的にはたらく (|u|p−1uである)とき, つまり

i∂tu(t, x) + ∆u(t, x)− γ

|x|
u(t, x) = |u(t, x)|p−1u(t, x), (t, x) ∈ R× R3

に対しては, 次の結果が知られている.

γ > 0, 7
3 < p < 5, u0 ∈ H1(R3)とする. このとき, 解 uは散乱する.

6 証明の概略

本稿では, Guo–Wang–Yao [10]と定理 5.1の証明で異なる部分を紹介する. Guo–Wang–Yao [10]

では, 初期値の列 {u0,n} ⊂ H1(R3)に対して次のプロファイル分解を適用することで議論を行う.
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定理 6.1 (プロファイル分解). d = p = 3, γ > 0, 1 < µ < 2とする. また {fn}はH1(R3)の有界列

であるとする. 部分列を取ると, ある J∗ ∈ {0, 1, . . . ,∞}, プロファイル {f j} ⊂ H1(R3), パラメー

タ {(tjn, xjn)} ⊂ R× R3, 剰余 {RJ
n} ⊂ H1(R3)が存在して, 任意の 0 ≤ J ≤ J∗ (J ∈ N), n ∈ Nに

対して次の分解が成り立つ.

fn(x) =

J∑
j=0

[
e
−itjn

(
∆− γ

|x+x
j
n|µ

)
f j

]
(x− xjn) +RJ

n(x).

{RJ
n}は次の意味で剰余である.

lim
J→J∗

lim sup
n→∞

∥eit(∆− γ
|x|µ )RJ

n∥L5
tL

5
x
= 0. (4)

注意 6.2. {(tjn, xjn)} ⊂ R × R3, {RJ
n} ⊂ H1(R3)は他にもいくつかの性質をみたすが, ここでは省

略する.

定理 6.1 の作用素 e
−itjn

(
∆− γ

|x+x
j
n|µ

)
の性質を得るために仮定 1 < µ < 2 は使用される. 球対称

関数に制限することで, 定理 6.1の xjn は恒等的に 0にできることが知られている. 例えば, [14, 17]

などで見つけられる. [14] では, 作用素 eit∆ がフーリエ変換を用いて F−1e−4π2it|ξ|2F と表されて
いることを利用している. そのため, 今回の eit(∆− γ

|x|µ ) に対して, その証明は直接適用することが

できない. また [17]では, 一度 xjn を含めた形 (定理 6.1の形)で証明し, 球対称であるとき {xjn}が
有界であることを導き, それを利用して証明する. それ故, その証明を直接適用すると 1 < µ < 2

の制限を取り除くことはできない. 本研究では, 埋め込み H1
rad(R3) ⊂ L3(R3) がコンパクトである

ことのみを利用して, {fn} ⊂ H1
rad(R3), 0 < µ < 2, xjn ≡ 0 をもつ定理 6.1 を証明した. 本稿では

{f j} ⊂ H1
rad(R3), {tjn} ⊂ R, {RJ

n} ⊂ H1(R3)の取り方のみ紹介する.

証明. 補完不等式とストリッカーツ評価 (定理 2.3)より

∥eit(∆− γ
|x|µ )f∥L5

tL
5
x
≤ ∥eit(∆− γ

|x|µ )f∥1−θ
L∞

t L3
x
∥eit(∆− γ

|x|µ )f∥θLq
tL

r
x
≲ ∥eit(∆− γ

|x|µ )f∥1−θ
L∞

t L3
x
∥f∥θ

Ḣ
1
2
x

.

ここで, (q, r) ∈ Λ 1
2
, θ ∈ (0, 1)は 1

5 = 1−θ
∞ + θ

q = 1−θ
3 + θ

r をみたす定数である. それ故, 次が成り立

てば (4)は成立する.

lim
J→J∗

lim sup
n→∞

∥eit(∆− γ
|x|µ )RJ

n∥L∞
t L3

x
= 0.

{f1}, {t1n}, {R1
n}を構成する.

A0 := lim supn→∞ ∥eit(∆− γ
|x|µ )fn∥L∞

t L3
x
. もし A0 = 0ならば, 各 j ≥ 1に対して f j ≡ 0と取るこ

とで主張が得られる. そこで, A0 > 0を仮定する. この仮定により部分列 {fn} (もとの列と同じ記号

を用いる)を次をみたすように取ることができる.

∥eit(∆− γ
|x|µ )fn∥L∞

t L3
x
≥ 3

4
A0 for each n ∈ N.

そして, 列 {t1n} ⊂ Rを次をみたすように取る.

∥eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn∥L3
x
≥ 1

2
A0 for each n ∈ N. (5)
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今, ∥eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn∥H1
x
(∼ ∥fn∥H1 (作用素のユニタリ性より)) は有界列であるから, ある f1 ∈

H1(R3)が存在して eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn −−⇀ f1 in H1(R3) as n → ∞. H1
rad(R3) ⊂ L3(R3)のコンパク

ト性から eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn −→ f1 in L3(R3). (5)から f1 ̸= 0である. 実際,

1

2
A0 ≤ lim

n→∞
∥eit

1
n(∆− γ

|x|µ )fn∥L3
x
= ∥f1∥L3

が成り立つ. R1
n := fn − e−it1n(∆− γ

|x|µ )f1 とおく.

{f2}, {t2n}, {R2
n}の構成について :

A1 := lim supn→∞ ∥eit(∆− γ
|x|µ )R1

n∥L∞
t L3

x
とおき, 上と同様の議論を行う.

以後, 帰納的に {f j}, {tjn}, {Rj
n}を構成していく.
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面積保存写像から定まる変分問題

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻

梶原 唯加 (Yuika KAJIHARA)

概要

2次元面積保存写像 f がツイスト条件と呼ばれる性質を満たすとき，f に対して，ある関数 H

が存在して，H の臨界点からもとの写像の軌道を定めることができる．つまり，H を用いて f

に対する「離散系の変分問題」を考えることができる．本発表では，通常の変分問題 (微分方程

式から定まる「連続系の変分問題」)の結果と比較しながら，周期軌道，ヘテロクリニック軌道，

ホモクリニック軌道といった時間大域的なふるまいによって特徴づけされる写像の軌道を変分法

によって構成する手法について述べる．

1 はじめに：変分構造とは何か

変分問題とは，文字通り変分を計算する問題である．そして，変分の計算（calculus of variations）

とは，一般に関数上の微分を指す．高校数学の問題で F ′(x) = 0なる x ∈ Rを調べて F のグラフを

描けといった類の問題を誰しも目にしたことがあると思う．変分問題も本質的にはこのような問題と

同じで，F ′(x) = 0なる xが存在するのか調べたり，xがどのような性質を持つのか調べたりするの

が (連続系の)変分問題である．ただし xは関数空間の元である．与えられた微分方程式系に対して，

ある (汎)関数 F があって，F ′(x) = 0なる xがもとの微分方程式系の解に対応するとき，その微分

方程式系は「変分構造を持つ」と表現される．また次節で述べるように，写像および写像によって決

定される軌道に対しても同様に変分構造を考えることができる．変分問題に含まれる話題は様々であ

るが，ここでは「変分問題を経由することで微分方程式系や写像によって定義される時間大域的に特

徴づけられた解や軌道を得る」ことを考え，特に写像から定まる変分問題に重点を置いて述べる．

微分方程式論の演習などでよく扱われる線形微分方程式系などの例を除き，微分方程式は一般には

解けないことが大半である．その一方で系が変分構造を持つとき，F の臨界点の存在を証明し，その

性質を知ることができれば，微分方程式系の記述だけでは見えなかった特殊解の存在を示すことがで

きる．そして，これと同様の議論が写像に対しても有用なことを次節以降で確認していく．

2 面積保存写像の変分問題

この節では 2次元の面積保存写像が持つ変分構造や，その性質を通じてもとの写像によって定まる

軌道を変分法によって捉える手法について述べる．面積保存写像および軌道とは，次で定義される．
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定義 2.1 (面積保存写像, area-preserving map). 写像 f : R2 → R2 ((x, y) 7→ (x̄, ȳ))が

dx ∧ dy = dx̄ ∧ dȳ (1)

を満たすとき，面積保存写像と呼ぶ．

以下，f は C1 級微分同相写像であると仮定する．

定義 2.2 (軌道, orbit). 写像 f : Rn → Rn に対し，{xi}i∈Z が f の軌道であるとは，任意の i ∈ Zに
ついて，xi+1 = f(xi)が成り立つことをいう．（Zを {0, · · · , n}に置き換えて，有限列についても同
様の性質を満たせば軌道と呼ぶこととする．）

2.1 有限列によって表される臨界点

まず，有限の長さの軌道について考えよう．写像の変分構造を考えるうえでは，ポアンカレの補題

が本質的な役割を果たす．

補題 2.3 (ポアンカレの補題). n次元単連結領域上で定義された k 次の ω が閉形式である（つまり

dω = 0）ならば，ある k− 1次微分形式 ηが存在して，ω = dηを満たす．ただし 1 ≤ k ≤ nとする．

簡易な変形により，(1)は d(ȳdx̄ − ydx) = 0 と表すことができる．ここでポアンカレの補題（補

題 2.3）より，ある h : R2 → Rがあって，
dh = ȳdx̄− ydx

を満たす．この hを用いて関数 H を

H(xj , . . . , xk) :=
k−1∑
i=j

h(xi, xi+1) (2)

で与える．ここで次が成り立つ：

補題 2.4. (2)の臨界点は写像 f : R2 → R2 ((x, y) 7→ (x̄, ȳ))の軌道を与える．ただし，f は次を満

たすとする：
ある δ > 0があって，∂x̄/∂y ≥ δ (3)

Proof. 以下，∂i は i番目の変数の偏微分を表すとする．(2)の臨界点を x = (xj , . . . , xk)とすると，

∂2h(xi−1, xi) + ∂1h(xi, xi+1) = 0 が成り立つ．このとき，

yi = −∂1h(xi, xi+1) (4)

とすると，(xi, yi)は f の orbitとなる．実際，

f(xi, yi) = f(xi,−∂1h(xi, xi+1)) = (xi+1, ∂2h(xi, xi+1)) = (xi+1,−∂1h(xi+1i, xi+2))

より明らか．ただし，(4)の右辺が多価関数になっていたり，発散しないことを示す必要がある．こ

れを示すために，(3)を用いる．f は微分同相であるから，逆写像を考えて y が x̄を変数に持つもの

としてみれば，(3)から ∂y/∂X > 0となる．(4)と合わせると，

∂yi
∂x̄

= −∂2∂1h(xi, xi+1) > 0
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を得る．H は C2 級だから，yi は発散しない．また，yi の単調性から多価関数にもなり得ない．以

上より，f の軌道が臨界点から得られる．

Remark 1. 上の補題において「軌道を与える」という，少し曖昧な表現をしているのは，臨界点そ

のものは軌道ではないからである．

Remark 2. 上の証明においては条件 (3) は，より弱い条件 ∂x̄/∂y > 0 に置き換えても問題ない．

この条件は一般にツイスト条件と呼ばれる．したがって，写像に対して変分構造の存在を保証するた

めには，「面積保存写像かつツイスト条件を満たす」という仮定で十分である．（そうであるにもかか

わらず，あえて条件 (3)を課している理由は 4.2節で述べる．）

以上の議論から次が導かれる．

命題 2.5. f : R2 → R2 が面積保存かつツイスト条件を満たすならば，変分構造を持つ．

2.2 無限列によって表される臨界点の例

2.1節では生成関数 hを n個足し合わせた関数 H を考え，H の臨界点から，f に対する有限長さ

nの軌道 {(xi, yi)}ni=0 を求めた．では，f の軌道 {(xi, yi)}i∈Z を臨界点から得るにはどうすればい

いかを考えよう．最も単純な例は固定点（周期 1の周期軌道）や k-周期軌道を考える場合である．こ

こで周期軌道は次で定義される：

定義 2.6 (周期軌道). f を Rn 上の写像とし，xi ∈ Rn とする．このとき，f の軌道 {xi}i∈Z が f の

k-周期軌道（ただし k ∈ Z>0）であるとは，任意の iについて，xi+k = xi を満たすことをいう．ま

た，このような k ∈ Z>0 の最小値を最小周期と呼ぶ．

ただし，周期軌道を考えるのならば，hに対しても何らかの周期的な性質を仮定する必要がある．

そこで次を仮定する：

任意の x, x̄ ∈ Rについて，h(x, x̄) = h(x+ 1, x̄+ 1) (h1)

この仮定を満たすための写像 f を考える場合は，f : R2 → R2 の代わりに，f : S1 × R → S1 × Rを
考える．そのうえで f から定まる hが (h1)（およびその他の「良い性質」）を満たすために，通常は

(3) に加えて y = 0, 1 が f 上の不変曲線になっているという仮定を課して考えるが，詳細は割愛す

る．[2, 4]などを参照されたい．(h1)を仮定したもとで，

h(x∗, x∗) = min
x∈R

h(x, x) (5)

を求める．このとき
∂2h(x

∗, x∗) + ∂1h(x
∗, x∗) = 0

が成り立つから，y∗ = −∂1h(x
∗, x∗) として，任意の i について (xi, yi) = (x∗, y∗) とおけば，

{(xi, yi)}i∈Z が軌道になる．周期が 2以上の周期点については次節で改めて述べる．

では，ヘテロクリニック軌道やホモクリニック軌道のように i → ±∞のふるまいによって特徴づ
けられるような軌道に対応する臨界点の存在を示すにはどうすればいいだろうか．ここで，ヘテロク

リニック軌道およびホモクリニック軌道とは次で定義される．
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定義 2.7 (ヘテロクリニック軌道). f を Rn 上の写像とし，xi ∈ Rn とする．このとき，f の軌

道 {xi}i∈Z が f のヘテロクリニック軌道であるとは，ある異なる二つの固定点 u0, u1 が存在して，

xi 6= u0, u1 (i ∈ Z) かつ |xi − u0| → 0 (i → −∞) かつ |xi − u1| → 0 (i → ∞) を満たすことを

いう．

定義 2.8 (ホモクリニック軌道). f を Rn 上の写像とし，xi ∈ Rn とする．このとき，f の軌道

{xi}i∈Z が f のホモクリニック軌道であるとは，ある固定点 u が存在して，xi 6= u (i ∈ Z) かつ
|xi − u| → 0 (i → ±∞) を満たすことをいう．

例えば f のホモクリニック軌道と，それに対応する h上の臨界点 {xi}i∈Z を {(i, xi)}i∈Z の形でプ

ロットしたグラフを考えると図 1, 2 のようになる．図 1 では x = u0, u1 および y = −∂1h(u
j , uj)

で定まる (x, y) を固定点としている．図 1 の青い軌道があるホモクリニック軌道を模式的に表して

いる．過去には x = u0 の固定点に収束するが，一度 x = u1 の近傍に近づいて（図 2で見ると 1の

部分），再び x = u1 の近傍から離れて（図 2で見ると 2の部分），その後は x = u0 の固定点に収束

する．また，図 2の中一度 x = u1 の近傍に近づいたあと，x = u1 の近傍から離れることなくそのま

ま x = u1 に収束すれば，それは単調なヘテロクリニック軌道の一例になる．

図 1: f 上のホモクリニック軌道 図 2: 図 1に対応する H の臨界点

Remark 3. 力学系の文脈では周期点もある種の固定点のひとつとして扱われる．そのため周期点

に収束するような軌道も同様にヘテロ/ホモクリニック軌道と呼ぶ．その意味で図 2では「Periodic

or fixed pt(point)」と表記した．

ではヘテロクリニック軌道やホモクリニック軌道のグラフを描く {xi}i∈Z を臨界点として得る方法

を考えよう．関数 H : RZ → Rを

H(x) :=
∑
i∈Z

h(xi, xi+1) = lim
n→∞

n∑
i=−n

h(xi, xi+1)

と定義するとどうか？これは limが定義できるのかという問題が生じてしまう．limが定義できる場

合でも i → ±∞での h(xi, xi+1)が 0に収束しないと常に発散してしまう．そこで，無限和が収束す

るような正規化を考える．定義にも記述したように，ヘテロ/ホモクリニック軌道は i → ±∞におい
て特定の固定点に収束する．そこで，H の代わりに I を次のように定義する．

I(x) :=
∑
i∈Z

(h(xi, xi+1)− c) = lim
n→∞

n∑
i=−n

(h(xi, xi+1)− c) (6)

ここで，c = minx∈R h(x, x)である．上記の I に対して，ある特定の範囲や制約条件を課したもとで

の最小点を考えることで，ヘテロ/ホモクリニック軌道の存在が証明できることを次節で見ていく．

16



3 臨界点の存在証明手法

ここでは臨界点として特に最小点（minimizerと呼ばれる）に着目して考えるとする．ただし，こ

こでの最小点とは global minimizer ではなく，local minimizer を意図していることに注意された

い．つまり，対象となる空間全体の中での最小点を見るのではなく，「ある特定の範囲や制約条件を

課したもとでの最小点」を考える．

3.1 周期軌道

本稿では，固定点（周期 1の周期点）に収束するようなヘテロ/ホモクリニック軌道についてのみ

述べる．ただし，周期軌道の存在も同様に関数 H の臨界点から証明することができる．周期が 2以

上の周期点について考えよう．このとき {xi}i∈Z ∈ RZ の「周期」を次で定義する．

定義 3.1 ((q, p)-周期). {xi}i∈Z が (q, p)-周期的であるとは，

xi+q = xi + p (7)

が任意の i ∈ Zについて成り立つことを指す．

{xi}i∈Z が (q, p)-周期的であるとき，もとの f の軌道 (xi, yi)は q-周期的になる．このような周期

点の存在は，いわゆる「周期境界条件」のもとでの最小点を考えればよい．

H(x∗) = min
x∈Xq,p

q−1∑
i=0

h(xi, xi+1) (8)

ここで，H(x) =
∑

h(xi, xi+1)であり，

Xq,p = {x ∈ RZ | xi+q = xi + p (∀i ∈ Z)}

である．また，今回考える設定のもとでは結果的に p, q が互いに素な場合のみを考えればよいことが

示せる．（この事実や x∗ が存在することの証明については，[2]を参照されたい．）したがって，周期

軌道は p, q の比 に着目すればよい．ここでMp/q を次で定義する：

Mp/q = {x∗ ∈ Xq,p | x∗ は (8)を満たす }

3.2 ヘテロクリニック軌道

この節以降では固定点（周期 1の周期点）に収束するようなヘテロ/ホモクリニック軌道の存在証

明について考える．臨界点の中で，ヘテロクリニック軌道を与えるものの存在を示すにはどうすれば

いいだろうか．ヘテロクリニック軌道はいつでも存在するわけではない．したがって追加で仮定が必

要である．そこで次を仮定する．

ある u0, u1 ∈ M0 があって，任意の v ∈ M0 に対して，v < u0 または u1 < v である (9)

17



ここで，x, y ∈ RZ について x < y とは，任意の iについて xi < yi であることを意味するとする．

(9)は固定点の集合に「すき間」があることを仮定している．(9)を満たすような組 {u0, u1}を [2]で

の呼び名に則って neighboring pairと呼ぶことにする．以下，記号を濫用して u0, u1 は特に RZ の

元の意味でも，R1 の元でも用いるとする．（uj = {xi}i∈Z かつ任意の iについて xi = uj とする． ）

neighboring pair {u0, u1}に対して，X := [u0, u1]Z とする．X 上にヘテロクリニック軌道が存

在することを示そう．関数 I : RZ → Rを (6)で定義する．この節の冒頭で，「ある特定の範囲や制約

条件を課したもとでの最小点」を考えると述べたが，これはつまり，X のある部分集合 Y に対して，

I(x∗) = inf
x∈Y

I(x) (10)

という形で与えられる臨界点 x∗ を考え，このとき，こちらが望む軌道を含むようにうまく仮定をし

た部分集合 Y を選ぶということである．今回のように，ヘテロクリニック軌道を考えるのであれば

Y = {x ∈ [u0, u1]Z | |xi − u0| → 0 (i → −∞)かつ |xi − u1| → 0 (i → ∞)} (11)

と定義するのは自然だろう．もちろん，x∗ が実際に X の元になっていることと，x∗ = {x∗
i } が

u0, u1 と任意の iで一致していないことを確認する必要がある．（Y の ‘境界’に x∗ がのっている場

合は x∗ が臨界点であることが保証されないため．）詳しい証明は [6]を参照されたい．

上で定義した X はコンパクト性が保証されない．そこで次を思いだそう．

補題 3.2 (チコノフの定理). 任意個のコンパクト空間の直積空間はコンパクトである．

この定理を利用することで別証明も考えられる．Y 0, Y 1 をそれぞれ

Y j(l, p) = {x ∈ X | |xl − uj | ≤ p} (j = 0, 1)

によって定義し
K = {k = (ki)i∈Z ⊂ Z | k0 = 0, ki < ki+1}
P =

{
ρ = (ρi)i∈Z ⊂ R>0 | 0 < ρi < (u1 − u0)/2

} (12)

とする．さらに k ∈ K, ρ ∈ P に対して，Y を

Y =

∩
i≤0

Y 0(ki, ρi)

 ∩

(∩
i>0

Y 1(ki, ρi)

)
(13)

と定める．Y は X 上に無限個の「杭」を立てて，その杭の間を通るような軌道の集合である．次節

以降で考える軌道も，この杭の選び方を変えることである程度共通の形で Y を記述できる．このと

き，Y はコンパクト（より正確には点列コンパクト）であることが保証され，x∗ ∈ Y が直ちに導か

れる．ただし，このような集合を選ぶことで別の困難も新たに生じてしまう．杭の先端（x∗ ∈ Y が

|xl − uj | = p上）を通っていないことを示さなければならない．結果的には k ∈ K, ρ ∈ P をうまく

選ぶことで，(11)の場合と同様のヘテロクリニック軌道が得られることがわかる．

3.3 ホモクリニック軌道

3.2 節で得られたヘテロクリニック軌道の集合を Xhet とおく．さらに，関数 p0 : RZ → R を
{xi} → x0 で定める．ヘテロクリニック軌道が存在しても，ホモクリニック軌道が存在するとは限ら
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ない．そこで，3.2節で得られたヘテロクリニック軌道の集合について次の仮定をする．

p0(Xhet) 6= (u0, u1) (14)

上記の (u0, u1)は R上の開区間を意味する．これも周期軌道の neighboring pairと同様，ヘテロク

リニック軌道に「すき間」を仮定しているものと考えてもらえばよいかと思う．図 2 のような最も

「単純」なホモクリニック軌道（「単純」が意味するところは次節で言及する）の場合は

Y =

 ∩
i̸=1,2

Y 0(ki, ρi)

 ∩

 ∩
i=1,2

Y 1(ki, ρi)

 (15)

と選んで，(10)を考えればよい．このとき，u1 側に立てる杭を 1本ではなく 2本，つまり
∩

i=1 Y
1

ではなく
∩

i=1,2 Y
1 選ぶことが証明のポイントである．(

∩
i ̸=1 Y

0) ∩ (
∩

i=1 Y
1)としてしまうと，ヘ

テロクリニック軌道の証明で言及したことと同様に，x∗ が杭の先端を通らないことが示せない．

Remark 4. このように設定した空間の「境界」上に臨界点がのっていないことを証明しなければな

らないことは，今回の話題に限らず，変分解析において共通の困難点である．

3.4 より複雑な軌道

3.2, 3.3 節では最も単純な形のヘテロクリニック軌道とホモクリニック軌道の存在について述べ

た．「単純」と表現したのは，各軌道の振る舞いとして，下図のように複数回固定点の近傍を行った

り来たりするようなパターンも考えられるからである．（ここで述べた設定とは少し異なるが，同様

の手法で固定点の近傍を有限回行ったりきたりするヘテロ/ホモクリニック軌道の存在が [6]で示さ

れている．）

図 3: 単純（単調）でないヘテロクリニック軌道 図 4: 単純でないホモクリニック軌道

しかしながら，この場合も Y の取り方としては (13), (15)と同様に無限個の杭を立てて，その立て

方を少し変えるだけである．例えば，図 3の軌道であれば図 5に記すように杭を立てて制限する．

図 5: 3回上下に振幅するヘテロクリニック軌道と杭
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また，無限回上下に振幅し続けるような，ヘテロクリニックでもホモクリニックでもない軌道の存

在も示すことができる．この場合は a ≡ b (mod4)として，

Y =

 ∩
i≡0,1

Y 0(ki, ρi)

 ∩

 ∩
i=−1,2

Y 1(ki, ρi)

 (16)

を考えればよい．つまり，図 6に示すように，上下に 2本ずつ交互に杭を打って，その間を通る軌道

の集合を考える．

図 6: 無限回上下に振幅する軌道と杭

ただし，この場合，I(x)は常に発散してしまう．そのため，ヘテロ/ホモクリニック軌道を考える

際に (6)で記したような正規化をしたように，無限回の振幅をするような軌道を考える場合は，正規

化した (6)に対してまたさらなる正規化を考えなくてはならない．無限回の振幅をするような軌道の

存在証明については [3]を参照されたい．

4 その他の議論

4.1 連続系との比較

写像のヘテロ/ホモクリニック軌道を変分構造を用いて示す手法について述べてきたが，これまで

記した大まかな手順は [5]に記されたポテンシャル系における周期解，ヘテロクリニック解，ホモク

リニック解の存在証明に用いられた技法が元になっている．（ヘテロ/ホモクリニック解の定義は定義

にある固定点を平衡点に読み替え，各ステップを表す iを時間 tに置き換えればよい．）

ポテンシャル系とは，ある滑らかな関数 V : S1 × Rn → Rn, (t, x) 7→ V (t, x)があって，

d2x

dt2
=

∂V

∂x
(17)

と表されるような微分方程式系を指す．（一般には右辺にマイナスがつく表記の方が多いが，変分

解析ではしばしば (17) の表記で表される．）簡単のため一次元自励系として振り子の運動方程式

（V (x) = sin(2πx)）を考えよう．このとき（記号を濫用して再び H を用いて）

H(x) =

∫ b

a

1

2
ẋ+ V (x)dt (18)

とすると，H の臨界点は振り子の運動方程式の解になっている．（連続系の場合は，写像と違

い，H ′(x) = 0 となるような関数 x そのものが解になる．）周期境界条件のもとでの最小点は

x = k (k ∈ Z)，つまり振り子が上向きに直立した状態であり，これ以外に最小点は存在しない．直
感的には振り子が真下で静止した状態の臨界点が真っ先に想像されそうだが，この臨界点は最小点
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ではない．したがって，例えば x = 0, 1を選べば，これは前節で述べた neighboring pairに対応す

る．そして，x = 0, 1は物理的には同じ位置を表すが，S1 による同一視をやめて別の点とみなせば，

x = 0に t → −∞で，x = 2π に t → ∞に収束する軌道はヘテロクリニック解となる．写像の場合
に見たように，平衡点での 1周期分の (18)の値を引き算して，

I(x) =
∑
i∈Z

(∫ i+1

i

1

2
ẋ+ V (x)dt− c

)
と I を定義し，(11)と同様に関数空間を設定して最小点をみることでヘテロクリニック解が得られ

る．関数空間の場合はチコノフの定理が適用できないため，前節で述べたような「無限 (整数)個の

杭を立てる」という方針は使えない．コンパクト性が保証されないため，関数列の収束に関する議論

も重要になる．また，振り子はホモクリニック軌道の存在証明をするために仮定した (14)を満たさ

ず，ホモクリニック解も存在しない．

一方で，振り子の視点に周期的な摂動を加えると，カオス的な振る舞いをすることが知られてお

り，この場合はホモクリニック解が存在する．証明は次節で見たのと同様に「（有限個の）杭を立て

る」という操作を用いるが，詳細は割愛する．

4.2 hに関する諸注意

度々登場している hおよび，その元となる f の性質についていくつかコメントしておこう．まず，

hは C1 級の 2次元写像 f : S1 ×R → S1 ×Rをもとに決まる関数であった．そして，この f のリフ

ト f̃ : R×R → R×R, ((x, y) 7→ (X,Y ))は面積保存写像であり，ある δ > 0があって，∂X/∂y ≥ δ

を満たすような写像である．詳細は省くが，f に上記の仮定を課しておくと，f から定まる hについ

て最小点を調べるうえで「良い性質」が成り立つ．したがって，あくまで今回述べた性質は hが「良

い性質」を満たすための十分条件であるが，今回考えた話題のように

「写像 f からスタートして，その f が描く軌道を変分構造を用いて調べる」

というスタンスでは，そもそもの変分構造 hの存在を示すためには面積保存写像やツイスト条件とい

う仮定は本質的なものである．また，力学系の観点から考えて f にある程度の滑らかさを仮定するこ

とも自然なことだろう．

一方，これまで記した面積保存写像の変分問題に関する話題は，Aubry-Mather理論と呼ばれるも

のの一部であるが，この理論のもとになったのは Aubryらによる Frenkel-Kontorova modelと呼ば

れる，結晶格子の配置に関するモデルについての結果 [1]である．彼らの論文では

h(x,X) =
1

2
C(x−X)2 + V (x) + V (X) (19)

に対して，H =
∑n

i=0 h(xi, xi+1)の臨界点を考える．そのとき，臨界点 {xi}そのものに物理的意味
づけがなされている．このように，写像 f の軌道について調べるのではなく，

「ある関数 hの和によって定義された関数 H についての臨界点の性質について調べる」

という立場でこれまでの証明を考えると，例えば hが C2 級であるという仮定は強すぎる．そこで，

hがどのような仮定（「良い性質」）を満たしていれば，臨界点として周期点やヘテロクリニック点と
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いった特徴的なものが得られるのかを調べたのが Bangert [2]である．Bangertが提示した仮定を満

たすための十分条件であり，かつ f に課せられた仮定がなるべく簡明になる設定が今回用いた設定で

ある．

Remark 5. Aubry-Mather理論を数学の理論として発展させたのはMatherの功績によるところが

大きい．そのきっかけとなったMatherの最初の論文は [4]である．3.1節で周期軌道が p/q で表さ

れる有理数によって特徴づけられることをみたが，この論文では，無理数周期に対応する準周期軌道

も含めて，周期軌道の存在を変分構造を用いて示している．

5 おわりに

本稿ではなるべく証明の大まかな流れがどのようなものかを伝えることを念頭に置き，証明の細部

に立ち入ることは避けた．そのため，設定や主張がどこか曖昧に感じられた方もいるかもしれない

が，その点はご了承いただきたい．また，1節で述べたように，本稿で扱った事項は「変分問題を経

由することで微分方程式系や写像によって定義される時間大域的に特徴づけられた解や軌道を得る」

というテーマに基づく．このようなテーマに関する論文の主定理は「〇〇という系に対して，〇〇と

いう条件を満たす解が存在する」といった形式で書かれることが多いが，今回はあえて定理は書かな

かった．というのも（これは私個人の意見であるが）変分解析を用いた解や軌道の存在証明は，「〇

〇という解が存在する」という定理の主張以上に，それを得るまでの証明のステップを楽しむ感覚の

方が強い気がするからである．少しでも証明の楽しさが伝われば幸いである．

参考文献

[1] S. Aubry and P. Y. Le Daeron, The discrete Frenkel-Kontorova model and its extensions. I.

Exact results for the ground-states, Phys. D 8 (1983), no. 3, 381–422.

[2] V. Bangert, Mather sets for twist maps and geodesics on tori, Dynam. Report. Ser. Dynam.

Systems Appl. 1 (1988), 1–56.

[3] Y. Kajihara, Variational structures for infinite transition orbits of monotone twist maps,

https://arxiv.org/abs/2212.01850.

[4] J. N. Mather, Existence of quasiperiodic orbits for twist homeomorphisms of the annulus,

Topology 21 (1982), no. 4, 457–467.

[5] P. H. Rabinowitz, The calculus of variations and the forced pendulum, Hamiltonian dynam-

ical systems and applications, NATO Sci. Peace Secur. Ser. B Phys. Biophys., Springer,

Dordrecht, 2008, pp. 367–390.

[6] G. Yu, Chaotic dynamics of monotone twist maps, Acta Math. Sin. (Engl. Ser.) 38 (2022),

179–204.

22



楕円曲線の等分体のイデアル類群について
慶應義塾大学大学院理工学研究科 基礎理工学専攻

臺信 直人 (Naoto Dainobu)

Abstract

有理数体Q上の楕円曲線Eに対し, その等分体と呼ばれる代数体Kが定まり, これは一般にQ
上の非 abel拡大となる. 本稿では, E の等分体K のイデアル類群の Galois加群構造について,筆
者が最近得た結果を紹介する.

1 背景
以下, 有理数体Qの有限次拡大を代数体と呼ぶ. 代数体Kに対し, そのイデアル類群と呼ばれる有

限群 Cl(K)が定まる. 一応, その定義を紹介しておく.

定義 1.1. K を代数体とする. I(K)をK の 0でない分数イデアルのなす群, P (K)をK の 0でない
単項分数イデアルのなす I(K)の部分群とする. このとき, K のイデアル類群 Cl(K)を,

Cl(K) := I(K)/P (K)

で定義する.

代数体のイデアル類群は整数論において大変重要な研究対象である. その研究の歴史は, Kummer
による Fermat予想の解決に向けた 19世紀の仕事に始まる. 現代でもイデアル類群は, 乗法群Gmに
関する岩澤理論や同変玉河数予想などの整数論のとてもホットな話題において, その主要な登場人物
として盛んに研究されている.
代数体K が例えばQ上のGalois拡大であるとすると, Galois群Gal(K/Q)が Cl(K)に自然に作

用する. このような状況において, Cl(K)を単なる群としてではなく, Galois群 Gal(K/Q)の作用込
みで調べる, つまり Gal(K/Q)加群として調べるということがよくなされる. 1.1節の後半で述べる
ように, K/Qが abel拡大 (Gal(K/Q)が abel群)の場合には, Cl(K)のGal(K/Q)加群構造について
は多くのことが知られている. 一方で, KがQ上の非 abel拡大 (Gal(K/Q)が非 abel群)の場合には,
Cl(K)のGal(K/Q)加群構造については, まだまだわからないことが多い状況である.
本稿では, Q上の楕円曲線に対して定まる等分体と呼ばれるQの非 abel拡大を考察の対象とし, そ

のイデアル類群のGalois加群構造について筆者が得た結果について紹介する. 結果の位置づけを簡単
に述べると, まずQ上の円分体に関するHerbrand-Ribetの定理 (定理 1.4)という有名な結果がある.
Herbrand-Ribetの定理について, その楕円曲線の等分体における類似を考察した Prasad-Shekhar
の定理 (定理 1.9)を部分的に精密化したものが, 筆者の結果 (定理 2.3, 系 2.4)である.
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1.1 円分体のイデアル類群
まずはQ上の abel拡大の典型例である円分体のイデアル類群について, 前述のHerbrand-Ribetの

定理を含め, どのようなことが調べられてきたかを解説する.
pを奇素数とし, µpを複素数体 Cの中の 1の p乗根のなす群とする. Kummerは, Fermat予想の

解決に向けた研究の中で, Qに µpを添加した円の p分体Q(µp)のイデアル類群Cl(Q(µp))を考察する
に至った. 以下, ApをCl(Q(µp))の p-Sylow部分群とする. 次の定理はKummerの判定法と呼ばれる
結果である.

定理 1.2 (Kummer).

∃k ∈ 2Z>0 s.t pが ζ(1− k)の分子を割る ⇐⇒ Ap 6= 0.

ここで ζ(s)は Riemannの ζ-関数であり, 解析接続して C上の有理型関数と見ている. また, ζ(1− k)

の値は有理数であることが知られている.

注意 1.3. 一見, 全然関係がないように見える ζ-関数の値とイデアル類群 Cl(Q(µp))とが, 定理 1.2の
ように結びついていることはとても神秘的に感じられる. しかし, 話が逸れないように注意しておく
と, 筆者の結果を含め, 1.2節以降で紹介するイデアル類群に関する結果では, 残念ながら定理 1.2に見
られるような ζ-関数や, いわゆる L関数とイデアル類群との結びつきは (まだ)確認できない. この節
では ζ-関数とCl(Q(µp))の結びつきよりも, Cl(Q(µp))そのものについて何が調べられてきたか (定理
1.2, 1.4の主張の右側)に注意して読んでいただきたい.

後にHerbrand [3]とRibet [8]により, Kummerの結果の精密化が証明されている. 彼らはCl(Q(µp))

を単なる群ではなく, この章の始めに述べたように Galois群 Gal(Q(µp)/Q)が作用する群, つまり
Gal(Q(µp)/Q)加群として扱った. 彼らはApをGal(Q(µp)/Q)加群として

Ap =

p−2⊕
k=0

A
ωk
cyc

p (1.1)

のように分解して考察した. ここで, ωcyc : Gal(Q(µp)/Q) → Z×
p は mod p 円分指標で, A

ωk
cyc

p は
σ ∈ Gal(Q(µp)/Q)が ωk

cyc(σ)倍で作用するようなApの部分空間である. ざっくりいうと, (1.1)では
ApをGal(Q(µp)/Q)の作用に関する幾つかの固有空間に細分化したのである. このとき, Herbrandと
Ribetは次を得た.

定理 1.4 (Herbrand-Ribet). kを 2 ⩽ k ⩽ p− 3を満たす偶数とする. このとき

pが ζ(1− k)の分子を割る ⇐⇒ A
ω1−k
cyc

p 6= 0.

これは定理 1.2の精密化になっている. 注目していただきたいのは, KummerはAp全体の非自明性を
考察しているのに対し, Herbrandと RibetはApをGalois群の作用に関して分解して, その分解にお
ける幾つかの成分の非自明性を考察している点である.
現在では, MazurとWilesによる岩澤主予想の帰結として A

ω1−k
cyc

p の位数も明らかにできる. また,
円分体に限らず一般のQ上の abel拡大のイデアル類群についても, 幾つかの仮定の下に岩澤主予想か
ら同様のことを明らかにできる.
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1.2 楕円曲線の等分体のイデアル類群
最近, Prasad [6]によってQ上の楕円曲線の等分体において, Herbrand-Ribetの定理の非 abel類

似が考察されている.
まず楕円曲線に関する用語を簡単にまとめる. (Q上の)楕円曲線とは, 基本的には y2 = x3+ax+ b

(a, b ∈ Q)の形で定義される代数曲線Eのことである. ただし, 定義方程式の右辺には重根がないもの
とする. E上の Q̄値点全体の集合

E(Q̄) := {(X,Y ) ∈ Q̄2 | Y 2 = X3 + aX + b}

を考える. ここで, Qの代数閉包 Q̄ (⊂ C)を一つ取って固定している. 楕円曲線の顕著な性質として,
E(Q̄)と無限遠点と呼ばれる点Oを合わせた集合に abel群の構造が入ることが知られている.

定義 1.5 (Eの等分点). 非負整数N に対して, E(Q̄)とOのなす abel群のN ねじれ元全体のなす部
分群をE[N ]と書き, EのN 等分点と呼ぶ.

楕円曲線Eと非負整数N に対し, 次のような代数体を定義することができる.

定義 1.6 (Eの等分体). EをQ上の楕円曲線とする. このときEのN-等分体Q(E[N ])を,

Q(E[N ]) := Q({X,Y | (X,Y ) ∈ E[N ]})

で定める.

注意 1.7. E[N ]にはQの絶対Galois群GQ := Gal(Q̄/Q)が作用しており, Q(E[N ])はQ上のGalois
拡大である. 一般にGal(Q(E[N ])/Q)はGL2(Z/NZ)の部分群で, 非 abel群である.

pを再び奇素数とする. Prasadは [6]で, E の p等分体 Q(E[p])のイデアル類群 Cl(Q(E[p]))を
Gal(Q(E[p])/Q)加群として扱い, 非 abel拡大Q(E[p])/Qにおける定理 1.4の類似を考察した. 以下,
A(E)pを Cl(Q(E[p]))の p-Sylow部分群, A(E)ssp を A(E)pの Zp[Gal(Q(E[p])/Q)]加群としての半単
純化とする. ここで半単純化A(E)ssp は, だいたいA(E)pのGal(Q(E[p])/Q)加群としての既約分解の
ようなものだと思ってよい. つまりA(E)ssp は,

A(E)ssp =
⊕
M

M⊕rM (1.2)

のように Gal(Q(E[p])/Q)加群としての直和分解で表される. ただし, 上の直和のM は Fp上の既約
Gal(Q(E[p])/Q)加群を全て走り, 非負整数 rM はA(E)ssp におけるM 成分の重複度を表している.
この状況で, Prasadは次の問を提起した.

問 1.8. M を Fp上の既約Gal(Q(E[p])/Q)加群とする. (1.2)の分解において, いつ rM 6= 0となるか?

この問は勿論定理1.4に触発されたものである. [7]でPrasadとShekharは, E[p]が既約Gal(Q(E[p])/Q)

加群である状況で, M = E[p]の場合の問 1.8にEの Selmer群を用いて部分的回答を与えた.

定理 1.9 (Prasad-Shekhar). Eに関して, 次の条件を仮定する.

(1) Eは pで良還元を持つ.
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(2) ap(E) ≡ 1 (mod p)であり, EがQpの拡大体上で虚数乗法を持たなければ, E[p]はGQの表現
として pで暴分岐する. ここで, ap(E) := (p+ 1)−#E(Fp)である.

(3) 任意の素数 `で, Eの `での玉河数が pと素である.

(4) E[p]はGal(Q(E[p])/Q)加群として既約である.

このとき dimFp(Sel(GQ, E[p])) ⩾ 2であれば,

E[p] ⊂ A(E)ssp ,

つまり rE[p] 6= 0が成立する. ここに, Sel(GQ, E[p])はEの p-Selmer群である.

注意 1.10. Birchと Swinnerton-Dyerによる予想 (BSD予想)を仮定すると, この結果を楕円曲線 E

の L関数 L(E, s)を用いて書き換えることができる. L∗(E, 1)を L(E, s)の s = 1における Taylor展
開の先頭係数とする. このとき定理 1.9から, 定理 1.9の仮定と BSD予想の下で,

pが L∗(E, 1)alg の分子を割る⇒ E[p] ⊂ A(E)ssp

という, 非 abel拡大Q(E[p])/Qにおける定理 1.4の類似と見れる主張が得られる. ここに, L∗(E, 1)alg

は L∗(E, 1)の有理数部分である.

次の章で述べる筆者の主結果は, この定理 1.9の部分的精密化を与える. 後に両者の関係性を述べ
るために, ここで定理 1.9の証明について簡単に述べる. 以下, Eの p等分体Q(E[p])を単にKと書く
ことにする.
定理 1.9の帰結 E[p] ⊂ A(E)ssp のためには, 群コホモロジーH1(GQ, E[p])の全素点不分岐な類の

成す部分群H1
ur(GQ, E[p])の非自明性が十分である. 一応H1

ur(GQ, E[p])の定義を紹介しておく. 素数
`に対し, `での惰性群を Iℓとかく. IℓはGQの部分群であり, H1(GQ, E[p])の元を Iℓに制限する写像

Resℓ : H
1(GQ, E[p]) → H1(Iℓ, E[p])

を考えることができる.

定義 1.11.
H1

ur(GQ, E[p]) :=
∩

ℓ:素数
Ker(Resℓ)

と定め, この群H1
ur(GQ, E[p])の元をH1(GQ, E[p])の全素点不分岐な類と呼ぶ.

この H1
ur(GQ, E[p])はイデアル類群 Cl(K)と密接に関係している. コホモロジー類を GQ から

Gal(Q̄/K)に制限する写像

Res : H1(GQ, E[p]) → HomGal(K/Q)(Gal(Q̄/K), E[p])

によるH1
ur(GQ, E[p])の像を考えると,

H1
ur(GQ, E[p])

Res−−→ HomGal(K/Q)(Gal(Kur/K), E[p]) (⊂ HomGal(K/Q)(Gal(Q̄/K), E[p]))
∼−→ HomGal(K/Q)(Cl(K), E[p]) (1.3)
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となる. ここに, KurはK の最大不分岐 abel拡大であり, 2行目は類体論による同型Gal(Kur/K) ∼=
Cl(K)を用いた. (1.3)のHomの集合に非自明な射 f があれば, E[p]の既約性から f は全射になる. こ
の全射 f の存在から, E[p] ⊂ A(E)ssp が帰結される. ここで, 定理 1.9の仮定 (4)の下で Resは単射で
ある. 故に,

H1
ur(GQ, E[p]) 6= 0 ⇒ E[p] ⊂ A(E)ssp (1.4)

が従う.
[7]での定理 1.9の証明の流れは, Eの Selmer群 Sel(GQ, E[p]) (⊂ H1(GQ, E[p]))の次元が十分大

きければ (今の場合 2以上ならば), Selmer群の中に非自明なH1
ur(GQ, E[p])の元が存在することを示

し, (1.4)から定理の帰結を得るというものである.

2 主結果
この章で筆者の主結果を紹介する. まず, 問 1.8の次の精密化を考える.

問 2.1. M を Fp上の既約Gal(Q(E[p])/Q)加群とする. (1.2)の分解において, rM の値はいくつか?

筆者の主結果の一つ (系 2.4)は, E[p]が既約な Gal(Q(E[p])/Q)加群である状況で, M = E[p]の
場合の問 2.1に部分的な回答を与えるものである.

2.1 全素点不分岐な有理点
まず, 主結果を述べるために重要な概念を導入する.
素数 `に対し, Qℓを `進体, Qur

ℓ をQℓの最大不分岐拡大とする. Qℓは局所体と呼ばれる体の最も
基本的な例の一つだが, ここでは単に包含Q ⊂ Qℓ ⊂ Qur

ℓ があることをおさえていただければ良い. 以
下, 体 F をQ, Qℓ, またはQur

ℓ のいずれかとして,

E(F ) := {(X,Y ) ∈ F 2 | (X,Y )はE上の点 }

と定めEの F -有理点と呼ぶ. E(F )はE(Q̄)と同様に, 無限遠点Oと合わせて abel群となる.

定義 2.2. nを正の整数とし, E(Q)の部分群E(Q)ur,pn を

E(Q)ur,pn := Ker

E(Q)

∏
ℓ ιℓ−−−→

∏
ℓ:素数

E(Qur
ℓ )

pnE(Qur
ℓ )


で定める. ただし上の写像 ιℓ : E(Q) → E(Qur

ℓ )/pnE(Qur
ℓ )は, 包含写像 E(Q) → E(Qur

ℓ )とmod pn

写像E(Qur
ℓ ) → E(Qur

ℓ )/pnE(Qur
ℓ )の合成である. また, 非負整数 rur,pn(E)を

rur,pn(E) := lengthZp
(E(Q)ur,pn/p

nE(Q))

で定める.
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この E(Q)ur,pn の元を E の全素点不分岐な有理点と呼ぶことにする. E(Q)ur,pn は E(Q)の元で
あって, 任意の素数 `で局所的に E(Qur

ℓ )の元と見たときに, その pn倍元となるような点のなす群で
ある. 非負整数 rur,pn(E)は, 全ての素数で局所的に pn倍点となる点の群E(Q)ur,pn と, E(Q)の pn倍
点のなす群 pnE(Q)の間の差を測る量である.
全素点不分岐な有理点の群 E(Q)ur,pn の最も大事な性質は, その元からH1

ur(GQ, E[pn])の元を作
れるということである. ここで, 前の節では n = 1の場合にしかH1

ur(GQ, E[p])の定義を紹介していな
いが, 一般の正の整数 nに対してもH1

ur(GQ, E[pn])は同様に定義される. Kummer写像

κn : E(Q)/pnE(Q) ↪→ H1(GQ, E[pn])

という, E の Q-有理点にH1(GQ, E[pn])の類を対応させる写像がある. この κnに関して, E(Q)ur,pn

の定義から直ちに

κn(E(Q)ur,pn/p
nE(Q)) ⊂ H1

ur(GQ, E[pn]) (2.1)

が成立する.
筆者の主結果の一つである定理 2.3では, Eの pn等分体Kn := Q(E[pn])のイデアル類群 Cl(Kn)

を考察する. 一般の正の整数 nについても (1.3)と同様に,

H1
ur(GQ, E[pn]) → HomGal(Kn/Q)(Cl(Kn), E[pn])

という, 比較的緩い条件 (定理 2.3の (Inj))の下で単射になる写像が存在する. 包含 (2.1)を考慮する
と, Cl(Kn)を調べる上でE(Q)ur,pn が重要になりそうな雰囲気がしてくる.

2.2 主結果
以下, E の pn等分体 Q(E[pn])を前節の最後と同様にKnとかく. 特に n = 1のときは, 単にK1

をK とかく. 次が本稿における筆者の一つ目の主結果である.

定理 2.3 (D). 次の 3つの条件を仮定する.

(Add) p = 3ならば, Eは 3以外の素数で悪還元かつ潜在的良還元をもたない.

(Mult) 素数 `に対し, vℓ(j(E)) < 0ならば, p ∤ vℓ(j(E))である. ここで vℓは `進付値で, j(E)はEの j

不変量である.

(Inj) H1(Gal(Kn/Q), E[pn]) = 0.

このとき, 次が成立する.

(A) E(Q)ur,pn = Ker
(
E(Q) → E(Qur

p )/pnE(Qur
p )

)
.

(B) lengthZp

(
HomGal(Kn/Q)(Cl(Kn), E[pn])

)
⩾ rur,pn(E).

主張 (A) は, 素数全てにわたる条件で定義されていた E(Q)ur,pn が, 定理 2.3 の条件 ((Add) と
(Mult))の下では, 固定した pでの条件だけから決まるということを述べている. また主張 (B)によっ
て, rur,pn(E)から Cl(Kn)の大きさを把握することができる.

n = 1でE[p]が既約な状況では, 定理 2.3はM = E[p]の場合の問 2.1に部分的な回答を与えるこ
とができる.
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系 2.4 (D). n = 1とする. 定理 2.3の条件 (Add), (j-inv), (Inj)と, E[p]のGal(K/Q)加群としての
既約性を仮定する. このとき,

E[p]⊕rur,p(E) ⊂ A(E)ssp

が成立する.

つまり系 2.4の仮定の下では, A(E)pの半単純化 (1.2)における E[p]成分の重複度 rE[p]の下界と
して, rur,p(E)をとることができる. rur,p(E) > 1なる状況であれば, 系 2.4は定理 1.9よりも A(E)ssp
のE[p]成分について精密なことが帰結できることになる.

注意 2.5. [4, Theorem 1, Theorem 2]において, 定理 2.3の仮定 (Inj)が成立しない例が調べられてい
る. この結果から p ⩾ 13であれば, 任意の nとEに対して仮定 (Inj)は成立することがわかる. (Add)
と (Mult)もそこまで強い仮定ではない. (大雑把なことを言ってしまうと, pが十分大きければ満たさ
れる仮定である.)

定理 2.3のポイントは二点あると考えている. 一つは, 勿論E(Q)ur,pn の導入である. n = 1の場合
の定理 1.9の帰結 E[p] ⊂ A(E)ssp には, (1.4)で述べた通りH1

ur(GQ, E[p]) 6= 0が十分であった. これ
に対し, Prasadと Shekharは定理 1.9の証明で, Selmer群の次元が十分大きければH1

ur(GQ, E[p])に
非自明な元が存在することを示しただけで, 具体的にH1

ur(GQ, E[p])の類を構成したわけではない. 一
方, 定理 2.3では Kummer写像を通してH1

ur(GQ, E[p])の類を作る具体的な点の集合 E(Q)ur,pn を導
入した. このことは, 定理 1.9の帰結の精密化のみならず, いくつかの場合に定理の適応範囲の改良も
可能にしている. (例 2.8, 注意 2.9参照).
二つ目のポイントは主張 (A)において, 比較的緩い条件 (Add), (Mult)の下で, E(Q)ur,pn の考察

を素数 pにおけるE(Q)の考察へ帰着させている点である. これは後に紹介するように, 具体的な状況
で定理 2.3や系 2.4を適用するときに, rur,p(E)を計算するのに重要となる.

2.3 系 2.4の適用方法, 適用例
本稿の最後に, 系 2.4の適用方法とその適用例を紹介する. 系 2.4を用いて, A(E)ssp のE[p]成分を

考察するには, rur,p(E) = dimFp(E(Q)ur,p/pE(Q))の計算が重要である. 定理 2.3の主張 (A)による
と, 仮定 (Add), (Mult)の下では

E(Q)ur,p = Ker(E(Q) → E(Qur
p )/pE(Qur

p ))

となるのであった.
ここで点 P ∈ E(Q)について, いつ P ∈ Ker(E(Q) → E(Qp)/pE(Qp))となるかを考える. このと

き, 特に P ∈ E(Q)ur,pである.

補題 2.6. Eの定義方程式が pでminimalであるとする. Eに付随する形式群を Êで表し, Êの対数
を logÊ とかく. E1(Qp)で法 p還元E(Qp)

mod p−−−−→ E(Fp)の核を表すものとする. このとき, 群の同型

E1(Qp)
∼−→ pZp (X,Y ) 7→ logÊ(−X/Y )

が存在する.
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証明は [9, Chapter VII, Proposition 2.2]参照. 対数 logÊ については説明しないが,

logÊ(−X/Y ) ∈ p2Zp ⇐⇒ −X/Y ∈ p2Zp

が成立する [9, Chapter VII, Theorem 6.4 (b)]. 故に, この補題から点 P (X,Y )がE1(Qp)に属してい
れば, 単に−X/Y の値を求め, その値 (の分子)が p2で割れていれば, P ∈ pE1(Qp) ⊂ pE(Qp)がわか
る. 点 P (X,Y )がE1(Qp)に属しているかどうかも簡単に判定でき, 実際 vp(X) < 0であれば良い. こ
こで vpは p進付値であり, x ∈ Qを x = pk · c

d (k ∈ Z, p ∤ c, d)と表したとき, vp(x) = kである.
まとめると, 次が得られたことになる.

命題 2.7. 定理 2.3の仮定 (Add), (Mult)が満たされていて, Eの定義方程式が pでminimalであると
する. P (X,Y ) ∈ E(Q)について,

vp(X) < 0かつ vp(X/Y ) ⩾ 2 ⇒ P ∈ E(Q)ur,p.

このことを用いて得られる例を二つ紹介する.

例 2.8. E を方程式 y2 = x3 − 432x + 15120で定義される楕円曲線とする. p = 13として, 系 2.4を
Eに適用することで

E[13] ⊂ A(E)ss13 (2.2)

が証明できる.

系 2.4の仮定が満たされることをまず確認する. Eはデータベース [5]において 43.a1とラベリン
グされている楕円曲線である. [5]によると, j(E) = 212 · 43−1で定理 2.3の仮定 (j-inv)は満たされて
いる. 注意 2.5から, 仮定 (Inj)も満たされている. E[13]の既約性も, [5]でチェックできる.

[5] によると, 群 E(Q) は S := (0, 0) によって生成され, Z と同型であることがわかる. 特に
S /∈ 13E(Q)である. 点 Sの 19倍を計算すると,

19S =

(
−23 · 32 · 5 · 11 · 59 · 61 · 107

136 · 372
,
34 · 112 · 17 · 592 · 173 · 211

139 · 373

)
.

となる. 故に点 19Sは命題 2.7の点P の条件を満たしており, 19S ∈ E(Q)ur,13である (Eの定義方程式
が 13でminimalであることもチェックできる). 19S /∈ 13E(Q)であるから, 19SのE(Q)ur,13/13E(Q)

のにおける像は非自明である. よって rur,13(E) > 0であり, 系 2.4から包含 (2.2)が得られる.

注意 2.9. [5]によると, BSD予想のもとではあるがEのTate-Shafarevich群は自明であることがわか
り, dimF13(Sel(GQ, E[13])) = 1である. この場合, 定理 1.9は使えないことに注意する. この例のよう
に, 定理 2.3で E(Q)ur,pを具体的に調べることによって, dimFp(Sel(GQ, E[p])) ⩽ 1であっても (2.1)
からH1

ur(GQ, E[p]) 6= 0であることがわかり, (1.4)から包含E[p] ⊂ A(E)ssp が得られる場合がある.

例 2.10. Eを方程式 y2 = x3 − 2401x+ 1で定義される楕円曲線とする. p = 7として, 系 2.4をEに
適用することで

E[7]⊕3 ⊂ A(E)ss7 (2.3)

が証明できる.
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注意 2.11. 上の E は, [2]で扱われた二つのパラメーターm,n ∈ Zで定まる楕円曲線の族を, m =

49, n = 1に特殊化したものである. Eには S := (0, 1), T := (−49, 1), U := (−1, 49)というQ-有理点
があることがわかるが, これらが Z上一次独立であり, E(Q)の基底に延長できることが [2, Theorem
1.1 (2)]で証明されている. 特に, S, T, U /∈ 7E(Q)がわかる.

系 2.4の仮定が満たされることをまず確認する. j(E) = 28 · 33 · 712/1069 · 51791533より, 定理
2.3の仮定 (j-inv)は満たされている. [4, Theorem 1.1]より, (Inj)も満たされていることがわかる.
SageMathを用いた計算によって, E[7]が既約Gal(Q(E[p])/Q)-加群であることも確かめられる.
注意 2.11の点 S, T, U ∈ E(Q)について,

3S =

(
−23 · 79 · 199 · 367 · 2399

716
,
37 · 4691 · 19523423 · 169609859

724

)
,

3T =

(
52 · 13 · 53 · 181 · 1777 · 73483

22 · 74 · 672 · 439
,
29 · 31 · 6151 · 12992635846499

23 · 76 · 673 · 4393

)
,

2U =

(
32 · 139 · 1153

74
,
5 · 345311039

76

)
が計算でき, 3点 3S, 3T, 2U は全て命題 2.7の点 P の条件を満たしている (E の定義方程式が 7で
minimalであることもチェックできる). 故に, 3S, 3T, 2U ∈ E(Q)ur,7である. 注意 2.11で述べたこと
から, 3S, 3T, 2U の E(Q)ur,7/7E(Q)における像はそれぞれ非自明で, かつそれらは F7上一次独立で
あることがわかる. よって rur,7(E) ⩾ 3であることがわかり, 系 2.4から包含 (2.3)が得られる.
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混合交換子長と不変擬準同型

名古屋大学大学院多元数理科学研究科
丸山修平 (Shuhei MARUYAMA)

概要

群 Gの交換子群 G′ = [G,G]上には交換子による語長 (交換子長)でノルム構造が入る. 群 G

とその正規部分群 N に対し, それらから定まる交換子群 [G,N ]にも混合交換子長という自然な

ノルムを定義することが出来る. 本稿ではこのふたつのノルムの距離幾何的な「違い」について,
とくに自由群や曲面群, 3 次元閉双曲多様体の基本群など幾何に由来する群の場合を中心に説明
する. 本稿は川崎盛通氏 (青山学院大学), 木村満晃氏 (京都大学), 松下尚弘氏 (琉球大学), 見村万
佐人氏 (東北大学)との共同研究の内容を含む*1.

1 序

本稿では Gで群, N でその正規部分群を表し, 商群 G/N を Γで表す.

S と T を Gの部分集合とし, s ∈ S と t ∈ T に対し

[s, t] = sts−1t−1 ∈ G

を (S, T )-単交換子という. (S, T )-単交換子全体を生成集合とする G の部分群を [S, T ] で表し,

(S, T )-交換子部分群という. このとき, 上記生成集合による語長 (交換子長) clS,T により [S, T ]上に

ノルムが入る. 本稿の目的は, (G,N)-交換子部分群 [G,N ]上に定まるふたつのノルム clG(= clG,G)

と clG,N の違いを記述することである.

本稿の主定理は以下である:

定理 1.1 ([MMM22]). Gを種数 2以上の閉曲面の基本群とし, N をその交換子部分群とする. この

とき, clG(= clG,G)と clG,N は双リプシッツ同値でない*2.

G を 3 次元閉双曲写像トーラスの基本群, N をファイバーの基本群の交換子部分群とした場合に

も同様の主張が成り立つ. これらは, 有限生成群 G とその正規部分群 N について clG(= clG,G) と

clG,N の双リプシッツ非同値性が判明した初めての例である.

*1 本研究は JSPS 科研費 JP18J00765, JP21K13790, JP20H00114, JP21J11199, JP19K14536, JP17H04822,
JP21K03241の助成を受けたものです.

*2 [MMM22] では交換子長を安定化した安定交換子長の双リプシッツ非同値性を述べているが, そこでの議論と同様に
(むしろローテクで)交換子長の非同値性も証明できる.
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2 交換子長と擬準同型

まず古典的な交換子長について復習する. この章の内容に関する教科書として [Cal09]を挙げる.

群 Gの交換子部分群 [G,G]の元 z に対し, その交換子長 clG(z)を

clG(z) = min{n : z = [g1, h1] · · · [gn, hn] for some gi, hi ∈ G}

で定める. ここで Gの単位元 1G に対しては clG(1G) = 0とおくと, 交換子長は [G,G]上の G共役

不変なノルムとなる. 交換子長は, 単交換子全体からなる集合を生成集合と考えた場合の [G,G] の

ケーリーグラフの自然な距離と思うこともできる.

交換子長のトポロジカルな見方として, 曲面の最小種数としての見方がある. X を位相空間として

GをX の基本群 π1(X)とする. 交換子部分群 [π1(X), π1(X)]の元を任意に取ると, それを代表する

ループ γ に対し, ある (境界付き)曲面 S と連続写像 f : S → X で f |∂S = γ を満たすものが存在す

る. この写像 f を用いて, S の種数と同じ個数の単交換子の積で [γ]を書き表すことが出来る. した

がって, [γ] ∈ [π1(X), π1(X)]の交換子長とは, そのループを張る曲面の最小種数に一致する. 一般の

群 Gの交換子長に対しても, Gの Eilenberg-MacLane空間K(G, 1)を通して上記の最小種数として

の見方をすることが出来る.

交換子長の計算は一般には難しい. 例えば, (非可換) 自由群の交換子長の決定問題は NP 完全な

ことが示されている ([Heu20], このプレプリントのタイトルは「Computing commutator length is

hard」である). 交換子長の計算の難しさを表す一例として, 階数 2の自由群 F2 = ⟨a, b | −⟩を考え
る. 単交換子 [a, b]の 3乗

[a, b]3 = [a, b] · [a, b] · [a, b]

は, 定義から単交換子 3つの積で書き表されている. 自由群には relationが無いため, これが [a, b]3

を表す単交換子数の最小値を与えているように思えるのだが, 実は次が成り立つ:

[a, b]3 = [aba−1, b−1aba−2][b−1ab, b2].

つまり [a, b]3 の交換子長は 3ではなく, 2以下である. 自由群のような relationが全くない群でもこ

のようなことが起こるため, 非自明な relationのある群に対しては更に縮約が起こり得て, 交換子長

の計算は難しくなる.

さて, 上記自由群 F2 の元 [a, b]3 について, その交換子長が 2以下となることが分かった. 事実とし

てはこの元の交換子長は 2に一致するのだが, この事実はどのように証明するのだろうか. 以下では

その方法のひとつを説明する.

上記のことを示すためには, [a, b]3 の交換子長が 2以上となることを示せばよい. そのために, 与え

られた元に対し, その交換子長の下からの評価を与える方法を考える. 交換子長は群論的な対象なの

で, 例えば群 G上の実数値準同型 ϕ : G → Rを使おうとするのは自然だが, これはうまく行かない.

実際, G上の準同型 ϕに交換子群の元 z = [g1, h1] · · · [gn, hn]を代入すると

ϕ(z) = ϕ([g1, h1] · · · [gn, hn]) = ϕ([g1, h1]) + · · ·+ ϕ([gn, hn])

= ϕ(g1) + ϕ(h1) + ϕ(g−1
1 ) + ϕ(h−1

1 ) + · · · = 0

34



となるため, G上の実数値準同型の値を用いて交換子長の情報を取り出すことは出来ない.

少し唐突ではあるが, 準同型の定義の条件を以下のように緩めた写像 (斉次擬準同型)を導入する.

定義 2.1. Gを群とする. 写像 µ : G → Rが擬準同型であるとは,

D(µ) = sup
g,h

|µ(gh)− µ(g)− µ(h)| < ∞

が成り立つときをいう. D(µ)を µの defectという. また, 擬準同型 µ : G → Rが任意の g ∈ Gと

n ∈ Zに対し
µ(gn) = n · µ(g)

を満たすとき, µを斉次擬準同型という. G上の斉次擬準同型全体のなす実ベクトル空間を Q(G)で

表す.

定義から, 実数値準同型は斉次擬準同型である. したがって, 群 G上の実数値準同型全体のなすベ

クトル空間を H1(G)で表すと, H1(G) ⊂ Q(G)が成り立つ.

上記の議論から実数値準同型では交換子長の情報を取り出すことは出来ないが, 一方で斉次擬準

同型を用いると交換子長の情報を取り出すことが出来る. 具体的には, 準同型でない斉次擬準同型

µ ∈ Q(G) \H1(G)と交換子群の元 z に対し

clG(z) ≥
|µ(z)|
2D(µ)

+
1

2
(1)

が成り立つ. この不等式は本稿において非常に重要であり, また斉次擬準同型における典型的な議論

を多く含むため, 証明を与えておく.

命題 2.2. (i). 斉次擬準同型は共役不変である.

(ii). 任意の斉次擬準同型 µ ∈ Q(G)と任意の g, h ∈ Gに対し, |µ([g, h])| ≤ D(µ)が成り立つ.

(iii). 不等式 (1)が成り立つ.

Proof. (i). 斉次擬準同型をひとつ取り, µ : G → Rとおく. 群 Gの元 g, hと整数 nに対し

n · µ(g−1hg) = µ(g−1hng) ∼
D(µ)

µ(g−1) + µ(hng) ∼
D(µ)

µ(g−1) + µ(hn) + µ(g)

= −µ(g) + n · µ(h) + µ(g) = n · µ(h)

となる. ここで実数 a, b,D に対し a ∼
D

bで |a− b| ≤ D を表す. したがって

n · |µ(g−1hg)− µ(h)| ≤ 2D(µ)

を得る. 整数 nは任意なので, µ(g−1hg) = µ(h)となる.

(ii). 共役不変性より

µ([g, h]) = µ(ghg−1h−1) ∼
D(µ)

µ(ghg−1) + µ(h−1) = µ(h)− µ(h) = 0

となり, |µ([g, h])| ≤ D(µ)を得る.
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(iii). 交換子群の元 z が z = [g1, h1] · · · [gn, hn]と表されたとすると, (ii)より

µ(z) = µ([g1, h1] · · · [gn, hn]) ∼
(n−1)D(µ)

n∑
i=1

µ([gi, hi]) ∼
nD(µ)

0

となり, |µ(z)| ≤ (2n− 1)D(µ)を得る. ここで clG(z) ≤ nを合わせると不等式 (1)を得る.

不等式 (1)は準同型でない任意の斉次擬準同型に対して成り立つため, 次が成り立つ:

clG(z) ≥ sup
µ∈Q(G)\H1(G)

|µ(z)|
2D(µ)

+
1

2
. (2)

したがって, 準同型でない斉次擬準同型を用いることで交換子長を下から評価することが出来る. 自

由群 F2 の元 [a, b]3 の交換子長が 2以上であることを示すには, 自由群上の斉次擬準同型で [a, b]3 で

の値がそれなりに大きいものを構成すればよく, 例えば Brooksによる counting擬準同型 [Bro81]を

用いると証明できる.

自由群とは異なる例で, 斉次擬準同型の例と不等式 (2)の適用例を紹介する.

例 2.3. 円周の向きを保つ同相群を Homeo+(S
1)で表す. Homeo+(S

1)の普遍被覆群 Hõmeo+(S
1)

の記述のひとつに以下がある:

Hõmeo+(S
1) = {f ∈ Homeo(R) : f ◦ T = T ◦ f}.

ここで T : R → Rは +1平行移動である. Hõmeo+(S
1)上の実数値関数 τ : Hõmeo+(S

1) → Rを

τ(f) = lim
n→∞

fn(0)

n

で定める. この極限は常に存在し, τ は D(τ) = 1 の斉次擬準同型となる. これを Poincaré

translation numberという ([Poi81]).

定義から τ(T k) = k が成り立つため, 不等式 (2)より

clHõmeo+(S1)(T
k) ≥ τ(T k)

2D(τ)
+

1

2
=

k + 1

2

が成り立つ. つまり Hõmeo+(S
1)は交換子長に関して非有界な空間となる. これは Homeo+(S

1)と

は対照的な現象である. 実際, 任意の f ∈ Homeo+(S
1) は交換子一つで書けることが知られており

[EHN81], Homeo+(S
1)は交換子長に関して (半径が 1の)有界な空間となる.

3 混合交換子長と不変擬準同型

古典的な交換子長の類似として, z ∈ [G,N ]の混合交換子長 clG,N (z)を

clG,N (z) = min{n : z = [g1, x1] · · · [gn, xn] for some gi ∈ G, xi ∈ N}

で定める.
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[G,N ]は [G,G]の部分群なので, [G,N ]上で古典的な交換子長 clG を考えることも出来る. した

がって, [G,N ]上にふたつのノルム

clG,N : [G,N ] → N, clG : [G,N ] → N

が得られる. 定義から, 任意の z ∈ [G,N ]に対し

clG(z) ≤ clG,N (z)

が成り立つ.

定義からこの不等号は真に異なる場合が多いと期待される. このことを証明するためには, 混合交

換子長を下から評価する方法が必要である. その際にうまく機能する概念が斉次擬準同型の不変性で

ある.

定義 3.1. 斉次擬準同型 µ ∈ Q(N)が G不変であるとは, 任意の g ∈ Gと x ∈ N に対して

µ(g−1xg) = µ(x)

が成り立つときをいう. N 上の G不変斉次擬準同型全体の空間を Q(N)G で表す.

命題 2.2の (iii)と同様の計算により,任意の µ ∈ Q(N)Gと任意の z = [g1, x1] · · · [gn, xn] ∈ [G,N ]

に対し

|µ(z)| ≤ (2n− 1)D(µ)

の成立が分かり,

clG,N (z) ≥ |µ(z)|
2D(µ)

+
1

2
(3)

を得る.

交換子長と混合交換子長の違いを検知するには何を見ればよいかを考える. 例えば z ∈ [G,N ]が

g, h, gi ∈ G と xi ∈ N を用いて z = [g, h] = [g1, x1] · · · [gn, xn] と表されていたとすると, 任意の

µ ∈ Q(G)に対し
µ(z) ≤ D(µ)

が成り立つ. 一方で, 任意の µ ∈ Q(N)G に対しては

µ(z) ≤ (2n− 1)D(µ)

が成り立ち, 一般に µ(z) ≤ D(µ) が成り立つとは限らない. この違いが交換子長と混合交換子長の

違いを検知していると見ることが出来る. 実際, clG(z) = 1なる z ∈ [G,N ]に対し, |µ(z)| > D(µ)

なる µ ∈ Q(N)G が見つかれば, clG,N (z) > 1 が分かる. またこのとき, 上記の不等号のずれから,

µ ∈ Q(N)G は G上の斉次擬準同型に拡張不可能である*3. 以上のことをまとめると, 交換子長と混

合交換子長の違いを具体的に観測するためには,

*3 ここの記述は正確ではない. ただし商群 G/N が可解群のときにはこの記述は正当化でき, 以下で出てくる例では全て
この仮定を満たしている.
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(1) (G,G)-交換子長が小さいことは分かるが, (G,N)-交換子長が小さいかどうかは不明な元 z ∈
[G,N ]と,

(2) G上の斉次擬準同型に拡張不可能な, N 上の G不変斉次擬準同型 µ ∈ Q(N)G

を構成し, µ(z)がある程度大きくなることを計算できればよい. 次の章で, この方針が実行出来る例

をひとつ紹介する.

4 円周作用を用いた不変擬準同型の構成と orbifold基本群の交換子

まず [MMM22]で与えた不変擬準同型の構成のアイデアを説明する*4.

Gを円周に作用する群とし, 作用を ρ : G → Homeo+(S
1)で表す. また, 正規部分群 N で, Gの円

周への作用の N への制限が Hõmeo+(S
1)にリフトするものを考える. つまり, 次の図式が可換にな

る状況を考える:

N
ρ̃ //

i

��

Hõmeo+(S
1)

��
G

ρ // Homeo+(S
1).

群コホモロジーの一般論 (例えば [Bro82] 参照) から, 中心拡大 0 → Z → Hõmeo+(S
1) →

Homeo+(S
1) → 1 に対応する群コホモロジー類 e ∈ H1(Homeo+(S

1);Z) を ρ で引き戻した

コホモロジー類 ρ∗e ∈ H1(G;Z) が非零だとすると, 準同型 ρ : G → Homeo+(S
1) は準同型

G → Hõmeo+(S
1) にリフト出来ない. したがって, Hõmeo+(S

1) 上の Poincaré translation num-

ber(斉次擬準同型)は N には引き戻せるが, Gには直ちには引き戻すことが出来ないという状況にな

る. これで N 上の斉次擬準同型であって G に拡張不可能なものを構成出来ているように思えるが,

G不変性が一般には成立しない. ここでさらにコホモロジー類 ρ∗eの R係数化が商群からの引き戻
し H2(G/N ;R) → H2(G;R)に属すると仮定すると,

ρ∗τ + h : N → R

が G不変斉次擬準同型となるような準同型 h : N → Rの存在を証明できる. この G不変斉次擬準同

型を µρ とおくと, D(τ) = 1より D(µρ) ≤ 1が分かり, さらに次が成り立つ.

命題 4.1. コホモロジー類 ρ∗eが非自明のとき, µρ はGに斉次擬準同型として拡張不可能である. ま

た, gi ∈ Gと xi ∈ N に対し,

µρ([g1, x1] · · · [gn, xn]) = τ
(
[ρ̃(g1), ρ̃(x1)] · · · [ρ̃(gn), ρ̃(xn)]

)
が成り立つ. ここで ρ̃(gi), ρ̃(xi) ∈ Hõmeo+(S

1)はそれぞれ ρ(gi), ρ(xi) ∈ Homeo+(S
1)のリフトで

ある.

これにより, 円周に作用する群 Gについては, 拡張不可能な G不変擬準同型の構成法およびその計

算公式が得られた.

*4 orbifold基本群の例に適用する際には, ここでの議論を “R係数化”する必要がある. 詳しくは [MMM22]を参照.
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次に (G,G)-交換子長が小さく, (G,N)-交換子長が小さいか不明な元を構成する. 群 Gとして以下

の表示を持つ群を考える:
G = ⟨a, b | [a, b]ℓ = 1G⟩

ここで ℓ は 2 以上の整数とする. この群 G は torsion 元を持つ one-relator 群なので双曲群であ

る. 幾何的には, この群 G は種数 ℓ の閉曲面の自然な 2π/ℓ 回転による商として現れる orbifold の

orbifold基本群である.

Gの元 gi と, 交換子部分群 N = [G,G]の元 wi を次で定める:

gi =

{
bab−1 i = 1
ba2−ib−1

ai−1 i > 1
, wi =

{
[b, a] i = 1
ba2−ib−1

[b, a−1] i > 1.

ここで, x, y ∈ Gに対し xy という記号で y の xによる共役, つまり xy = xyx−1 を表す. このとき,

直接計算で次が分かる:

[g1, w1] · · · [gℓ−1, wℓ−1] = ba2b−1a−2[a, b]ℓa2−ℓbaℓ−2b−1.

ここで y = ba2

b−1, z = ba2

a−ℓ とおくと, [a, b]ℓ が群 Gで自明なことを合わせて次を得る:

[g1, w1] · · · [gℓ−1, wℓ−1] = [y, z] ∈ [G,N ]. (4)

つまり, [y, z] ∈ [G,N ] は (G,G)-単交換子で書き表せるが, (G,N)-交換子の積として書き表す際

は (ℓ − 1) 個の (G,N)-交換子が (見かけ上は) 必要である. また, 準同型 G → Homeo+(S
1) をう

まく作り, さらに (R 係数化して構成した) µρ に [y, z] を代入して値を計算すると, (3) と合わせて

clG,N ([y, z])が実際に 1より大きいことが ℓ ≥ 4で確認できる. つまり (4)の元は交換子長と混合交

換子長が真に異なる元となっている.

5 交換子長と混合交換子長の双リプシッツ非同値性

4章で交換子長と混合交換子長が真に異なる例をひとつ与えた. この章では, (4)の元 [y, z]を用い

て, 交換子長と混合交換子長の双リプシッツ非同値性まで示せることを説明する.

鍵となる式は以下である.

補題 5.1. Gを群とし, g, h ∈ Gとする. このとき, 任意の整数 n ∈ Zに対し次が成り立つ:

[g, hn] = [g, h] · h[g, h] · · · · · h
n−2

[g, h] · h
n−1

[g, h].

この補題は直接計算で確認出来る.

補題 5.1により, 4章で構成した元 [y, z]と不変擬準同型 µρ に対し,

µρ([y, z
n]) = µρ([y, z] · z[y, z] · · · · · z

n−2

[y, z] · z
n−1

[y, z])

∼
(n−1)D(µρ)

µρ([y, z]) + µρ(
z[y, z]) + · · ·+ µρ(

zn−2

[y, z]) + µρ(
zn−1

[y, z])

= n · µρ([y, z])
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が成り立つ. このことから |µρ([y, z])| > D(µρ)であれば, n → ∞で |µρ([y, z
n])| → ∞となる. し

たがって [y, zn]の交換子長は常に 1なのにも関わらず, [y, zn]の混合交換子長は無限大に発散する.

つまり交換子長と混合交換子長は双リプシッツ同値でない.

4章で扱った群 Gには種数 ℓの閉曲面の基本群 π1(Σℓ)からの自然な全射がある. この全射に関し

て上記の元 [y, zn] を適切に π1(Σℓ) に持ち上げ, また不変擬準同型 µρ も引き戻すと, 曲面群とその

交換子部分群に関しても交換子長と混合交換子長の双リプシッツ非同値性, つまり定理 1.1が証明で

きる.

6 拡張不可能な不変擬準同型の空間

交換子長と混合交換子長の違いを検知するには拡張不可能な不変擬準同型が必要だった. 準同型で

は交換子長の評価が出来ないことを踏まえると, clG と clG,N の違いの検知には以下の空間の非自明

元が重要である:

Q(N)G/(H1(N)G + i∗Q(G)). (5)

ここで i∗ は包含写像 i : N → Gによる引き戻し, H1(N)G はN 上の G不変準同型の空間である. 空

間 (5)が非自明であれば, その非自明元を用いて交換子長の比較が出来るかもしれない.

[KKM+21]において, 空間 (5)の次元決定を行った. まず空間 (5)が非自明となる例を挙げる.

定理 6.1 ([KKM+21]). (i). G が種数 2 以上の閉曲面の基本群で N が交換子部分群のとき, (5)

の次元は 1である.

(ii). Gが 3次元閉双曲写像トーラス X の基本群で N がファイバーの基本群の交換子部分群のと

き, (5)の次元は H2(X;R)の次元に一致する.

(iii). Gが 4章で用いた orbifold基本群で N が交換子部分群のとき, (5)の次元は 1である.

次に空間 (5)が自明となる例を挙げる.

定理 6.2 ([KKM+21]). 以下の G,N について, 空間 (5)は自明である.

(i). Gが自由群, 向き付け不可能曲面の基本群, 結び目群, ブレイド群, 連結成分がふたつの双曲絡

み目の基本群のいずれかで, N が交換子部分群のとき.

(ii). Gが自由群の自己同型群 Aut(Fn) (n ≥ 2)で, N が IA-自己同型群 IAn のとき.

定理 6.1 で挙げた全ての例で, 交換子長と混合交換子長の双リプシッツ非同値が示されている

([MMM22]). 定理 6.2 の例においては双リプシッツ非同値を観測する不変擬準同型の候補が無い.

交換子長 (resp. 混合交換子長)を安定化した安定交換子長 (resp. 安定混合交換子長)という概念が

あり, 空間 (5)が消滅するとき, 安定交換子長と安定混合交換子長の双リプシッツ同値性は成立する

([KKM+21]). つまり安定化した設定においては, 安定交換子長と安定混合交換子長の (双リプシッツ

の意味での)違いを観測する不変擬準同型の候補が無い場合, そこには本当に違いが無いのである.
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ある多変数 q超幾何級数に付随する接続問題

神戸大学大学院 理学研究科 数学専攻

信川喬彦 (Takahiko NOBUKAWA)∗

概要

一般 q 超幾何函数 N+1φN と q-Lauricella 超幾何函数 φD を同時拡張した多変数 q 超幾何函

数が満たす q 差分方程式系の, 適当な領域における基本解を構成し, それらの間の接続行列を求

める. この接続行列は, 1変数の q 超幾何函数の接続公式を繰り返し用いるという手法により得ら

れる.

1 導入：接続問題とは？

Gaussの超幾何函数とは, 次の級数で定義される函数である：

2F1

(
α, β
γ

; t

)
=

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n(1)n

tn (|t| < 1).

ここで, (α)n = α(α + 1) · · · (α + n − 1)である. この函数は “特殊函数の親玉”であり, 数学, 物理

学, 工学などさまざまな場面に登場する, とても重要な函数である. Gaussの超幾何函数は, 次の微分

方程式 (Gaussの超幾何方程式)を満たす：

t(1− t)
d2y

dt2
+ (γ − (α+ β + 1)t)

dy

dt
− αβy = 0. (1.1)

Gauss の超幾何方程式は Riemann 球面上の 3 点 {0, 1,∞} に特異点をもつ方程式である. 方程式

(1.1)は 2階の方程式なので, 解の全体は C上 2次元のベクトル空間をなす. その基底 y1(t), y2(t)に

対し y(t) = T(y1(t), y2(t))を基本解という. ここで, TAは Aの転置を意味する. 方程式 (1.1)の場

合, 特異点 t = 0, 1, ∞の近傍でそれぞれ次のような基本解が構成できる：

y0(t) =
T

(
2F1

(
α, β
γ

; t

)
, t1−γ

2F1

(
α− γ + 1, β − γ + 1

2− γ
; t

))
,

y1(t) =
T

(
2F1

(
α, β

α+ β − γ + 1
; 1− t

)
, (1− t)γ−α−β

2F1

(
γ − α, γ − β
γ − α− β + 1

; 1− t

))
,

y∞(t) = T

((
1

t

)α

2F1

(
α, α− γ + 1
α− β + 1

;
1

t

)
,

(
1

t

)β

2F1

(
β − γ + 1, β
β − α+ 1

;
1

t

))
.

t = 0の近傍での基本解 y0 を, 適当な pathに沿って t = 1や t = ∞の近傍へ解析接続する (ここで

は, t = ∞の近傍への場合を考える). このとき, t = ∞の近傍では ỹ0(y0 を t = ∞に解析接続した

∗ e-mail: tnobukw@math.kobe-u.ac.jp
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もの)と y∞ という 2つの基本解が取れる. よって, 適当な C値の行列 Aを用いて ỹ0 = Ay∞ とな

る. この行列 Aを接続行列といい, 接続行列を求める問題を接続問題という. 今の場合, 接続行列は

Γ函数を用いて

A =

 e−iπαΓ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
e−iπβ Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)

eiπ(γ−α−1) Γ(2− γ)Γ(β − α)

Γ(1− α)Γ(β − γ + 1)
eiπ(γ−β+1) Γ(2− γ)Γ(α− β)

Γ(1− β)Γ(α− γ + 1)


とかける. 超幾何函数については, 青本-喜多 [7], 原岡 [8], 吉田 [9]など日本語の本も数多くあるので,

より詳しく知りたい方はこれらの本を参照されたい.

上記のことの q 差分類似を考える. q ∈ Cを 0 < |q| < 1ととり固定する. Heineの q 超幾何函数

は Gaussの超幾何函数の q 類似として導入された次の級数である：

2φ1

(
a, b
c

; t

)
=

∞∑
n=0

(a; q)n(b; q)n
(c; q)n(q; q)n

tn (|t| < 1).

ここで, (a; q)n =
(a; q)∞

(aqn; q)∞
, (a; q)∞ =

∏∞
i=0(1 − aqi) である. a = qα, b = qβ , c = qγ と置き

q → 1とすれば, 2φ1

(
a, b

c
; t

)
→ 2F1

(
α, β

γ
; t

)
となる. Heineの q 超幾何函数は次の q 差分方

程式 (Heineの q 超幾何方程式)を満たす：[
(1− Tt)(1− cq−1Tt)− t(1− aTt)(1− bTt)

]
y = 0. (1.2)

ここで Tt は t についての q シフト作用素である：Tty(t) = y(qt). Gauss の超幾何方程式 (1.1) の

解の全体が C 上 2 次元のベクトル空間をなすように, Heine の q 超幾何方程式 (1.2) の解の全体も

K = {C(t) | TtC(t) = C(t)}上 2次元のベクトル空間をなす. K の元を擬定数といい, K を擬定数

体という. q 差分方程式の場合, t = 0や t = ∞は q シフト作用素 Tt の固定点になるため解の分岐点

になり得るが, そのほかの点は分岐点になり得ない. このため, t = 0と t = ∞のみが方程式の特異
点となる. Gaussの場合と同様に, Heineの q 超幾何方程式には t = 0, ∞の近傍で収束する基本解
が 2φ1 を用いて構成できる：

u0(t) =
T

(
2φ1

(
a, b
c

; t

)
, t1−γ

2φ1

(
aq/c, bq/c

q2/c
; t

))
,

u∞(t) = T

((
1

t

)α

2φ1

(
a, aq/c
aq/b

;
cq

abt

)
,

(
1

t

)β

2φ1

(
bq/c, b
bq/a

;
cq

abt

))
.

ここで, a = qα, b = qβ , c = qγ とした. q 差分方程式の場合でも, t = 0 の近傍における基本解と

t = ∞の近傍における基本解の間の接続行列を考えることができる. 今の場合,

u0 = Bu∞,

B =


(b, c/a; q)∞
(c, b/a; q)∞

tα
θ(at)

θ(t)

(a, c/b; q)∞
(c, a/b; q)∞

tβ
θ(bt)

θ(t)
(qb/c, q/a; q)∞
(q2/c, b/a; q)∞

tα−γ+1 θ(aqt/c)

θ(t)

(qa/c, q/b; q)∞
(q2/c, a/b; q)∞

tβ−γ+1 θ(bqt/c)

θ(t)

 ,
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である. ここで, (a, b; q)∞ は (a; q)∞(b; q)∞ の略記であり, θ(t) = (t, q/t; q)∞ である. u0, u∞ は擬

定数体K 上の基本解なので, 接続行列 B も擬定数値行列になることに注意しておく.

超幾何函数や q 超幾何函数の理論において, 接続問題を解くことは基本的かつ重要な問題である.

本稿では, 次の多変数 q 超幾何函数が満たす q 差分方程式の接続問題を考える：

FN,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

N∏
j=1

(aj)|m|

(cj)|m|

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

M∏
i=1

tmi
i .

ここで, |m| = m1 + · · ·+mM であり, また (a; q)m を (a)m と略記した (以降も略記する). この q超

幾何函数はモノドロミー保存変形の理論に関連する函数で Park [4]により導入された. M = 1の場

合は一般 q 超幾何函数 N+1φN , N = 1の場合は q-Lauricella超幾何函数 φD となる. q 超幾何函数

FN,M は次の q 差分方程式系 EN,M を満たす：ts

N∏
j=1

(1− ajT ) · (1− bsTs)−
N∏
j=1

(1− cjq
−1T ) · (1− Ts)

F = 0 (1 ≤ s ≤ M),

{tr(1− brTr)(1− Ts)− ts(1− bsTs)(1− Tr)}F = 0 (1 ≤ r < s ≤ M),

ここで, Ts は Tts の略記であり, T = T1T2 · · ·TM である. この方程式系の rankはMN + 1である

ことが知られている [5]. 以下では, この方程式系 EN,M の接続問題の解を与える. すなわち, 適当

な領域で収束する基本解を構成し, その基本解たちの間の接続行列を求める. 以降の内容は [3] に基

づく.

2 EN,M の基本解

この章では, EN,M の基本解を紹介し, その特徴づけを与える.

Definition 2.1. 0 ≤ L ≤ M , 1 ≤ k ≤ N , L+ 1 ≤ l ≤ M , 1 ≤ l′ ≤ Lに対し, 函数 FL
N,M , FL;k,l

N,M ,

GL;k,l′

N,M を次で定義する：

FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

N∏
j=1

(aj/bL+1 · · · bM )m(L)

(cj/bL+1 · · · bM )m(L)

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=1

tmi
i

M∏
i=L+1

(
q

biti

)mi

, (2.1)

FL;k,l
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤N

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

{
N∏
j=1

(qak/cj)mL+1

(qak/aj)mL+1

×
L∏

i=1

(bi)mi

(q)mi

l−1∏
i=L+1

(bi)mi+1

(q)mi+1

M∏
i=l+1

(bi)mi

(q)mi

(ak/bl+1 · · · bM )m(l)

(qak/bl · · · bM )m(l)

×
L∏

i=1

(
qti
bltl

)mi l−1∏
i=L+1

(
qti
bltl

)mi+1 M∏
i=l+1

(
bltl
biti

)mi

 N∏
j=1

cj
aj

· q

bltl

mL+1}
, (2.2)

GL;k,l′

N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

{
N∏
j=1

(qaj/ck)mL

(qcj/ck)mL
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×
l′−1∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=l′+1

(bi)mi−1

(q)mi−1

M∏
i=L+1

(bi)mi

(q)mi

(ck/qbl′+1 · · · bM )m(l′−1)

(ck/bl′ · · · bM )m(l′−1)

×
l′−1∏
i=1

(
qti
bl′tl′

)mi L∏
i=l′+1

(
bl′tl′

biti

)mi−1 M∏
i=L+1

(
bl′tl′

biti

)mi

·
(
bl′tl′

q

)mL
}
. (2.3)

ただし, m(l) = m1 + · · ·+ml − (ml+1 + · · ·+mM )である.

これらの級数はそれぞれ以下の領域で収束する：

級数 (2.1) :

{
|ti| < 1, 1 ≤ i ≤ L,

∣∣∣∣ c1 · · · cNq

a1 · · · aNbiti

∣∣∣∣ < 1, L+ 1 ≤ i ≤ M

}
,

級数 (2.2) :

{∣∣∣∣ c1 · · · cNq

a1 · · · aNbltl

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣ qtibltl

∣∣∣∣ < 1, 1 ≤ i ≤ l − 1,

∣∣∣∣ qtlbiti

∣∣∣∣ < 1, l + 1 ≤ i ≤ M

}
,

級数 (2.3) :

{
|tl| < 1,

∣∣∣∣ qtibltl

∣∣∣∣ < 1, 1 ≤ i ≤ l − 1,

∣∣∣∣ qtlbiti

∣∣∣∣ < 1, l + 1 ≤ i ≤ M

}
.

函数 FL
N,M , FL;k,l

N,M , GL;k,l′

N,M を用いて, EN,M の基本解が構成できる.

Proposition 2.2 ([3]). 0 ≤ L ≤ M , σ ∈ SM に対し,

uL,σ
0 =

M∏
i=L+1

t
−βσ(i)

σ(i) · FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {tσ(i)}1≤i≤M

)
,

uL,σ
k,l =



t
1+

∑M
i=l+1 βσ(i)−γk

σ(l)

M∏
i=l+1

t
−βσ(i)

σ(i) · GL;k,l
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; {tσ(i)}1≤i≤M

)
,

1 ≤ k ≤ N, 1 ≤ l ≤ L,

t
−αk+

∑M
i=l+1 βσ(i)

σ(l)

M∏
i=l+1

t
−βσ(i)

σ(i) · FL;k,l
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; {tσ(i)}1≤i≤M

)
,

1 ≤ k ≤ N, L+ 1 ≤ l ≤ M,

DL,σ =

{
|tσ(i)| < 1, 1 ≤ i ≤ L,

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

cj
aj

· q

bσ(i)tσ(i)

∣∣∣∣∣ < 1, L+ 1 ≤ i ≤ M,

∣∣∣∣ qtσ(i)

bσ(j)tσ(j)

∣∣∣∣ < 1, 1 ≤ i < j ≤ M

}

とおく. ただし, aj = qαj , bi = qβi , cj = qγj とする. このとき, パラメータが条件

aj/ak, cj/ck, aj/bσ(i) · · · bσ(M), ck/bσ(i) · · · bσ(M) /∈ qZ, (1 ≤ i ≤ M + 1, 1 ≤ j ̸= k ≤ N),

を満たすならば,

uL,σ = T
(
uL,σ
0 , uL,σ

1,1 , . . . , u
L,σ
1,M , uL,σ

2,1 , . . . , u
L,σ
N,M

)
,

は DL,σ 上で収束する EN,M の基本解となる.

この命題は, 以下の手順で証明できる.
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step1 uL,σ
0 , uL,σ

k,l が EN,M を満たすことを示す.

EN,M の対称性により, σ = id のときに EN,M を満たすことを見ればよい. uL,id
0 , uL,id

k,l が

EN,M を満たすことは直接計算でわかる.

step2 uL,σ
0 , uL,σ

k,l が擬定数体K = {C(t) | TiC(t) = C(t) (1 ≤ i ≤ M)}上一次独立であることを示す.

これは, 次の主張から従う：

Claim. δi = (δ1,i, . . . , δM,i) ∈ CM (1 ≤ i ≤ n)とする. このとき任意の i ̸= j に対し δi ̸= δj

であり,

fi(t1, . . . , tM ) = tδi(1 +O(||t||))

ならば, f1, . . . , fn は擬定数体K 上一次独立である. ここで, tδi = t
δ1,i
1 · · · tδM,i

M である.

Claimの証明は Vandermonde行列式に帰着させることで証明できる.

Remark 2.3. これらの基本解を発見した方法について少し述べておく. まず後述する手法 (N+1φN

の接続公式を繰り返し適用する手法)を用いて FN,M の接続公式を計算する. この接続公式を整理す

れば, 和 FL
N,M , FL;k,l

N,M が現れる. これにより FL
N,M , FL;k,l

N,M を用いた解を発見した. さらに L = 0の

とき,

F0
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
= FN,M

(
{qb1 · · · bM/cj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{qb1 · · · bM/aj}1≤j≤N
;

{
c1 · · · cNq

a1 · · · aNbiti

}
1≤i≤M

)
,

となるので, 上で求めた FN,M の接続公式を F0
N,M に適用することができる. F0

N,M の接続公式を書

き下してみることで, GL;k,l′

N,M を用いた解が発見できた.

Remark 2.4. N = 1, q → 1のとき (すなわち, Lauricella超幾何函数 FD に付随する微分方程式の

とき), 領域 {|t1| ≪ · · · ≪ |tL| ≪ 1 ≪ |tL+1| ≪ · · · ≪ |tM |}における基本解が, 今日では GKZ超

幾何函数論と呼ばれる理論により

FD,j

(
α̃; {β̃i}1≤i≤M

γ̃
; {xi}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

(α̃)−m(j−1)

(γ̃)−m(j−1)

M∏
i=1

(β̃i)mi

(1)mi

M∏
i=1

xmi
i ,

という函数を用いて構成されている [2]. (ここでの (α)n は α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)の意味である.)

N = 1のとき, 解 uL,σ
0 , uL,σ

k,l は [2]による FD,j を用いた解の q 類似となっている.

また, 上記の基本解は漸近挙動で特徴づけることができる.

Proposition 2.5 ([3]). f(t)を EN,M の, DL,id 上で収束する解とする. xi = ti/ti+1, 1 ≤ i < L,

xL = tL, xL+1 = 1/tL+1, xi = ti−1/ti, L+ 1 < i ≤ M と変数変換する. このとき適当なパラメー

タ δ = (δ1, . . . , δM )を用いて

f(t) = tδ(1 +O(||x||)),

とかけるならば, f(t)は uL,id
0 , uL,id

k,l のいずれかとなる.
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実際 EN,M を

 ts
ts+1

· · · tL−1

tL
tL

N∏
j=1

(1− ajT ) · (1− bsTs)−
N∏
j=1

(
1− cjq

−1T
)
· (1− Ts)

 f(t) = 0,

1 ≤ s ≤ L,
N∏
j=1

(1− ajT ) · (1− bsTs)−
1

tL+1

tL+1

tL+2
· · · ts−1

ts

N∏
j=1

(
1− cjq

−1T
)
· (1− Ts)

 f(t) = 0,

L+ 1 ≤ s ≤ M,{
tr
ts
(1− brTr)(1− Ts)− (1− bsTs)(1− Tr)

}
f(t) = 0, 1 ≤ r < s ≤ M,

と書き直し, xの最低次の項を見ることで,

N∏
j=1

(
1− cjq

−1qδ1+···+δM
)(
1− qδs

)
= 0, 1 ≤ s ≤ L,

N∏
j=1

(
1− ajq

δ1+···+δM
)(
1− bsq

δs
)
= 0, L < s ≤ M,

(
1− bsq

δs
)(
1− qδr

)
= 0, 1 ≤ r < s ≤ M,

がわかる. これを解くと,

(δ1, . . . , δM ) = (0, . . . , 0,−βL+1, . . . ,−βM ),

(
1 +

M∑
i=2

βi − γk,−β2, . . . ,−βM

)
,(

0, 1 +

M∑
i=3

βi − γk,−β3, . . . ,−βM

)
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(
0, . . . , 0, 1 +

M∑
i=L+1

βi − γk,−βL+1, . . . ,−βM

)
,



(
0, . . . , 0,−αk +

M∑
i=L+2

βi,−βL+2, . . . ,−βM

)
,(

0, . . . , 0,−αk +

M∑
i=L+3

βi,−βL+3, . . . ,−βM

)
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(0, . . . , 0,−αk),

がわかり, f(t)が uL,id
0 , uL,id

k,l のいずれかであることがわかる.

3 接続行列

この章では, 前章で構成した EN,M の基本解の間の接続行列を求める. すなわち, uL1,σ1 と uL2,σ2

の間の接続行列を求める. この問題は原理的には以下の行列を求めることで解ける：
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• uL,id と uL+1,id の間の接続行列.

• uL,id と uL−1,id の間の接続行列.

• uM,id と uM,sr の間の接続行列.

ここで, sr = (r, r + 1) ∈ SM である. さらに, これらの問題は全て一般 q 超幾何函数 N+1φN の接

続公式を用いて計算できる.

Lemma 3.1 ([6]). 一般 q 超幾何函数の接続公式は以下で与えられる：

N+1φN

(
a1, . . . , aN+1

b1, . . . , bN
; t

)
=

N+1∑
k=1

{
N∏
j=1

(bj/ak)∞
(bj)∞

∏
1≤j≤N+1

j ̸=k

(aj)∞
(aj/ak)∞

× θ(tak)

θ(t)
N+1φN

(
{qak/bj}1≤j≤N , ak

{qak/aj}1≤j≤N+1, j ̸=k
;

b1 · · · bNq

a1 · · · aN+1t

)}
. (3.1)

この接続公式は以下の積分に Cauchyの積分定理を用いることで得られる：∫
C

(b1x, . . . , bNx, qx/t, t/x)∞
(a1x, . . . , aN+1x, 1/x)∞

dx

x
.

ただし, 積分路 C は 1/(a1x, . . . , aN+1x)∞ の極が C の外に, 1/(1/x)∞ の極が C の内に来るように

x = 0を反時計回りに一周するループである. この証明方法の詳細については, Gasper-Rahman [1]

を参照されたい.

まず, uL,id と uL+1,id の間の接続行列を考える. 定義より,

uL,id
0 =

M∏
i=L+1

t−βi

i · FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
,

FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

N∏
j=1

(aj/bL+1 · · · bM )m(L)

(cj/bL+1 · · · bM )m(L)

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=1

tmi
i

M∏
i=L+1

(
q

biti

)mi

=
∑

m1,...,mL,mL+2,...,mM≥0

{
N∏
j=1

(aj/bL+1 · · · bM )m(L)′

(cj/bL+1 · · · bM )m(L)′

∏
1≤i≤M
i ̸=L+1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=1

tmi
i

M∏
i=L+2

(
q

biti

)mi

× N+1φN

{qbL+1 · · · bM/cjq
m(L)′}1≤j≤N , bL+1

{qbL+1 · · · bM/ajq
m(L)′}1≤j≤N

;

N∏
j=1

cj
aj

· q

bL+1tL+1

},
とできる. 最右辺の N+1φN に接続公式 (3.1)を適用し, 整理することで以下を得る：

FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

N∏
j=1

(qbL+2 · · · bM/aj , qbL+1 · · · bM/cj)∞
(qbL+1 · · · bM/aj , qbL+2 · · · bM/cj)∞

· θ(tL+1a1 · · · aN/c1 · · · cN )

θ(tL+1bL+1a1 · · · aN/c1 · · · cN )

×FL+1
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
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+
N∑

d=1

{
N∏
j=1

(cd/aj)∞
(qbL+1 · · · bM/aj)∞

∏
1≤j≤N
j ̸=d

(qbL+1 · · · bM/cj)∞
(cd/cj)∞

· (bL+1)∞
(cd/qbL+2 · · · bM )∞

× θ(tL+1a1 · · · aNcd/qbL+2 · · · bMc1 · · · cN )

θ(tL+1bL+1a1 · · · aN/c1 · · · cN )

×FL+1;d,L+1
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)}
.

また, uL,id
k,L+1 の接続も同様に求めることができる. さらに, l ̸= L + 1 のときは uL,id

k,l = uL+1,id
k,l

となる. 以上より uL,id = AL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tL+1

)
uL+1,id となる行列 AL,id を,

N+1φN の接続公式を用いることで明示的に求めることができる. このような, 「多重和の一

部を一般 q 超幾何函数 N+1φN とみなし, そこに接続公式を適用する」という手法を用いれば,

uL,id = BL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tL

)
uL−1,id, uM,sr = SM,id

sr

(
{bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

;
tr

tr+1

)
uM,id

となる行列 BL,id, SM,id
sr も同様に求めることができる. AL,id, BL,id, SM,id

sr の具体形について

は省略する ([3] を参照されたい). さらに, AL,σ = AL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tσ(L+1)

)
,

BL,σ = BL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tσ(L)

)
, SM,σ

sr = SM,id
sr

(
{bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

;
tσ(r)

tσ(r+1)

)
とお

けば, uL,σ = AL,σuL+1,σ, uL,σ = BL,σuL−1,σ,uM,srσ = SM,σ
sr uM,σ となる. 以上により, 次の主

定理を得る.

Theorem 3.2 ([3]). 0 ≤ L1, L2 ≤ M , σ1, σ2 ∈ SM に対し,

uL2,σ2 = AL2,σ2AL2+1,σ2 · · ·AM−1,σ2S
M,sr2 ···srIσ1

sr1
S
M,sr3 ···srIσ1

sr2
· · ·SM,σ1

srI

×BM,σ1BM−1,σ1 · · ·BL1+1,σ1uL1,σ1 , (3.2)

である. ただし, σ2 = sr1 · · · srIσ1, sr = (r, r + 1) ∈ SM とする.
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2変数量子Garnier系の多項式ハミルトニアン

神戸大学大学院 理学研究科 数学専攻
皇學館大学 教育学部 教育学科
上野祐一 (Yuichi UENO)

概 要

Garnier 系とは，Painlevé 方程式の拡張であり，Frobenius完全積分可能な多時間 Hamil-
ton 系として与えられる．Garnier 系は Painlevé 方程式と同様に多項式 Hamiltonian HJ の
Hamiltonian系でかくことができる．ここでは，正則性により量子 Gariner 系を構築し，その
特徴付けを行う．すなわち，Garnier 系のHamiltonian系がまた多項式Hamiltonian系に移る
ような正準変換を導入し，Hamiltonianがこの正則性によってただ一つに特徴付けることがで
きることを示す．

1 Introduction

Painlevé方程式 PJ (J = I, · · · ,VI) はある 2階の線形常微分方程式

LJ :
d2y

dx2
= RJ(x, λ, t)y

のモノドロミー保存変形やストークス係数を不変にする変形理論から導かれることが知られてい
る [9]．このことは，PVIについては Fuchsにより，他の PJ (J = I, · · · ,V) についてはGarnierに
よって最初に示された. これらの Painlevé方程式は LJ の特異点の個数「4」の分割に対応させて
考えることができる．

(1, 1, 1, 1) (1, 1, 2) (1, 3)

(2, 2)

(4)
- -

���*

-

HHHj

一方，N 変数Garnier系とはN + 3個の確定特異点を持つRiemann球面 P1上の 2階 Fuchs型
線型常微分方程式のモノドロミー保存変形から得られるN 個の時間変数を持つ Hamilton 系であ
る．N = 1の場合は，Painlevé VI型方程式と一致する．
また，H.Kimura により 2 変数の退化 Garnier 系が構築された．この 2 変数 Garnier 系には

Painlevé方程式の場合と同様に，「5」の分割に対応する次の退化系列がある [1, 2, 3]．

(1, 1, 1, 1, 1) (1, 1, 1, 2) (1, 1, 3)

(1, 2, 2)

(1, 4)

(2, 3)

(5)- -
���*

-

-

HHHj���*

-

HHHj
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古典 Painlevé方程式の特徴付けにはTakanoやその共同研究者たちの仕事が知られている [4, 5,

14, 17]．これらの変換の下で， 古典 Painlevé方程式は正則なハミルトニアン系に変換される [8]．
さらには，古典 Painlevé方程式がこれらの有理変換の下で，正則性によりただ一つに特徴付けら
れることを示した．これを高野理論と呼ぶ．
講演者は量子Painlevé方程式に対してもこれを適用し，高野理論の量子類似を構築した [18]．本

稿では，量子Painlevé系において得られた結果をGarnier系にも拡張し，N = 2の場合のGarnier

系 G(1,1,1,1,1)を特徴付ける量子正準変換とその結果として得られる量子 Garnier系の多項式ハ
ミルトニアンを与え，2変数量子Garnier系を構築する．また，残りの各場合については決定され
たHamiltonianのみを述べる．
なお，退化の場合も含めたN = 2 の場合のGarnier系 (G(1,1,1,1,2),G(1,1,3),G(1,2,2),G(1,4))

の各場合についても量子正準変換とその結果として得られる量子 Garnier系の多項式ハミルトニ
アンが見つかっている．こちらについては現在論文を作成中である．

2 2変数量子Garnier系

以下では，N = 2の場合のGarnier系について，その量子版を考える．
2変数量子Garnier系を適切に定義するために，次のようなHamilton系を考える．

dq1 = [H1, p1]dt+ [H2, p1]ds, dp1 = −[H1, q1]dt− [H2, q1]ds

dq2 = [H1, p2]dt+ [H2, p2]ds, dp2 = −[H1, q2]dt− [H2, q2]ds
(1)

ここで，q1, q2, p1, p2は [qi, pj ] = δi,jh (h ∈ C)を満たす正準変数であり，t, sは 2つの時間発展
の独立変数とする．
また，H1,H2は§ 3.で定める量子正準変換により正則となるように決めた q1, q2, p1, p2の非可

換多項式 Hamiltonian とする．

3 量子正準変換と決定された Hamiltonian

§ 1.で述べたように古典 Painlevé系における特徴付けは Takanoと彼の共同研究者たちの仕
事によるものである．Painlevé系の多変数化であるGarnier系については，2変数と 3変数の場合
の正準変換については Sasanoや Suzukiの仕事により分かっている [11, 12, 15, 16]．
本論文では 2変数量子Garnier系について，正則性に基づいたアプローチを試みる．そのため

に，Sasanoの導入した有理正準変換を自然に量子化したものを考え，これらの変換に対して正則
に変換されるような Hamiltonianを探す．もちろん，正準変換の量子化にも曖昧さの問題は生じ
るが，変数の単純な順序交換を考えるだけであればその効果はパラメータの読み替えに吸収する
ことができるため，順序をどのように指定しても実質的に等価であり，一般性を失わない．その
ため，ここでは変数 qiが変数 pj よりも，また変数 xiが変数 yj よりも左にくるように非可換変数
の順序を指定する．
我々が出発点とする量子正準変換とその逆変換は次のものである．これらの変換式は，古典の

場合の Sasanoによる変換式と同一のように見えるが，ここでは変数 qi, pj と xj , yj は交換関係
[qi, pj ] = δi,jh, [xi, yj ] = δi,jh (h ∈ C)を保つ量子正準変数，αiはパラメータとする．
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r1 : q1 =
1

x1
, p1 = −x21y1 − x1x2y2 − α1x1,

q2 =
x2
x1

, p2 = x1y2,

x1 =
1

q1
, y1 = −q21p1 − q1q2p2 − α1q1,

x2 =
q2
q1
, y2 = q1p2. (2)

r2 : q1 =
1

x1
, p1 = −x21y1 − x1x2y2 − α2x1,

q2 =
x2
x1

, p2 = x1y2,

x1 =
1

q1
, y1 = −q21p1 − q1q2p2 − α2q1,

q2 =
x2
x1

, p2 = x1y2. (3)

r3 : q1 = −x1y
2
1 + α3y1, p1 =

1

y1
,

q2 = x2, p2 = y2,

x1 = −q1p
2
1 + α3p1, y1 =

1

p1
,

x2 = q2, y2 = p2. (4)

r4 : q1 = x1, p1 = y1,

q2 = −x2y
2
2 + α4y2, p2 =

1

y2
,

x1 = q1, y1 = p1,

x2 = −q2p
2
2 + α4p2, y2 =

1

p2
. (5)

r5 : q1 = −x1y
2
1 − x2y

2
1 + y21 + α5y1 − x2 + 1, p1 =

1

y1
,

q2 = x2, p2 =
1

y1
+ y2 − y1,

x1 = −q1p
2
1 − q2p

2
1 + p21 + α5p1 − q2 + 1, y1 =

1

p1
,

x2 = q2, y2 =
1

p1
+ p2 − p1. (6)
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r6 : q1 = −x1y
2
1 −

t

s
x2y

2
1 −

t

s
x2 + t+ ty21 + α6y1, p1 =

1

y1
,

q2 = x2, p2 =
t

s
(
1

y1
− y1) + y2,

x1 = −q1p
2
1 −

t

s
q2p

2
1 −

t

s
q2 + t+ tp21 + α6p1, y1 =

1

p1
,

x2 = q2, y2 =
t

s
(
1

p1
− p1) + p2. (7)

このとき，次が成り立つ．

Theorem 3.1 正準変換 (2)-(7) の下で，正則性を持つ多項式 Hamiltonianは一意に決まり，そ
れは次のHamiltonianである.

1. G(1,1,1,1,1)の場合

The case of t - flow.

H1 =
1

(−h+ α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6)t(t− 1)(t− s)
((t− s)q31p

2
1 + 2(t− s)q21q2p1p2

+ (t− s)q1q
2
2p

2
2 − (t+ 1)(t− s)q21p

2
1 + 2t(s− 1)q1q2p1p2 − t(t− 1)q1q2p

2
1 − s(t− 1)q1q2p

2
2

− (h− α1 − α2)(s− t)q1(q1p1 + q2p2) + t(t− s)q1p
2
1

+ (h(t− s)− (α1 + α2)(s− t) + α3t(t− s) + α4s(t− 1) + α5(t
2 − t− st+ s))q1p1

+ α4s(t− 1)q1p2 + α3t(t− 1)q2p1 − α3t(s− 1)q2p2

− α1α2(s− t)q1 − α3t(s− t)p1).

(8)

The case of s - flow.

H2 =
1

(−h+ α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6)s(s− 1)(s− t)
((s− t)q32p

2
2 − 2(s− t)q1q

2
2p1p2

+ (s− t)q21q2p
2
1 − (s+ 1)(s− t)q22p

2
2 + 2s(t− 1)q1q2p1p2 − t(s− 1)q1q2p

2
1 − s(s− 1)q1q2p

2
2

− (h− α1 − α2)(s− t)(q1q2p1 + q22p2) + s(s− t)q2p
2
2 − α4s((t− 1)q1p1 − (s− 1)q1p2)

− (h(t− s) + (α1 + α2)(s− t) + α3t(s− 1) + α4s(t− s)− α5(s
2 − s− st+ t))q2p2

+ α3t(s− 1)q2p1 + α1α2(s− t)q2 − α4s(s− t)p2).

(9)

2. G(1,1,1,2)の場合
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The case of t - flow.

H1 =
1

(h+ α1 + α2 + α3 + α4 + α5)t2
(q31p

2
1 + 2q21q2p1p2 + q1q

2
2p

2
2 − tq21p

2
1 − sq1q2p

2
2

+ (α3 + α4 − h)(q21p1 + q1q2p2) + (η + (2h+ α1)t)q1p1 + α2sq1p2 + ηtq2p1 + η(1− s)q2p2

+ α3α4q1 − ηtp1).

(10)

The case of s - flow.

H2 =
1

(h+ α1 + α2 + α3 + α4 + α5)st(s− 1)
(t(q21q2p

2
1 + q32p

2
2 + 2q1q

2
2p1p2) + s(s− 1)q1q2p

2
2

− t(2sq1q2p1p2 + (s+ 1)q22p
2
2) + (α3 + α4 − h)t(q1q2p1 + q22p2) + stq2p

2
2

+ α2stq1p1 + α2s(1− s)q1p2 + ηt(1− s)q2p1

+ (t(α1(s− 1) + α2s− α3 − α4 + (2s− 1)h) + ηs(s− 1))q2p2 + α3α4tq2 − α2stp2).

(11)

3. G(1,1,3)の場合

The case of t - flow.

H1 =
1

(h− α1 − α2 − α3 − α4)(t− s)
(q21p1p2 + q22p1p2 − 2q1q2p1p2

+ (t− s)(q21p1 − 2q1p
2
1 − 2q2p1p2) + (2t2 − 2st− α3)q1p1 + α2q1p2

+ α3q2p1 − α2q2p2 + α2(t− s)q1 + 2α1(t− s)p1).

(12)

The case of s - flow.

H2 =
1

(−h+ α1 + α2 + α3 + α4)(t− s)
(q21p1p2 + q22p1p2 − 2q1q2p1p2

− (t− s)(q22p2 − 2q2p
2
2 − 2q1p1p2)− α3q1p1 + α2q1p2 + α3q2p1

− (2st− 2s2 + α2)q2p2 − α3(t− s)q2 − 2α1(t− s)p2).

(13)

4. G(1,2,2)の場合

The case of t - flow.

H1 =
1

(2h+ α1 + α2 + α3 + 2α4)t(t− s)
((t− s)q21p

2
1 + 2tq1q2p1p2 − sq21p1p2 − tq22p1p2

+ (s− t)q21p1 + ((α1 + α2 + α3)t− (α1 + α2)s)q1p1 − α1sq1p2 − α3tq2p1 + α1tq2p2)

− α1(t− s)q1 + t(t− s)p1).

(14)

The case of s - flow.

H2 =
1

(2h+ α1 + α2 + α3 + 2α4)t(t− s)
((t− s)q22p

2
2 − 2sq1q2p1p2 + sq21p1p2 + tq21p1p2

+ (s− t)q22p2 − α3sq1p1 + α1sq1p2 + α3tq2p1 + ((α2 + α3)t− (α1 + α2 + α3)s)q2p2

− α3(t− s)q2 + s(t− s)p2).

(15)
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5. G(1,4)の場合

The case of t - flow.

H1 =
1

(2h+ α1 + α2 + α3)(t− s)
(−q21p1p2 − q22p1p2 + 2q1q2p1p2 + (s− t)q21p1

+ α2q1p1 − α1q1p2 − α2q2p1 + α1q2p2 +
1

2
(t− s)p1(p1 − p2)

− α1(t− s)q1 −
1

2
t(t− s)p1).

(16)

The case of s - flow.

H2 =
1

(2h+ α1 + α2 + α3)(t− s)
(q21p1p2 + q22p1p2 − 2q1q2p1p2 + (s− t)q22p2

− α2q1p1 + α1q1p2 + α2q2p1 − α1q2p2 +
1

2
(t− s)(p1p2 + p22)

− α2(t− s)q2 −
1

2
s(t− s)p2).

(17)

Proof. Hamiltonianを一意に決定するための方法は数式処理ソフトMathematicaによる具体
的な計算によるものである．
その際，非可換変数 q1, q2, p1, p2と x1, x2, y1, y2 に関して，q = qi, p = pj の逆数について

pq−1 − q−1p = hq−2, p−1q − qp−1 = hp−2

のような公式を用いて計算を行っている．

このようにして得られた各Hamiltonian (8)～(17)を持つHamilton系を 2変数量子Garnier系
と呼ぶ．また各場合において，次が成り立つ．

Theorem 3.2 得られた Hamiltonian H1,H2 の t-flowと s-flowは可換（Frobenius完全積分可
能）である．

古典的に可換（ポアソン可換）な式から量子的に可換な式を得ることは一般には非自明である．
今回は「正則性」という条件を課すことによってうまくいった．この結果は，正則性が「よい量
子化」であることの一つの根拠となっている．

4 Conclusions

本稿では，正則性による 2変数量子Garnier系の構築とその特徴付けについての報告を行った．
得られた結果の拡張の方向としては次のようなものが考えられる．

• KZ方程式との比較
共形場理論の観点からは，KZ方程式が量子Garnier系であると考えられている [6, 7]．それ
と今回の結果との比較することは興味深い．

• Sasanoにより構築された Sasano系の量子化
Sasano系はTakano理論を拡張し，正則性を持つHamiltonian系として作られた方程式であ
る [10, 13, 19]．特に，Dn型の対称性を持つ方程式のシリーズは，Painlevé V,VI型方程式
の拡張となっている．
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• 2変数量子Garnier系を多変数の場合についての一般化
古典の場合，n変数Garnier系についての初期値空間の理論については Kimura によって構
成されている．これをもとにして，一般の n変数量子Garnier系の構築と正準変換の理論の
量子版の構築を目指す．
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特異拡散を含む擬放物型偏微分方程式の適切性
千葉大学大学院教育学研究科 学校教育学専攻 理数・技術系

水野 大樹 (Daiki MIZUNO)

概要
本小論では, 特異拡散を含む項を緩和することによって得られる擬放物型偏微分方程式を考え
る. この問題は, 結晶粒界運動を記述するモデルや画像のノイズ除去問題のモデルなどで現れる,

特異拡散を含む放物型偏微分方程式を擬放物型近似することで得られる問題である. 初めに時間
離散化によって得られる楕円型境界値問題の可解性や正則性を議論した後, 極限操作によって元
の問題の可解性及び, 方程式の適切性について触れる. なお, 本小論は白川 健氏（千葉大学）との
共同研究に基づく.

1 導入
本小論を通して, Ω ⊂ RN (N ∈ N)は有界な領域とし, その境界 Γ := ∂Ωは十分なめらかであると
する. nΓ は Γの外向き単位法線ベクトルを表すものとする. 0 < T < ∞とし,{

Q := (0, T )× Ω, Σ := (0, T )× Γ,

H := L2(Ω), V := H1(Ω), H := L2(0, T ; H)

と置く.

本小論では, 以下の特異拡散を含む擬放物型偏微分方程式のクラス (P)ε (ε ∈ [0, 1])を考える:

(P)ε :=


∂tu− div (α∂γε(∇u) + β∇∂tu) 3 f in Q,

(α∂γε + β∇∂tu) · nΓ 3 0 on Σ,

u(0, x) = u0(x) for a.e. x ∈ Ω.

ここに, f ∈ H , 0 ≤ α ∈ V ∩ L∞(Ω), β ∈ W 1,∞(Ω)とし,

δ∗ := inf β(Ω) > 0

とする. γε は以下で定義される RN 上の凸関数の族である:

γε : y ∈ RN 7→ γε(y) :=
√

ε2 + |y|2 ∈ R, ∀ε ∈ [0, 1].

ここに, | · | はユークリッドノルムである. 初期値 u0 は次に定める解のクラス D0 に属する関数で
ある:

D0 :=
{
φ ∈ H2(Ω) |∇φ|Γ · nΓ = 0 in H

1
2 (Γ)

}
.
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定義 1. u : (0, T ) −→ H が方程式 (P)ε の解であるとは, u ∈ W 1,2(0, T ; V )でかつ, 以下を満たす
ことである:

∃w ∈ H s.t. w(t) ∈ α∂γε(∇u(t)), a.e. t ∈ (0, T ) and∫
Ω

∂tu(t)φdx+

∫
Ω

(w(t) + β∇∂tu(t)) · ∇φdx =

∫
Ω

f(t)φdx, ∀φ ∈ V.

問題 (P)ε は次の特異拡散を含む初期値境界値問題を擬放物型近似することによって得られた問題
である: 

∂tu− div

(
α

Du

|Du|

)
= f in Q,(

α
Du

|Du|

)
· nΓ = 0 on Σ,

u(0, x) = u0(x) for a.e. x ∈ Ω.

(1.1)

(1.1)は結晶粒界運動を記述するモデル (cf. [8])や, 画像のノイズ除去のモデル (cf. [5])などで現れる
方程式である. [3]により, (1.1)は

inf α(Ω) > 0 and u0 ∈ BV (Ω) ∩H

という条件のもとで, 次のような正則性を持つ解が存在することがわかっている:

u ∈ W 1,2(0, T ; H) and |u(·)|BV (Ω) ∈ L∞(0, T ).

本問題における大きな特徴に, 拡散の速度を表す項 − div(β∇∂tu)がある. このような項を加えて
擬放物型近似した方程式には, 拡散が線形もしくは準線形の場合, [6, 10, 11]などによって次の正則性
を持つ解の一意存在が確認されている:

u ∈ W 1,2(0, T ; H2(Ω)).

本小論は, 特異性を持つ項による正則性の低下と擬放物型近似による正則性の向上という二つの相対
する性質が解に与える影響に注目する.

2 準備
X を実 Hilbert空間とする. | · |X をX 上のノルムとし, (·, ·)X はX 上の内積を表すとする. また,

| · |はユークリッド空間におけるノルムを表すとし, Rd 上の内積を以下で記述する:

y · ỹ :=
d∑

i=1

yiỹi, ∀y = [y1, . . . yd], ỹ = [ỹ1, . . . ỹd] ∈ Rd.

Ψ : X −→ (−∞,∞]を適正下半連続凸関数とし, Ψの実効領域を domΨと表す. u ∈ domΨにお
ける Ψの劣微分 ∂Ψ(u)を次で定義する:

∂Ψ(u) := {v ∈ X; (v, φ− u)H ≤ Ψ(φ)−Ψ(u), ∀φ ∈ X} .

また, {u ∈ X; ∂Ψ(u) 6= ∅}を ∂Ψの定義域とする.
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例 1. 先に定めた γε について, D(∂γε) = RN でかつ, 次が成り立つ:

∂γε(x) = {∇γε(x)} (ε > 0), ∂γ0(x) = ∂ (| · |) (x) = Sgn(x).

例 2. 適正下半連続凸関数 Ψε : [H]N −→ [0,∞)を次で定める:

Ψε(v) :=

∫
Ω

αγε(v) dx, ∀v ∈ [H]N .

この時, ∂Ψε(v) := {αw ∈ [H]N ; w ∈ ∂γε(v)}と表される. さらに, Ψ̂ε : [H ]N −→ [0,∞)を

Ψ̂ε(v̂) :=

∫ T

0

Ψε(v̂(t)) dt, ∀v̂ ∈ [H ]N

として定める時, 以下が成り立つ:

∂Ψ̂ε(v̂) = {αŵ ∈ [H ]N ; ŵ(t) ∈ ∂Ψε(v̂(t)) a.e. t ∈ (0, T )}.

次に時間離散化に関する記法を導入する. τ > 0を時間幅を示す正定数とし, 時間の列 {ti}∞i=0 を

ti := iτ, ∀i = 0, 1, 2, . . .

として定める. 任意の列 {ti, ηi}∞i=0 ⊂ [0,∞) × X に対して, 3 通りの補完 [η]τ ∈ L∞
loc([0,∞); X),

[η]τ ∈ L∞
loc([0,∞); X), [η]τ ∈ W 1,2

loc ([0,∞); X)を次によって定める:

[η]τ (t) := χ(−∞,0]η0 +
∞∑
i=1

χ(ti−1,ti](t)ηi,

[η]τ (t) :=
∞∑
i=0

χ(ti,ti+1](t)ηi,

[η]τ (t) :=

∞∑
i=1

χ[ti−1,ti)(t)

(
t− ti−1

τ
ηi +

ti − t

τ
ηi−1

)
,

in X, ∀t ≥ 0

ここに, χE : R −→ {0, 1}は, 集合 E ⊂ Rの特性関数とする. これらの補完について, 以下の性質が
成り立つ:

命題 1. q ∈ [1,∞), η ∈ Lq(0, T ; X)とし,

ηi :=
1

τ

∫ ti

ti−1

η(t) dt, in X

として {ηi}∞i=0 を定める時,

[η]τ → η, [η]τ → η, [η]τ → η in Lq(0, T ; X) as τ ↓ 0

が成り立つ.

最後に主定理の証明の鍵となるMosco収束について, 定義とその性質について紹介する.
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定義 2 (cf. [9]). X を Hilbert 空間とする. Ψ : X −→ (−∞,∞] を適正下半連続凸関数とし,

{Ψn}∞n=1 を X 上で定義された適正下半連続凸関数の列とする. Ψn が Ψに X 上でMosco収束する
とは, 以下の条件 (M1), (M2)を満たすことである:

(M1) w̌ ∈ X, {w̌n}∞n=1 ⊂ X,が w̌n → w̌ weakly in X as n → ∞を満たす時, limn→∞Ψn(w̌n) ≥
Ψ(w̌)が成り立つ.

(M2) 任意の ŵ ∈ D(Ψ) に対し, ŵn → ŵ in X, Ψn(ŵn) → Ψ(ŵ)as n → ∞ を満たすような
{ŵn}∞n=1 ⊂ X が存在する.

命題 2 (cf. [1], [7]). X, Ψ, {Ψn}∞n=1 は定義 2で与えたものとする.

Ψn → Ψ on X, in the sense of Mosco, as n → ∞,

及び, {
[w,w∗] ∈ X ×X, [wn, w

∗
n] ∈ ∂Ψn in X ×X, n ∈ N,

wn → w in X and w∗
n → w∗ weakly in X, as n → ∞.

を仮定する時, 以下が成り立つ:

[w,w∗] ∈ ∂Ψ in X ×X, and Ψn(wn) → Ψ(w), as n → ∞.

補足 1. 例 2において定義した Ψ̂ε について,

Ψ̂ε → Ψ̂0 on [H ]N , in the sense of Mosco, as ε ↓ 0

が成り立つ (cf. [2, 4]). 本小論においては, Ψ̂ε に対して命題 2を適用する.

3 主定理
まず初めに, 境界における意味づけを与えるため, 作用素 [(·) · nΓ]Γ を定義する:

定義 3. [ (·) · nΓ ]Γ :
{
w ∈ [H]N ; divw ∈ H

}
−→ H− 1

2 (Γ)を次の式によって定義する:

[v · nΓ]Γ(φ|Γ) :=
∫
Ω

div v · φdx+

∫
Ω

v · ∇φdx, ∀v ∈ {w ∈ [H]N ; divw ∈ H}, ∀φ ∈ V.

本章では先の準備や記法を元として, 問題 (P)ε について得られた結果を記述する. 特異性を持つ項
を緩和した ε > 0と ε = 0の場合の間には, 正則性や意味づけに関して幾らかの差異が見られた.

定理 1. 任意の ε ∈ (0, 1]に対し, (P)ε は解 uε をただ一つ持ち, 次の (S0)ε–(S2)ε を満たす:

(S0)ε u ∈ W 1,2(0, T ; H2(Ω)) and uε(0) = u0 in H

(S1)ε uε は境界において次の意味で特徴づけられる:

∇u(t)|Γ · nΓ = ∇∂tu(t)|Γ · nΓ = 0 on Γ, for a.e. t ∈ (0, T )

(S2)ε 初期値を u1
0, u

2
0 ∈ D0 とする時, 二つの解 u1

ε, u
2
ε は次の不等式を満たす:∣∣u1

ε(t)− u2
ε(t)

∣∣2
V
≤ Cβ |u1

0 − u2
0|2V , ∀t ∈ (0, T )
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定理 2. ε = 0の時, (P)0 は解 uをただ一つ持ち, 次の (S0)–(S2)を満たす:

(S0) u ∈ W 1,2(0, T ; V ) and u(0) = u0 in H

(S1) 解 uは境界において次の意味で特徴づけられる:

[(w(t) + β∇∂tu(t)) · nΓ]Γ = 0 in H− 1
2 (Γ), for a.e. t ∈ (0, T ).

(S2) 初期値を u1
0, u

2
0 ∈ D0 とする時, 二つの解 u1, u2 は次の不等式を満たす:∣∣u1(t)− u2(t)

∣∣2
V
≤ Cβ |u1

0 − u2
0|2V , ∀t ∈ (0, T )

4 証明の概要
本章は, 重要な補題の紹介および主定理の証明の概略を記述する.

4.1 証明のための準備
主定理において, 解は ε > 0の場合における, (P)ε の時間離散化スキームの極限によって得られる.

τ > 0を時間幅とし, 以下の時間離散化スキームの解の存在を考える:

(AP)ετ : 以下の方程式を満たすような関数列 {uε,i}∞i=1 ⊂ {φ ∈ H2(Ω) |∇φ|Γ · nΓ = 0 on Γ} を求
める: 

1

τ
(uε,i − uε,i−1)− div

(
α∇γε(∇uε,i) + β∇

(
uε,i − uε,i−1

τ

))
= fi in Ω,

∇uε,i|Γ · nΓ = 0 on Γ, i = 1, 2, . . . .

ここに, u0 は先に与えた初期値とし, fi は各時間幅における積分平均とする. すなわち:

fi(x) :=
1

τ

∫ ti

ti−1

f(t, x) dt, ∀x ∈ Ω.

この方程式は次の楕円型境界値問題に帰着させることができる:{
− div (α∇γε(∇u) + β∇u) + α0u = f in Ω,

∇u|Γ · nΓ = 0 on Γ, i = 1, 2, . . . .

ここで, 0 ≤ α ∈ V ∩ L∞(Ω), β ∈ W 1,∞(Ω), α0 ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω)とし,

inf β(Ω) ∪ inf α0(Ω) > 0

とする. この問題には, 任意の ε > 0に対し, クラスD0 に属する解が一意に存在することが確かめら
れており, したがって (AP)ετ には解 {uε,i}∞i=1 ⊂ D0 がただ一つ存在する. すなわち, {uε,i}∞i=1 は各
iについて, 次の変分不等式を満たす:

1

τ
(uε,i − uε,i−1, φ)H +

(
α∇γε(∇uε,i) +

β

τ
∇(uε,i − uε,i−1),∇φ

)
[H]N

= (fi, φ)H , ∀φ ∈ V.
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4.2 主定理 1の証明の概略
主定理の証明は主に Ascoliのコンパクトな埋め込み定理 (cf. [12, Corollary 4])に依拠する. した
がって, 次の有界性に関する補題を導くことが証明の鍵である.

補題 3. ある適当な τ∗ が存在し, 任意の ε ∈ (0, 1), τ ∈ (0, τ∗)に対して以下の不等式が成り立つ:

|[uε]τ |2L∞(0,T ;H2(Ω)) ≤ CΩ,T,α,β,f (1 + |u0|2H2(Ω)), (4.1)

|[uε]τ |2W 1,2(0,T ;V ) ≤ CΩ,T,α,β,f (1 + |u0|2V ), (4.2)

|[uε]τ |2W 1,2(0,T ;H2(Ω)) ≤
1

ε
CΩ,T,α,β,f (1 + |u0|2H2(Ω)).

この補題により,
τ∗ > τ1 > τ2 > · · · > τn ↓ 0 as n → ∞

を満たす列 {τn}n∈N と, 関数列の極限 uε ∈ L∞(0, T ; H2(Ω)) ∩W 1,2(0, T ; H2(Ω))が存在して,

[uε]τn → uε in C([0, T ]; V ), weakly in W 1,2(0, T ; H2(Ω)) as n → ∞,

[uε]τn → uε in L2(0, T ; V ) as n → ∞.

が成り立つ. これらの収束により,

(∂tuε(t), φ)H + (α∇γε(∇uε(t)) + β∇∂tuε(t), φ)[H]N = (f(t), φ)H ,

∀φ ∈ V, a.e. t ∈ (0, T ).
(4.3)

及び,

∇uε(t)|Γ · nΓ = ∂t (∇uε(t)|Γ · nΓ) = ∇∂tuε(t)|Γ · nΓ = 0, on Γ, a.e. t ∈ (0, T ).

を得る. 以上で (S1)ε, (S2)ε が確かめられた. 解の一意性, 連続依存性は (4.3)において φ = u1
ε − u2

ε

を代入することによって得られる.

4.3 主定理 2の証明の概略
主定理 1 によって得られた関数列 {uε}ε∈(0,1) は (4.1), (4.2) から L∞(0, T ; H2(Ω)) 及び

W 1,2(0, T ; V ) で有界である. また, 関数列 {α∇γε(∇uε)}ε∈(0,1) は [H ]N で有界である. した
がって,

1 > ε1 > ε2 > · · · > εn ↓ 0 as n → ∞

を満たす {εn}n∈N 及び, u ∈ W 1,2(0, T ; V ), w ∈ [H ]N が存在して,

uεn → u in C([0, T ]; V ), weakly in W 1,2(0, T ; V ) as n → ∞,

α∇γε(∇uεn) → w weakly in [H ]N as n → ∞

が成り立つ. したがって,

(∂tu(t), φ)H + (w(t) + β∇∂tu(t), φ)[H]N = (f(t), φ)H , ∀φ ∈ V, a.e. t ∈ (0, T ). (4.4)
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また, 例 2において定義した Ψ̂ε に対して,

α∇uεn(t) ∈ ∂Ψ̂εn(∇uεn(t)), a.e. t ∈ (0, T ), ∀n ∈ N

が成り立つ. 命題 2を適用して,

w(t) ∈ ∂Ψ̂0(∇u(t)) = α∂γ0(∇u(t)), a.e. t ∈ (0, T ).

を得る. 以上により uは (P)0 の解であることが示された.

次に, 境界において満たす性質を確かめる. (4.4)により,

∂tu(t)− div (w(t) + β∇∂tu(t)) = f in H, a.e. t ∈ (0, T ). (4.5)

(4.4), (4.5)から,

[(w(t) + β∇∂tu(t)) · nΓ]Γ (φ|Γ)
= (div (w(t) + β∇∂tu(t)) , φ)H + (w(t) + β∇∂tu(t),∇φ)[H]N = 0, ∀φ ∈ V, a.e. t ∈ (0, T )

が成り立ち, (S2)が確かめられた. 連続依存性, 解の一意性は (4.4)において φ = u1 − u2 を代入す
ることで容易に得られる.
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Weighted estimates and large time behavior of solutions

to the semilinear heat equation

早稲田大学大学院 先進理工学研究科 物理学及応用物理学専攻 修士課程 2年
草場 竜之介 (Ryunosuke KUSABA)∗

概 要
本稿では, 熱半群の重み付き評価と漸近展開の精密化を基礎として, 冪乗型の非線形項を持

つ半線形熱方程式に対する時間大域解の重み付き評価と長時間挙動を考察する. 尚, 本稿は小
澤徹教授 (早稲田大学)との共同研究 [19]に基づく.

1 導入
本稿では, 次の半線形熱方程式の初期値問題を考える：∂tu−∆u = f (u) , (t, x) ∈ (0,+∞)× Rn,

u (0) = φ, x ∈ Rn.
(P)

但し, u : [0,+∞) × Rn → Rは未知函数, φ : Rn → Rは初期時刻 t = 0で与えられた初期値, ∆

は Rnにおけるラプラシアン, ∂t := ∂/∂tである. さらに, f : R → Rは冪乗型の非線形項で, ある
p ∈ (1,+∞)により,

f (u) = ±up, ± |u|p , ± |u|p−1 u

のいずれかで表されるものとする. このような冪乗型の非線形項を持つ半線形熱方程式は, 数学以
外の文脈でも様々な場面で登場し, 例えば燃焼反応を記述する数理モデルとして現れる (cf. [2, 22]).

初期値問題 (P)を数学的に解析した論文として Fujita [3]が先駆的である. この論文は, 空間次
元 nと解の挙動の関係を探るために, 非線形項を f (u) = upとした (P)を考案・解析し, 解の挙動
が冪の指数 pと空間次元のみから定まる指数 pF (n) := 1 + 2/nの大小関係に応じて次のように変
化することを明らかにした：
(1) p > pF (n)のとき, 十分に小さい非負の初期値に対して (P)は一意的な時間大域解を持つ.

(2) p < pF (n)のとき, 恒等的に零でない非負の初期値に対する (P)の解は有限時間で爆発する.

その後, Hayakawa [6]やKobayashi-Sirao-Tanaka [18]などにより, p = pF (n)の場合は (2)に該当
することが示された. また, 他の冪乗型の非線形項の場合も数多くの論文で解析されており, いず
れの場合も pF (n)は解の挙動を特徴づける重要な指数の一つである (cf. [5, 1]). 以上のことから,

pF (n)は発見者の名を冠して藤田指数と呼ばれている.

さて, 非線形項がいずれの場合でも, p > pF (n)ならば (非負とは限らない)小さな初期値に対し
て (P)は一意的な時間大域解を持つことが知られている. 本稿では, その時間大域解に対する重み
付き評価と長時間挙動に関して得た結果を報告する.

∗ryu2411501@akane.waseda.jp
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2 熱半群の基本評価と漸近展開
本研究に関連する先行研究を述べる前に, 熱半群の基本事項を纏めて置く. 以下, 非負整数全体

の成す集合を Z≥0と表し, 各 α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
≥0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnに対して,

|α| :=
n∑

j=1

αj , α! :=
n∏

j=1

αj !, xα :=
n∏

j=1

x
αj

j , ∂α :=
n∏

j=1

∂
αj

j , ∂j :=
∂

∂xj

と定義する. また, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn
≥0 が任意の j ∈ {1, . . . , n}に対して

αj ≤ βj を満たすとき, α ≤ βと表す. さらに, 各 q ∈ [1,+∞]に対して Lebesgue空間 Lq (Rn)の
ノルムを ‖ · ‖q と表し, 各m ∈ Nに対して重み付き Lebesgue空間 L1

m (Rn)を,

L1
m (Rn) :=

{
φ ∈ L1 (Rn) ; |α| ≤ mなる任意の α ∈ Zn

≥0に対して xαφ ∈ L1 (Rn)
}

と定義する. 但し, xαφは Rn 3 x 7→ xαφ (x) ∈ Rなる函数を表す.

各 φ ∈ Lq (Rn), q ∈ [1,+∞]に対し, φを初期値とする線形熱方程式 (f ≡ 0とした (P))の
t ≥ 0における解を et∆φと表す. 初期値に対する解の一意性より, Lq (Rn)上の有界線形作用素の
族 (et∆; t ≥ 0

)は半群を成し, これを熱半群という. 特に t > 0のとき, et∆φはGauss核

Gt (x) := (4πt)−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
, x ∈ Rn

を用いて, (
et∆φ

)
(x) = (Gt ∗ φ) (x) =

∫
Rn

Gt (x− y)φ (y) dy, x ∈ Rn

と表される. ここで, 各 t > 0に対し, 伸長 δtを L1 (Rn)における等長作用素として,

(δtφ) (x) = t−
n
2 φ
(
t−

1
2x
)
, x ∈ Rn

と定義する. このとき, 任意の q ∈ [1,+∞]に対して,

‖δtφ‖q = t
−n

2

(
1− 1

q

)
‖φ‖q (2.1)

が成り立つ. また, Gt = δtG1より任意の α ∈ Zn
≥0に対して,

∂αGt = ∂α (δtG1) = t−
|α|
2 δt (∂

αG1)

が成り立ち,

∂αet∆φ = (∂αGt) ∗ φ = t−
|α|
2 (δt (∂

αG1)) ∗ φ

と表される. よって, Hausdorff-Youngの不等式と式 (2.1)より, 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞ならば任意の
α ∈ Zn

≥0, t > 0に対して,

∥∥∂αet∆φ∥∥
p
≤ t

−n
2

(
1
q
− 1

p

)
− |α|

2 ‖∂αG1‖r ‖φ‖q (2.2)
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が成り立つ. 但し, r ∈ [1,+∞]は 1/p + 1 = 1/r + 1/qなる指数である. 次に, 熱半群の漸近展開
を考える. そこで, 各 α ∈ Zn

≥0に対し, α次の多変数Hermite多項式Hαを,

Hα (x) := (−1)|α| e|x|
2

∂αe−|x|2 =
∑
2β≤α

(−1)|β| α!

β! (α− 2β)!
(2x)α−2β , x ∈ Rn

と定義し,

hα (x) := Hα

(x
2

)
=
∑
2β≤α

(−1)|β| α!

β! (α− 2β)!
xα−2β , x ∈ Rn

と置く. このとき, 任意の x ∈ Rnに対して,

(∂αG1) (x) = (−1)|α| 2−|α|G1 (x)Hα

(x
2

)
= (−1)|α| 2−|α|G1 (x)hα (x)

となる. さて, N ∈ Z≥0とすると, 熱半群の積分表示に現れるGt (x− y)のN 次のTaylor展開は,

Gt (x− y) =
∑

|α|≤N

1

α!
(−y)α (∂αGt) (x)

+
∑

|α|=N+1

N + 1

α!

∫ 1

0
(1− θ)N (−y)α (∂αGt) (x− θy) dθ

=
N∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|α|=k

1

α!
yα (δt (hαG1)) (x)

+ 2−(N+1)t−
N+1

2

∑
|α|=N+1

N + 1

α!

∫ 1

0
(1− θ)N yα (δt (hαG1)) (x− θy) dθ

と表される. よって, φ ∈ L1
N+1 (Rn)ならば任意の q ∈ [1,+∞], t > 0に対して,

t
n
2

(
1− 1

q

)∥∥∥∥et∆φ−
N∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|α|=k

cαδt (hαG1)

∥∥∥∥
q

≤ 2−(N+1)t−
N+1

2

∑
|α|=N+1

1

α!
‖hαG1‖q ‖x

αφ‖1

が成り立つ. 但し,

cα :=
1

α!

∫
Rn

yαφ (y) dy

である. 本稿ではこのような漸近展開をN 次の漸近展開と呼ぶ1.

1本質的には何も変わらないが, 殆どの文献で熱半群の漸近形は (−1)|α| cα∂
αGt であり, それが Hermite多項式を

用いて具体的に, かつ減衰部分 t−k/2 と形状部分 2−kcαδt (hαG1)の積として書き下せることを明示した文献は我々が
知る限り他にない.
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3 先行研究
初期値問題 (P)の時間大域解の漸近展開を導出した論文は数多くある. 例えば, 0次の漸近展

開は [5, 16, 17, 20, 8, 21] などにより様々な方法で導出されている. また, 高次の漸近展開も
[7, 9, 10, 12, 13]により得られているが, 0次の漸近展開の場合と比較してその方法は豊富でない
ように思われる. 実際, Ishige-Ishiwata-Kawakami [7]は熱半群の L1減衰評価を導出し, (P)の時
間大域解をその L1ノルムの減衰率に応じて分類した. その中で, 非線形項の冪の指数 pがある程
度大きいという仮定の下, 時間大域解の L1ノルムの減衰率に応じた漸近展開を得ている. この漸
近展開に関する結果は Ishige-Kawakami [9]により改善され, 時間大域解のL1ノルムの減衰率や非
線形項の冪の指数 pに余計な仮定を課さずに高次の漸近展開を得ている. しかし, その代償として
解の漸近形は熱方程式の重要な構造の一つである放物型の自己相似性 (cf. [4, Section 1.2])を失っ
た. その後, [10, 12, 13]により他の半線形放物型偏微分方程式にも適用できるよう拡張された. こ
の方法は, 熱方程式との関連が深い半線形消散型波動方程式の時間大域解の漸近展開を導出する際
にも有効である [15, 14]. 従って, [7, 9]によって導入・改良された方法は非常に強力なものである
が, これは高次の漸近展開だけでなく, 1次の漸近展開を導出する方法としても我々が知る限り唯
一の方法である. そこで我々は, 初期値問題 (P)の時間大域解の漸近展開を [7, 9]と異なる方法で
導出した (定理 4.6, 4.7).

さらに, 熱半群の漸近展開からも推察できる通り, (P)の時間大域解の漸近展開を導出するため
には解の重み付き評価が必要となる. 多くの場合, 時間大域解の重み付き評価は比較原理を用いて
導出されるが (cf. [7, Lemma 3.1]), そのためには解が比較原理を適用できる枠組みに入っている
かどうかに注意を払う必要がある. また, [10, Theorem 3.1]や [11, Theorem 1.2]は線形方程式の
解による逐次近似とAscoli-Arzelàの定理に基づくコンパクト性の議論により解の重み付き評価を
導出しているが, その際, 近似列の極限と (P)の解が一致していることを確認する必要がある. こ
のような問題を払拭するために, 我々は熱半群の重み付き評価を精密化し, それを応用した直接計
算によって時間大域解の重み付き評価を導出した (定理 4.1, 4.2, 4.5).

4 主定理
まず, 熱半群と掛け算作用素と見做した重み函数の交換関係の具体的表示とその評価に関する定

理を述べる.

定理 4.1

m ∈ N, φ ∈ L1
m (Rn)とする. このとき, |α| = mなる任意の α ∈ Zn

≥0 と任意の t > 0に対して
xαet∆φ ∈ L1 (Rn)となり,

xαet∆φ− et∆xαφ = Rα (t)φ in L1 (Rn) (4.1)

が成り立つ. 但し,

Rα (t)φ :=
∑

β+γ=α
β ̸=0

α!

β!γ!
(−2t∂)β et∆xγφ+

∑
β+γ≤α, |β+γ|≤|α|−2

|β|+1≤ℓ≤ |α|+|β|−|γ|
2

Cα
ℓβγt

ℓ∂βet∆xγφ (4.2)

であり, Cα
ℓβγ は t, x, φに依存しない実定数である.
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定理 4.2

m ∈ Nとする. このとき, ある Cm > 0が存在し, 任意の φ ∈ L1
m (Rn), t > 0に対して,∑

|α|=m

∥∥xαet∆φ− et∆xαφ
∥∥
1
≤ Cm

{
t
1
2

∥∥|x|m−1 φ
∥∥
1
+
(
t
1
2 + t

m
2

)
‖φ‖1

}
(4.3)

が成り立つ.

熱半群の積分表示より, 任意のm ∈ N, φ ∈ L1
m (Rn), t > 0に対して,∑

|α|=m

∥∥xαet∆φ∥∥
1
≤ C

(
‖|x|m φ‖1 + t

m
2 ‖φ‖1

)
と評価される (cf. [7, Lemma 2.1]). 上式と式 (4.3)を比較すると, 右辺に現れる重み函数の冪が式
(4.3)ではmからm− 1に減少していることが分かる. この差が, 後に述べる (P)の時間大域解の
重み付き評価を比較原理やコンパクト性の議論に依らない直接計算で導出する際に重要となる.

注意 4.3

定理 4.1, 4.2より, 任意の φ ∈ L1
m (Rn), t > 0に対して,∑

|α|=m

‖Rα (t)φ‖1 ≤ Cm

{
t
1
2

∥∥|x|m−1 φ
∥∥
1
+
(
t
1
2 + t

m
2

)
‖φ‖1

}
(4.4)

が成り立つ. 実は, φ ∈ L1
m−1 (Rn)であっても上式は成立する. このことは, φ ∈ L1

m−1 (Rn)なら
ば |α| = mなる任意の α ∈ Zn

≥0に対してRα (t)φ ∈ L1 (Rn)となることを反映している.

次に, (P)の時間大域解の重み付き評価と長時間挙動に関する定理を述べる. 以下, 考える時間
大域解は次の命題で与えられるものとする. この命題はよく知られたものであり, (P)に対応する
積分方程式

u (t) = et∆φ+

∫ t

0
e(t−s)∆f (u (s)) ds (I)

に縮小写像の議論を適用することで示される.

命題 4.4 (cf. [11, Theorem 1.2], [21, Theorem 20.15])

p > pF (n)とする. このとき, ある ε0 = ε0 (n, p) > 0が存在し, ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0 なる任意の
φ ∈

(
L1 ∩ L∞) (Rn)に対して (P)の時間大域解

u ∈ X := (C ∩ L∞)
(
[0,+∞) ;L1 (Rn)

)
∩ (C ∩ L∞) ((0,+∞) ;L∞ (Rn))

が唯一つ存在する. さらに,

sup
q∈[1,+∞]

sup
t≥0

(1 + t)
n
2

(
1− 1

q

)
‖u (t)‖q < +∞ (4.5)

が成り立つ.

定理 4.5

p > pF (n), m ∈ Nとする. さらに, φ ∈
(
L1
m ∩ L∞) (Rn)を ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0 なるものとし,

u ∈ X を命題 4.4で与えられる (P)の時間大域解とする. このとき, u ∈ C
(
[0,+∞) ;L1

m (Rn)
)で

ある. さらに, ある Cm > 0が存在し, 任意の t ≥ 0に対して,∑
|α|=m

‖xαu (t)‖1 ≤ Cm

(
1 + t

m
2

)
(4.6)

が成り立つ.
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定理 4.6

p > pF (n)とする. さらに, φ ∈
(
L1 ∩ L∞) (Rn)を ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0なるものとし, u ∈ X を命

題 4.4で与えられる (P)の時間大域解とする. このとき, 任意の q ∈ [1,+∞]に対してある Cq > 0

が存在し, 任意の t > 1に対して,

t
n
2

(
1− 1

q

) ∥∥u (t)− et∆φ1

∥∥
q
≤


Cqt

−σ if 0 < σ < 1,

Cqt
−1 log (1 + t) if σ = 1,

Cqt
−1 if σ > 1

(4.7)

が成り立つ. 但し,

σ :=
n

2
(p− 1)− 1 > 0, φ1 := φ+

∫ +∞

0
f (u (s)) ds ∈

(
L1 ∩ L∞) (Rn)

である.

定理 4.5, 4.6と熱半群の漸近展開を組み合わせると, (P)の時間大域解の漸近展開を得る.

定理 4.7

N ∈ Z≥0, p > 1 + (N + 3) /nとする. さらに, φ ∈
(
L1
N+1 ∩ L∞) (Rn)を ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0なる

ものとし, u ∈ X を命題 4.4で与えられる (P)の時間大域解とする.このとき, 任意の q ∈ [1,+∞]

に対してある Cq > 0が存在し, 任意の t > 1に対して,

t
n
2

(
1− 1

q

)∥∥∥∥u (t)− N∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|α|=k

cαδt (hαG1)

∥∥∥∥
q

≤

{
Cqt

− 1
2 if N = 0,

Cqt
−1 if N ≥ 1

(4.8)

が成り立つ. 但し,

φ1 := φ+

∫ +∞

0
f (u (s)) ds, cα :=

1

α!

∫
Rn

yαφ1 (y) dy

である.

注意 4.8

命題 4.4と定理 4.5より, p > 1 + (N + 3) /nは φ1 ∈ L1
N+1 (Rn)であるための十分条件である.

注意 4.9

定理 4.5, 4.6, 4.7において初期値の小ささ, 即ち ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0なる仮定は本質的でなく, い
ずれも式 (4.5)を満たす全ての時間大域解 u ∈ X に対して成立する. しかし, (P)の解は必ずしも
式 (4.5)を満たさない. 実際, Kawanago [16]は f (u) = up, p > pF (n)の場合に, 十分に大きい非
負の初期値に対する (P)の解は式 (4.5)を満たさないことを示した.

定理 4.5と定理 4.7は, 結果だけに注目すると既に知られているものだが, 前節で述べたよう
に, 我々の新規性はそれらの証明方法にある. また, 定理 4.7で得た (P)の時間大域解の漸近形
2−kt−k/2cαδt (hαG1)は放物型の自己相似性を持っていることに注意する. しかし, k ≥ 2の場合,

漸近形は剰余項よりも (tに関して)速く減衰するため, 剰余項の減衰評価には改善の余地がある.
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5 主定理の証明の概略
各 j ∈ {1, . . . , n}に対し, ej を第 j成分のみが 1でその他の成分が全て 0の多重指数とする.

定理 4.1の証明の概略
定理の主張をm ∈ Nに関する命題 (A)mと見做し, mに関する帰納法で示す. ここでは簡単のた
め (A)1と (A)2のみを示す. まず, m = 1の場合を考える. 仮定と式 (2.2)より et∆φ, ∂je

t∆xjφ ∈
L1 (Rn)であり, 熱半群の積分表示より,

(
et∆xjφ− 2t∂je

t∆φ
)
(x) =

∫
Rn

Gt (x− y) yjφ (y) dy − 2t∂j

∫
Rn

Gt (x− y)φ (y) dy

=

∫
Rn

Gt (x− y) yjφ (y) dy +

∫
Rn

(xj − yj)Gt (x− y)φ (y) dy

= xj

∫
Rn

Gt (x− y)φ (y) dy

= xj
(
et∆φ

)
(x)

となる. よって, xje
t∆φ ∈ L1 (Rn)であり,

xje
t∆φ = et∆xjφ− 2t∂je

t∆φ (5.1)

が成り立つ. 次に, m = 2の場合を考える. 仮定と (A)1より xke
t∆φ, xke

t∆xjφ ∈ L1 (Rn)であり,

xke
t∆φ = et∆xkφ− 2t∂ke

t∆φ, (5.2)

xke
t∆xjφ = et∆xjxkφ− 2t∂ke

t∆xjφ (5.3)

が成り立つ. 一方, 仮定と式 (2.2)より式 (5.2)の右辺はW 1,1 (Rn)に属するから ∂j
(
xke

t∆φ
)
∈

L1 (Rn)であり,

∂je
t∆xkφ− 2t∂j∂ke

t∆φ = ∂j
(
xke

t∆φ
)
= xk∂je

t∆φ+ δjke
t∆φ (5.4)

が成り立つ. よって, xk∂je
t∆φ ∈ L1 (Rn)であり, 式 (5.1), (5.3), (5.4)より,

xjxke
t∆φ = xke

t∆xjφ− 2txk∂je
t∆φ

= et∆xjxkφ− 2t∂ke
t∆xjφ− 2t∂je

t∆xkφ+ 4t2∂j∂ke
t∆φ+ 2tδjke

t∆φ

となる. 特に, xjxke
t∆φ ∈ L1 (Rn)である. 同様にして (A)m ⇒ (A)m+1が成り立つことも示せる.

形式的には, j ∈ {1, . . . , n}, α ∈ Zn
≥0, |α| = mとすると,

xjx
αet∆φ = xje

t∆xαφ+ xjRα (t)φ

= et∆xjx
αφ− 2t∂je

t∆xαφ+ xjRα (t)φ

となるから, この等式がL1 (Rn)で意味を持ち, 最右辺の第二項と第三項がRα+ej (t)φの形で表せ
ることを示せばよい.

定理 4.2は, 定理 4.1で得た等式の L1ノルムを式 (2.2)と Hölderの不等式を用いて評価するこ
とで得られる. その際, 各々の和の範囲に注意してHölderの不等式を適用する.

定理 4.5の証明の概略を述べる前に, 次の補題を準備する.
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補題 5.1

w ∈W 2,∞ (Rn), φ ∈ L1 (Rn)とする. このとき, 任意の t > 0に対して,∥∥wet∆φ− et∆wφ
∥∥
1
≤
(
‖∆w‖∞ t+ ‖∇w‖∞ ‖∇G1‖1 t

1
2

)
‖φ‖1 (5.5)

が成り立つ.

この補題は, 等式

wet∆φ− et∆wφ =

∫ t

0

d

ds

(
e(t−s)∆wes∆φ

)
ds

=

∫ t

0
e(t−s)∆

(
−∆

(
wes∆φ

)
+ w∆es∆φ

)
ds

=

∫ t

0
e(t−s)∆

(
−∆wes∆φ− 2∇w · ∇es∆φ

)
ds

の L1ノルムを式 (2.2)とHölderの不等式を用いて評価することで得られる.

定理 4.5の証明の概略
定理の主張をm ∈ Nに関する命題 (B)mと見做し, mに関する帰納法で示す. ここでは, (B)m ⇒
(B)m+1 の証明の概略を説明する. そこで, あるm ∈ Nに対して (B)m が成り立つと仮定し, φ ∈
L1
m+1 (Rn), α′ ∈ Zn

≥0, |α′| = m+1とする. このとき, |α| = mなるα ∈ Zn
≥0及びある j ∈ {1, . . . , n}

が存在し, α′ = α + ej と表される. また, f (u) ∈ C
(
[0,+∞) ;L1

m (Rn)
)である. 次に, ε ∈ (0, 1)

を任意に取り, 函数 wj,ε : Rn → Rを,

wj,ε (x) := xje
−ε|x|2 , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

と定義する. このとき, wj,ε ∈W 2,∞ (Rn)であり,

‖∇wj,ε‖∞ ≤ 2, ‖∆wj,ε‖∞ ≤ 2 (n+ 4) ε
1
2

と評価される. さらに, 補題 5.1より任意の ψ ∈ L1 (Rn), t > 0に対して,∥∥wj,εe
t∆ψ − et∆wj,εψ

∥∥
1
≤ 2

(
(n+ 4) ε

1
2 t+ ‖∇G1‖1 t

1
2

)
‖ψ‖1 (5.6)

が成り立つ. 以上の準備の下, 各 t > 0に対して ‖wj,εx
αu (t)‖1の εに関する一様評価を導出する.

そのために, 積分方程式 (I)の両辺に wj,εx
αを掛け, 定理 4.1を用いて,

wj,εx
αu (t) = wj,εx

αet∆φ+

∫ t

0
wj,εx

αe(t−s)∆f (u (s)) ds

= wj,εe
t∆xαφ+ wj,εRα (t)φ

+

∫ t

0

(
wj,εe

(t−s)∆xαf (u (s))− e(t−s)∆wj,εx
αf (u (s))

)
ds

+

∫ t

0
e(t−s)∆wj,εx

αf (u (s)) ds+

∫ t

0
wj,εRα (t− s) f (u (s)) ds

と分解する. 任意の τ > 0, ψ ∈ L1
m (Rn)に対して xjRα (τ)ψはRα′ (τ)ψの一部として表され, 定

理 4.1, 4.2 (注意 4.3も参照)より,

‖wj,εRα (τ)ψ‖1 ≤ ‖xjRα (τ)ψ‖1
≤ Cτ

1
2 ‖|x|m ψ‖1 + C

(
τ

1
2 + τ

m+1
2

)
‖ψ‖1
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と評価されることに注意すると, 帰納法の仮定 (B)mと式 (4.5), (5.6)より,

‖wj,εx
αu (t)‖1 ≤ C

(
1 + t

m+1
2 + ε

1
2 t

m
2
+1
)
+ C

∫ t

0
(1 + s)−

n
2
(p−1) ‖wj,εx

αu (s)‖1 ds

となる. 但し, C は t及び εに依存しない正定数である. よって, Grönwallの補題より,

‖wj,εx
αu (t)‖1 ≤ C

(
1 + t

m+1
2 + ε

1
2 t

m
2
+1
)

(5.7)

と評価され, ε ↘ 0とすると Fatouの補題より xα
′
u (t) = xjx

αu (t) ∈ L1 (Rn)が従う. さらに, 積
分方程式 (I)より xα

′
u ∈ C

(
[0,+∞) ;L1 (Rn)

)が導かれる. また, 式 (5.7)において ε ↘ 0とすれ
ば, 求める不等式を得る.

定理 4.6は, 積分方程式 (I)を用いた分解

u (t)− et∆φ1

=

∫ t/2

0

(
e(t−s)∆ − et∆

)
f (u (s)) ds+

∫ t

t/2
e(t−s)∆f (u (s)) ds− et∆

∫ +∞

t/2
f (u (s)) ds

=

∫ t/2

0

∫ 1

0

d

dθ

(
e(t−sθ)∆f (u (s))

)
dθds+

∫ t

t/2
e(t−s)∆f (u (s)) ds− et∆

∫ +∞

t/2
f (u (s)) ds

= −
∫ t/2

0

∫ 1

0
s∆e(t−sθ)∆f (u (s)) dθds+

∫ t

t/2
e(t−s)∆f (u (s)) ds− et∆

∫ +∞

t/2
f (u (s)) ds

において, それぞれの L1ノルムを式 (2.2), (4.5), Hölderの不等式を用いて評価することで得られ
る. 特に, σに関する場合分けは最右辺の第一項の評価より生じる. 最後に, 定理 4.7の証明には,

定理 4.6で得た不等式と et∆φ1の漸近展開を組み合わせればよい.
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Morrey空間と Strichartz評価について
中央大学 理工学部 数学科

野ヶ山徹 (Toru NOGAYAMA)∗

概要
Morrey空間は Lp 空間の 1つの拡張であり，元々は 2階楕円型偏微分方程式の解の正則性を
研究するために用いられた関数空間である．一方，Schrödinger方程式の解の解析において重要
な評価の 1 つに Strichartz 評価がある．この評価は Morrey 空間をわずかに拡張した関数空間
を用いると改良できることが示されている．本講演では，この関数空間の性質と Strichartz評価
との関連について紹介する．

1 導入
Morrey空間は，1938年に C.B.Morrey [8]によって 2階楕円型偏微分方程式の解の局所的な振る

舞いを解析するためにその原型となるノルムが導入され，1969年の Peetreによる survey [10]にて
現在の形に定式化された．その後，この空間自身の研究のみならず，関数空間として拡張されたり偏
微分方程式へ応用されるなど，多くの研究がなされている．Morrey空間については [11]の本に非常
に多くの結果がまとまっている．本講演では，その一般化の 1 つである「Bourgain–Morrey 空間」
について紹介する．
ここで，1つ記号を用意しておく．ν ∈ Z，m = (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Zn とする．立方体 Qνm が

Qνm ≡
n∏

j=1

[
mj

2ν
,
mj + 1

2ν

)
と書けているとき，Qνm を 2進立方体という．2進立方体全体の集合を D で表し，体積が 2−kn で
あるような 2進立方体全体の集合を Dk で表す．2進立方体の重要な性質の 1つとして，Q,R ∈ D
としたとき，Q ∩Rは ∅, Q,Rのいずれかになることが挙げられる．
まず，Morrey 空間を定義する．パラメータ p, q は 0 < q ≤ p < ∞ を満たすものとする．関数

f ∈ Lq
loc(Rn)に対し，Morrey (quasi-)ノルムを

∥f∥Mp
q
:= sup

Q∈D
|Q|

1
p−

1
q

(ˆ
Q

|f(y)|qdy
) 1

q

と定義する．このとき，Morrey空間Mp
q(Rn)を ∥f∥Mp

q
< ∞となる関数 f 全体の集合とする．

∗ E-mail: toru.nogayama@gmail.com

本研究は JSPS 科研費 22J00614 の助成を受けたものである．本研究は波多野修也氏（中央大学），澤野嘉宏氏（中央
大学），Denny Ivanal Hakim氏（バンドン工科大学）との共同研究に基づく．
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ここで，q = pとすると，Mp
p(Rn) = Lp(Rn) となることに注意しておく．

Morrey空間には以下のような性質がある．

(1) 1 ≤ q ≤ p < ∞のとき，Banach空間となる．
(2) 0 < q1 < q2 ≤ p < ∞に対し

Lp(Rn) = Mp
p(Rn) ↪→ Mp

q2(R
n) ↪→ Mp

q1(R
n)

が成り立つ．
(3) 0 < q < p < ∞に対し，|x|−

n
p ∈ Mp

q(Rn) \ Lp(Rn)である．
(4) Morrey空間は反射的でない．つまり，0 < q < p < ∞に対し，

(Mp
q(Rn))∗∗ ̸= Mp

q(Rn)

である．
(5) 0 < q < p < ∞に対し，L∞

c (Rn)や C∞
c (Rn) はMp

q(Rn)で稠密でない．

これらのことから，Morrey空間は Lebesgue空間の拡張であるにも関わらず，Lebesgue空間とは
かなり違った関数空間であることが分かる．一方で，2つのパラメータ p, q はそれぞれある種の可積
分性を表している．埋め込みの関係と定義から pは大域的な，q は局所的な可積分性をそれぞれ表し
ていることが分かる．
次に，Morrey空間の 1つの一般化である Bourgain–Morrey空間Mp

q,r(Rn)を定義する．この一
般化のためにMorreyノルムのどの部分に注目するかというと，2進立方体全体について上限を取る
点である．この上限を

sup
Q∈D

=⇒ sup
ν∈Z,m∈Zn

と書き直してみる．すると，これは立方体の列 {Qνm}ν∈Z,m∈Zn の `∞ ノルムを取っていると見なす
こともできる．そこで，この部分を `r ノルムに一般化することを考える．

Definition 1.1. パラメータ p, q, r を 0 < q ≤ p < ∞，0 < r ≤ ∞ を満たすものとする．このと
き，関数 f ∈ Lq

loc(Rn) に対し，(quasi-)ノルム ∥ · ∥Mp
q,r
を

∥f∥Mp
q,r

=

∥∥∥∥∥∥
{
|Qνm|

1
p−

1
q

(ˆ
Qνm

|f(y)|qdy
) 1

q

}
ν∈Z,m∈Zn

∥∥∥∥∥∥
ℓr

と定義する．そして，∥f∥Mp
q,r

< ∞ を満たす関数 f 全体の集合をMp
q,r(Rn) で表し，Bourgain–

Morrey空間と呼ぶ．

実はこの関数空間は 1990年頃に Bourgain[2]により，その原型となるものが導入されている．こ
のときは，Fourier制限問題の考察のために用いられている．その後もこの関数空間が現れる研究は
いくつかあり，その都度，少しずつ性質が明らかにされていった．しかし，関数空間自身に着目した
研究はおそらくなく，制限問題や偏微分方程式，特に分散型方程式の解析へ応用するために用いられ
ている．そこでこの関数空間自身の性質を調和解析，実解析的な側面から研究し，応用の更なる進展
につなげようというのが，本研究に至った動機である．
結果について述べる前に，Bourgain–Morrey空間が用いられている主な先行研究を紹介する．
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(1) Stein–Thomas (Strichartz) 評価との関連
Bourgain [2] や Moyua, Vargas, Vega [9] らはこの関数空間を Stein–Thomas 評価の改良に
用いている．特に，M2

p,4 (p ≥ 12/7)を用いているのだが，これは L2 空間よりも広い関数空
間である．*1（包含関係については 2.2節を参照．）もう少し詳しく述べると，Moyua, Vargas,

Vegaは振動積分

f̂dσ(ξ, ξ3) =

ˆ
{x∈R2:|x|≤1}

e−2πi(x·ξ+Φ(x)ξ3)f(x)dx, (ξ, ξ3) ∈ R2 × R. (1)

についての評価を考察している．ここで相関数 Φには楕円型条件を課している．つまり，

det (Hess(Φ)) > 1,

を満たす Φ ∈ C∞({x ∈ R2 : |x| < 2}) を扱っている．このとき，彼らは次の評価を得た：可
測集合 Ω ⊂ {x ∈ R2 : |x| ≤ 1}に対して，

∥χ̂Ωdσ∥L4(R3) ≤ C∥χΩ∥M2
p,4

, p ≥ 4(
√
2− 1) (2)

が成り立つ．さらに，この pの条件が sharpであることも示している．(2)の評価はある可測
集合の特性関数に対するものであるが，実は一般の関数に対してもこの評価を示すことできる
（[9, Theorem 4.2]）．しかし，そのときは p ≥ 12/7という制限が付く．

(2) 分散型方程式との関連
さらにMoyua, Vargas, Vegaは上で得た評価を応用して，次の分散型方程式{

i∂tu = (−∆)
a
2 u, (t, x) ∈ R× R2, a > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R2,
(3)

の解の初期値への a.e.収束性についても考察している．特に，(3)の解は

eit(−∆)
a
2 u0(x) = u(x, t) =

1

2π

ˆ
R2

eix·ξ−it|ξ|a û0(ξ)dξ

と書けるので，(1)の典型例になっていることが分かる．
Merleと Vegaは [7]において，(2)の評価を少し改良して，p ≥ 12/7に対して

∥eit(−∆)u0∥L4(R×R2) ≤ C0 min{∥u0∥M2
p,4

, ∥û0∥M2
p,4

}

という評価を示した．この評価を使うと，2次元の非線形 Schrödinger方程式{
∂tu = i(∆u± |u|2u), (t, x) ∈ (0,∞)× R2,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R2

に対して，初期値 u0 が

min{∥u0∥M2
p,4

, ∥û0∥M2
p,4

} ≤ ε (ε > 0)

を満たすような時間大域解 u ∈ L4(R× R2) を構成することができる．さらに，大きい L4 ノ
ルムを持つ自由解の列に対するコンパクト性についても考察している．

*1 彼らはM2
p,4 の代わりに Xp という記号を使用している．
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Bégoutと Vargasは [1]において，次の非線形 Schrödinger方程式{
i∂tu+∆u+ γ|u| 4

nu = 0, (t, x) ∈ I × Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

(4)

を考察した．ここで，γ ∈ R \ {0}は与えられたパラメータである．彼らは (4)の解の集中現
象を解析するために，M2

p,
2(n+2)

n

を用いて Strichartz評価の改良を高次元へと拡張した．さら
にこの評価を応用し，方程式 (4)の小さな初期値に対する時間大域解を構成した．

(3) 散乱理論との関連
Masakiは [4]において次の Schrödinger方程式を扱っている：{

i∂tu+∆u = −|u|2αu, (t, x) ∈ I × Rn,
u(t0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(5)

ここで，I ⊂ Rは区間であり，t0 ∈ I とし，u(t, x) : I × Rn → C が未知関数である．この
論文では mass-subcritical の場合にあたる α < 2/dのときに (5)の解の時間大域的な振る舞
いに付随した 2 つの最小化問題を導入した．一般論として，偏微分方程式を研究する際には
Sobolev空間 Hs や重み付き L2 空間などの関数空間は非常に扱いやすい．しかし，この最小
化問題を考えるときには，上述のような L2 空間をベースにした関数空間では問題を上手く解
析できないことが分かっている．そこでその代替として，局所的に L2 の性質を持ちながら
も，大域的には可積分性をずらすことができる Bourgain–Morrey空間を利用している．他に
も，Masakiと Segata（[5, 6]）により，Bourgain–Morrey空間は KdV方程式や Airy方程式
などの各偏微分方程式に対応する Strichartz評価の改良にも用いられている．

2 Bourgain–Morrey空間の性質
2.1 基本的な性質と例
まず，Bourgain–Morrey空間同士の埋め込みについて考察する．r1 ≤ r2 のとき，数列空間の埋め

込み `r1 ⊆ `r2 が成り立つことに注意すると，次の埋め込みが成り立つ．

Lemma 2.1. 0 < q ≤ p < r1 ≤ r2 ≤ ∞とすると，Mp
q,r1(R

n) ↪→ Mp
q,r2(R

n) が成り立つ．

また，Morrey空間と同様に，パラメータ q についても埋め込みが成り立つ．

Lemma 2.2. 0 < q2 ≤ q1 ≤ p < r ≤ ∞とすると，Mp
q1,r(R

n) ↪→ Mp
q2,r(R

n) が成り立つ．

Lemma 2.1と Lemma 2.2から，次のような関係になっていることが分かる（ここでは Rn を省略
する）：

Lp = Mp
p ↪→ Mp

q1 ↪→ Mp
q2 ↪→ · · ·

↪→ ↪→ ↪→

Mp
p,r2 ↪→ Mp

q1,r2 ↪→ Mp
q2,r2 ↪→ · · ·

↪→ ↪→ ↪→

Mp
p,r1 ↪→ Mp

q1,r1 ↪→ Mp
q2,r1 ↪→ · · ·
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この図から，Bourgain–Morrey 空間Mp
q,r(Rn) は Morrey 空間Mp

q(Rn) の部分集合となること
は分かるのだが，どのくらい違いがあるのだろうか．

Example 2.3. 0 < q < p < r < ∞とする．このとき，f(x) = |x|−
n
p /∈ Mp

q,r(Rn) である．

冒頭で述べたように，|x|−n
p ∈ Mp

q(Rn)であったので，Morrey空間Mp
q(Rn)とBourgain–Morrey

空間Mp
q,r(Rn)の間の包含は真の包含であることがわかる．

一方で，上の表からは Lebesgue空間と Bourgain–Morrey空間との間の包含関係はほとんど分か
らない．中には，Lebesgue空間の方が広いものもあるように見える．しかし，次の定理が示すよう
に，そのような空間は自明な元しか持たないことがわかる．

Theorem 2.4. 0 < q ≤ p < ∞，0 < r ≤ ∞とする．このとき，Mp
q,r(Rn) ̸= {0} であるための必

要十分条件は 0 < q < p < r < ∞ となるか，0 < q ≤ p < r = ∞ となることである．

では，Lebesgue空間との包含関係はどのようになっているのか．これは次の補間不等式を経由す
ることで考察できる．

2.2 補間不等式
Bégout, Vargas [1] やMasaki, Segata [5] らによって，以下のような補間不等式が示されている．

Theorem 2.5 ([1, Theorem 1.3], [5, Proposition A.1]). 0 < q < p < r < ∞ とし，θ =
p

r
とす

る．もし，パラメータ sが
1− θ

s
+

θ

p
<

1

q
, s ≤ p

を満たしているとすると，
∥f∥Mp

q,r
≤ C∥f∥1−θ

Mp
s
∥f∥θLp (6)

が成り立つ．特に，Lp(Rn) ↪→ Mp
q,r(Rn) が成り立つ．

では，Lebesgue 空間と Bourgain–Morrey 空間の間の包含関係が分かったところで，そこにはど
の程度違いがあるのだろうか．次の例から，その包含が真であることが分かる．

Example 2.6. 0 < q < p < r < ∞, ap < 1 < ar とする．このとき

g(x) = |x|−
n
p (log(|x|−1))−aχ[0,1/2n](|x|) ∈ Mp

q,r(Rn) \ Lp(Rn)

である．

3 Bourgain–Morrey空間における積分作用素の有界性
新たに関数空間を定義した際に，いくつかの積分作用素の有界性を考察することは 1つの重要な問

題である．その中でも特に，Hardy–Littlewoodの極大作用素の有界性はそのほかの作用素の有界性
にも関わる重要な問題である．ここでは，Hardy–Littlewoodの極大作用素について得られた結果を
紹介する．
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まず，Hardy–Littlewoodの極大作用素とは，可測関数 f に対して，

Mf(x) = sup
Q∈Q

χQ(x)

|Q|

ˆ
Q

|f(y)|dy

と定義される作用素M のことである．ここで，Qは立方体全体の集合を表し，上限は立方体全体に
関して取ることとする．
Bourgain–Morrey空間におけるM の有界性は以下の通りである．

Theorem 3.1 ([3, Lemma 4.1]). 1 < q ≤ p < r ≤ ∞とする．このとき，Hardy-Littlewoodの極
大作用素M はMp

q,r 上で有界である．つまり，以下の不等式が成り立つ：ある定数 C > 0 が存在
して，

∥Mf∥Mp
q,r

≤ C∥f∥Mp
q,r

(f ∈ Mp
q,r(Rn)).

Remark 3.2. この結果を利用することで，分数べき積分作用素や特異積分作用素などの積分作用素
の有界性，また，Fefferman–Steinのベクトル値不等式などの結果も得ることができるが，ここでは
注意のみにして詳しい結果については省略する．

4 Morrey空間との違い
この節では，Morrey 空間Mp

q(Rn) と Bourgain–Morrey 空間Mp
q,r(Rn)(r < ∞) の違いを稠密

性と双対性の観点から紹介する．

4.1 稠密性
冒頭に述べた性質 (5)から，Morrey空間Mp

q(Rn)において，C∞
c (Rn)や L∞

c (Rn)は稠密でない
ことが知られている．そのため，例えば特異積分作用素などの作用素を近似によってMp

q(Rn)上に
定義することができず，定義の仕方を工夫しなければならない．一方で，Bourgain–Morrey空間で
は，これらの空間が稠密であることを示すことができる．

Proposition 4.1 ([3, Corollary 2.21]). 0 < q < p < r < ∞ とすると，L∞
c (Rn) や C∞

c (Rn) は
Mp

q,r(Rn) において稠密である．

4.2 反射性，回帰性
冒頭の性質 (4) から，Morrey 空間Mp

q(Rn)は反射的でないことが知られている．（例えば，[11,

Section 9]を参照．）では，Bourgain–Morrey空間ではどうなのだろうか．実はこれについてはパラ
メータを少し制限すれば，肯定的な結果が得られる．

Theorem 4.2 ([3, Theorem 5.5]). 1 < q < p < r < ∞ であるときMp
q,r は反射的である．つ

まり，
(Mp

q,r)
∗∗ = Mp

q,r

が成り立つ．
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もちろん，Morrey空間と Bourgain–Morrey空間の違いは r = ∞であるか r < ∞であるかのみ
である．つまり，上限 supが関係しているかどうかである．これは L∞ が反射的ではないことと類
似している．

Remark 4.3. Theorem 4.2を証明するため，今回はMp
q,r(Rn)の双対空間を特定した．実は [4]に

おいて，Bourgain–Morrey空間の前双対について考察がなされている．ここで，Banach空間B1, B2

に対して，(B1)
∗ = B2 となるとき，B1 を B2 の前双対という．つまり，[4]において考察された前

双対が，今回特定したMp
q,r(Rn)の双対空間と一致するため，反射性が示せる．
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2層ニューラルネットワークの大域的普遍近似定理
中央大学 理工学研究科 数学専攻
波多野修也 (Naoya HATANO)

概要
機械学習においてニューラルネットワークの普遍性定理がよく知られている. ニューラルネッ
トワークとは, 脳神経を数理モデルとして定式化したものとして導入された. また, ニューラル
ネットワークによってコンパクト集合上で連続関数を近似できることを普遍近似定理と呼ばれ,

よく知られている. そこで, 本研究では関数空間の言葉で置き換えることで, 定義域の取り方に依
存しない大域的なものに拡張した.

1 導入
すべての連続関数は

r∑
i=1

ciσ(aix+ bi), x ∈ R, (1)

の形の関数で近似できることがよく考えられている. ここで, σ : R → Rを活性化関数と呼ばれてい
る. 活性化関数は以下のようなものがよく考えられている.

例 1.1. σ(t) =
1

1 + e−t
, ReLU(t), χ[0,∞)(t), etc.

ReLU(t) := max(0, t) =

{
t, t ≥ 0,

0, t < 0,
χ[0,∞)(t) :=

{
1, t ≥ 0,

0, t < 0.

さらに, σ : R → Rが

lim
t→±∞

σ(t) = c±∞ < ∞は収束する, c∞ 6= c−∞

を満たす時, σ を sigmoidalという.

関数 (1)の族をニューラルネットワークと呼ばれている.

定義 1.2 (ニューラルネットワーク). Ω ⊂ Rとする. 活性化関数 σ : R → Rに対し, Ω上の関数の
族を

Hσ(Ω) :=

{
r∑

i=1

ci · σ(ai ·+bi) : r ∈ N, ai 6= 0, bi, ci ∈ R

}
.

とする.

局所的には近似が可能であることが従来の普遍近似定理である.
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定理 1.3 (Cybenko [1] and Funahashi [2], 1989). σ : R → Rを連続かつ sigmoidalまたは ReLU

とする. 任意の f ∈ C([0, 1])と ε > 0に対して, ある g ∈ Hσ([0, 1])が存在して
sup

x∈[0,1]

|f(x)− g(x)| < ε

を満たす. すなわち, Hσ([0, 1])は (C([0, 1]), ‖ · ‖C([0,1]))に稠密である. ただし,

‖f‖C([0,1]) := sup
x∈[0,1]

|f(x)|

である.

本研究では, この結果を大域的な場合に拡張した.

2 主結果
それぞれの活性化関数について, 主結果を述べる.

関数空間
BUC(R) := {f : f は有界かつ一様連続な関数 }

にはノルム
‖f‖BUC := sup

x∈R
|f(x)|

が備わっている. このとき, σ が sigmoidalの場合は以下のように述べられる.

定理 2.1 (N.-Ikeda-Ishikawa-Sawano). σ : R → R を連続かつ sigmoidal とする. このとき,

(BUC(R), ‖ · ‖BUC)で Hσ(R)は閉部分空間

X(R) :=
{
f ∈ BUC(R) : lim

x→±∞
f(x) = f(±∞) < ∞は収束する

}
に稠密である.

さらに, 関数空間

Y(R) :=
{
f ∈ C(R) : lim

x→±∞

f(x)

1 + |x|
< ∞は収束

}
にはノルム

‖f‖Y := sup
x∈R

|f(x)|
1 + |x|

が備わっている. このとき, σ が ReLUの場合は以下のように述べられる.

定理 2.2 (N.-Ikeda-Ishikawa-Sawano, [3]). HReLU(R)は (Y(R), ‖ · ‖Y)に稠密である.

最後に, 関数空間
C(R) := {f : f は右連続かつ左極限をもつ }

には, ノルム
‖f‖C := sup

x∈R
|f(x)|

が備わっている. このとき, σ が Heaviside関数 χ[0,∞) の場合は以下のように述べられる.
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定理 2.3 (N.-Ikeda-Ishikawa-Sawano). (C(R), ‖ · ‖C)で Hχ[0,∞)
(R)は閉部分空間

D(R) :=
{
f ∈ C(R) : lim

x→±∞
f(x) = f(±∞) < ∞は収束する

}
に稠密である.

3 補足
本講演では, 定理 2.2 の証明のみを紹介する. 証明のアイデアは以下の補題による関数空間 Y(R)

の言い換え後, 双対性を用いる.

補題 3.1. 写像 Y(R) 3 f 7→ f

1 + | · |
∈ BC(R)により, 関数空間 Y(R)と BC(R)は同相となる. た

だし, R = R ∪ {∞,−∞}とする.

線形汎関数がニューラルネットワークの上で消滅していると仮定して, 全空間でも消滅しているこ
とを示すことで Hahn-Banachの定理から稠密性が証明できるという点は Cybenkoや Funahashiに
よるアイデアによるものだが, それに加え, 上補題を用いた無限遠方での制御を行うことで本研究成
果が得られた.

注意 3.2. それぞれの普遍近似定理定理の比較:

(1) ノルム評価
‖f‖C([0,1]) ≤ ‖f‖BUC, ‖f‖C([0,1]) ≤ 2‖f‖Y

が成り立っているため, 定理 2.1 と定理 2.2 は単に定義域を制限することで Cybenko, Funa-

hashiの結果, 定理 1.3が再現できる.

(2) 定理 2.1は活性化関数 σ の取り方によらず, 閉部分空間 X(R)に稠密である.

(3) σ0(t) := ReLU(t)− ReLU(t− 1)は sigmoidalな連続関数であり,

σ0 ∈ HReLU(R)

が成り立っているため, 活性化関数を ReLUとした方が sigmoidalのときよりも多くの関数を
近似できる. さらに定理 2.2の証明によると, Cc(R) ∪ {σ0, σ0(−·)}は Y(R)に稠密であるこ
ともわかる. ただし, Cc(R)はコンパクト台を持つ連続関数全体とする.

(4) σε(t) := ReLU(t+ ε)− ReLU(t), ε > 0は sigmoidalな連続関数であり,

lim
ε↓0

σε = χ[0,∞) ∈ Hχ[0,∞)
(R)

が成り立っているため, 活性化関数を χ[0,∞) とした方が sigmoidalのときよりも多くの関数を
近似できる.
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Homological representation of braid groups

千葉大学大学院 融合理工学府
根上春 (Haru NEGAMI)

概要
ブレイド群 Bn は，n− 1個の生成元で生成されブレイド関係式を満たすものである．ブレイ
ド群の表現の分類は完了しておらず，既知の表現から新しい既約表現を得る手法の研究は有用で
ある．本講演では，ブレイド群の既知の表現から新しい表現を得る手法である Long-Moody 構
成（LM構成）について概説したのち，その一般化について述べる．また，一般化された LM構
成の応用例として KZ型方程式のモノドロミー表現との関連について述べる．

1 導入
1.1 ブレイド群
ブレイド群は 1925年に E. Artinによって代数的に定義された [1]．そして，1962年に R. H. Fox

により n 点の順序なし配置空間の基本群と同型であることが示された [2]．1969 年には J. Birman

により，n点つき閉円盤の写像類群との同型が示された [3]．このように，ブレイド群には様々な解
釈があるため，様々な分野への応用が知られている．その中でもブレイド群の表現の分類は未解決で
あり，ブレイド群の表現の構成方法の研究は重要である．本稿では，ブレイド群の表現の構成方法で
ある Long-Moody 構成に注目し，その一般化を与え，KZ型方程式のモノドロミー表現との関連に
触れる．

定義 1.1 (Artinのブレイド群 Bn). n > 1とする．n− 1個の生成元 σ1, · · · , σn−1 で生成され，以
下のブレイド関係式を満たすものを Artinのブレイド群 Bn という．
[BR1] σiσj = σjσi (|j − i| > 1)

[BR2] σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 (i = 1, · · · , n− 2)

定義 1.2 (純ブレイド群 Pn). Π: Bn −→ Sn の核を純ブレイド群という．

Fn を x1, · · · , xn で生成される階数 nの自由群とする．

定義 1.3 (Fn のブレイド自己同型群 B̃n). f̃ を Fn の自己同型写像とする．f̃ が以下を満たすとき，
ブレイド自己同型という．

1. ある µ ∈ Sn が存在して，すべての i = 1, · · · , nで f̃(xk)が f̃(xµ(k))と Fn で共役．
2. f̃(x1x2 · · ·xn) = x1x2 · · ·xn．
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定義からわかるようにブレイド自己同型写像の全体は群をなす．これをブレイド自己同型群 B̃n と
いう．そして以下の対応により B̃n は Bn と同型となる．
まず，Fn と Bn の生成元をそれぞれ xj , σi, j = 1, · · · , n, i = 1, · · · , n− 1とするとき，

σ̃i(xj) =


xi+1 (j = i)
x−1
i+1xixi+1 (j = i+ 1)

xj (j 6= i, i+ 1)

は Fn のブレイド自己同型となる．
このとき，σi 7→ σ̃i により B̃n は Bn と同型となる．

1.2 Long-Moody構成
以下，体をひとつ固定し，それを k とする．
Long と Moody [4]は，Fn と Bn の半直積の既知の線形表現から Bn の新しい線形表現を構成す

る方法（Long-Moody 構成）を与えた．Burau 表現 [5]や，純ブレイド群の表現である Gassner 表
現，Hecke 環の表現とも関連の深い Lawrence-Krammer-Bigelow 表現などもこの方法を用いて構成
出来ることが知られている．
ここで Fn と Bn の半直積は次の関係式で入れるものとする．Fn と Bn の生成元をそれぞれ

xj , σi, j = 1, · · · , n, i = 1, · · · , n− 1とするとき，

σixjσ
−1
i =


xi+1 (j = i)
x−1
i+1xixi+1 (j = i+ 1)

xj (j 6= i, i+ 1)
.

定理 1.4 (Long-Moody 構成). V を有限次元ベクトル空間とする．

ρ : Fn ⋊Bn −→ GL(V )

に対して，

ρ̃ : Bn −→ GL(V ⊕n)

を構成できる．

1.3 KZ型方程式
定義 1.5 (KZ型方程式). n > 1, N を自然数とし , z = (z1, · · · , zn) ∈ Cn とする．
Ai,j を N ×N の定数行列とし，以下の常微分方程式の Pfaffian system を KZ型方程式という．

n∑
i=1

∂u

∂zi
=

n∑
i=1

(
n∑

j=i+1

Aij

zi − zj
)u

更に次の可積分条件を課すものとする．
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[Ai,j , Ak,l] = O ({i, j} ∩ {k, l} 6= ∅)

[Ai,j , Ai,k +Aj,k] = O (i 6= j, i 6= k, j 6= k)

KZ型方程式の定義域の基本群は純ブレイド群になる．
Qn := {z1, · · · , zn}とし，C上の経路 σij を, zi を基点とし，Qn の点では zj のみを内部に含むよ

うな反時計回りの単純閉曲線とする．そして，この経路に沿った解析接続を σij∗ と書くとする．こ
のとき解析接続 σij∗ に対応するモノドロミー行列は，方程式の解空間を U とすると，σij∗U = UMij

と書ける．
原岡は, この KZ 型方程式のモノドロミー表現 (Mij)1≤i<j≤n−1 から新しいモノドロミー表現

(Nij)1≤i<j≤n−1 を構成する方法を構築した [6]．Nij はMij の多項式を成分に持つ n− 1× n− 1行
列となる．

2 主結果
2.1 Long-Moody構成の一般化
廣惠一希氏との共同研究により，Dettweiler-Reiterのコンボリューション [7]により，LM構成の

一般化である，Fn ⋊Bn の誘導表現を構成する手法を構築した．

定義 2.1 (Dettweiler-Reiterのコンボリューション). V を体を k とする有限次元線形空間とする．
λ ∈ k×, Fn の生成元を xi とする．

与えられた ρ : Fn −→ GL(V )に対して，

ρcλ : Fn −→ GL(V )

ρcλ(xi)：=



1

. . .

1

λ(ρ(x1)− 1) · · · λ(ρ(xi−1)− 1) λρ(xi) ρ(xi+1)− 1 · · · ρ(xn)− 1

1

. . .

1


を Dettweiler-Reiterのコンボリューションという．

定理 2.2. V を体を k とする有限次元線形空間とする．xi を Fn の生成元とし，∀B ⊆ Bn, λ ∈ k×

とする．このとき，

ρ : 　 Fn ⋊B −→ GL(V )
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に対して，群準同型 ρ̃cλ : Fn ⋊B −→ GL(V ⊕n)を次のようにして構成できる．

ρ̃cλ(xi) :=ρcλ(xi)

ρ̃cλ(σi) :=ρ(σi)

2.2 KZ型方程式との関連
前の章で構成した LM構成の一般化の応用例を次に示す．原岡によるモノドロミー表現の構成は，

KZ型方程式の定義域の基本群が純ブレイド群であることに注意すると Pn の表現から Pn の誘導表
現を構成する方法であるともみなせる．さらに，Pn ' Fn−1 ⋊ Pn−1 であることから，今回構成した
LM構成の一般化との対応を作ることが出来る．
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Yetter-Drinfeldデータを用いた低次元ホップ・スーパー代数の
分類について

岡山理科大学大学院 理学研究科 応用数学専攻
若尾亮太 (Ryota WAKAO)

概要
有限群のように有限次元ホップ代数の分類は盛んに行われている．一方で，有限次元ホップ・スーパー代
数の分類は始まって間もない．本講演では，Yetter-Drinfeldデータと呼ばれる，ボゾン化のある意味での
逆操作を与える対象を考えることにより，ホップ・スーパー代数の研究が可能であることを説明する．特
に，10次元以下のホップ・スーパー代数の完全な分類を与える．

1 ホップ代数
以下で，標数 0の代数閉体である基礎体 k を固定し，k 上のテンソル ⊗k は ⊗ とかく．

1.1 ホップ代数
群 G に対して群環 kG は代数だけでなく，ホップ代数の構造をもつ．ここでホップ代数とは次のように与
えられる代数系を指す：

定義 1.1. ベクトル空間 H がホップ代数であるとは，代数射たち m : H ⊗H → H と u : H → k と余積
∆ : H ⊗H → H と余単位 ε : H → k が存在して

(1) m ◦ (idH ⊗m) = m ◦ (m⊗ idH)

(2) m ◦ (idH ⊗ u) = m ◦ (u⊗ idH)

(3) (idH ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ idH) ◦∆
(4) (idH ⊗ ε) ◦∆ = (ε⊗ idH) ◦∆

の 4条件を満たし，さらに

m ◦ (S ⊗ idH) ◦∆ = u ◦ ε = m ◦ (idH ⊗ S) ◦∆

を満たすような対合射と呼ばれる線型写像 S : H → H が存在するときをいう．さらに，線形写像 flip :

H ⊗H → H ⊗H; a⊗ b 7→ b⊗ a とおく．このとき，ホップ代数 H が余可換であるとは ∆ = flip ◦∆ が成
り立つときをいう．

ホップ代数 H に対して g.ℓ(H) := {g ∈ H | 0 6= g,∆(g) = g ⊗ g} と定義して，この集合の元を group

like元という．

命題 1.2. g.ℓ(H) は H の積に関して群をなす．
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群環 kG の場合は g ∈ G に対して ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, S(g) = g−1 とすることでホップ代数をなす．
すぐにしたがうように群環 kG に対して，その group like元全体は g.ℓ(kG) = G となることがわかる．この
ことからホップ代数は群環を一般化した対象と思える．

例 1.3. 有限次元ホップ代数 H に対して双対空間 H∗ := hom(H, k) に積を f ∗ g := m ◦ (f ⊗ g) ◦∆ とする
ことで代数をなし，代数射 ∆∗ : H∗ → H∗ ⊗H∗, u∗ : H∗ → k を

∆∗(f) :=
∑

f1 ⊗ f2 with 「任意の a, b ∈ H に対して f(ab) =
∑

f1(a)f2(b)」

u : H∗ → k; f 7→ f(1H)，対合射 S∗ : H∗ → H∗ は a ∈ H に対して S∗(f)(a) = S(f(a)) と定義することで
ホップ代数をなす．

双対 H∗ の余積は複雑であるが，group like元 g.ℓ(H∗) は次のように比較的簡単に表すことが出来る．

命題 1.4. 有限次元ホップ代数 H に対して g.ℓ(A∗) = Alg(A, k) := {f ∈ A∗ | f は環準同型 } が成立．

群環は余可換なホップ代数をなしたが，次は非余可換なホップ代数をなす．

例 1.5. 自然数 2 ≤ n と k 上の 1 の原始 n 乗根 ζn をとり固定する．〈c, x〉 は 2元 c, x で生成されるような
自由代数を表す．このとき

Tn,ζn := 〈c, x〉/(cn − 1, xn, cx− ζnxc)

上に ∆, ε, S を

∆(c) = c⊗ c, ∆(x) = x⊗ 1 + c⊗ x, ε(c) = 1, ε(x) = 0, S(c) = c−1, S(x) = −c−1x.

と定義することで n2 次元の余可換でないホップ代数をなす．これは Taft代数と呼ばれる．

1.2 Yetter Drinfeld加群
定義 1.6. H をホップ代数とする．ベクトル空間 V が左 H-余加群であるとは，次の 2条件：

(1) (idH ⊗ ρ) ◦ ρ = (∆⊗ idV ) ◦ ρ
(2) (ε⊗ idV ) ◦ ρ = φ with φ : V → k⊗ V ; v 7→ 1⊗ v : 線型同型射．

が成り立つような線形写像 ρ : V → H ⊗ V が存在するときをいう．この ρ を余作用という．左 H-余加群全
体と上の条件を保つ射を考えることで，これは圏をなし HM とかく．

ホップ代数として群環 kG が考えられたのだった．この余加群圏に関して，次が知られている．

事実 1.7. 群 G に対して kGM の対象全体は G で次数付けられるようなベクトル空間全体と一致する．

このもとで，“Yetter-Drinfeld加群”という対象は，加群構造と今の余加群構造を両立させるようなものと
して定義される．

定義 1.8. ホップ代数 H を固定する．このとき，ベクトル空間 V がYetter-Drinfeld加群であるとは，作
用 H ⊗ V → V ;h⊗ v 7→ h.v と余作用 δ : V → H ⊗ V ; v 7→ v−1 ⊗ v0 が存在して，次の両立条件を満たす：

δ(h.v) = h1v−1S(h3)⊗ h2.v0 for h ∈ H, v ∈ V.
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この条件を満たすベクトル空間全体と，両立条件を保つ線型写像を考えることで，これは圏をなす．以下では
H
HYD とかく．

1.3 ボゾン化（bosonization）
H
HYD を考える利点のひとつには，群論における半直積の一般化である “ボゾン化” を考えることがで
きることにある．これは Radford-Majid[R85, Mj94] によってよく研究なされており，Andruskiewitsch-

Schneider[AS02]は以下に述べる事実を体系的にまとめている．

事実 1.9. ホップ代数たち A,H を固定する．ホップ代数射たち π : A → H と π ◦ ι = idH を満たすような
ι : A → H が与えられたとき，

B := Aco(π) := {a ∈ A | (idA ⊗ π)(∆A(a)) = a⊗ 1H}

は次の構造で H
HYD のホップ代数対象となる．

(1) ∆H(h) = h1 ⊗ h2 と表示するとき，作用は h⊗ a 7→ ι(h1)aι(S(h2)).

(2) 余作用は a 7→ (π ⊗ idA)(∆A(a)).

(3) B は A の部分代数をなす．
(4) ∆A(a) = a1 ⊗ a2 と表示するとき，余積 ∆B は ∆B : B → B ⊗B; a 7→ a1(ι ◦ π)(S(a2))⊗ a3.

他方で，次の操作が考えられる．

定義 1.10. ホップ代数 H と H
HYD のホップ代数対象 B に対してテンソル積 B#H := B ⊗H 上に

(b#h)(b′#h′) := b(h1.b
′)#h2h

′

∆(b#h) := b(1)#(b(2))−1h1 ⊗ (b(2))0#h2

と，積と余積を定めることが出来る．

この操作はボゾン化と呼ばれる．ボゾン化に関して，以下の事実が成り立つ：

事実 1.11. この B#H はホップ代数をなす．さらに B,H が有限次元ならば双対 (B#H)∗ は B∗#H∗ と
ホップ代数同型になる．

事実 1.12. ホップ代数 H に対して以下には 1対 1対応がある．

• H
HYD 圏のホップ代数対象．

• H ⊂ A かつ π|H = idH を満たすようなホップ代数 A とホップ代数射 π : A → H の組 (A, π).

条件に出てきた π を split epiとよぶ．

さて，ホップ代数 H を固定する．ホップ代数全体を対象として，ホップ代数構造を保つ射をもつ圏を Hopf

とかく．このとき，上記のことから

FH : {HHYDのホップ代数対象 } −→ Hopf; K 7−→ K#H.
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という関手 FH : {HHYDのホップ代数対象 } → Hopf を得たことになる．この FH に関して，Hopf を事実
1.9を満たすものたちに制限することで，これは圏同値となる．つまり H

HYD のホップ代数対象 B に対して
(B#H)co(π) ∼= B が成立する．

2 ホップ・スーパー代数
2.1 ホップ・スーパー代数
スーパーとは，Z2 = {0, 1}で次数付けられた対象の理論である．通常のベクトル空間の代わりに Z2-graded

ベクトル空間 V = V0 ⊕ V1 を考え，この V をスーパーベクトル空間という．各部分空間には名前がついてい
て V0 は even partと V1 は odd partと呼ばれ，元 v ∈ V0 ∪ V1 に関して（斉次元という）v ∈ V0 のとき
は |v| := 0, v ∈ V1 のときは |v| := 1 と定め，これを v の parityと呼ぶ．スーパーベクトル空間たち全体と
Z2-gradingを保つ線型写像を考えることで，圏をなしこれを sVec とかく ．またスーパーベクトル空間たち
V,W に対して

V ⊗W := ((V0 ⊗W0)⊕ (V1 ⊗W1))⊕ ((V1 ⊗W0)⊕ (V0 ⊗W1))

と V ⊗W をスーパーベクトル空間とみることで，テンソル圏をなす．さらに次のスーパー対称性により対称
テンソル圏をなす．

V ⊗W → W ⊗ V ; v ⊗ w 7→ (−1)|v||w|w ⊗ v.

ここで v, w は斉次元としてとっている．

定義 2.1. スーパーベクトル空間 V = V0 ⊕ V1 が purely evenであるとは V1 = 0 のときをいう．

ホップ・スーパー代数は圏 sVec を用いて次のように定義される．

定義 2.2. H がホップ・スーパー代数であるとは H が sVec のホップ代数対象となるときをいう．

命題 2.3. ホップ・スーパー代数 H = H0 ⊕ H1 の余積 ∆ は ∆(a) =
∑

a(1) ⊗ a(2) とかくとき ∆(ab) =∑
(−1)|a(2)||b(1)|a(1)b(1) ⊗ a(2)b(2) を満たす．

2.2 ホップ・スーパー代数の例
ホップスーパー代数の例として，例えば次があげられる：

例 2.4. purely evenであるような任意のホップ代数 H は自然にホップ・スーパー代数構造をもつ．

例 2.5. 自然数 n に対して外積代数 ∧
(kn) := k〈x1, x2, . . . , xn〉/(xixj + xjxi, i, j ∈ {1, . . . , n}) は次の構造

で n2 次元のホップスーパー代数をなす．

∆(xi) = xi ⊗ 1 + 1⊗ xi, ε(xi) = 0, S(xi) = −xi.

2.3 スーパーベクトル空間と Yetter-Drinfeld加群
この節では，ホップ・スーパー代数に対しても §1.3で紹介したボゾン化が可能であることを確かめる．
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命題 2.6. sVec は kZ2

kZ2
YD の full subcategoryをなす．

Proof. 事実 1.7 から kZ2

kZ2
YD の対象は少なくとも kZ2 で次数付けられたベクトル空間になることから，対

象に関して閉じていることはよい．スーパーベクトル空間 V を固定する．作用 kZ2 ⊗ V → V と余作用
δ : V → kZ2 ⊗ V は Z2 = 〈σ〉 = {e, σ} と勝手な V の元 v = v0 + v1 with v0 ∈ V0, v1 ∈ V1 に対して

e.v = v, σ.v := v0 − v1, δ(v0) = e⊗ v0, δ(v1) = σ ⊗ v1

とすればよい．両立条件が成り立つことを示す．kZ2 = ke ⊕ kσ の余積は ∆(σi) = σi ⊗ σi で対合射は
S(σi) = σi であることに注意すると次の関係式

δ(σi.v) = e⊗ v0 + (−1)iσ ⊗ v1

が任意の v ∈ V に対して成り立てばよい．実際に v = v0 + v1 with v0 ∈ V0, v1 ∈ V1 に対して

δ(σi.v) = δ(v0 + (−1)iv1)

= δ(v0) + (−1)iδ(v1)

= e⊗ v0 + (−1)iσ ⊗ v1

となるので両立条件もよい．subcategory をなすことはこれでよく，full subcategory であることは sVecの
射は Z2-次数付けを保つ射であったことからしたがう．

このことからホップ・スーパー代数 H に対して事実 1.12から（通常の）ホップ代数 Ĥ を考えることがで
き，その構造たちは次のように書き下すことが出来る：

(a⊗ σi)(b⊗ σj) := a(b0 + (−1)ib1)⊗ σi+j , 1H ⊗ 1kZ2

ただし，b = b0 + b1 ∈ H0 ⊕H1 と表示しており 1H, 1kZ2
はそれぞれの単位元である．

∆̂(a⊗ σi) := (a0(1) ⊗ σi)⊗ (a0(2) ⊗ σi) + (a1(1) ⊗ σi+1)⊗ (a1(2) ⊗ σi), εH ⊗ εkZ2

と入れる. ただし，余積を ∆(a) = a(1) ⊗ a(2) と表示しており εH, εkZ2
はそれぞれの余単位である．これを

Ĥ := H⊗ kZ2 とかく．さらに対合射は次で与えられる：

Ŝ : Ĥ → Ĥ ; a⊗ σi 7→ (−1)i+1S(a)⊗ σi+|a|.

ここで S は H の対合射である．
ホップスーパー代数 H に対して，g.ℓ(H) = {0 6= g ∈ H0 | ∆(g) = g ⊗ g} とおく．purely evenでない有
限次元ホップスーパー代数 H に対して，そのボゾン化は以下の基本的な性質を満たす：

命題 2.7. 次元に関して dim Ĥ = 2dimH が成立する．

Proof. これは構成から明らかである．

命題 2.8. 写像 g.ℓ(H)× Z2
∼= g.ℓ(Ĥ); (h, σi) 7→ h⊗ σi は群同型をなす．

Proof. 元 h = h0 + h1 ∈ H0 ⊕H1 with h0 ∈ H0, h1 ∈ H1 について．h⊗ σi ∈ g.ℓ(Ĥ) を仮定する．まずボ
ゾン化の余積 ∆̂ の定義から kZ2 の元を見ることで h1 = 0 でなくてはならない．つまり

∆̂(a⊗ σi) ∈
(
(H0 ⊗ kZ2)⊗ (H0 ⊗ kZ2)

)
⊕

(
(H1 ⊗ kZ2)⊗ (H1 ⊗ kZ2)

)
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となる．そこで簡単のため ∆(h) = x⊗ y+ z⊗w ∈ (H0 ⊗H0)⊕ (H1 ⊗H1) と表示する．もし z 6= 0 が成り
立つときは先の議論と同じように h⊗ σi ∈ g.ℓ(Ĥ) に反するので ∆(h) = x ⊗ y ∈ H0 ⊗H0 の形となる．最
初の仮定から，

(h⊗ σi)⊗ (h⊗ σi) = ∆̂(h⊗ σi) = (x⊗ σi)⊗ (y ⊗ σi)

なので ∆(h) = h⊗ h を強いる．つまり h ∈ g.ℓ(H) となる．

命題 2.9. ボゾン化 Ĥ は非可換かつ非余可換なホップ代数をなす．

Proof. 仮定から 0 6= x ∈ H1 なる元がとれる．積のほうは
(x⊗ σ)(1⊗ σ) = x⊗ e 6= −x⊗ e = (1⊗ σ)(x⊗ σ)

となり非可換性はよい．余積のほうは ∆(x) = x(1) ⊗ x(2) と表示すれば

∆̂(x⊗ σ) = (x(1) ⊗ e)⊗ (x(2) ⊗ σ)

となり明らかに非余可換となる．

補題 2.10. ホップ代数 kZ2 と双対 (kZ2)
∗ はホップ代数として同型となる．

定理 2.11. ボゾン化 Ĥ = H⊗ kZ2 の双対 (Ĥ)∗ は H∗ ⊗ kZ2 と同型となる．

さて，ホップ代数 A で事実 1.12 の 2 番目の条件を満たすものを与えれば，A の部分代数として kZ2

kZ2
YD

のホップ代数対象を得ることが出来る．ホップ・スーパー代数の分類を行うためには，対応で得られる
B ∈ kZ2

kZ2
YD がホップ・スーパー代数とみなすことができる，つまり次の条件：

B ∈ kZ2

kZ2
YD ⇐⇒ B ∈ sVec.

が満たされるような B に関する必要十分条件を考察すればよいことになる．

2.4 YD データ
ホップ代数 A と位数 2 の元たち g ∈ g.ℓ(A), α ∈ g.ℓ(A∗) であって α(g) = −1 を満たす 3つ組 (A, g, α)

全体を YD と定義する．

定義 2.12. 有限次元ホップ代数 A に対して
YD(A) := {(g, α) ∈ g.ℓ(A)× g.ℓ(A∗) | g2 = 1, α2 = εA, α(g) = −1}

を A の YD（Yetter-Drinfeld）データと呼ぶ．

この YD データは次のように特徴づけられる．

定理 2.13. 有限次元ホップ代数 A を固定する．次は 1対 1の対応を与える：
YD(A) −→ {kZ2

kZ2
YDのホップ代数対象で A に関する split epiを持つもの } ; (g, α) 7−→ Aco(πg,α)

ここで πg,α : A → kZ2 = ke⊕ kσ は split epiであり，

πg,α : A → kZ2; a 7→ ε(a)e0 + α(a)e1 with e0 :=
1

2
(e+ σ), e1 :=

1

2
(e− σ).

で与えられる．さらにこの対応の逆はボゾン化 B 7→ B̂ = B#kZ2 である．
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この定理 2.13から各 (g, α) ∈ YD(A) に対して kZ2

kZ2
YD のホップ代数対象を得ることが出来る．しかし，今

の構成では (g, α), (h, β) ∈ YD(A)であってホップ代数同型 Aco(πg,α) ∼= Aco(πh,β) が存在するような Aco(πg,α)

と Aco(πh,β) を区別できていない．したがって，同型類を分類するために (g, α), (h, β) ∈ YD(A) に対して次
の関係「(g, α) ∼ (h, β) : ⇐⇒ f(g) = h, α = β ◦ f を満たすようなホップ代数同型射 f : A → A が存在す
る」を YD(A) 上にいれる．

命題 2.14. これは同値関係をなす．

Proof. 反射律は idA でよい．対称律は仮定で与えられたホップ代数同型射 f の逆写像 f−1 を考えればよく，
推移律は，ホップ代数同型 f, g たちの合成 g ◦ f (or f ◦ g )が条件を満たすホップ代数同型射を与える．

これにより，各 (A, g, α) ∈ YD に対して kZ2

kZ2
YD のホップ代数対象は YD(A)/ ∼ の元を明示的に与えられ

れば決定できることがわかった．
さらに得られた対象がホップ・スーパー代数とみなせるための条件 B ∈ kZ2

kZ2
YD ⇐⇒ B ∈ sVec は次のよ

うに書き下すことができた．

補題 2.15. 上で得られた対象を B = Aco(πg,α) ∈ kZ2

kZ2
YD とかくとき，任意の b ∈ B に対して

m ◦ (α⊗ idB) ◦∆A(b) = gbg−1

が成立することと B ∈ sVec は必要十分条件を与える．

2.5 分類への応用
この節では §2.2 までの，分類への応用に用いることができる性質をまとめる．まずホップ代数 A であって
次の条件 (∗) を満たすものを決定する．

「A は可換でも余可換でもなく，位数が 2であるような元たち g ∈ g.ℓ(A) と α ∈ g.ℓ(A∗) が存在する」

次に条件 (∗) を満たす各 A に対して商集合 YD(A)/ ∼ を決定する．同値類を次のように書き下す：

YD(A)/ ∼= {[(gi, αi)] | (gi, αi) ∈ YD(A)}

各 [(gi, αi)] に対して Aco(πgi,αi
) with πgi,αi

: A → kZ2; a 7→ ε(a)e0 + αi(a)e1 を知ればよい．すると，ホッ
プ代数同型 ̂Aco(πgi,αi

) ∼= A を与えるような kZ2

kZ2
YD のホップ代数対象 Aco(πgi,αi

) を決定できたことになる．
さらに，Aco(πgi,αi

) たちのうちで，補題 2.15で与えた同値条件を満たすものがホップ・スーパー代数である．

2.6 具体例
この節では分類への応用に則って，ある 8次元のホップ・スーパー代数を具体的に構成する．“pointed”と
呼ばれるクラスのうちで，条件 (∗) を満たす 16次元ホップ代数は次のように与えられる．

A = H(C2 × C2, (2, 2), (c
∗, c∗d∗), (c, c), (0, 0)), H(C2 × C2, (2, 2), (c

∗, d∗), (c, d), (0, 0)), . . .

ここで，記号の定義は [CDR00]を参照されたい．
以下では，この A に対して YD(A)/ ∼ を決定する．まず，A の構造は次のように書き下すことが出来る．

A = 〈c, d, x1, x2〉/(c2 = 1 = d2, x2
i = 0, cxic = −xi, dx1d = x1, dx2d = −x2, x1x2 = −x2x1)
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c, d ∈ g.ℓ(A), ∆(xi) = xi ⊗ 1 + c⊗ xi.

次に YD(A) を決定する．自明な idA を除いて，位数 2 で与えられる g.ℓ(A∗) の元は命題 1.4 から次の
α1, α2, α3 のいずれかになる．

(1) α1(c) = −1, α1(d) = 1, α1(xi) = 0,

(2) α2(c) = 1, α2(d) = −1, α2(xi) = 0,

(3) α3(c) = −1, α3(d) = −1, α3(xi) = 0.

したがって，
YD(A) = {(c, α1), (cd, α1), (d, α2), (cd, α2), (c, α3), (d, α3)}

商集合 YD(A)/ ∼ はホップ代数同型写像 A → A を考察することで次を得る：

定理 2.16. YD(A) の商集合 YD(A)/ ∼ は次で与えられる．

YD(A)/ ∼= {[(c, α1)], [(cd, α1)], [(d, α2)]}.

今得られた YD(A)/ ∼ の元たちからホップ・スーパー代数を具体的に表示すると次のようになる：

Aco(πc,α1 ) = 〈d, x1, x2〉 with ∆(xi) = xi ⊗ 1 + 1⊗ xi.

Aco(πcd,α1
) = 〈d, x1, x2〉 with ∆(xi) = xi ⊗ 1 + d⊗ xi.

Aco(πd,α2
) = 〈c, x1, x2〉 with ∆(xi) = xi ⊗ 1 + c⊗ xi.

3 主結果
上記の方法を各ホップ代数に適用することで，次元が 10以下のホップ・スーパー代数全てを決定すること
ができた．以下に得られた対象の個数を，既に知られているホップ代数の分類結果と合わせて紹介する．

次元 非スーパーなホップ代数 #1 #2 合計
2 kC2 1 1 2

4 kC4, kC2
2 , T4,−1 3 6 9

6 kC6, kS3, (kS3)
∗ 3 4 7

8

kC8, k(C2 × C4), kC3
2 ,

kD8, kQ8, (kD8)
∗, (kQ8)

′,

AC2
, AC2×C2

, A′
C4

, A8,

A′′
C4

, A′′′
C4,q

, (A′′′
C4

)∗

14 34 48

9 kC9, kC2
3 , T9,ζ3 , T9,ζ2

3
4 0 4

10 kC10, kD10, (kD10)
∗ 3 4 7

p（奇素数） kCp 1 0 1

ここで，#1 はホップ代数の同型類の個数で #2 は purely evenでないホップ・スーパー代数の同型類の個数．
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Semi-Modules and Crystal Bases via Affine
Deligne-Lusztig Varieties

Ryosuke Shimada (島田了輔)
東京大学大学院数理科学研究科

Abstract

There are two combinatorial ways of parameterizing the Jb-orbits of the
irreducible components of affine Deligne-Lusztig varieties for GLn and su-
perbasic b. One way is to use the extended semi-modules introduced by
Viehmann. The other way is to use the crystal bases introduced by Kashiwara
and Lusztig. In this paper, we give an explicit correspondence between them
using the crystal structure.

1 Introduction

Let F be a non-archimedean local field with finite field Fq of prime characteristic p,
and let L be the completion of the maximal unramified extension of F . Let σ denote
the Frobenius automorphism of L/F . Further, we write O, p for the valuation ring
and the maximal ideal of L. Finally, we denote by ϖ a uniformizer of F (and L)
and by vL the valuation of L such that vL(ϖ) = 1.

Let G be a split connected reductive group over Fq and let T be a split maximal
torus of it. Let B be a Borel subgroup of G containing T . For a cocharacter µ ∈
X∗(T ), let ϖ

µ be the image of ϖ ∈ Gm(F ) under the homomorphism µ : Gm → T .
Set K = G(O). We fix a dominant cocharacter µ ∈ X∗(T )+ and b ∈ G(L). Then

the affine Deligne-Lusztig variety Xµ(b) is the locally closed reduced Fq-subscheme
of the affine Grassmannian Gr defined as

Xµ(b)(Fq) = {xK ∈ G(L)/K | x−1bσ(x) ∈ KϖµK} ⊂ Gr(Fq).

Left multiplication by g−1 ∈ G(L) induces an isomorphism between Xµ(b) and
Xµ(g

−1bσ(g)). Thus the isomorphism class of the affine Deligne-Lusztig variety
only depends on the σ-conjugacy class of b.
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The affine Deligne-Lusztig variety Xµ(b) carries a natural action (by left multi-
plication) by the group

Jb = {g ∈ G(L) | g−1bσ(g) = b}.

For µ• = (µ1, . . . , µd) ∈ X∗(T )
d
+ and b• = (1, . . . , 1, b) ∈ Gd(L) with b ∈ G(L),

we can similarly define Xµ•(b•) ⊂ Grd and Jb• using σ• given by

(g1, . . . , gd) 7→ (g2, . . . , gd, σ(g1)).

The geometric properties of affine Deligne-Lusztig varieties have been studied by
many people. One of the most interesting results among such studies is an explicit
description of the set Jb\ IrrtopXµ(b) of Jb-orbits of Irr

topXµ(b), where IrrtopXµ(b)
denotes the set of top-dimensional irreducible components of Xµ(b).

Remark 1.1. In the equal characteristic case, Xµ(b) is equi-dimensional, see [2]. In
the mixed characteristic case, the equi-dimensionality is not fully established, see
[1, Theorem 3.4].

Let Ĝ be the Langlands dual of G defined over Ql with l 6= p. Denote Vµ the

irreducible Ĝ-module of highest weight µ. The crystal basis Bµ was first constructed
by Lusztig and Kashiwara (cf. [4]). In X∗(T ), there is a distinguished element λb

determined by b. It is the “best integral approximation” of the Newton vector of b,
but we omit the precise definition. For this, see [1, §2.1] (in fact, [1, Example 2.3]
is enough for our purpose). In [5], Nie proved that there exists a natural bijection

Jb\ IrrtopXµ(b) ∼= Bµ(λb).

In particular, |Jb\ IrrtopXµ(b)| = dimVµ(λb). The proof is reduced to the case where
G = GLn and b is superbasic. So this case is particularly important. The existence
of this bijection is first conjectured by Miaofen Chen and Xinwen Zhu. The last
equality is also proved by Rong Zhou and Yihang Zhu. See [8, §1.2] for the history.
In the case where G = GLn and b is superbasic, Viehmann [6] defined a stratification
of Xµ(b) using extended semi-modules. For µ ∈ X∗(T )+ and superbasic b ∈ GLn(L),
let Atop

µ,b be the set of equivalence classes of top extended semi-modules, that is, the

semi-modules whose corresponding strata are top-dimensional. Then Jb\ IrrtopXµ(b)
is also parametrized by Atop

µ,b .
In [5, Remark 0.10], Nie pointed out that it would be interesting to give an

explicit correspondence between Atop
µ,b and Bµ(λb). The purpose of this paper is to

study this question (for the split case). More precisely, we will propose a way of
constructing (the unique lifts of) all the top extended semi-modules from crystal
elements, which was unclear before this work.
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From now and until the end of this paper, we set G = GLn. Let T be the torus
of diagonal matrices, and we choose the subgroup of upper triangular matrices B as
Borel subgroup. Let us define the Iwahori subgroup I ⊂ K as the inverse image of
the lower triangular matrices under the projection K → G(Fq), ϖ 7→ 0.

We assume b to be superbasic, i.e., its Newton vector νb ∈ X∗(T )Q ∼= Qn is of
the form νb = (m

n
, . . . , m

n
) with (m,n) = 1. Moreover, we choose b to be ηm, where

η =

(
0 ϖ

1n−1 0

)
. We often regard η (and hence b) as an element of the Iwahori-Weyl

group W̃ . Then the action of η is given by v 7→ s1s2 · · · sn−1v + (1, 0, . . . , 0). Note
that ηn = ϖ(1,...,1). For superbasic b, the condition that Xµ(b) (resp. Xµ•(b•)) is
non-empty is equivalent to vL(det(ϖ

µ)) = vL(det(b)) (resp. vL(det(ϖ
µ1+···+µd)) =

vL(det(b))) (cf. [3, Theorem 3.1]). In this paper, we assume this.
Since Xµ(b) = Xµ+c(ϖ

cb) for any central cocharacter c, we may assume that
µ(1) ≥ · · · ≥ µ(n− 1) ≥ µ(n) = 0, where µ(i) denotes the i-th entry of µ.

For µ• ∈ X∗(T )
d
+ and b• = (1, . . . , 1, b) ∈ Gd(L) with b superbasic, we define

Atop
µ•,b•

:= {λ• ∈ X∗(T )
d | dimXλ•

µ• (b•) = dimXµ•(b•)}.

Here Xλ•
µ• (b•) denotes Xµ•(b•) ∩ Itλ•K/K. For λ•, λ

′
• ∈ Atop

µ•,b•
, we write λ• ∼ λ′

•
if λ• = ηkλ′

• = (ηkλ′
1, . . . , η

kλ′
d) for some k ∈ Z. Let Atop

µ•,b•
denote the set of

equivalence classes with respect to ∼, and let [λ•] ∈ Atop
µ•,b•

denote the equivalence

class represented by λ• ∈ Atop
µ•,b•

. Then Jb•\ IrrtopXµ•(b•) is also parametrized by

Atop
µ•,b•

.

For µ ∈ X∗(T )+, let µ• ∈ X∗(T )
d
+ be certain minuscule dominant cocharacters

with µ = µ1 + · · · + µn. Note that {µ1, . . . , µn} is uniquely determined by µ. Let
pr : Grd → Gr be the projection to the first factor. This induces pr : Atop

µ•,b•
→

tµ′≤µAtop
µ′,b. Then our main result is the following:

Theorem A. For b ∈ Bµ(λb), using the crystal structure of Bµ, we can construct
λ1
•(b), λ

2
•(b), . . . , λ

n
• (b) ∈ Atop

µ•,b•
such that λi

•(b) = ηi−1λ1
•(b) and [λ1

•(b)] is the

unique equivalence class in Atop
µ•,b•

whose image pr([λ1
•(b)]) belongs to Atop

µ•,b•
and

maps to b under the bijection Jb\ IrrtopXµ(b) ∼= Bµ(λb) by Nie.

A crystal is a finite set with a weight map wt and Kashiwara operators ẽα
and f̃α satisfying certain conditions. The merit of constructing [λ1

•(b)] instead of
constructing pr([λ1

•(b)]) directly is that the Jb-orbit in Xµ(b) corresponding [λ1
•(b)]

is much more explicit. It is just JbX
λ1
•(b)

µ• (b•).
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3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系に対
する特異摂動問題

東京都立大学大学院 理学研究科 数理科学専攻
長田祐輝 (Yuki OSADA)

概要
本講演では, 次の 3 波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系に対して十分小さい ε

に対する ground state の存在性および ε → +0 における ground state のスパイクの位置につ
いて考察する: 

−ε2∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p−1u1 + γu2u3 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p−1u2 + γu1u3 in RN ,

−ε2∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p−1u3 + γu1u2 in RN .

(Pε)

ここで, N ≤ 5, 2 ≤ p < 2∗ − 1, 2∗ = ∞ (N = 1, 2), 2∗ = 2N/(N − 2), ε, γ > 0. 正確には,

ρ(V(x); γ) という関数を定義し, ある場合には ε → +0 において ground state の全ての成分は
ρ(V(x); γ) の最小点にピークをもつピーク解に漸近し, 別の場合には, ground state の 1つの成
分だけが対応するポテンシャル Vj(x) の最小点にピークをもつピーク解に漸近し残り 2つの成分
は 0に漸近するという結果を紹介する.

1 Introduction

本講演では, 次の 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系を考える:
−ε2∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p−1u1 + γu2u3 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p−1u2 + γu1u3 in RN ,

−ε2∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p−1u3 + γu1u2 in RN .

(Pε)

ここで, N ≤ 5, 2 ≤ p < 2∗ − 1, 2∗ = ∞ (N ≤ 2), 2∗ = 2N/(N − 2) (N ≥ 3), ε > 0, γ ≥ 0. また,

ポテンシャル Vj(x) (j = 1, 2, 3) に対して次の基本的な条件を仮定する:

(V1) ∀ j = 1, 2, 3, Vj ∈ L∞(RN ) ∩ C1(RN ),

(V2) ∀ j = 1, 2, 3, 0 < Vj,0 := infx∈RN Vj(x) < lim|x|→∞ Vj(x) =: Vj,∞.

111



方程式 (Pε) に対して付随する汎関数 Iε および最小エネルギー cε を定義する:

u := (u1, u2, u3), H := H1(RN )3.

Iε(u) :=
1

2

3∑
j=1

∫
RN

ε2|∇uj |2 + Vj(x)u
2
j −

1

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

|uj |p+1 − γ

∫
RN

u1u2u3,

cε := inf
u∈Nε

Iε(u), Nε := {u ∈ H \ {(0, 0, 0)} | Gε(u) = 0},

Gε(u) :=
3∑

j=1

∫
RN

ε2|∇uj |2 + Vj(x)u
2
j − |uj |p+1 − 3γ

∫
RN

u1u2u3.

Rabinowitz [4] は 0 < infx∈RN V (x) < lim inf |x|→∞ V (x) の条件の下で, ε が十分小さいときに

−ε2∆u+ V (x)u = |u|p−1u in RN (1)

の ground state の存在を示した.

Wang [5] は ε → +0 における (1) の正値の ground state の漸近挙動について研究した. その解
はポテンシャル V (x) の最小点に凝集し, 一意の最大点をもち, 最小点の周りで指数減衰する.

Lin-Wei [1] は次のような方程式系を考えた:{
−ε2∆u1 + V1(x)u1 = µ1u

3
1 + βu1u

2
2 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = µ2u
3
2 + βu2

1u2 in RN .

この方程式系に対して, 彼らは β < 0 のとき, ε → +0 において ground state は
Vj(x) の最小点に凝集することを示した. 一方, β > 0 のとき, ρ という関数を導入し,

infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) < d
V1,0

1 + d
V2,0

1 ならば ground state は ρ(V1(x), V2(x);β) の最小点に凝
集し, infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) > d

V1,0

1 + d
V2,0

1 ならば Vj(x) の最小点に凝集することを示した.

0

V1(x)

V2(x)

ρ(V1(x), V2(x);β)

u2,ε

u1,ε

図 1 infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) < d
V1,0

1 + d
V2,0

1

0

V1(x)

V2(x)

u2,ε

u1,ε

図 2 infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) > d
V1,0

1 + d
V2,0

1

ここで ρ(V1(x0), V2(x0);β), d
Vj,0

1 はそれぞれ次の方程式の ground state が持っているエネルギー
である.{

−∆u1 + V1(x0)u1 = u3
1 + βu1u

2
2,

−∆u2 + V2(x0)u2 = u3
2 + βu2

1u2,
−∆u+ Vj,0u = u3.

本講演の主結果を述べるために, 次の方程式系に付随する汎関数 Ĩλ,γ および最小エネルギー
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ρ(λ; γ) を定義する: 
−∆v1 + λ1v1 = |v1|p−1v1 + γv2v3,

−∆v2 + λ2v2 = |v2|p−1v2 + γv1v3,

−∆v3 + λ3v3 = |v3|p−1v3 + γv1v2,

(P̃λ,γ)

λ := (λ1, λ2, λ3),

Ĩλ,γ(v) :=
1

2

3∑
j=1

∫
RN

|∇vj |2 + λjv
2
j −

1

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

|vj |p+1 − γ

∫
RN

v1v2v3,

ρ(λ; γ) := inf
v∈Ñλ,γ

Ĩλ,γ(v),

Ñ λ,γ := {v ∈ H \ {(0, 0, 0)} | G̃λ,γ(v) = 0},

G̃λ,γ(v) :=

3∑
j=1

∫
RN

|∇vj |2 + λjv
2
j − |vj |p+1 − 3γ

∫
RN

v1v2v3.

定義 1. u = (u1, u2, u3) を (Pε) の解とする. このとき u が (Pε) の scalar solution であるとは,

ある j0 ∈ {1, 2, 3} が存在して, uj0 ̸= 0 かつ uj = 0 (∀j ̸= j0) となることである. 一方, u が (Pε)

の vector solution であるとは, uj ̸= 0 (∀j = 1, 2, 3) となることである.

定義 2. u が (Pε) の非自明解であるとは, u が (Pε) をみたし, u ̸= (0, 0, 0) となることである. u

が (Pε) の ground state であるとは, u が (Pε) の非自明解であり, (Pε) の任意の非自明解 v に対し
て Iε(u) ≤ Iε(v) となることである. u が cε の minimizer であるとは, u ∈ Nε であり, Iε(u) = cε

となることである. u が (Pε) の非負の ground state であるとは, u が (Pε) の ground state であ
り, uj ≥ 0 (j = 1, 2, 3) となることである. また, u が cε の非負の minimizer であるとは u が cε

の minimizer であり, uj ≥ 0 (j = 1, 2, 3) となることである.

注意 1. u が cε の minimizer であることと u が (Pε) の ground state であることは同値である.

ρ(λ; γ),(P̃λ,γ) に対しても同様な結果が成り立つ.

注意 2. λj > 0 かつ λ = (λ1, λ2, λ3) とする. [3] より, (P̃λ,γ) は非負の ground state をもつ.

2 主結果
ポテンシャルに対して次の条件を仮定する:

(C1)γ infx∈RN ρ(V(x); γ) < ρ(V∞; γ).

本講演の主結果を述べる. まず, 十分小さい ε に対する (Pε) の ground state の存在性に関する結
果を述べる.

主結果 1 (O. [2] (2022) submitted). (V1),(V2) を仮定し, γ を (C1)γ をみたすように固定する.

このとき, 次が成り立つ.

cε ≤ εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0.
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さらに, ε が十分小さいとき, (Pε) の非負の ground state が存在する.

注意 3. 次の (V3) から, 任意の γ ≥ 0 に対して (C1)γ が成り立つ:

(V3) ∃ y0 ∈ RN s.t. 0 < Vj(y0) < Vj,∞ ∀ j = 1, 2, 3.

次に, ε → +0 における (Pε) の ground state の漸近挙動に関する結果を述べる. 詳細な漸近挙動
を得るために, 次の条件を導入する:

(C2)γ infx∈RN ρ(V(x); γ) < minj=1,2,3 c
Vj,0

1 .

ここで,

λ ∈ R,

Iλ1 (u) :=
1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2 − 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1,

cλ1 := inf
u∈Nλ

1

Iλ1 (u), N λ
1 := {u ∈ H1(RN ) \ {0} | Gλ

1 (u) = 0},

Gλ
1 (u) :=

∫
RN

|∇u|2 + λu2 − |u|p+1.

ここで, ε → +0 における (Pε) の非負の ground state の正確な漸近挙動について述べる.

主結果 2 (O. [2] (2022) submitted). (V1),(V2) を仮定し, γ を (C1)γ と (C2)γ をみたすように
固定する. {εn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を εn → 0 (n → ∞) となるものとし, un を (Pεn) の非負の ground

state とする. さらに xj,n を uj,n の最大点とする.

(1) このとき, 任意の j = 1, 2, 3 に対して {xj,n}∞n=1 は有界になる.

(2) 次が成り立つ:

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0.

(3) さらに, 部分列をとれば, ある W0 ∈ H と x0 ∈ RN が存在して,

xj,n → x0,
|xj,n − xk,n|

εn
→ 0, as n → ∞, j ̸= k,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(x0); γ),

uj,n(xj,n + εny) → Wj,0 in H1(RN ),

W0 は (P̃V(x0),γ) の ground state,

Wj,0 は正値, 球対称, 狭義単調減少 (j = 1, 2, 3),

where V(x0) = (V1(x0), V2(x0), V3(x0)).

(4) さらに, 任意の 0 < η < V0 に対して, ある Cη > 0 が存在して,

uj,n(x) ≤ Cηe
−√

η|x−xj,n|/εn ∀x ∈ RN , j = 1, 2, 3.

ここで V0 := min{V1,0, V2,0, V3,0}.
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V3(x)
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図 3 主結果 2 の結果の図示

以下では, (C2)γ が成り立たないケースを考える. (C2)γ が成り立たないとき, 以下が成り立つ:

(C3)γ infx∈RN ρ(V(x); γ) = minj=1,2,3 c
Vj,0

1 .

主結果 3 (O. [2] (2022) submitted). (V1),(V2) を仮定し, γ を (C1)γ と (C3)γ が成り立つよう
に固定する. さらに, (C3)γ′ が成り立つような γ′ > γ が存在すると仮定する. {εn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を
εn → +0 となるものとし, un を (Pεn) の非負の ground state とする. xj,n を uj,n の最大点とす
る. このとき, 部分列をとれば, ある l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN が存在して

xl0,n → xl0,0, Vl0(xl0,0) = Vl0,0 = V0,

cε = εN
(

min
j=1,2,3

c
Vj,0

1 + o(1)

)
= εN

(
c
Vl0,0

1 + o(1)
)
, as ε → +0,

ul0,n(xl0,n + εny) → W in H1(RN ), uj,n(xj,n + εny) → 0 in H1(RN ) j ̸= l0.

ここで W は次の方程式の一意解である:{
−∆W + V0W = W p in RN , W > 0 in RN ,

W (0) = maxx∈RN W (x), W (x) → 0 as |x| → ∞.
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図 4 主結果 3 の結果の図示

注意 4. (V1),(V2),(V3) を仮定する. このときある γ∗ > 0 が存在して, γ > γ∗ なら (C2)γ が
成り立ち, 0 ≤ γ < γ∗ なら, (C3)γ が成り立つ. したがって, γ > γ∗ なら主結果 2 が成り立ち,

0 ≤ γ < γ∗ なら主結果 3 が成り立つ.

注意 5. (C1)γ は ground state の存在性を保証するための条件である. (C2)γ , (C3)γ は ε → +0 に
おける ground state の漸近挙動を分類するための条件である.

3 主結果の証明の概略
u = (u1, u2, u3), z0 ∈ RN に対して,

w(y) = u(z0 + εy) (2)

とおく. 次の方程式を考える. また付随する汎関数と最小エネルギーを定義する:
−∆w1 + V1(z0 + εy)w1 = |w1|p−1w1 + γw2w3,

−∆w2 + V2(z0 + εy)w2 = |w2|p−1w2 + γw1w3,

−∆w3 + V3(z0 + εy)w3 = |w3|p−1w3 + γw1w2,

(P̃V(z0+εy),γ)

w := (w1, w2, w3),

ĨV(z0+εy),γ(w) :=
1

2

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj |2 + Vj(z0 + εy)w2
j −

1

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

|wj |p+1 − γ

∫
RN

w1w2w3,

c̃V(z0+εy),γ := inf
w∈ÑV(z0+εy),γ

ĨV(z0+εy),γ(w),

ÑV(z0+εy),γ := {w ∈ H \ {(0, 0, 0)} | G̃V(z0+εy),γ(w) = 0},

G̃V(z0+εy),γ(w) :=
3∑

j=1

∫
RN

|∇wj |2 + Vj(z0 + εy)w2
j − |wj |p+1 − 3γ

∫
RN

w1w2w3.
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(2) の下で次の関係式に注意する:

Iε(u) = εN ĨV(z0+εy),γ(w), Gε(u) = εN G̃V(z0+εy),γ(w), cε = εN c̃V(z0+εy),γ .

3.1 主結果 1 の証明の概略
Proof. z0 ∈ RN を

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ),

を達成する点とし, w0 を ρ(V(z0); γ) の非負の minimizer とする (注意 2 参照). このとき t0,εw0 ∈
ÑV(z0+εy),γ となる t0,ε > 0 が存在する. このとき

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj,0|2 + Vj(z0 + εy)w2
j,0 = tp−1

0,ε

3∑
j=1

|wj,0|p+1 + 3t0,εγ

∫
RN

w1,0w2,0w3,0.

したがって, {t0,ε}ε は有界である. したがって

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(z0); γ) = ĨV(z0),γ(w0) ≥ ĨV(z0),γ(t0,εw0)

=
t20,ε
2

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj,0|2 + Vj(z0)w
2
j,0 −

tp+1
0,ε

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

wp+1
j,0 − t30,εγ

∫
RN

w1,0w2,0w3,0

= ĨV(z0+εy),γ(t0,εw0) + o(1) ≥ c̃V(z0+εy),γ + o(1), as ε → +0

(3)

を得る. したがって cε = εN c̃V(z0+εy),γ より,

cε ≤ εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0

を得る. さらに, (C1)γ と (3) より, 十分小さい ε に対して

c̃V(z0+εy),γ < ρ(V∞; γ) (4)

が成り立つ. (4) より, (P̃V(z0+εy),γ) の ground state w が存在する (Pomponio [3] の議論を参照).

|w| = (|w1|, |w2|, |w3|) も (P̃V(z0+εy),γ)の ground state になる. したがって (Pε) の非負の ground

state が存在する.

3.2 主結果 2 と 3 の証明の概略
主結果 2 と 3 で共通に示せることを抜き出しておく. Osada [2] では記載していないが, 次の補題

が成り立つ.

補題 1. (V1),(V2),(C1)γ を仮定する. {εn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を εn → 0 (n → ∞) となる数列とし,

un を (Pεn) の非負の ground state とする. さらに xj,n を uj,n の最大点とする. このとき, 部分列
をとれば, ある l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN と U(l0) = (U

(l0)
1 , U

(l0)
2 , U

(l0)
3 ) ∈ H が存在して:
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(0) uj,n(xl0,n + εny) ⇀ U
(l0)
j (y) weakly in H1(RN ) (j = 1, 2, 3), U

(l0)
l0

̸= 0.

(1) {xl0,n}∞n=1 は有界.

(2) 以下が成り立つ:

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0.

(3) 以下が成り立つ:

xl0,n → xl0,0,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ),

uj,n(xl0,n + εny) → U
(l0)
j (y) in H1(RN ) (j = 1, 2, 3),

U(l0) は (P̃V(xl0,0),γ) の ground state.

補題 1 の証明の概略. U
(l)
n (y) := un(xl,n + εny) (l = 1, 2, 3) とおく. このとき {U(l)

n }∞n=1 は H で
有界になるので, 部分列をとれば, ある U(l) ∈ H が存在して, U

(l)
n ⇀ U(l) weakly in H となる.

(0) このとき Vj ∈ C1(RN )とU
(l)
n がみたす方程式と正則性から U

(l)
j,n ∈ C2(RN )かつ U

(l)
j,n → U

(l)
j

in C2
loc(RN )となる.さらに V0 ≤ 2(U

(1)
1,n(0)+U

(2)
2,n(0)+U

(3)
3,n(0))

p−1+γ(U
(1)
1,n(0)+U

(2)
2,n(0)+U

(3)
3,n(0))

が成り立つ. したがってある l0 ∈ {1, 2, 3} が存在して U
(l0)
l0

̸= 0 となる.

(1) supn∈N |xl0,n| = ∞ とする. 部分列をとれば |xl0,n| → ∞ となる. このとき U(l0) ̸= (0, 0, 0)

に注意すると

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) ≥ lim inf
n→∞

cεn
εNn

= lim inf
n→∞

ĨV(xl0,n+εny),γ(U(l0)
n ) ≥ ĨV∞,γ(U(l0)) ≥ ρ(V∞; γ).

これは (C1)γ に反する.

(2),(3) (1) より部分列をとれば, ある xl0,0 ∈ RN が存在して xl0,n → xl0,0 となる. (1) と同様に
して

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) ≥ lim inf
n→∞

cεn
εNn

= lim inf
n→∞

ĨV(xl0,n+εny),γ(U(l0)
n )

≥ ĨV(xl0,0),γ(U(l0)) ≥ ρ(V(xl0,0); γ) ≥ inf
x∈RN

ρ(V(x); γ)

を得る. このことから次が従う:

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0, inf

x∈RN
ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ),

U(l0) は (P̃V(xl0,0),γ)の ground state, U
(l0)
j,n → U

(l0)
j in H1(RN ).

主結果 2 の証明の概略. U
(l)
n (y) := un(xl,n + εny) とおく. このとき {U(l)

n }∞n=1 は H で有界にな
るので, 部分列をとれば, ある U(l) ∈ H が存在して, U

(l)
n ⇀ U(l) weakly in H となる. このとき補
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題 1 より, 部分列をとれば, ある l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN が存在して, 次が成り立つ:

U
(l0)
l0

̸= 0, inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ),

U(l0) は (P̃V(xl0,0),γ)の ground state.

(Step 1) U(l0) は vector.

もし U(l0) が scalar だとすると,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ) = ĨV(xl0,0),γ(U(l0)) ≥ min
j=1,2,3

c
Vj(xl0,0)
1 ≥ min

j=1,2,3
c
Vj,0

1 .

これは (C2)γ に反する.

(Step 2) 任意の l = 1, 2, 3 に対して U(l) は vector.

もし U(k0) = (0, 0, 0) となる k0 ∈ {1, 2, 3} が存在すると, U
(l)
k0

= 0 (∀l ∈ {1, 2, 3}). 特に U
(l0)
k0

= 0.

これは U(l0) が vector であることに反する. また, (Step 1) と同様に, U(l) が scalar になるような
l ∈ {1, 2, 3} は存在しない.

(1) (Step 3) supn∈N |xl,n| < ∞ (∀l = 1, 2, 3).

(Step 2) より, U(l) ̸= (0, 0, 0) (∀l = 1, 2, 3). 補題 1 (1) と同様に, supn∈N |xl,n| < ∞ (∀l = 1, 2, 3)

が従う.

(2) は補題 1 (2) から従う.

(3) 補題 1 より, 部分列をとれば, 任意の l = 1, 2, 3 に対して, ある xl,0 ∈ RN が存在して, 次が成
り立つ:

xl,n → xl,0, cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0, inf

x∈RN
ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl,0); γ),

U(l) は (P̃V(xl,0),γ)の ground state, U
(l)
j,n → U

(l)
j in H1(RN ).

(Step 4) supn∈N |xj,n − xk,n|/εn < ∞ (j ̸= k).

ある j, k ∈ {1, 2, 3} が存在して, supn∈N |xj,n − xk,n|/εn = ∞ とすると, 部分列をとれば, |xj,n −
xk,n|/εn → ∞ となる. このとき,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) ≥ lim inf
n→∞

cεn
εNn

= lim inf
n→∞

ĨV(xj,n+εny),γ(U(j)
n ) ≥ min

j=1,2,3
c
Vj,0

1

となる. これは (C2)γ に反する. (Step 4) より x1,0 = x2,0 = x3,0 =: x0 が従う. Wj,0 := U
(j)
j ,

W0 := (W1,0,W2,0,W3,0) とおく. このとき U(l) がみたす方程式の情報から W0 は正値, 球対称,

狭義単調減少になり, そのことから (P̃V (x0),γ) の ground state になり, |xj,n − xk,n|/εn → 0 が従
う.

(4) は省略.
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主結果 3 の証明の概略. U
(l)
n (y) := un(xl,n + εny) とおく. このとき {U(l)

n }∞n=1 は H で有界にな
るので, 部分列をとれば, ある U(l) ∈ H が存在して, U

(l)
n ⇀ U(l) weakly in H となる.

補題 1 と (C3)γ より, 部分列をとれば, l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN が存在して

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
= εN

(
min

j=1,2,3
c
Vj,0

1 + o(1)

)
as ε → +0,

xl0,n → xl0,0, ρ(V(xl0,0); γ) = inf
x∈RN

ρ(V(x); γ),

U(l0) は (P̃V (xl0,0),γ) の ground state, U
(l0)
j,n → U

(l0)
j in H1(RN ).

(C3)γ と (C3)γ′ より,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = inf
x∈RN

ρ(V(x); γ′).

もし U(l0) が vector であると仮定すると,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) > inf
x∈RN

ρ(V(x); γ′)

となってしまい矛盾する. したがって U(l0) は scalar となり, U
(l0)
l0,n

→ U
(l0)
l0

, U
(l0)
j,n → 0 (j ̸= l0)

が従う. したがって U
(j)
j,n → 0 (j ̸= l0). Ĩ

V(xl0,n+εny),γ(U
(l0)
n ) の上下からの評価より Vl0(xl0,0) =

Vl0,0 = V0 := minj=1,2,3 Vj,0 かつ minj=1,2,3 c
Vj,0

1 = c
Vl0,0

1 が従う. したがって

cε = εN
(

min
j=1,2,3

c
Vj,0

1 + o(1)

)
= εN

(
c
Vl0,0

1 + o(1)
)

as ε → +0.

また U
(l0)
l0
は {

−∆U + V0U = Up, U > 0 in RN ,

U(0) = maxx∈RN U(x), U(x) → 0 as |x| → ∞

をみたすので解の一意性より U
(l0)
l0

= W が従う.
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電磁場中のシュレーディンガー方程式の
解の特異性伝播について ∗

東京理科大学 大学院理学研究科数学専攻 博士後期課程 3年
村松 亮 (Ryo MURAMATSU)

概要
本研究では, 電磁場中のシュレーディンガー方程式の解の波面集合を, 波束変換を用いて初期値
で特徴づけた. シュレーディンガー方程式は,量子力学における電磁場中の荷電粒子の運動を記述
する偏微分方程式である. 初期値の特異点が時間経過で解に伝播する現象を特異性伝播というが,

シュレーディンガー方程式の解の特異性伝播は, シュレーディンガー方程式に対応する古典力学
的粒子の運動が反映されている. 本研究では, 特異点の位置と伝播する方向を同時に記述する波
面集合によって, 電磁場中のシュレーディンガー方程式の解の特異性伝播現象を明らかにするこ
とが目的である.

1 導入
本研究では, 以下のベクトルポテンシャル付きシュレーディンガー方程式の初期値問題を考える.{

i∂tu(t, x) +
1
2 (∇− ia(t, x))

2
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

ただし, u(t, x), u0(x) はそれぞれ (t, x) ∈ R × Rn, x ∈ Rn についての複素数値関数であり,

∂t = ∂/∂t, ∇ = (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn), a : R× Rn → Rn で, a(t, x) = (a1(t, x), · · · , an(t, x))とし,

(∇− ia(t, x))2 =
∑n

k=1(∂xk
− iak(t, x))

2 である. さらに, a(t, x)には以下の仮定 A, Bのいずれか
一方を課す.

仮定A. k = 1, . . . , nに対し, aの第 k 成分 ak(t, x)は bk,l ∈ C∞(R) (l, k = 1, . . . , n)を用いて

ak(t, x) =
n∑

l=1

bk,l(t)xl (2)

と表される.

仮定 B. 各 j = 1, · · · , nに対し aj : R× Rn → Rは C∞ 級であり, ρ < 1が存在して任意の多重指
数 α ∈ Zn

+ に対し,

∃Cα > 0 s.t. ∀(t, x) ∈ R× Rn; max
1≤j≤n

|∂α
x aj(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|.

∗ 本研究は安部 文人氏 (東京理科大学)との共同研究に基づく.
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関数の滑らかさはフーリエ変換の減衰の速さで置き換えることができる. 波面集合は遠方での ξ の
減少度を方向別にみることで, 関数の特異性を方向別に精密化した概念である.

定義 1.1 (波面集合). (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), f ∈ S ′ (Rn)に対し, (x0, ξ0) /∈ WF (f)であると
は, x0 の近傍上で χ (x) ≡ 1となる χ ∈ C∞

0 (Rn)と ξ0 の錐近傍 Γが存在し, 任意の N ∈ N に対し
CN > 0が存在して

|χ̂f(ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N , ξ ∈ Γ

をみたすことである.

定義 1.2 (波束変換). φ ∈ S(Rn) \ {0}, f ∈ S ′(Rn)とする. このとき, 窓関数 φによる f の波束変
換Wφf を, 以下で定める:

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)e−iy·ξf(y)dy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn.

2 主結果
本研究では, 仮定 A または仮定 B のいずれかをみたすベクトルポテンシャル a(t, x) を付与した

シュレーディンガー方程式 (1)の解の波面集合を, 波束変換を用いて初期値によって特徴づけた. こ
こで, x(τ) = x (τ ; t0, x, λξ) と ξ(τ) = ξ (τ ; t0, x, λξ) は以下の常微分方程式の解とする.{

ẋ(τ) = (∇ξH)(τ, x(τ), ξ(τ)), x(t0) = x,

ξ̇(τ) = −(∇xH)(τ, x(τ), ξ(τ)), ξ(t0) = λξ,
(3)

ただし, H(t, x, ξ) = 1
2 |ξ − a(t, x)|2.

主定理. a(t, x) は仮定 A または仮定 B のいずれかをみたすとし, u(t, x) は u0(x) ∈ L2(Rn) を初
期値とする, C(R;L2(Rn))に属する (1)の解とする. このとき, ある b ∈ (0, 1)が存在して, 任意の
t0 ∈ Rに対し, 以下は同値である.

(i) (x0, ξ0) /∈ WF (u(t0, ·)).
(ii) x0 の近傍 K と ξ0 の錐近傍 Γが存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1, φ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}に対

し, 正定数 CN,a,φ0
> 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa :=

{
ξ ∈ Γ

∣∣a−1 ≤ |ξ| ≤ a
}

に対し ∣∣∣W
φ

(−t0)

λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))
∣∣∣ ≤ CN,a,φ0

λ−N (4)

をみたす. ただし, W
φ

(−t0)

λ

u0(x, ξ) は u0の φ
(−t0)
λ (x)を窓関数とした波束変換であり, φ

(t)
λ (x)

は, 初期値が φ0,λ(x) = λnb/2φ0

(
λbx

)で, 仮定 Aのときは (1)を, 仮定 Bのときは自由シュ
レーディンガー方程式をみたす初期値問題の解である.

(iii) φ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}と x0 の近傍 K, ξ0 の錐近傍 Γが存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1に対
し, 正定数 CN,a > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa に対して (8)をみたす.
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3 背景
波面集合は 1970 年代に L. Hörmander によって定義された概念であり, Hörmander は双曲型方

程式の解の特異性伝播定理を波面集合を用いて示した. 双曲型方程式の最も簡単な場合である波動方
程式を例にとろう. この場合, 解の特異点は初期値と特性曲線を用いて完全に決定される. すなわち,

(x, ξ)が初期値の波面集合に入っているならば, (x± ξt, ξ)は時刻 tにおける解の波面集合に属する.

これから, 初期値の特異点は速度 ξ で直線的にスライドして解に伝わるということがわかる. 平たく
言えば, 初期値が微分可能でなければ, 解も微分可能ではない.

一方シュレーディンガー方程式の場合は, 解の特異性伝播は解の (超局所的)平滑化作用, 物理的に
は波動関数のもつ分散性と関係している. このことを説明するために, まずシュレーディンガー方程
式の解の平滑化作用について説明する. 自由シュレーディンガー方程式{

i∂tu(t, x) +
∆
2 u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x) ∈ L2(Rn), x ∈ Rn.
(5)

の解作用素は, フーリエ変換 F を用いて eit∆/2 := F−1e−itξ2/2F と表される. 解作用素と位置作用
素 xとの交換関係: eit∆/2x = (x+ it∇)eit∆/2 により, もし x2u0(x) ∈ L2(Rn)ならば

∥(x+ it∇)2u(t, ·)∥L2(Rn) = ∥eit∆/2(x2u0)∥L2(Rn) = ∥x2u0∥L2(Rn) < ∞,

従って t ̸= 0で u(t, x) ∈ H2
loc(Rn)となることがわかる. 初期値には滑らかさの仮定を課していない

ため, これは初期値の空間遠方での減衰によって解の微分可能性が「回復した」ととらえることがで
きる. これが (自由)シュレーディンガー方程式の解の平滑化作用である. 微分可能性が初期値の減衰
度に依存すること, いくらでも回復するわけではないことが熱方程式のそれと異なる.

平滑化作用は Craig, Kappeler, Strauss によって超局所的な性質として一般化された ([1]). すな
わち, 初期値がある方向の錐近傍 Γ 上で xNu0(x) ∈ L2(Γ) (N ∈ N) をみたすなら, t > 0 での解
u(t, x)は, その方向では滑らかになる. この結果は実際には波面集合を用いて記述されており, シュ
レーディンガー方程式のもつ超局所的平滑化作用が特異性伝播現象に関係することを示した最初の結
果であろう. Craigらの結果はポテンシャル付きの変数係数シュレーディンガー作用素に対する結果
として一般化した状態で記述されているが, 主要部は ∆に近く, ポテンシャルは増大度が小さい短距
離型を仮定している. 長距離型ポテンシャルを含み, 各時刻における解の波面集合を初期値を用いて
特徴づけた結果が中村 [10], [11] であり, Craig らの結果を最も精密にした結果の一つである. ここ
で, ポテンシャルが特異性伝播の結果にどのような影響を及ぼすのかについて, 平滑化作用の直観的
な意味から説明する.

微分可能性はフーリエ変換後の変数 ξ に関する減衰度であるととらえることができる. この ξ は
量子力学の文脈では古典粒子の運動量または速度に対応する. 平滑化作用が言っているのは, 自由
シュレーディンガー方程式において特異性に関係する速度 ξ の大きい部分は初期時刻を離れた瞬
間に無限遠方に飛び去り, t ̸= 0 では ξ が小さい部分しか残らないため, 初期値がたとえ特異性を
持ったとしても解は微分できるようになる, ということである. この原理に基づくと, 速度の大き
い粒子が遠方に飛び去るような場合なら同様の平滑化作用が期待できるが, ポテンシャルによって
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は粒子がポテンシャル中に閉じ込められる場合がある. 典型例は調和振動子のポテンシャルである
が, 実際その場合は初期値の特異性が周期的に回帰する現象を観ることができる (Zelditch [16] や
Kapitanski–Rodnianski–Yajima [3]等を参照されたし). さらに, ポテンシャルの空間増大度が 2次
よりも大きい場合, ポテンシャルによる粒子の閉じ込めが強くなった結果, 特異性が同じ場所に周期
的に回帰するのではなくいたるところに爆発的に発生することが知られている. これについては谷島
[14]を参照されたい.

中村 [10], [11]の結果は, ポテンシャルの空間増大度が 2未満であれば, 粒子がポテンシャル中に閉
じ込められるということはあまり起こらず, 速度の大きい粒子はほとんど無限遠方に飛び去る自由の
場合に近いであろう, という描像を示している. 調和振動子の場合における特異性の回帰現象と比較
すると, (ポテンシャルの空間増大度)= 2が特異性伝播における分水嶺であることが察せられるが, ポ
テンシャルの増大度と特異性伝播について, 各時刻における解の波面集合の特徴づけという形で統一
的に扱った研究は多くない.

一方, 波面集合を, 波束変換を用いることで特徴づけられることは以前から知られていた. 具体的に
は, 次の命題が成立する:

命題 3.1 (G. B. Folland [2], T. Ōkaji [12] and [13], K. Kato–M. Kobayashi–S. Ito [7]). (x0, ξ0) ∈
Rn × (Rn\{0}), f ∈ S ′ (Rn), 0 < b < 1とする. このとき, 以下は同値である.

(i) (x0, ξ0) /∈ WF (f)

(ii) x0 の近傍 K と ξ0 の錐近傍 Γが存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1, φ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}に対
し, 正定数 CN,a,φ0

> 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa :=
{
ξ ∈ Γ

∣∣a−1 ≤ |ξ| ≤ a
}

に対して

|Wφλ
f(x, λξ)| ≤ CN,a,φλ

−N (6)

をみたす. ただし, φλ(x) = λ
nb
2 φ

(
λbx

)
.

(iii) φ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}と x0 の近傍 K, ξ0 の錐近傍 Γが存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1に対
し, 正定数 CN,a > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa に対し (6)をみたす.

また, 加藤, 小林, 伊藤 [6]によって自由シュレーディンガー方程式の解を波束変換を用いて具体的
に書き下すことができることが分かった. のちに調和振動子のシュレーディンガー方程式の解の波束
変換を使った表示も得られ, 上記の命題 3.1と組み合わせることで解の波面集合を波束変換を用いて
特徴づけた結果 [5]が得られた. この結果は, 局所平滑化作用が発生する自由の場合と, 平滑化は起こ
らず特異性の回帰が起こる調和振動子の場合の波面集合の特徴づけが, 並列に論じられているという
点で興味深い.

さらにこの結果は, 時間依存する長期型ポテンシャルを持つシュレーディンガー方程式{
i∂tu(t, x) +

∆
2 u(t, x) = V (t, x)u(t, x), (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(7)

の解に対しても拡張できることが分かった. 以下がその結果である.

定理 3.2 (K. Kato–S. Ito [4]). u(t, x)は u0(x) ∈ L2(Rn)を初期値とする, C(R;L2(Rn))に属する
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(7)の解とする. さらに, V (t, x)は ρ < 2が存在し, 任意の多重指数 αに対して, Cα > 0が存在して

|∂α
xV (t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|

をみたすとする. このとき, ある b ∈ (0, 1)が存在して, 任意の t0 ∈ Rに対し, 以下は同値である.

(i) (x0, ξ0) /∈ WF (u(t0, ·)).
(ii) x0 の近傍 K と ξ0 の錐近傍 Γが存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1, φ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}に対

し, 正定数 CN,a,φ0
> 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa :=

{
ξ ∈ Γ

∣∣a−1 ≤ |ξ| ≤ a
}

に対し ∣∣∣W
φ

(−t0)

λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))
∣∣∣ ≤ CN,a,φ0λ

−N (8)

をみたす. ただし, W
φ

(−t0)

λ

u0(x, ξ) は u0の φ
(−t0)
λ (x)を窓関数とした波束変換であり, φ

(t)
λ (x)

は, 初期値が φ0,λ(x) = λnb/2φ0

(
λbx

)の自由シュレーディンガー方程式をみたす初期値問題
の解である.

(iii) φ0(x) ∈ S(Rn) \ {0}と x0 の近傍 K, ξ0 の錐近傍 Γが存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1に対
し, 正定数 CN,a > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa に対して (8)をみたす.

ただし, x(τ) = x (τ ; t0, x, λξ) と ξ(τ) = ξ (τ ; t0, x, λξ) は以下の常微分方程式の解である.{
ẋ(τ) = ξ(τ), x(t0) = x,

ξ̇(τ) = −(∇xV )(τ, x(τ)), ξ(t0) = λξ,
(9)

本研究は, この結果を磁場に対応するベクトルポテンシャルがついた方程式 (1)に対して応用した
ものである. 磁場に対する結果は Mao による結果 [8, 9] が知られているが, 例えば [8] ではポテン
シャル V (x)も考慮しているが時間依存しない場合に限られること, 本研究の波面集合より弱い概念
である Hs 波面集合を用いている点が本研究との違いである. さらに本研究の結果は, (時間に依存し
ない場合は)一般に特異性の回帰が起こりやすい定磁場の場合 (仮定 A)と, 局所平滑化が起こりやす
い空間減衰磁場 (仮定 B)における解の波面集合を同時に記述しており, 特異性伝播を統一的に研究し
ているという点が重要である.

4 証明の概略
a(t, x)が仮定 Aをみたす場合と仮定 Bをみたす場合とで証明の方法が変わるが, 本稿では仮定 B

をみたす場合のみ証明の概略を示す.

STEP1: 波束変換を用いた (1)の解の表示
まず, t ∈ R, x, ξ ∈ Rn に対し, 特性曲線 x(s) = x(s; t, x, λξ), ξ(s) = ξ(s; t, x, λξ)を{

ẋ(s) = ξ(s)− a(s, x(s)), x(t) = x,

ξ̇(s) = ∇x(ξ(s) · a(s, x(s))− 1
2a

2(s, x(s))), ξ(t) = λξ
(10)
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の解とする. ただし ȧ = d
dsa. この特性曲線と波束変換を用いることで, 積分不等式による解

の表示 ∣∣∣W
φ

(t−t0)

λ

u(t, x, ξ)
∣∣∣ ≤ ∣∣Wφ0,λ

u0(x(0; t, x, λξ), ξ(0; t, x, λξ)
∣∣ (11)

+

∣∣∣∣∫ t

0

∣∣∣Rφ
(τ)
λ

u(τ, x(τ ; t, x, λξ), ξ(τ ; t, x, λξ))
∣∣∣ dτ ∣∣∣∣

が得られる. ここで,

Rφ(τ)u(τ, x, ξ) =
n∑

j=1

ξj ×
(∫∫∫

φk,l(τ, y − x)φ(τ, y − z)Wφ(τ)u(τ, z, η)

×Rj(τ, y, x)e
iy·(η−ξ)dydzd̄η

)
+ (ξの低階項),

Rj(τ, y, x) = (aj (t , y)を x 周りでテイラー展開したものの 2次以上の項).

のちのために, 三角不等式を用いて次のように変形しておく:∣∣∣∣∣∣W
φ

(t−t0)

λ

u(t, x(t), ξ(t))
∣∣∣− ∣∣Wφ0,λ

u0(x(0), ξ(0))
∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

0

∣∣∣R
φ

(τ−t0)

λ

u(τ, x(τ), ξ(τ))
∣∣∣ dτ ∣∣∣∣

(12)

STEP2: 十分条件の用意
(ii) ⇒ (iii) は明らかだから, (i) ⇒ (ii) および (iii) ⇒ (i) を示せばよい. 命題 3.1 より,

(i) ⇒ (ii)が成立することと,

“任意の N ∈ N, φ0(x) ∈ S \ {0}, a ≥ 1に対し, CN,a,φ > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K,

ξ ∈ Γa に対して ∣∣Wφ0,λ
u(t0, x, ξ)

∣∣ ≤ CN,a,φ0
λ−N

が成り立つならば, C ′
N,a,φ > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa に対して∣∣∣W
φ

(−t0)

λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))
∣∣∣ ≤ C ′

N,a,φ0
λ−N .

となる”ことに等しい. また (iii) ⇒ (i)の成立も,

“φ0 ∈ S \ {0}が存在して,任意の N ∈ N, a ≥ 1に対し, CN,a > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1,

x ∈ K, ξ ∈ Γa に対して∣∣∣W
φ

(−t0)

λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))
∣∣∣ ≤ CN,aλ

−N .

ならば, C ′
N,a > 0 が存在し, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa に対して∣∣Wφ0,λ

u(t0, x, ξ)
∣∣ ≤ C ′

N,aλ
−N

となる”ことと同値である. 従って (12)の表示より, 次の補題が示されれば, 数学的帰納法を用
いることで両方とも示すことができる.
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補題 4.1. N ∈ N∪{0}, a ≥ 1, φ0 ∈ S \{0}とする. CN,a,φ0 > 0が存在して, 任意の λ ≥ 1,

x ∈ K, ξ ∈ Γa, t ∈ [0, t0]に対して∣∣∣W
φ

(t−t0)

λ

u(t, x(t), ξ(t))
∣∣∣ ≤ CN,a,φ0

λ−N (13)

ならば, C ′
N,a,φ0

> 0 と b ∈ (0, 1) が存在して, 任意の λ ≥ 1, x ∈ K, ξ ∈ Γa, t ∈ [0, t0] に
対し ∣∣∣∣∫ t

0

∣∣∣R
φ

(τ−t0)

λ

u(τ, x(τ), ξ(τ))
∣∣∣ dτ ∣∣∣∣ ≤ C ′

N,a,φ0
λ−N−2b.

STEP3: 補題 4.1の証明
R

φ
(τ−t0)

λ

u(τ, x(τ), ξ(τ)) の中に W
φ

(t−t0)

λ

u(t, x(t), ξ(t)) があるから, (13) を用いて λ−N の減
衰は出すことができる. 残りは λ−2b の減衰であるが, Rj(τ, y, x(τ))を, (i) テイラー多項式の
項 と (ii) 剰余項の二つに分けて特性曲線を評価することで導出する. このとき, 特性曲線の評
価にかかわる次の 2つの補題を用いる.

補題 4.2. p < 1とする. このとき λ0 が存在して, 任意の λ ≥ λ0, s : λp−1 ≤ |s − t0| ≤ t0,

x ∈ K, ξ ∈ Γa に対し {
1
2a |s− t0|λ ≤ |x(s− t0)| ≤ 2a|s− t0|λ
1
2aλ ≤ |ξ(s− t0)| ≤ 2aλ.

補題 4.3. δ > 0 とする. このとき T0 ∈ (0, 1) と Cδ > 0 が存在して任意の T ∈ (0, T0),

t ∈ R, x, ξ ∈ Rn に対し, ∫ T

0

|ξ(τ ; t, x, ξ)|
⟨x(τ ; t, x, ξ)⟩1+δ

dτ ≤ Cδ(1 + T ).

ここで重要なのは, aj(t, y) のテイラー展開を十分大きい次数まで行うことである.

Rj(τ, y, x(τ)) のうち剰余項の部分からはいくらでも λ の減衰が出せるが, テイラー多
項式の部分は多項式の次数を十分大きくしないと λ−2b を得ることができない. また,

R
φ

(τ−t0)

λ

u(τ, x(τ), ξ(τ)) 内にある ξ(τ) の一次増大項が厄介であるが, 定数 C ′
N,a,φ0

が実は時
刻 t0 には依存してもよいことを踏まえて, 予め R

φ
(τ−t0)

λ

u(τ, x(τ), ξ(τ))の時間積分区間を非
常に短い区間に切り分けることで補題 4.3を用いて処理するのもポイントである.
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ミドル・コンボリューションの q変形と
その q差分方程式への応用

お茶の水女子大学大学院 人間文化創成科学研究科 理学専攻 数学コース
新井由美 (Yumi ARAI)

概要
超幾何関数は重要な特殊関数の一つであり，微分方程式や積分表示の面で様々な結果が知ら
れている．本研究では，q-middle convolution に関連する q 積分変換を再構成し，q-middle

convolution の収束について考察した．具体的な q 差分方程式に q-middle convolution を適用
することにより，q 超幾何方程式の標準形と次数 2の変異版 q 超幾何方程式を導出した．またこ
れらの q 積分表示を得た．
本研究は竹村剛一教授との共同研究 ([2])である．

1 導入
超幾何関数は重要な特殊関数の一つであり，整数論をはじめとする様々な分野との関わりをもち，

数学のみならず物理学や工学においても重要な役割を担っている．
超幾何関数は，冪級数展開，積分表示，微分方程式という 3通りの表示をもつ．超幾何級数は

2F1(α, β; γ; z) = 1 +
αβ

γ
z +

α(α+ 1)β(β + 1)

2! γ(γ + 1)
z2 + · · ·+ (α)n(β)n

n!(γ)n
zn + . . . , (1.1)

ただし (λ)n = λ(λ+ 1) . . . (λ+ n− 1)

により定義され，超幾何微分方程式

z(1− z)
d2y

dz2
+ (γ − (α+ β + 1)z)

dy

dz
− αβy = 0 (1.2)

の解である．超幾何微分方程式は，3つの確定特異点 {0, 1,∞}をもつ 2階の Fuchs型微分方程式の
標準形である．超幾何微分方程式の解の積分表示は，C を適当な積分路として

y =

∫
C

wα−γ(1− w)γ−β−1(z − w)−αdw (1.3)

と書くことができる． (1.3)は Eulerの積分表示と呼ばれる．
超幾何級数の q 類似である q 超幾何級数

2ϕ1

(qα, qβ
qγ

; q, z
)
=

∞∑
n=0

(qα; q)n(q
β ; q)n

(q; q)n(qγ ; q)n
zn (1.4)

は Heineにより 1846年に導入された．ここで，(λ; q)n は (λ; q)0 = 1，また正の整数 nに対して

(λ; q)n = (1− λ)(1− λq)(1− λq2) . . . (1− λqn−1) (1.5)
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により定義される q-Pochhammer 記号である．q 類似とは，「パラメーター q によって変
形されたもので，q → 1 の極限でもとに戻るもの」である．実際，q 超幾何級数の各項
zn(qα; q)n(q

β ; q)n/((q; q)n(q
γ ; q)n)は q → 1で超幾何級数 (1.1)の項 zn(α)n(β)n/(n!(γ)n)に収束

する．q 超幾何級数は q 差分方程式

(x− q)f(x/q)− ((qα + qβ)x− q − qγ)f(x) + (qα+βx− qγ)f(qx) = 0 (1.6)

を満たす．この q 差分方程式は q → 1で超幾何微分方程式 (1.2)となる．
次数 2の変異版 q 超幾何方程式 ([5])は

(x− qh1+1/2t1)(x− qh2+1/2t2)g(x/q) + qk1+k2(x− ql1−1/2t1)(x− ql2−1/2t2)g(qx) (1.7)

− [(qk1 + qk2)x2 + Ex+ p(q1/2 + q−1/2)t1t2]g(x) = 0,

p = q(h1+h2+l1+l2+k1+k2)/2, E = −p{(q−h2 + q−l2)t1 + (q−h1 + q−l1)t2}

により定義される（ただし，0 6= t1 6= t2 6= 0）．これは 3つの特異点 {t1, t2,∞}をもつ 2階の Fuchs

型微分方程式の q 類似である．次数 2の変異版 q 超幾何方程式の解は [5, 7]においていくつか得られ
ている．
middle convolutionは Katz([6])によって導入された操作であり，この Katzの理論により，任意

の rigidな既約 Fuchs型微分方程式は 1階の Fuchs型微分方程式に additionと middle convolution

を有限回施すことにより得られることが示された．後に，Dettweilerと Reiter([3, 4])が Katzの理
論を

d

dx
Y (x) =

( A1

x− t1
+

A2

x− t2
+ · · ·+ Ar

x− tr

)
Y (x) (1.8)

と書かれる Fuchs型微分方程式系に対して線形代数的に書き直し，それによって上述の理論がよりわ
かりやすいものになった．ここで，Y (x)は n項ベクトル，A1, A2, . . . , Ar は n×n定数行列である．
関数 Y (x) = xa(1− x)b は 1階の線形微分方程式 dY (x)/dx = {a/x+ b/(x− 1)}Y (x)を満たす．
この微分方程式に middle convolutionを施すと， (1.8)で r = 2, n = 2とした微分方程式系が得ら
れる．Y (x)の 2つの成分それぞれに関する単独の 2階 q 差分方程式を導出すると，それらは適当な
パラメーターをもつ q 超幾何方程式となる．積分表示 (1.3)は，middle convolutionに付随する解の
対応として得られる．
middle convolution の q 変形は坂井, 山口両氏によって構築された ([8])．q-middle convolution

の対象となるのは，線形 q 差分方程式系

EB,b : Y (qx) = B(x)Y (x), B(x) = B∞ +
N∑
i=1

Bi

1− x/bi
(1.9)

である．B∞, B1, . . . , BN は同じサイズの正方行列，b1, b2, . . . , bN は相異なる 0 でない複素数であ
る．坂井・山口の q-convolution([8])は Jackson積分∫ ∞

0

f(s) dqs = (1− q)

∞∑
n=−∞

qnf(qn) (1.10)

と関連している．
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本講演では，q-middle convolutionを用いることによって，q 超幾何方程式および変異版 q 超幾何
方程式の解の積分表示の q 変形について調べる．この目的のため，坂井・山口の理論を拡張する．坂
井・山口の理論における Jackson積分 (1.10)を∫ ξ∞

0

f(s) dqs = (1− q)
∞∑

n=−∞
qnξf(qnξ), (ξ ∈ C \ {0}) (1.11)

に書き換える．これは青本氏の理論 ([1]) を踏まえたもので，坂井・山口の Jackson 積分 (1.10) は
ξ = 1の場合であると考えることができる．
複素数 q は 0 < |q| < 1を満たすものとして，次の記号を用いる．

(a; q)∞ =

∞∏
j=0

(1− qja), (a1, a2, . . . , aN ; q)∞ = (a1; q)∞(a2; q)∞ . . . (aN ; q)∞. (1.12)

2 q-middle convolution と収束
定義 2.1. (q−convolution[8])
B = (B∞;B1, . . . , BN )をm×m行列の組，(b1, b2, . . . , bN )を 0でない相異なる複素数の組とする．
B0 = Im−B∞−B1−· · ·−BN とする．q-convolution cλ : (B∞;B1, . . . , BN ) 7→ (F∞;F1, . . . , FN )

を次のように定義する．

F = (F∞;F1, . . . , FN ) は (N + 1)m× (N + 1)m 行列の組， (2.1)

Fi =

 O

B0 · · · Bi − (1− qλ)Im · · · BN

O

 (i+ 1), 1 ≤ i ≤ N,

F∞ = I(N+1)m − F̂ , F̂ =


B0 · · · BN

...
. . .

...

B0 · · · BN

 .

定義 2.1の q-convolutionにより，線形 q 差分方程式の対応

Y (qx) = B(x)Y (x) 7→ Ŷ (qx) = F (x)Ŷ (x), (2.2)

B(x) = B∞ +

N∑
i=1

Bi

1− x/bi
, F (x) = F∞ +

N∑
i=1

Fi

1− x/bi

が引き起こされ，これは坂井・山口 ([8])によって構成された q 積分変換と関連する．Jackson積分
を (1.11) で定義すると，この Jackson積分の値は ξ に依存する．
坂井・山口の q-convolutionに付随する q 積分表示の定理に収束条件を加えて書き直したものが次

の定理である．

定理 2.2. (cf. [8, Theorem 2.1])

Y (x) は EB,b の解であって， 任意の s ∈ {qnξ|n ≥ M1, n ∈ Z} と k = 1, . . . ,m に対して
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|[Y (s)]k| ≤ C1|s|ε1 となる ε1, C1 ∈ R>0 ，M1 ∈ Zが存在し，また，任意の s ∈ {qnξ|n ≤M2, n ∈ Z},
k = 1, . . . ,mに対して |[Y (s)]k| ≤ C2|s|λ−ε2 となる ε2, C2 ∈ R>0，M2 ∈ Zが存在するものとする．
このとき

Ŷi(x) =

∫ ξ∞

0

Pλ(x, s)

s− bi
Y (s) dqs (i = 0, . . . , N), Ŷ (x) =

 Ŷ0(x)
...

ŶN (x)

 , (2.3)

Pλ(x, s) =
(qλ+1s/x; q)∞
(qs/x; q)∞

で定められる関数 Ŷ (x)は収束し，方程式 Ecλ(B),b を満たす．ただし，cλ(B) = Fは (2.1)によっ
て定められた行列の組である．

定義 2.3. (q−middle convolution, [8])
(Cm)N+1 の部分空間 K，Lを

K =

kerB0

...
kerBN

 , L = ker(F̂ − (1− qλ)I(N+1)m) (2.4)

と定義する．K，L は F -不変である．Fk の商空間 (Cm)N+1/(K + L) での作用を F k

(k = ∞, 1, . . . , N) と記す．このとき q-middle convolution mcλ は EB,b 7→ EF,b，F =

(F∞;F 1, . . . , FN )という対応によって定義される．

q-convolutionに付随する積分変換を用いることによって，q-middle convolution mcλ についても
解の積分変換を得られるが，その際，商空間 K + L ⊂ (Cm)N+1 を考慮する必要がある．

3 q 超幾何方程式の q 積分表示
本章では，関数 y(x) = xµ(αx; q)∞/(βx; q)∞ に対して q-convolutionを適用することによって q

超幾何方程式を導出する．αと β は異なるものとする．

y(qx) = (qx)µ
(αqx; q)∞
(βqx; q)∞

= qµ
1− βx

1− αx
y(x) =

(
qµ
β

α
+
qµ(1− β/α)

1− αx

)
y(x) (3.1)

より，関数 y(x)は線形 q 差分方程式 y(qx) = B(x)y(x),

B(x) = B∞ +
B1

1− x/b1
, B∞ = qµ

β

α
, B1 = qµ

(
1− β

α

)
, b1 =

1

α
(3.2)

を満たす．このとき B0 = 1−B∞ −B1 = 1− qµ．q-convolution cλ を施すと，行列の組 cλ(B) =

F = (F1, F∞)は

F1 =

(
0 0
B0 B1 − (1− qλ)

)
=

(
0 0

1− qµ qµ(1− β/α)− 1 + qλ

)
, (3.3)

F∞ =

(
1−B0 −B1

−B0 1−B1

)
=

(
qµ −qµ(1− β/α)

−(1− qµ) 1− qµ(1− β/α)

)
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と書ける．よって，方程式 EF,b は

Ŷ (qx) =
(
F∞ +

F1

1− αx

)
Ŷ (x) =

 qµ −qµ(1− β/α)
(1− qµ)αx

1− αx

(−α+ (α− β)qµ)x+ qλ

1− αx

 Ŷ (x) (3.4)

と書ける．Ŷ (x) =

(
ŷ0(x)

ŷ1(x)

)
とおくと，ŷ0(x)に関する単独の 2階 q 差分方程式

(x− qλ+1β−1)ŷ0(x/q) + q−µβ−1(αx− q)ŷ0(qx) (3.5)

− {(q−µαβ−1 + 1)x− qβ−1(1 + qλ−µ)}ŷ0(x) = 0

を得る．ŷ0(x) = xλh(x)とおいてパラメーターの取り方を特殊化すると，関数 h(x)が満たす q差分
方程式は，q 超幾何方程式の標準形

(x− q)g(x/q) + (abx− c)g(qx)− {(a+ b)x− q − c}g(x) = 0 (3.6)

に対応することがわかる．同様に，ŷ1(x) に関する q 差分方程式も q 超幾何方程式の標準形に対応
する．
定理 2.2の仮定を調べることにより，次の命題 3.1を得る．

命題 3.1. ξ, α1, . . . , αN , β1, . . . , βN ∈ C \ {0}，β1ξ, . . . , βNξ 6∈ qZ とする．

y(s) = sµ
(α1s, . . . , αNs; q)∞
(β1s, . . . , βNs; q)∞

(3.7)

とおく．
(i) µ > 0ならば，任意の s ∈ {qnξ|n ≥ M1, n ∈ Z}に対して |y(s)| ≤ C1|s|ε となる ε, C1 ∈ R>0，
M1 ∈ Zが存在する．
(ii) ν ∈ Rとする．|q|ν−µ|α1 . . . αN/(β1 . . . βN )| < 1ならば，任意の s ∈ {qnξ|n ≤ M2, n ∈ Z}に
対して |y(s)| ≤ C2|s|ν−ε となる ε, C2 ∈ R>0，M2 ∈ Zが存在する．

上述の y(x) = xµ(αx; q)∞/(βx; q)∞ に対して q-convolution を適用した例については，命題 3.1

において N = 1，ν = λとすることで定理 2.2の仮定が満たされる．よって，次の定理を得る．

定理 3.2. ξ, α, β ∈ C \ {0}，βξ 6∈ qZ とする．µ > 0かつ |q|λ−µ|α/β| < 1ならば，

Ŷ (x) =

(
ŷ0(x)
ŷ1(x)

)
, (3.8)

ŷ0(x) =

∫ ξ∞

0

Pλ(x, s)

s
sµ

(αs; q)∞
(βs; q)∞

dqs, ŷ1(x) =

∫ ξ∞

0

Pλ(x, s)

s− 1/α
sµ

(αs; q)∞
(βs; q)∞

dqs

で定義される関数 Ŷ (x)は収束し，かつ方程式 EF,b(3.4)を満たす．

関数 ŷ0(x)は

ŷ0(x) =

∫ ξ∞

0

sµ−1 (q
λ+1s/x, αs; q)∞
(qs/x, βs; q)∞

dqs = (1− q)
∞∑

n=−∞
(qnξ)µ

(qλ+n+1ξ/x, qnξα; q)∞
(qn+1ξ/x, qnξβ; q)∞

(3.9)
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と表される．これは 2ψ2 という形の両側 q 超幾何級数である．ξ に特定の値を代入すると，片側の q

超幾何級数が得られる．ξ = 1/αとすれば, n ∈ Z≤0 に対して (qn; q)∞ = 0となることから，

ŷ0(x) = (1− q)

∞∑
n=1

(qn/α)µ
(qλ+n+1/(αx), qn; q)∞
(qn+1/(αx), qnβ/α; q)∞

(3.10)

= (1− q)α−µqµ
(qλ+2/(αx), q; q)∞
(q2/(αx), qβ/α; q)∞

2ϕ1

( q2/(αx), qβ/α
qλ+2/(αx)

; q, qµ
)

となる．ξ = q−λxのときも ŷ0(x)は 2ϕ1 を用いて表すことができる．これらの場合，定理 2.2の仮
定は条件 µ > 0のみによって満たされる．
ξ = 1/β とすると，定理 3.2の仮定に反する．そこで関数 Pλ(x, s)，y(s)を

Pλ(x, s) = (x/s)λ
(x/s; q)∞

(q−λx/s; q)∞
, y(s) = sµ

′ (q/(βs); q)∞
(q/(αs); q)∞

, (ただし qµ
′
α/β = qµ) (3.11)

に取り替える．この Pλ(x, s)，y(x)も元の関数と同じ q 差分方程式を満たす．q-convolutionによっ
て得られた関数 ŷ0(x)は

ŷ0(x) = (1− q)xλ
∞∑

n=−∞
(qnξ)µ

′−λ (xq−n/ξ, q1−n/(βξ); q)∞
(xq−λ−n/ξ, q1−n/(αξ); q)∞

(3.12)

と表され，これもまた収束条件の下で方程式 (3.5)を満たす．ξ = 1/β ならば，

ŷ0(x) = (1− q)βλ−µ′
xλ

(βx, q; q)∞
(q−λβx, qβ/α; q)∞

2ϕ1

(
q−λβx, qβ/α

βx
; q, qλ−µα

β

)
. (3.13)

ξ = x も (3.9) に代入できないので同様の計算をすると，ŷ0(x) は 2ϕ1 を用いて表すことができる．
これらの ŷ0(x)は |q|λ−µ|α/β| < 1で収束する．

4 変異版 q 超幾何方程式の q 積分表示
本章では，q-middle convolution によって次数 2 の変異版 q 超幾何方程式 (1.7) を導出する．

q-middle convolutionは定義 2.3において，不変な部分空間 K，Lで商空間をとることによって定め
られている．部分空間 K，Lのどちらか一方は 0でないという条件の下で，N = 2の場合を調べる．
α1, α2, β1, β2 は相異なるものとし，

y(x) = xµ
(α1x, α2x; q)∞
(β1x, β2x; q)∞

(4.1)

とする．関数 y(x)は線形 q 差分方程式 y(qx) = B(x)y(x),

B(x) = B∞ +
B1

1− x/b1
+

B2

1− x/b2
, b1 =

1

α1
, b2 =

1

α2
, (4.2)

B∞ = qµ
β1β2
α1α2

, B1 = qµ
(α1 − β1)(α1 − β2)

α1(α1 − α2)
, B2 = qµ

(α2 − β1)(α2 − β2)

α2(α2 − α1)

を満たす．B0 = 1−B∞ −B1 −B2 = 1− qµ．q-convolution cλ 後の q 差分方程式 EF,b は

Ŷ (qx) =
(
F∞ +

F1

1− α1x
+

F2

1− α2x

)
Ŷ (x), Ŷ (x) =

ŷ0(x)ŷ1(x)
ŷ2(x)

 . (4.3)
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定義 2.3での部分空間 K，Lの定義より，µ = 0ならば dimK = 1，qλ = qµβ1β2/(α1α2)ならば
dimL = 1となる．
本講演では，qλ = qµβ1β2/(α1α2)の場合について考察する．qλ = qµβ1β2/(α1α2)ならば，部分

空間 L = ker(F̂ − (1− qλ)I3)の基底として t(1, 1, 1)がとれ，dim L = 1．正則行列

P =

0 0 1
1 0 1
0 1 1

 (4.4)

をとる．P の第 3列には Lの基底としてとった t(1, 1, 1)が，第 1列および第 2列には計算が簡単に
なるよう単位ベクトルが入っている．P で F1，F2，F∞ を相似変換すると，

P−1F1P =

B1 − (1− qλ) B2 0
0 0 0
0 0 0

 , P−1F2P =

 0 0 0
B1 B2 − (1− qλ) 0
0 0 0

 , (4.5)

P−1F∞P =

 1 0 0
0 1 0

−B1 −B2 1−B0 −B1 −B2

 .

P−1F∞P , P
−1F1P , P

−1F2P の左上の 2× 2小行列は，商空間 C3/Lでの 1組の表現行列に対応す
る．こうして，mcλ(B) = F = (F∞;F 1, F 2)は

F 1 =

(
B1 − (1− qλ) B2

0 0

)
, F 2 =

(
0 0
B1 B2 − (1− qλ)

)
, F∞ =

(
1 0
0 1

)
(4.6)

ととれ，方程式 EF,b は(
ḡ1(qx)
ḡ2(qx)

)
=
(
F∞ +

F 1

1− α1x
+

F 2

1− α2x

)(ḡ1(x)
ḡ2(x)

)
(4.7)

と書ける．これより，ḡ1(x)に関する q 差分方程式は(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ1(x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ1(qx) (4.8)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

) qµ+2

α1α2

}
ḡ1(x) = 0

と書ける．x = 1/z，ḡ1(x) = xµf(1/x)とすると，

(z − α1)
(
z − α2

q

)
f(z/q) +

β1β2
α1α2

(
z − q−µ−1α1α2

β1

)(
z − q−µ−1α1α2

β2

)
f(qz) (4.9)

−
{(

1 +
β1β2
α1α2

)
z2 − (q−1(β1 + β2) + q−µα1 + q−µ−1α2)z + q−µ−2(q + 1)α1α2

}
f(z) = 0

となる．この方程式は，次数 2の変異版 q 超幾何方程式 (1.7) において k1 = 0とした特別な場合で
あるが，g(z) = z−k1f(z)とおくことによって，(4.9)は (1.7)に対応する．

命題 4.1. f(z)は方程式 (4.9)を満たすものとする．g(x) = x−k1f(x)，

α1 = qh1+1/2t1, α2 = qh2+3/2t2, (4.10)

β1 = q(h1+h2+l1−l2−k1+k2)/2+1t1, β2 = q(h1+h2−l1+l2−k1+k2)/2+1t2　
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とおく．すると，g(x)は次数 2の変異版 q 超幾何方程式 (1.7)を満たす．ただし，λ = (h1 + h2 −
l1 − l2 − k1 + k2 + 1)/2．

q-middle convolution によって得られる q 積分表示の収束と q 積分表示が満たす実際の q 差分方
程式について考察する．関数

ŷ
[K,L]
i (x) = (1− q)

L∑
n=K

sµ+1Pλ(x, s)

s− bi

(α1s, α2s; q)∞
(β1s, β2s; q)∞

|s=qnξ, (i = 0, 1, 2), (4.11)

b0 = 0, b1 = 1/α1, b2 = 1/α2

を考える．Pλ(x, s)の定義と行列 P による相似変換から，関数 ḡ
[K,L]
1 (x)が満たす非斉次項を含む q

差分方程式(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ
[K,L]
1 (x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ
[K,L]
1 (qx) (4.12)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

)
qµ+2

α1α2

}
ḡ
[K,L]
1 (x)

+
q2(1− q)

α1α2

{(
α2

q
x− qλ

)
Q[K,L](x/q) +

(
1− α2

q
x

)
Q[K,L](x)

}
= 0,　

Q[K,L](x) = Pλ(x, q
K−1ξ)y(qKξ)− Pλ(x, q

Lξ)y(qL+1ξ)

が得られ，非斉次項は

q2(1− q)(1− qλ)

α1α2

(
(qKξ)µ

(qλ+K+1ξ/x, qKξα1, q
K−1ξα2; q)∞

(qKξ/x, qKξβ1, qKξβ2; q)∞
(4.13)

− (qL+1ξ)µ
(qλ+L+2ξ/x, qL+1ξα1, q

Lξα2; q)∞
(qL+1ξ/x, qL+1ξβ1, qL+1ξβ2; q)∞

)
と計算できる．
ḡ
[K,L]
1 (x)は P による相似変換より

ḡ
[K,L]
1 (x) = −ŷ[K,L]

0 (x) + ŷ
[K,L]
1 (x) (4.14)

= (q − 1)
L∑

n=K

cn, cn = (qnξ)µ
(qλ+n+1ξ/x, qn+1ξα1, q

nξα2; q)∞
(qn+1ξ/x, qnξβ1, qnξβ2; q)∞

と書け，これから，µ > 0 ならば ḡ
[K,L]
1 (x) は K → −∞，L → +∞ で収束することがわかる．

よって，

ḡ1(x) = lim
K→−∞
L→+∞

ḡ
[K,L]
1 (x) = (q − 1)

+∞∑
n=−∞

(qnξ)µ
(qλ+n+1ξ/x, qn+1ξα1, q

nξα2; q)∞
(qn+1ξ/x, qnξβ1, qnξβ2; q)∞

(4.15)

と書ける．
非斉次項 (4.13) の K → −∞，L → +∞ での極限について調べる．µ > 0，ϑq(x) =
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(x, q/x, q; q)∞，qλ = qµβ1β2/(α1α2)より

lim
L→+∞

(qL+1ξ)µ
(qλ+L+2ξ/x, qL+1ξα1, q

Lξα2; q)∞
(qL+1ξ/x, qL+1ξβ1, qL+1ξβ2; q)∞

= 0, (4.16)

lim
K→−∞

(qKξ)µ
(qλ+K+1ξ/x, qKξα1, q

K−1ξα2; q)∞
(qKξ/x, qKξβ1, qKξβ2; q)∞

= ξµ
ϑq(q

λ+1ξ/x)ϑq(ξα1)ϑq(q
−1ξα2)

ϑq(ξ/x)ϑq(ξβ1)ϑq(ξβ2)
. (4.17)

命題 4.2. µ > 0ならば，関数 ḡ1(x)(4.15)は(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ1(x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ1(qx) (4.18)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

)
qµ+2

α1α2

}
ḡ1(x)

+
q2(1− q)(1− qλ)

α1α2
ξµ
ϑq(q

λ+1ξ/x)ϑq(ξα1)ϑq(q
−1ξα2)

ϑq(ξ/x)ϑq(ξβ1)ϑq(ξβ2)
= 0　

を満たす．ただし，qλ = qµβ1β2/(α1α2)．

(4.18)は (4.8)の非斉次方程式への拡張である．

命題 4.3. ξ = 1/α1 のとき

ḡ1(x) = (q − 1)α−µ
1

(qλ+1/(α1x), q, α2/α1; q)∞
(q/(α1x), β1/α1, β2/α1; q)∞

(4.19)

·3ϕ2
(
q/(α1x), β1/α1, β2/α1

qλ+1/(α1x), α2/α1
; q, qµ

)
.

ξ = 1/α2，ξ = q−λx のときも，ḡ1(x) は 3ϕ2 を用いて表すことができる．ξ がこれらの値のとき，
非斉次項 (4.13)は消える．従って，これら 3つの ḡ1(x)は斉次の q 差分方程式 (4.8)を満たす．

ξ = 1/β1, ξ = 1/β2，ξ = xの場合については，qµ′
α1α2/(β1β2) = qµ，すなわち qµ

′
= qλ という

条件で関数 Pλ(x, s)，y(x)を

Pλ(x, s) = (x/s)λ
(x/s; q)∞

(q−λx/s; q)∞
, y(x) = xµ

′ (q/(β1x), q/(β2x); q)∞
(q/(α1x), q/(α2x); q)∞

(4.20)

に取り替えて考える．

命題 4.4. ξ = 1/β1 のとき

ḡ1(x) =
(1− q)β1

α1
xλ

(β1x, q, qβ1/β2; q)∞
(q−λxβ1, β1/α1, qβ1/α2; q)∞

(4.21)

·3ϕ2
(
q−λβ1x, β1/α1, qβ1/α2

β1x, qβ1/β2
; q, q

)
.

ξ = 1/β2，ξ = xのときも，ḡ1(x)は 3ϕ2 を用いて表すことができる．これら 3つの ḡ1(x)は非斉次
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の q 差分方程式(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ1(x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ1(qx) (4.22)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

)
qµ+2

α1α2

}
ḡ1(x)

+
q(1− q)(1− qλ)

α1
xλ+1 = 0

を満たす．
また，これら 3つの解の差は斉次の q 差分方程式 (4.8)を満たす．
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ベッチ数を指定した連結 2部グラフの数え上げ
九州大学大学院 数理学府 数理学専攻

蓮井 太朗 (Taro HASUI)

概要
与えられたベッチ数を持つ連結で単純な 2部グラフの個数に対し，2変数生成関数を用いた 1

階線形偏微分方程式が得られる．本講演ではこの生成関数を紹介し，その係数の漸近挙動を述べ
る．次に連結な 2 部単純グラフを分類する基本グラフ族を用い，ラベル付き 2 部の根付き木の
本数の有理関数の基本グラフ上での和として，生成関数の別表現を与える．本講演は白井朋之氏
(九大 IMI) と藪奥哲史氏 (北九州高専)との共同研究 [HSY22]による．

1 先行研究
この節ではグラフ理論の予備知識をおよび主結果に関係した先行研究を述べる．

定義 1.1（グラフ） 集合 V に対して，その 2元部分集合族E ⊂ V ×V から決まる構造G = G(V,E)

をグラフ (graph)と呼ぶ．なお V を頂点集合 (vertex set)，E を辺集合 (edge set)と呼ぶ. グ
ラフ Gから任意の頂点と任意の辺を選択して取り出したグラフ G′ を Gの部分グラフ (subgraph)

と呼ぶ．さらにグラフにおいて，辺の向きを考慮するグラフを有向グラフ (derected graph)，考
慮しないグラフを無向グラフ (underected graph)と呼ぶ．またすべての頂点に辺が入った単純グ
ラフを完全グラフ (complete graph)と呼ぶ．

定義 1.2（道，閉路，ループ） つながった辺の列を道 (path) という．また始点と終点が同じ道
を閉路 (cycle)という．さらに同じ頂点対を持つ複数本の辺を多重辺 (multiple edge)と呼び，あ
る辺の両端点が等しいときループ (loop)と呼ぶ．

多重辺もループもないグラフを単純グラフと呼ぶ．本稿の「グラフ」という表記はすべて単純で無
向なグラフである．
さて，単純で無向なグラフ G を構成する頂点同士が辺でどのくらい繋がっているかを調べたい．

そのために以下連結性を導入する．

定義 1.3（連結グラフ） 2頂点間に道が存在する場合，2つの頂点は連結 (connect)しているとい
い，グラフ上の任意の 2頂点が連結なグラフを連結グラフ (connected graph)と呼ぶ
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図 1: 非連結で単純でないグラフ

図 2: 連結で単純なグラフ

なお連結性はグラフだけでなく，グラフの成分，すなわちグラフを構成する頂点と辺の部分集合
にも適用する．グラフ内の連結な成分を連結成分 (connected component) と呼ぶ．例えば図 1

は頂点集合 V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14} 辺集合 E = {1− 3, 3− 4, 4− 2, 5− 6, 7−
8, 8 − 9, 10 − 11, 11 − 12, 10 − 12, 12 − 12, 13 − 14, 13 − 14} である．さらに図示したように連結
成分として {7, 8, 9}を持つ．当然 {7, 8, 9}以外にも，例えば {5, 6}や {13, 14}なども連結成分であ
る．また頂点 1つのみの成分も連結成分とみなす．例えば図 1は連結成分を 5個持つが，グラフと
しては非連結グラフであり，一方図 2は連結グラフである．当然図 2の連結成分は 1つである．グ
ラフとしては非連結でも，そのグラフを構成する成分においては連結なものが存在する．
さて，連結グラフないし連結成分は数種類に分類できる．

定義 1.4（単純グラフの木，サイクル，コンプレックス） 単純グラフ G = (V,E)において，|E| −
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|V | = k を考える．k = −1 となるグラフを木 (tree) と呼び，k = 0 となるグラフをサイクル
(cycle)と呼ぶ．また k ≥ 1のとき k−コンプレックス (k-complex)と呼ぶ．

連結グラフを扱っているので kはベッチ数（Betti number）に相当する．すなわち各 (r, s, r+ s−
1 + k)-グラフの第 1ホモロジー群の階数と同値である．ただしこのような連結グラフは頂点よりも
辺の数が k − 1多い．文献によってはベッチ数相当の k において，k − 1をエクセス（excess） と
呼ぶ場合もある．
さて，繰り返すが定義 1.4 は連結成分にも適用できる．特に木において，あるグラフの全ての頂

点と，そのグラフを構成する辺の一部分で構成される木を全域木 (spanning tree) と呼ぶ．以下
G(V,E)において |V | = n, |E| = q の場合，(n, q)-グラフと記述する．さらに連結な (n, q)-グラフの
個数を f(n, q)とする．さて，完全グラフ Kn 上の全域木は複数存在する．あるグラフの全域木の総
数がいくつかは，[Cay89]によって以下のように知られている．

定理 1.1（Cayley’s formula） |V | = nの完全グラフKn 上の全域木の個数 f(n, n− 1)において，

f(n, n− 1) = nn−2

が成り立つ．

例えば図 3(a)は頂点数 |V | = 9のグラフの全域木である．一方図 3(b)は赤の辺によってサイクルが
できており，サイクルを持たないという全域木の定義から外れている．なお当然図 3以外にも全域木
は存在し，その総数は定理 1.1より，97 通り存在する．

(a) 全域木 (b) 全域木ではない

図 3: |V | = 9の全域木の一例

一方，|V | = n, |E| = nの場合，すなわち連結な (n, n)-グラフの総数 f(n, n)は [Rén59]によると
以下のように知られる．

定理 1.2（サイクルの総数お呼びその漸近挙動） n頂点完全グラフ Kn 上のサイクルグラフの総数
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f(n, n)において，

f(n, n) =
1

2

(
h(n)

n
− nn−2(n− 1)

)
∼
√

π

8
nn−1/2 (n → ∞)

が成り立つ．ただし，

h(n) =
n−1∑
s=1

(
n

s

)
ss(n− s)n−s

である．

次に，単純グラフの頂点集合を 2つに分割してできる 2部グラフを定義する．

定義 1.5（2部グラフ） 頂点集合 V を互いに素な集合 V1, V2 に分割でき，辺集合 E が E ⊆
{(e, e′) | e ∈ V1, e

′ ∈ V2} となるとき，このグラフを 2部グラフと呼び，BG(V1, V2, E)と書く．

定義 1.6（2部グラフの木，サイクル，コンプレックス） 単純な 2部グラフ BG(V1, V2, E)におい
て，辺の数 |E| = |V1| + |V2| − 1 + k を考える．ただし k ∈ Z≥0 である．k = 0となるグラフを木
(tree)と呼び，k ≥ 1となるグラフを k−サイクル (k-cycle)と呼ぶ．

2部グラフにおいても kはベッチ数に対応する．すなわち kはサイクルの個数をあわらす．本稿では
この 2部グラフの連結性について主に論じる．なお，単純グラフの木および全域木はすべて 2部グラ
フである．以下 2部グラフ BG(V1, V2, E)において，|V1| = r, |V2| = s, |E| = q のとき (r, s, q)-グラ
フと記述しよう．さらに連結な (r, s, q)-グラフの総数を f(r, s, q)とする．[Sco62]によると以下が成
り立つ．

定理 1.3（2部グラフの全域木の総数） |V1| = r, |V2| = s の完全グラフ Kr,s 上の全域木の個数
f(r, s, r + s− 1)において，

f(r, s, r + s− 1) = rs−1sr−1

が成り立つ．

つまり単純グラフの全域木と同じく，2 部グラフの全域木の総数も計算可能である．さて，図 4 は
(6, 6, 10)-グラフの例である．2つの頂点集合 V1, V2 の内部に辺が存在しない．また，図 1.5は全域
木だが，その総数は定理 1.3より，f(6, 6, 10) = 66−1 · 66−1 通り存在する．
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図 4: |V1| = |V2| = 6の 2部連結グラフ

2 主結果
この節では蓮井，白井，藪奥による [HSY22]の主結果を述べる．
さて，f(r, s, r + s− 1 + k)を考えよう．ただし k = 0, 1, · · · である．また r + s = nである．こ

のとき f(r, s, r + s− 1 + k)の指数型母関数を Fk(x, y)とする．すなわち，

Fk(x, y) :=

∞∑
r,s=0

f(r, s, r + s− 1 + k)

r!s!
xrys

である．また T := F0(x, y)とする．すなわち k = 0の場合だが，定理 1.3より，自明な計算で，

T (x, y) := F0(x, y)

= x+ y +

∞∑
r,s=1

rs−1sr−1

r!s!
xrys

となる．さらに記号を設定しよう．Dx, Dy を x, y のオイラー微分とする．すなわち，

Dx := x
∂

∂x

Dy := y
∂

∂y

である．さらにこの Dx, Dy に関して，以下のように記号を設定する．

Tx := DxT

Ty := DyT

Z := Tx + Ty

W := TxTy

このとき以下が成り立つ．
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命題 2.1（F1 の Tx, Ty 表示）

F1(x, y) = −1

2
(log (1− TxTy) + TxTy)

また，F2(x, y)に関しても以下が成り立つ．

命題 2.2（F2 の Z,W 表示） 指数型母関数 F2(x, y)を F2 = f2(Z,W )と書くとする．このとき，

f2(z, w) =
w2

24(1− w)3
{(2 + 3w)z + 2w(6− w)}

が成り立つ．

さて，命題 2.1 および命題 2.2 で重要なのは，F1(x, x), F2(x, x) の係数である．Fk(x, x) の係数は
Kn 上のサイクルを k 個持つ連結な 2 部グラフの総数を意味する．例えば k = 1 のとき，命題 2.1

は，簡単な計算で，

F1(x, x) =
∞∑

r,s=0

f(r, s, r + s)

r!s!
xn

となる．以下，指数型母関数 A(x) =
∑∞

n=0 an
xn

n! に対し，記号 < · >を，

⟨xn⟩A(x) := an

と定義する．Fx(x, x)の xr+s

r!s! の係数 ⟨xn⟩Fk(x, x)は，n個の頂点を持つベッチ数 k の連結 2部グ
ラフの総数を表す．または，r + s = nより，連結な (r, s, n − 1 + k)-グラフの総数を数えるという
意味である．さて，k = 0のとき，

F0(x, x) = 2

(
x+

∞∑
n=2

nn−2x
n

n!

)

である．さて，命題 2.1 と命題 2.2 より，F1(x, x), F2(x, x) の係数の漸近挙動に関して以下が成り
立つ．

定理 2.1（F1(x, x)係数の漸近挙動） n = 4, 5, · · · に対し，

⟨xn⟩F1(x, x) = nn−1
∑

2≤k≤n/2

n!

(n− 2k)!n2k
∼
√

π

8
nn−1/2 (n → ∞)

が成り立つ．

定理 2.1は頂点数 nの完全 2部グラフ上のサイクルグラフの総数の漸近挙動に対応する．先行研究
の定理 1.2と比較すると，サイクルを 2つ持つ n頂点のグラフの漸近挙動の主要項が，サイクルを 1

つ持つ r + s = n頂点の 2部グラフの漸近挙動の主要項と一致しているのが分かる．両者は有限の n

では異なる．表 1を見れば明らかであろう．なお un := ⟨xn⟩F1(x, x)である．
また F2(x, x)の係数について以下も成立する．
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n 3 4 5 6 7 8 9 10 11

f(n, n) 1 15 222 3660 68295 1436568 33779340 880107840 25201854045

un 0 6 120 2280 46200 1026840 25102224 673706880 19745850960

表 1: f(n, n)と un の n = 3, 4, · · · , 11までの比較

n 4 5 6 7 8 9 10 11

f(n, n+ 1) 6 205 5700 156555 4483360 136368414 4432075200 154060613850

bn 0 20 960 33600 1111040 37202760 1295884800 47478243120

表 2: f(n, n)と bn の n = 4, 5, · · · , 11までの比較

定理 2.2（F2(x, x)係数の漸近挙動） n → ∞のとき，

⟨xn⟩F2(x, x) ∼
5

48
nn+1

が成り立つ．

定理 2.2も定理 2.1と同じく，頂点数 nの完全 2部グラフ上のサイクルが 2つあるようなグラフの総
数の漸近挙動に対応する．なお [Wri77]において，Kn 上のサイクルが 2個あるような連結グラフの
総数の漸近挙動の主要項は 5

24n
n+1 である．定理 2.2の式の 2倍である．

F1(x, x)の係数の場合と同じく，F2(x, x)の係数も有限の nでは異なる．表 2から明らかであろ
う．なお bn := ⟨xn⟩F2(x, x)とする．定理 1.3によって F0 が既知であるため，原理的には Fk(x, y)

は帰納的に計算できる．すなわち k に対し，n → ∞のとき，以下と予想できる．

予想 2.1（Fk の値） k ≥ 2のとき，指数型母関数 Fk(x, y)を Fk = fk(Z,W )と書くとする．この
とき，

fk(z, w) =
w2

(1− w)3(k−1)

k−1∑
j=0

qk,j(w)z
j

が成り立つ．ただし qk,j は wの多項式である．さらに，

⟨xn⟩Fk(x, x) ∼
1

2k−1
ρk−1n

n+(3(k−1)−1)/2

も成り立つ．なお，

f(n, n+ k) ∼ ρkn
n+(3k−1)/2 (n → ∞)

であり，ρk の明示的な値は [Wri77]で与えられる．

なお Fk(x, y)の表示に関しては，次のような結果も得た．
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定理 2.3（Fk の別表示） k ≥ 2とする．このとき Fk は基本グラフを用いて，Tx, Ty の有理関数の
和に分解される．

Fk(x, y) =
∑

B∈BGk

JB(x, y)

ここで，

JB(x, y) =
T

rsp+a1+2a2+b2+c2
x T

ssp+2a1+a2+b1+c2
y

gB (1− TxTy)
a1+a2+b1+b2+c1+c2

,

である．なお BGK は基本グラフ全体の集合．gB, rsp, ssp, ai, bj , ck(i, j, k = 1, 2)は基本グラフ Bに
関する情報である．

すなわち Fk は，k ≥ 2の場合は Tx, Ty の有理関数である．以下，定理 2.3で初めて登場した基本グ
ラフについて述べる．ただしページ数の都合上概略のみ説明する．正確な定義や証明は [HSY22]を
参照されたい．
さて，基本グラフとはサイクルを 2つ以上持つ（すなわち k ≥ 2となるような）連結な 2部グラフ

から「葉（1本だけ辺が接続している頂点）および葉に隣接する辺を除去する」という操作を、葉が
なくなるまで繰り返して得られるグラフである．k ≥ 2となる連結な 2部グラフ Gの基本グラフ B
は，必ず図 5の各パーツを組み合わせた単純グラフになる．（図 5の各パーツの辺を special pathと
呼び，頂点を special cycleと呼ぶ．）また基本グラフ B は 2部グラフ Gの連結性に関する情報を保
有する．

図 5: 基本グラフを構成するパーツ

定理 2.3の系として以下も得た．

系 2.1（Fk の別表示） k ≥ 2のとき，次を満たすような多項式 q̃k(x, y)が存在する．

Fk(x, y) =
1

(1− TxTy)
3(k−1)

q̃k (Tx, Ty)

この q̃k(x, y)は 1− xy を因数に持たない．
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Uniform Weak Convergence to Additive Processes

幡　航太朗 (Kotaro Hata)∗

(長谷部　高広 (Takahiro Hasebe)†氏との共同研究)

1 導入
無限分解可能分布は畳み込みの意味で n乗根が存在する確率分布, すなわち Rd 上の確率分布 µが無限分解可能で
あるとは任意の n ∈ Nに対して, ある Rd 上の確率分布 µn が存在し, µ = µn∗

n が成立することをいう. 無限分解可能
分布には顕著な性質がいくつか知られているがそのうちの一つとして, 無限分解可能分布による弱極限は無限分解可
能分布となり, さらにこの弱収束は Levyの三つ組の各要素による 3条件に置き換えられる, というものがある. また
無限小三角配列の行和が弱収束することは, ある無限分解可能分布に従う確率変数が弱収束することと同値になる, と
いうことも古典的事実のうちの一つである. そこで本研究は加法過程の各時刻の分布が無限分解可能分布になること
に着目し, 無限小三角配列によってうまく確率過程を構成し, さらに確率過程間の収束を新たにうまく定義することで
加法過程に対する同分布性を仮定しない極限定理を得ることができたので紹介をする.

2 準備
2.1 記号・用語
まず, 使用する記号・用語について準備をする.

• PX : 確率変数 X の分布.

• C♯(Rd) := {f : Rd → R ; f は有界連続かつある原点近傍 U 上で f = 0}.

• C♯♯(Rd) := {f : Rd → R ; f は有界連続かつ lim
x→0

f(x)

|x|2
= 0}.

• h : Rd → Rd は原点近傍で h(x) = xとなる有界連続関数.

• 確率測度 µに対して, µ = ⟨A, ν, γ⟩ : 任意の z ∈ Rd に対して
µ̂(z) = exp[−1

2
⟨z,Az⟩+ i⟨z, γ⟩+

∫
Rd

(
ei⟨z,x⟩ − 1− i⟨z, h(x)⟩

)
ν(dx)]が成り立つことを表す.

(ここで Aは d× d半正定値対称行列, ν は ν({0}) = 0かつ ∫
Rd 1∧ |x|2 ν(dx) < ∞なる測度, γ ∈ Rd である.)

• 確率変数による二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
と正の実数 R > 0に対して, 第 i成分が

∫
|x|<R

xi PZn,j
(dx)で定

義される Rd の元を bRn,j を書く.

• 確率変数による二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn が与えられたときに Sn
t :=

⌊knt⌋∑
j=1

Zn,j で定義される確率過程

{Sn
t }t∈[0,1] を単に二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn によって生成された確率過程と呼ぶ.

• µ = ⟨A, ν, γ⟩を満たす確率測度 µに対して, (i, j)成分が Ai,j +

∫
Rd

h(x)ih(x)j ν(dx)で定義された行列を hÃ

と書く.

∗ 北海道大学大学院理学院数学専攻修士 2年. 本研究の詳細をご希望の方は kotarohata1021[at]icloud.comまでご連絡下さい
† 北海道大学大学院理学研究院准教授
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2.2 無限分解可能分布に関する性質
この章では無限分解可能分布に関する事実を述べる. まず無限分解可能分布 µに対して, ある d × d半正定値対称
行列 A, ν({0}) = 0かつ ∫

Rd 1 ∧ |x|2 ν(dx) < ∞なる測度 ν, 及び γ ∈ Rd が一意に存在して, µ = ⟨A, ν, γ⟩となるこ
とが知られている. この µに対して定まる三つ組 ⟨A, ν, γ⟩を Levyの三つ組という.

また無限分解可能分布がある確率測度に弱収束しているとき, その極限分布は無限分解可能分布になることが知ら
れている. さらにこの収束は, Levyの三つ組によって次のように言い換えられることが知られている.

Fact 2.1 ([3, Chapter VII, Theorem 2.9]). 無限分解可能分布列 (µn)n∈N と無限分解可能分布 µ がそれぞれ
µn = ⟨An, νn, γn⟩, µ = ⟨A, ν, γ⟩を満たすものとする. このとき, µn が µに弱収束することは以下の 3条件が成り立
つことと同値である.

(1) ∀i, j = 1, 2, . . . d, lim
n→∞

(hÃn)i,j = (hÃ)i,j .

(2) ∀f ∈ C♯(Rd), lim
n→∞

∫
Rd

f dνn =

∫
Rd

f dν.

(3) lim
n→∞

γn = γ.

重要な確率過程のクラスとして, 加法過程と Lévy過程があるが (以下, 加法過程と Lévy過程の定義は [5]で導入さ
れたものとする.), 無限分解可能分布は Lévy過程とある意味での一対一対応があることが知られており, また加法過
程に対しては次の関係があることが知られている.

Fact 2.2 ([5, Theorem 9.8]). 加法過程 {Xt}t≥0 の各時刻の分布は無限分解可能分布となる. さらに PXt =

⟨At, νt, γt⟩と表した時, 次の 3条件が成り立つ.

(1) A0 = 0, ν0 = 0, γ0 = 0.

(2) s ≤ t ならば, 任意の z ∈ Rd に対して ⟨z,Asz⟩ ≤ ⟨z,Atz⟩, かつ任意のボレル集合 B ⊂ Rd に対して
νs(B) ≤ νt(B).

(3) 任意の z ∈ Rd に対して lim
s→t

⟨z,Asz⟩ = ⟨z,Atz⟩, かつ任意のボレル集合 B ⊂ Rd に対して
∃ε > 0 s.t.B ⊂ {x ; |x| > ϵ} ⇒ lim

s→t
νs(B) = νt(B), かつ lim

s→t
γs = γt.

2.3 三角配列・無限小三角配列に関する性質
三角配列は極限定理を一般化するに際して現れる概念である.

Definition 2.3 (三角配列・無限小三角配列). 確率変数による二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
が以下の条件 (1), (2)

を満たすとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
は三角配列であるという. これに加えてさらに (3) を満たす時, 特に

{Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を無限小三角配列と呼ぶ.

(1) kn → ∞.

(2) ∀n ∈ N, {Zn,1, Zn,2, . . . , Zn,kn
} は独立.

(3) ∀ε > 0, lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

P (|Zn,j | > ε) = 0.

無限小三角配列の行和に関する極限定理は無限分解可能分布の議論に落とし込むことができることが知られている.

Fact 2.4 ([4, Theorem 3.2.12]). {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を無限小三角配列, (an)n∈N ⊂ Rd を数列, Y を確率変数と
する. このとき, Zn,1 + Zn,2 + · · ·+ Zn,kn

− an が Y に弱収束することは, 任意の R > 0に対して, 次を満たす確率
変数列 Yn が Y に弱収束することと同値である.

∀z ∈ Rd, P̂Yn
(z) = exp

i〈 kn∑
j=1

bRn,j − an, z

〉
+

kn∑
j=1

∫
Rd

(ei⟨z,x⟩ − 1)PZn,j−bRn,j
(dx)

 .
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3 主結果
3.1 問題設定
[1, Definition 2.3.]では次の収束概念が定められている.

Definition 3.1 (局所一様弱収束). S, T を距離空間, (µn
t )t∈T , (µt)t∈T を S 上の有限測度列とする. この時 (µn

t )t∈T

が (µt)t∈T に局所一様弱収束するとは, 任意の有界集合 B ⊂ T と任意の有界連続関数 f : S → Cに対して

lim
n→∞

sup
t∈B

∣∣∣∣∫
S

f dµn
t −

∫
S

f dµt

∣∣∣∣ = 0

が成り立つことである.

この局所一様弱収束に触発され, 次の一様弱収束を定義するに至った.

Definition 3.2 (一様弱収束). {Xn
t }t∈[0,1], {Xt}t∈[0,1] を Rd-値確率過程とする. この時, {Xn

t }t∈[0,1] が {Xt}t∈[0,1]

に一様弱収束するとは, 任意の z ∈ Rd に対してその特性関数が一様収束すること, すなわち

∀z ∈ Rd, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣P̂Xn
t
(z)− P̂Xt(z)

∣∣∣ = 0

が成り立つことをいい, {Xn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] と書く.

実は [2, Theorem 2.6]によって, 一様弱収束は局所一様弱収束の特別な場合であることがわかっている.

3.2 主結果
本研究は Fact 2.1, 2.4の手法を基にすることで, 無限小三角配列によって生成された確率過程が加法過程に一様弱
収束することの必要十分条件を得たので, その結果を報告する.

Theorem 3.3. {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
を無限小三角配列, {Xt}t∈[0,1] を加法過程で PXt

= ⟨At, νt, γt⟩を満たすもの
とする. このとき {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn によって生成された確率過程列 {Sn

t }t∈[0,1] に関して以下は同値である.

I) {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

II) ∀R > 0,*1

（1） lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

(
bRn,j +

∫
Rd

h(x)PZn,j−bRn,j
(dx)

)
− γt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

（2）∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

h(x)i1h(x)i2 PZn,j−bRn,j
(dx)− (hÃt)i1,i2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

（3）∀f ∈ C♯♯(Rd), lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dPZn,j−bRn,j
−

∫
Rd

f dνt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

特に [2, Theorem 3.4]より (II)-(3)と (II)-(2)は次の 2条件と同値である.

(1) ∀t ∈ [0, 1], ∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

h(x)i1h(x)i2 PZn,j−bRn,j
(dx) = (hÃt)i1,i2 .

(2) ∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C♯(Rd), lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dPZn,j−bRn,j
=

∫
Rd

f dνt.

無限小三角配列の各行に関してさらに同分布性を課すと次のことがわかる.

*1 ∃R > 0としてもよい.
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Corollary 3.4. {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
を無限小三角配列で任意の n ∈ Nに対して Zn,1

d
= Zn,2

d
= · · · d

= Zn,kn
を満

たすものとする. このとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
によって生成された確率過程列 {Sn

t }t∈[0,1] が加法過程 {Xt}t∈[0,1]

に一様弱収束するならば {Xt}t∈[0,1] は Lévy過程となる. さらに {Sn
t }t∈[0,1] が Lévy過程 {Xt}t∈[0,1] に一様弱収束

することは Sn
1 が X1 に弱収束することと同値である.

3.3 具体例の構成
各要素がデルタ分布に従う無限小三角配列が, ある加法過程に一様弱収束することの必要十分条件は以下で与えら
れる. ここで a ∈ Rd でのデルタ分布を δa で表す.

example 3.5. 数列 (mn,j) ⊂ Rd に対して, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を Rd-値三角配列で PZn,j = δmn,j を満たすもの
とする. このとき {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn

が無限小三角配列となる必要十分条件は以下である.

lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

|mn,j | = 0.

さらに lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

|mn,j | = 0が成立していると仮定する. このとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
によって生成された

確率過程列 {Sn
t }t∈[0,1] に対して以下は同値である.

(1) ある加法過程 {Xt}t∈[0,1] が存在して, {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

(2) ある数列 (γt)t∈[0,1] ⊂ Rd が存在して, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

mn,j − γt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

上記が成り立つとき, PXt
= ⟨0, 0, γt⟩となる.

次に各要素がガウス分布に従う場合を考える. ここで平均m, 分散 v の正規分布を N(m, v)で表す.

example 3.6. 数列 (mn,j) ⊂ Rに対して, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を R-値三角配列で PZn,j = N(0,mn,j)を満たす
ものとする. このとき,{Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn

が無限小三角配列となる必要十分条件は以下である.

lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

mn,j = 0.

さらに mn,j が lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

mn,j = 0 を満たすと仮定する. このとき {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
によって生成された

確率過程列 {Sn
t }t∈[0,1] に対して以下は同値である.

(1) ある加法過程 {Xt}t∈[0,1] が存在して, {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

(2) ある連続関数 a : [0, 1] → Rが存在して, ∀t ∈ [0, 1], lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

mn,j = a(t).

(3) ある連続関数 a : [0, 1] → Rが存在して, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

mn,j − a(t)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

上記が成り立つとき, PXt
= ⟨a(t), 0, 0⟩となる.

無限小三角配列の各要素が無限分解可能分布に従っているとき, 一様弱収束の定義から直接, 一様弱収束の言い換え
が出る. つまり次が成り立ち, example 3.6はその特殊な場合である.

Proposition 3.7. {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
を無限小三角配列で各 Zn,j は無限分解可能分布に従っている, すなわち,

PZn,j
= ⟨An,j , νn,j , γn,j⟩を満たしているとする. さらに {Xt}t∈[0,1] を加法過程で PXt

= ⟨At, νt, γt⟩を満たすもの
とする. このとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn

によって生成された確率過程列 {Sn
t }t∈[0,1] に対して以下は同値である.

I) {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

II)（1） lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

γn,j − γt

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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（2）∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

(hÃn,j)i1,i2 − (hÃt)i1,i2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

（3）∀f ∈ C♯♯(Rd), lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dνn,j −
∫
Rd

f dνt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

特に [2, Theorem 3.4]より (II)-(2)と (II)-(3)は次の 2条件と同値である.

(1) ∀t ∈ [0, 1], ∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

(hÃn,j)i1,i2 = (hÃt)i1,i2 .

(2) ∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C♯(Rd), lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dνn,j =

∫
Rd

f dνt.
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Large-Time Behaviour of Curl-Free Compressible Navier-Stokes

Equations

東北大学大学院 理学研究科 数学専攻

ダヒ・オーヘー (Dáith́ı Ó hAodha)

1 Introduction

This presentation is concerned with the barotropic compressible Navier-Stokes system
∂tρ+ div(ρu) = 0, in R>0 × R3,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µD(u) + λdiv(u)Id) +∇p = 0, in R>0 × R3,

(u, ρ)|t=0 = (u0, ρ0), in R3,

(1.1)

where ρ : R3 → [0,∞), and u : R3 → R3 are unknown functions, representing the density and

velocity of a fluid respectively. p : R3 → R is the pressure in the fluid, and the barotropic

assumption gives us p := P (ρ), for some smooth function P . µ, λ are viscosity coefficients, taken

such that

µ ≥ 0, 2µ+ λ ≥ 0.

We define the deformation tensor

D(u) :=
1

2

(
Du+DuT

)
.

In what follows, we shall assume that the density approaches 1 at infinity; and so we are

concerned with strong solutions which are small perturbations from a constant state (ρ, u) =

(1, 0). We shall also assume that µ, λ are constant, and set a := ρ − 1. Our system (1.1) can

thus be rewritten into the following linearised problem:
∂ta+ div(u) = f in R>0 × R3,

∂tu− µ∆u− (λ+ µ)∇div(u) + P ′(1)∇a = g in R>0 × R3,

(a, u)
∣∣∣
t=0

= (a0, u0) in R3.

We apply the orthogonal projections P and Q over the divergence and curl-free fields, respec-

tively (these will be defined later). Then, setting α := P ′(1) and ν := λ + 2µ, we get the
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system 
∂ta+ div(Qu) = f in R>0 × R3,

∂tQu− ν∆Qu+ α∇a = Qg in R>0 × R3,

∂tPu− µ∆Pu = Pg in R>0 × R3.

(1.2)

We note that Pu satisfies a simple heat equation, independent of a and Qu. We thus focus on

a and Qu in the first two equations. We set

v := |D|−1div(u), where F
[
|D|su

]
(ξ) := |ξ|sû(ξ).

We note that one can obtain v from Qu by a 0-order Fourier multiplier. Thus, bounding v is

equivalent to bounding Qu (see [1], Lemma 2.2).

Since the following rescaling solves (1.2) with α = ν = 1, we shall set those constants as such:

a(t, x) = ã
(α
ν
t,

√
α

ν
x
)
, u(t, x) =

√
α ũ

(α
ν
t,

√
α

ν
x
)
.

Thus we get that (a, v) solves the following system: ∂ta+ |D|v = f in R>0 × R3,

∂tv −∆v − |D|a = h := |D|−1div(g) in R>0 × R3.

In this presentation, we shall focus on the homogeneous case, where f = g = 0, and afterwards

discuss the inhomogeneous case. We now introduce our main results, which feature some notation

to be explained in the following section. The estimates from above are analogous to those found

in [2, 3]. The estimate from below is original.

Theorem 1.1. Let s ∈ R, p ∈ [2,∞], q ∈ [1,∞], and t > 2. Then∥∥∥∥F−1

[
â(t)

v̂(t)

]∥∥∥∥
Ḃs

p,q

≤ Ct
− 3

2
(1− 1

p
)− 1

2
(1− 2

p
)

∥∥∥∥F−1

[
â0

v̂0

]∥∥∥∥l
Ḃs

1,q

+ Ce−t

∥∥∥∥F−1

[
â0

v̂0

]∥∥∥∥h
Ḃ

s+7/2
1,q

.

For the high-frequency norm, we also have∥∥∥∥F−1

[
â(t)

v̂(t)

]∥∥∥∥h
Ḃs

p,q

≤ Ce−t

∥∥∥∥F−1

[
â0

v̂0

]∥∥∥∥h
Ḃ

s+1/2
p,q

.

Also, there exists initial data such that for all sufficiently large t > 0,∥∥∥∥F−1

[
â(t)

v̂(t)

]∥∥∥∥
∞

≥ Ct−2.
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2 Preliminaries

2.1 Lp Spaces

Definition 1. (Lp Space)

Let (Ω,M, µ) be a measure space. The set Lp(Ω), with 1 ≤ p < ∞, is defined as the set of all

functions, f : Ω → R, such that

∥f∥p :=
(∫

Ω
|f(x)|p dµ

)1/p
< ∞.

For p = ∞, the set is defined as the set of all functions whose essential supremum is finite.

∥f∥∞ := inf{C ≥ 0 | |f(x)| ≤ C, for almost all x ∈ Ω}.

Functions that agree almost everywhere (i.e. everywhere in Ω except on a subset with 0

measure) are considered a single element of Lp(Ω).

Notation. For 1 ≤ p ≤ ∞, we denote by p′ the conjugate exponent. That is,

1

p
+

1

p′
= 1,

with the convention that 1
∞ := 0 in this context.

Proposition 2.1. (Hölder’s Inequality)

Let f ∈ Lp(Ω) and g ∈ Lp′(Ω), where 1 ≤ p ≤ ∞. Then fg ∈ L1, and∫
Ω
|fg| dµ ≤ ∥f∥p∥g∥p′ .

Proposition 2.2. (Young’s Convolution Inequality)

Let f ∈ Lp and g ∈ Lq, where 1 ≤ p, q ≤ r ≤ ∞, such that

1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1.

Then

∥f ∗ g∥r ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Here, (f ∗ g) denotes the convolution of f and g. That is,

(f ∗ g)(x) :=
∫
R2

f(x− y)g(y) dy =

∫
R2

f(y)g(x− y) dy.

2.2 The Fourier Transform

For a function, f , we define the Fourier transform of f as follows:

F [f ](ξ) := f̂(x) :=
1

2π

∫
R2

e−ix·ξf(x) dx.
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The inverse Fourier transform is then defined as

F−1[f̂ ](x) :=
1

2π

∫
R2

eix·ξ f̂(ξ) dξ.

For the purpose of calculating inequalities, we will frequently omit the factor of 1/2π.

Proposition 2.3. (Plancherel Theorem)

Let f ∈ L1 ∩ L∞. Then the L2 norm of f is invariant under the Fourier transform. That is,

∥f∥2 = ∥f̂∥2.

Proposition 2.4. (Orthogonal Projections on the divergence and curl-free fields)

We define the projection mappings P,Q using the Fourier transform and the Kronecker delta,

defined as follows:

δi,j :=

 0, i ̸= j,

1, i = j.

The projection mapping P is a matrix with each component defined as follows for i, j ∈ {1, 2, 3}:

(P)i,j := δi,j + (−∆)−1∂i∂j .

We then define Q := 1− P. For f ∈ (Ḃs
p,q(R3))3, with s ∈ R, and p, q ∈ [1,∞], we may write

Pf := (1 + (−∆)−1∇div)f.

2.3 Besov Spaces

Definition 2. We use the Littlewood-Paley decomposition of unity to define homogeneous Besov

spaces. Let {ϕ̂k}k∈Z be a set of non-negative measurable functions such that

1.
∑
k∈Z

ϕ̂k(ξ) = 1, for all ξ ∈ R2\{0},

2. ϕ̂k(ξ) = ϕ̂0(2
−kξ),

3. supp ϕ̂k(ξ) ⊆ {ξ ∈ R2 | 2k−1 ≤ |ξ| ≤ 2k+1}.

For f ∈ S ′/P, we write

∆̇kf := F−1[ϕ̂kf̂ ],

The Besov norm is then defined as follows: for 1 ≤ p, q ≤ ∞, and s ∈ R, we define the

∥f∥Ḃs
p,q

:=
(∑
k∈Z

2sqk∥∆̇kf∥qp
)1/q

.
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The set Ḃs
p,q is defined as the set of functions, f ∈ S ′/P, whose Besov norm is finite. Finally,

we also regularly use the following notation for so-called high and low-frequency norms:

∥f∥h
Ḃs

p,q
:=

(∑
k≥3

2sqk∥∆̇kf∥qp
)1/q

, ∥f∥l
Ḃs

p,q
:=

(∑
k≤2

2sqk∥∆̇kf∥qp
)1/q

.

3 Proof of Theorem

We begin our analysis of (a, v) which solves the system ∂ta+ |D|v = 0 in R>0 × R3,

∂tv −∆v − |D|a = 0 in R>0 × R3.

Taking the Fourier transform over space, x, we can write the above system as

d

dt

[
â

v̂

]
= M|ξ|

[
â

v̂

]
, with M|ξ| :=

[
0 −|ξ|
|ξ| −|ξ|2

]
. (3.1)

Then, by Duhamel’s principle, we write the following formula for the solution to (3.1):[
â(t)

v̂(t)

]
= etM|ξ|

[
â0

v̂0

]
.

We obtain the following eigenvalues for M|ξ|, which differ between high and low frequencies:

λ±(ξ) :=


− |ξ|2

2

(
1± i

√
4

|ξ|2 − 1
)
, for |ξ| < 2,

− |ξ|2
2

(
1±

√
1− 4

|ξ|2

)
, for |ξ| > 2,

from which we obtain the matrices of eigenvectors

P =

[
v11 v21

v12 v22

]
=



1√
2


(
1− i

√
4

|ξ|2 − 1
)1/2 (

1 + i
√

4
|ξ|2 − 1

)1/2(
1 + i

√
4

|ξ|2 − 1
)1/2

−
(
1− i

√
4

|ξ|2 − 1
)1/2

 , for |ξ| < 2,

1√
2


(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)1/2 (
1 +

√
1− 4

|ξ|2

)1/2(
1 +

√
1− 4

|ξ|2

)1/2
−
(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)1/2

 , for |ξ| > 2.

Using these eigenvalues and eigenvectors, we can rewrite the fundamental solution:

etM|ξ| = P

[
etλ+ 0

0 etλ−

]
P−1.
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Looking again at our solution, if we left-multiply both sides of (3.1) by P−1, we get

d

dt

[
m̂+

m̂−

]
=

[
λ+ 0

0 λ−

][
m̂+

m̂−

]
, where

[
m̂+

m̂−

]
:= P−1

[
â

v̂

]
.

We thus obtain [
m̂+(t)

m̂−(t)

]
=

[
etλ+ 0

0 etλ−

][
m̂+(0)

m̂−(0)

]
.

Before proceeding, we give some remarks on the relationship between a0, v0, and m̂+(0), m̂−(0).

We note the following relations for all p ∈ [1,∞]:∥∥∥∥F−1[ϕ̂jv11f ]

∥∥∥∥
p

∼ 2−j/2

∥∥∥∥F−1[ϕ̂jf ]

∥∥∥∥
p

, for all j ∈ Z,∥∥∥∥F−1[ϕ̂jv21f ]

∥∥∥∥
p

∼ 2−j/2

∥∥∥∥F−1[ϕ̂jf ]

∥∥∥∥
p

, for all j < 3,∥∥∥∥F−1[ϕ̂jv21f ]

∥∥∥∥
p

∼
∥∥∥∥F−1[ϕ̂jf ]

∥∥∥∥
p

, for all j ≥ 3.

The last inequality is due to the fact that(
1 +

√
1− (4/|ξ|2)

)1/2
∼ 1

for high frequencies. This causes a small loss of regularity for our purposes, as we are forced to

take advantage of the following chain of inequalities in order to obtain our estimates:

∥f∥Ḃs
p,q

≤ C∥Pf∥
Ḃ

s+1/2
p,q

≤ C∥f∥
Ḃs

p,q∩Ḃ
s+1/2
p,q

.

Proposition 3.1. (L1 − L∞ estimates for high and low frequencies)

For all sufficiently large t > 1,∥∥∥∥F−1
[
etλ+ ϕ̂j

]∥∥∥∥
∞

≤ Ce−t, for all j ≥ 3∥∥∥∥F−1
[
etλ− ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
∞

≤ 23jCe−t∥∆jm−(0)∥1, for all j ≥ 3∥∥∥∥F−1
[
etλ± ϕ̂j

]∥∥∥∥
∞

≤ Ct−2, for all j ≤ 2.

Proof. We start with the high-frequency case j ≥ 3. Note that in this case we have

supp ϕ̂j ⊆ {ξ ∈ R3|2 < |ξ|},

and thus we are dealing with the high-frequency definitions of our eigenvalues λ±. That is,∥∥∥∥F−1
[
etλ− ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∫
|ξ|>2

eix·ξe
− t

2
|ξ|2

(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)
ϕ̂(2−jξ)m̂−(0, ξ) dξ

∥∥∥∥
L∞
x
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=

∥∥∥∥F−1
[
e
− t

2
|ξ|2

(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)
Φ̂jϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
L∞
x

=

∥∥∥∥F−1
[
e
− t

2
|ξ|2

(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)
Φ̂j

]
∗ F−1

[
ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
L∞
x

,

where Φ̂j = ϕ̂j−1 + ϕ̂j + ϕ̂j+1. We finally end by using Young’s convolution inequality∥∥∥∥F−1
[
e
− t

2
|ξ|2

(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)
Φ̂j

]
∗ F−1

[
ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
L∞
x

≤
∥∥∥∥F−1

[
e
− t

2
|ξ|2

(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)
Φ̂j

]∥∥∥∥
∞
∥∆̇jm−(0)∥1

≤
∫
ξ∈R3

e
−2t

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−1

Φ̂j(ξ) dξ∥∆̇jm−(0)∥1

≤ 23j+6Ce−t∥∆̇jm−(0)∥1,

and ∥∥∥∥F−1
[
etλ+ ϕ̂j

]∥∥∥∥
∞

= sup
x∈R3

∣∣∣ ∫
2j−1<|ξ|<2j+1

eix·ξe
− t

2
|ξ|2

√
1− 4

|ξ|2 e−
t
2
|ξ|2 ϕ̂(2−jξ) dξ

∣∣∣
≤ C

∫
2j−1<|ξ|<2j+1

∣∣∣e− t
2
|ξ|2 ϕ̂(2−jξ)

∣∣∣dξ
≤ Ce−t

∫
R3

e−t|ξ|2/4 dξ

≤ Ce−t, for all j ≥ 3, t > 1. (3.2)

Next, for middling frequencies, −1 < j ≤ 2, the result follows similarly to the above. Finally,

we are left with the low frequencies j ≤ −1. We start by extracting the heat-like decay by a

change of variables.

sup
x∈R3

∣∣∣ ∫
|ξ|≤1

eix·ξe
±it|ξ|2

√
4

|ξ|2
−1

e−t|ξ|2 ϕ̂(2−jξ) dξ
∣∣∣

= t−3/2 sup
x∈R3

∣∣∣ ∫
|ξ|≤t1/2

ei(t
−1/2x)·ξe

±it1/2|ξ|2
√

4
|ξ|2

−t−1

e−|ξ|2 ϕ̂(2−jt−1/2ξ) dξ
∣∣∣.

Thus it remains to extract a further decay of t−1/2 from the L∞ norm above. We fix j ≤ −1,

and consider two cases with respect to time t.

First, let ϵ > 0, and let t0 ≥ C, for some constant C > 2, such that

2j ≥ t
−1/2
0 + ϵ.

In this case, we easily obtain

sup
x∈R3

∣∣∣ ∫
2j−1t1/2<|ξ|<2j+1t1/2

ei(t
−1/2x)·ξe

±it1/2|ξ|2
√

4
|ξ|2

−t−1

e−|ξ|2 ϕ̂(2−jt−1/2ξ) dξ
∣∣∣
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≤
∫
2j−1t1/2<|ξ|<2j+1t1/2

e−|ξ|2 dξ

≤
∫
|ξ|>(ϵt1/2)/2

e−|ξ|2 dξ ≤ t−1/2.

Thus, for each fixed j, there exists a constant t0 large enough such that for all t ≥ t0 our claim

holds. This, however, is not sufficient, as this constant increases as j → −∞. We thus must

consider the inverse case where, for j ≤ −1 and t ≥ C, for some constant C > 2, we have

2j+1 ≤ t−1/2.

Note that in this case, thanks to the presence of ϕ̂j in our integrand, we need only integrate

over |ξ| < 2j+1t1/2 ≤ 1. The rest of this proof is focused on this one remaining case.

First note that, by radial symmetry, we can assume without loss of generality that x =

(x1, 0, 0). Next, we decompose the frequency space into four parts.

R3 ={ξ ∈ R3 : |ξ2|, |ξ3| ≤ t−1/4} ∪ {ξ ∈ R3 : |ξ2| ≥ t−1/4, |ξ3| ≤ t−1/4}

∪ {ξ ∈ R3 : |ξ2| ≤ t−1/4, |ξ3| ≥ t−1/4} ∪ {ξ ∈ R3 : |ξ2|, |ξ3| ≥ t−1/4}

:= B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4.

We estimate our integral over each of these four subsets, and as the calculations involved are

elementary, we skip the details for this report.

Proposition 3.2. Let j ∈ Z, p ∈ [2,∞], s ∈ R, q ∈ [1,∞], and t ≥ C > 2. Then∥∥∥∥F−1
[
etλ+m̂+(0)

]∥∥∥∥
Ḃs

p,q

≤ Ct
− 3

2
(1− 1

p
)− 1

2
(1− 2

p
)∥m+(0)∥lḂs

1,q
+ Ce−t∥m+(0)∥hḂs

1,q
,∥∥∥∥F−1

[
etλ−m̂−(0)

]∥∥∥∥
Ḃs

p,q

≤ Ct
− 3

2
(1− 1

p
)− 1

2
(1− 2

p
)∥m−(0)∥lḂs

1,q
+ Ce−2t∥m−(0)∥hḂs+3

1,q
.

The above proposition follows from interpolation between the L∞-norm, which we’ve bounded

by Proposition 3.1, and the L2-norm, which decays at the same rate as the heat kernel.

Proposition 3.3. (Lp − Lp estimates for high frequencies)∥∥∥∥F−1
[
etλ+ ϕ̂jm̂+(0)

]∥∥∥∥
p

≤ Ce−t∥∆̇jm+(0)∥p, for all j ≥ 3,∥∥∥∥F−1
[
etλ− ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
p

≤ Ce−t∥∆̇jm−(0)∥p, for all j ≥ 3.

Proof. Since the proofs are similar, we only show for m̂−(0). First, as noted in the previous

proposition, we have

e
− t

2
|ξ|2

(
1−

√
1− 4

|ξ|2

)
= e

−2t
(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−1
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Next, note that

−t
(
1 +

√
1− 4/|ξ|2

)−1
= − t

2
− 2t

|ξ|2
(
1 +

√
1− 4/|ξ|2

)−2
.

Thus, we can rewrite∥∥∥∥F−1
[
etλ− ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
p

= e−t

∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

ϕ̂jm̂−(0)
]∥∥∥∥

p

≤ e−t

∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

Φ̂j

]∥∥∥∥
1

∥∆̇jm−(0)∥p. (3.3)

We note that, for all j ≥ 4,∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

Φ̂j

]∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

22j |ξ|2

(
1+

√
1− 4

22j |ξ|2

)−2

Φ̂0

]∥∥∥∥
1

≤ C

∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

22j |ξ|2

(
1+

√
1− 4

22j |ξ|2

)−2

Φ̂0

]∥∥∥∥
W 2,2

≤ C.

The above sobolev norm is divergent for j = 3, and so we must instead use the following

inequality:∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

Φ̂3

]∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥F−1

[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

Φ̂3

]∥∥∥∥
Ḃ

3/2
2,∞

≤
∥∥∥∥F−1

[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

Φ̂3

]∥∥∥∥
Ḃ1

2,∞

∥∥∥∥F−1
[
e
− 4t

|ξ|2

(
1+

√
1− 4

|ξ|2

)−2

Φ̂3

]∥∥∥∥
Ḃ2

2,∞

≤ Ce−t.

The final step is calculated similarly to (3.2) using the presence of fixed Φ̂3 inside the above

norms. Thus, returning to (3.3), we have∥∥∥∥F−1
[
etλ− ϕ̂jm̂−(0)

]∥∥∥∥
p

≤ Ce−t∥∆̇jm−(0)∥p.

We now discuss the optimality of the estimates in the previous section. In particular, we will

prove that the low-frequency bound obtained is optimal.

Proposition 3.4. (Optimality of Low-Frequency Linear Estimate)

Let t be sufficiently large. There exist j < 0 and C > 0 independent of t, j such that

∥F−1[etλ± ϕ̂j ]∥∞ ≥ Ct−2.

Proof.
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First, we observe that for all t > 2, there exists j < 0 such that

[1/4, 7/8] ⊆ [2j−1t1/2, 2j+1t1/2].

We fix t > 2 and take such j < 0. Next note that

sup
x∈R3

∣∣∣ ∫
|ξ|≤1

eix·ξe
±it|ξ|2

√
4

|ξ|2
−1

e−t|ξ|2 ϕ̂(2−jξ) dξ
∣∣∣

≥ t−3/2
∣∣∣ ∫

|ξ|∼2jt1/2
e±2it1/2ξ1e

±it1/2|ξ|2
√

4
|ξ|2

−t−1

e−|ξ|2 ϕ̂(2−jt−1/2ξ) dξ
∣∣∣,

where in the above, we chose the specific value x = (±2t, 0, 0).

Next, we divide the whole space into four sections as in the previous section.

R3 ={ξ ∈ R3 : |ξ2|, |ξ3| ≤ t−1/4} ∪ {ξ ∈ R3 : |ξ2| ≥ t−1/4, |ξ3| ≤ t−1/4}

∪ {ξ ∈ R3 : |ξ2| ≤ t−1/4, |ξ3| ≥ t−1/4} ∪ {ξ ∈ R3 : |ξ2|, |ξ3| ≥ t−1/4}

:= B1 ∪B2 ∪B3 ∪B4.

Additionally, we divide B1 further into two parts.

B1 = B1,1 ∪B1,2,

B1,1 := {ξ ∈ B1 | ξ1 < −2j+1t1/2 + 1/8},

B1,2 := B1\B1,1.

In our proof we obtain a bound the integral over B1,1 from below by t−1/2 times a harmless

constant. We then may obtain bounds from above that decay at a faster rate for the integrals

over every other set B1,2, B2, B3, B4 by calculations similar to those of Proposition 3.1.

We lastly must find some suitable initial data (u0, a0) such that∥∥∥∥F−1

[
â(t)

v̂(t)

]∥∥∥∥
∞

≥ Ct−2.

We propose that for sufficiently small a0, the following initial velocity satisfies our main theorem:

u0 := e−|x|2 1⃗, with 1⃗ := [1, 1, 1]T .
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ポテンシャルのついた非線形消散クライン・ゴルドン方程
式の大域挙動

京都大学理学研究科数学・数理解析専攻数理解析系
石塚健二郎 (Kenjiro ISHIZUKA)

概要
非線形消散クライン・ゴルドン方程式に対してポテンシャルのついた場合を考える。ポテ
ンシャルのついていない場合においてはソリトンと呼ばれる波の形が単純で、Cote-Martel-

Yuan(2021) によって解の時間無限大での漸近挙動が完全にわかっている。一方、ポテンシャル
がついた場合はそのポテンシャルの影響でソリトンの形が多様化して解析が困難になる。本講演
ではポテンシャルのついた場合での解の時間無限大での解の漸近挙動のパターンについて考察
する。

1 導入
本講演では次の Diracのデルタ関数をポテンシャルに持つ非線形消散クライン・ゴルドン方程式に

ついて考える.

∂2t u+ 2α∂tu− ∂2xu+ u− γδ0u− |u|p−1u = 0, (t, x) ∈ R× R (1)

ここで α > 0, γ < 2, p > 2とする.δ0 は原点で特異な Diracのデルタ関数である.また,uは実数値の
未知関数とする.

(1)の α = 0での初期値問題は [1]によってH := H1(R)× L2(R)で局所適切であることがわかって
いる.この手法と同様の作業をすると,α > 0の場合でも Hで初期値問題が局所適切なことがわかる.

即ち、以下が成立する.

• 任意の ϕ ∈ Hに対して、初期値 ϕの (1)の解が一意に存在する.

• (Blow up alternative)解 ~uが (正の方向に)大域解でないならその最大存在時刻を Tmax とす
ると

lim
t→Tmax−0

∥~u(t)∥H = ∞.

• 上の主張から ϕ ∈ Hに対して初期値 ϕでの (1)の解の最大存在時刻を Tmax(ϕ) ∈ [0,∞]とお
くと Tmax は下半連続である. さらに, もし {ϕn}∞n=1 ⊂ H がある ϕ ∈ H に収束しするとき、
T < Tmax(ϕ)に対して,unを初期値 ϕnの (1)の解, uを初期値 ϕの (1)の解とすると un → u

in C([0, T ],H) (n→ ∞)となる.
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また,エネルギー関数 Eγ : H → Rを

Eγ(u, v) =
1

2
(∥u∥2H1 + ∥v∥2L2 − γ|u(0)|2)− 1

p+ 1
∥u∥p+1

Lp+1

とすると,(1)の解 ~uに対して
d

dt
Eγ(~u(t)) = −2α∥∂tu(t)∥2L2 (2)

が成立する.また,|γ| < 2に対して Qγ を

Qγ(x) := [
p+ 1

2cosh2{p−1
2 |x|+ tanh−1(γ2 )}

]
1

p−1

と定義すると,Qγ は (1)の定常解

−Qγ
′′ +Qγ − γδ0Qγ − |Qγ |p = 0

を H−1(R)の意味で満たす.

(1)に関して,γ = 0の場合は Côte-Martel-Yuan [2]によって (1)の大域解 ~u = (u, ∂tu)はある非負
整数K と σ ∈ {±1}と連続関数 zk : [0,∞) → Rが存在し,

~u(t) = σ

K∑
k=1

(−1)k(Q(· − zk(t)), 0) + o(1) in H (t→ ∞)

と表せることが示された. ただし Q(x) = Q0(x) としていて,zk に関しては i < j なら t → ∞ で
zj(t)− zi(t) → ∞となる.

2 着想
まず着想について話す.Kγ , Jγ : H1(R) → Rを

Kγ(v) := ∥v∥2H1 − γ|v(0)|2 − ∥v∥p+1
Lp+1

Jγ(v) :=
1

2
(∥v∥2H1 − γ|v(0)|2)− 1

p+ 1
∥v∥p+1

Lp+1

と定義する.さらに dγ を

dγ := inf{Jγ(v) : v ∈ H1(R)\{0} , Kγ(v) = 0}

と定義する.このとき Fukuizumi-Jeanjean[3]によると,γ ≥ 0のときは v = Qγ のときに

dγ = Jγ(Qγ) , Kγ(Qγ) = 0

が成立する.すなわち,Qγ がKγ が 0となる状態の中で Jγ が最小となる関数であることを意味する.

一方,γ < 0のときは
dγ = d0

が成立し,さらにこのとき最小値となる v ∈ H1(R)は存在しない.即ち

dγ = Jγ(v) , Kγ(v) = 0

166



となる v は存在しない (これも [3]に載っている).これはデルタポテンシャルの反発的な力によって
無限遠方に Qが逃げていくイメージである.

また,dγ を変分的に定義しているため,基底状態より下では Kγ の符号によって解が 0に収束する
か,爆発解になるかを分類することが予想できる.これは古くからある議論で,dγ より下の範囲では解
の大域挙動は研究されてきた.また,Krieger-Nakanishi-Schlag[4] の議論では,α = 0, γ = 0, p > 5の
偶関数のときに解のエネルギーが dγ を上回った場合でも位相的な議論を用いることで,解が

• 0に散乱する解 (消散効果がないので 0に収束する解に対応する解となっている)

• 爆発解
• 基底状態 Qに散乱する解

のいずれかになることが示された.このような研究内容から,α > 0, γ ̸= 0の場合でも位相的議論を用
いることで (1)の解で

~u(t) = (Q(· − z(t)), 0) + o(1) in H , z(t) → ∞ (t→ ∞)

となるような解が存在するのではないかと着目した.

また,偶関数に制限して同様のことを考える.

rγ = inf{Jγ(v) : v ∈ H1(R)\{0} , v(x) = v(−x) , Kγ(v) = 0}

と定義する.このとき rγ は −2 < γ < 2のときは
rγ = Jγ(Qγ)

が成立する.そして γ ≤ −2のときは
rγ = 2d0

が成立し,さらに最小値となる偶関数 v ∈ H1(R)は存在しない (これも [3]に記載).よって γ < −2

の偶関数の場合も位相的な議論を用いることで
~u(t) = (Q(· − z(t)), 0) + (Q(·+ z(t)), 0)o(1) in H , z(t) → ∞ (t→ ∞)

となる解が存在することが期待できる.特にこのような解は γ = 0のときは存在しなかった解なので,

ポテンシャルの影響を含んだ解の時間無限大での挙動が期待できる.

3 主定理
これらの背景を踏まえて、(1)に関する基本的な性質を整備し,以下の主張を得た.

定理 3.1. ~uを (1)の大域解とする.このときある非負整数K と σ ∈ {−1, 0, 1} , {σk}k∈{1,2,··· ,K} ⊂
{−1, 1}K と連続関数 zk : [0,∞) → R(1 ≤ k ≤ K)が存在して以下が成立する.

lim
t→∞

∥u(t)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk(t))∥H1 + ∥∂tu(t)∥L2 = 0

1 ≤ k ≤ K で lim
t→∞

|zk(t)| = ∞ , 1 ≤ k ≤ K − 1で lim
t→∞

{zk+1(t)− zk(t)} = ∞

注意 3.2. γ ≤ −2のときは Qγ が存在しないが,このとき σ = 0と考えることで差支えない.

167



4 準備
4.1 (1)の大域有界性
ここからは主定理の証明を記していく.(1)はデルタポテンシャルの影響により原点での値がエネル

ギーの値に影響を与えているが,ノルムとしては以下のように評価ができる.

命題 4.1. γ < 2のとき,ある Cγ > 1が存在して任意の u ∈ H1(R)に対して以下が成立する.

C−1
γ ∥u∥2H1 ≦ ∥u∥2H1 − γ|u(0)|2 ≦ Cγ∥u∥2H1

証明. [2]の lemma2.3を参照.

この主張より ∥u∥2H1 − γ|u(0)|2 が H1(R)と同値になる.これを用いて以下を示す.

命題 4.2. ある F (0) = 0となる連続関数 F : [0,∞) → [0,∞)が存在して以下が成立する.

~uが (1)の大域解ならば以下が成立する.

sup
t∈[0,∞)

∥~u(t)∥H ≤ F (∥~u(0)∥H)

証明. M,W,V : [0,∞) → Rを

M(t) =
1

2
∥u(t)∥2L2 + α

∫ t

0

∥u(s)∥2L2ds

W (t) =
1

2
∥~u(t)∥2H

V (t) =W (t)− γ

2
|u(t, 0)|2

とする.このとき γ < 2なら
V (t) ∼W (t)

が成立することに注意する.ここで

M ′(t) =

∫
u(t)∂tu(t)dx+ α∥u(t)∥2L2

=

∫
u(t)∂tu(t)dx+ 2α

∫ t

0

∫
u(s)∂tu(s)dxds+ α∥u(0)∥2L2

で,E(t) := E(~u(t))とすると

M ′′(t) = ∥∂tu(t)∥2L2 − (∥u(t)∥2H1 − γ|u(t, 0)|2) + ∥u(t)∥p+1
Lp+1

=
p+ 3

2
∥∂tu(t)∥2L2 +

p− 1

2
(∥u(t)∥2H1 − γ|u(t, 0)|2)− (p+ 1)E(t)

V ′(t) = −2α∥∂tu(t)∥2L2 +

∫
f(u(t))∂tu(t)dx

が成立する.これらの式を [2]と同様の議論で解析すると導ける.
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4.2 コンパクト性の議論
次にコンパクト性の議論でソリトン分解に関する命題を示す.

命題 4.3. {un}∞n=1 ⊂ H1(R)が H1(R)で有界で

−∂2xun + un − γδ0(x)un − f(un) → 0 in H−1(R) (n→ ∞) (3)

が成立すると仮定する.このとき {un}∞n=1 の部分列 {vn}∞n=1 ⊂ {un}∞n=1 と σ ∈ {−1, 0, 1}とある非
負整数K,{σk}1≦k≦K ⊂ {−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞)が存在して以下が成立する.

• lim
n→∞

∥vn − σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − xk,n)∥H1 = 0

• 1 ≦ k ≦ K で lim
n→∞

|xk,n| = ∞が成立.さらに 1 ≤ k ≤ K − 1で lim
n→∞

{xk+1,n − xk,n) = ∞
が成立する.

証明に入る前に,ψ ∈ H−1(R)に ϕ ∈ H1(R)を代入した値を ⟨ψ,ϕ⟩と記すことに注意する.

証明. {un}∞n=1 が H1 で有界なので {Jγ(un)}∞n=1 も有界である.それゆえ {un}∞n=1 をうまく取り替
えるとある κ ∈ [0,∞)が存在して lim

n→∞
Jγ(un) = κが成立する.また,(3)より, lim

n→∞
Kγ(un) = 0な

ので
lim

n→∞
∥un∥p+1

Lp+1 =
p+ 1

p− 1
{2Jγ(un)−Kγ(un)} =

2(p+ 1)

p− 1
κ

が成立する.この式より κ ≥ 0となり,さらにこのとき κ = 0ならK = 0, σ = 0の場合として題意を
満たすので,以後 κ > 0を考える.このとき Liebのコンパクト性定理より {un}∞n=1 をうまく取り替
えると,ある {xn}∞n=1 ⊂ Rと u ∈ H1(R)\{0}が存在して n→ ∞で

un(· − xn)⇀ u in H1(R)
xn → x ∈ [−∞,∞]

が成立.ここで

• x ∈ (−∞,∞)のときは un ⇀ u(·+ x) in H1(R)が成立するのでこの式から uは

−∂2xu+ u− γδ0(· − x)u− |u|p−1u = 0

が成立する.この常微分方程式の解は |γ| ≥ 2なら存在しなくて,|γ| < 2なら u = ±Qγ(· − x)

となるが,このとき
un ⇀ u(·+ x) = ±Qγ in H1(R)

が成立する. ここで un ⇀ Qγ の場合を考える.wn = un − Qγ とおくと,Brezis-Lieb の補題
より

lim
n→∞

(∥un∥p+1
Lp+1 − ∥wn∥p+1

Lp+1) = ∥Qγ∥p+1
Lp+1

が成立するのでこれから

lim
n→∞

∥wn∥p+1
Lp+1 =

2(p+ 1)

p− 1
κ− ∥Qγ∥p+1

Lp+1

169



となる.さらに任意の ϕ ∈ H1(R)に対して

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = ⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ⟩
− ⟨−∂2xQγ +Qγ − γδ0Qγ − f(Qγ), ϕ⟩
− ⟨f(wn)− f(un) + f(Qγ), ϕ⟩

で,一番上の項は (3)から n → ∞で 0に収束し,真ん中の項は 0となる.そして一番下の項に
ついて,「任意の実数 R > 0に対して f(wn) − f(un) + f(Qγ) → 0 in H1([−R,R])」に気
を付けると,Gn = f(wn)− f(un) + f(Qγ)としたら

⟨Gn, ϕ⟩ =
∫
|x|>R

(Gnϕ) +

∫ R

−R

(Gnϕ)

は Rを十分大きくとり,Rに比べて nを十分大きくとれば |⟨Gn, ϕ⟩|は小さくとれるので 0に
収束する.以上の議論より任意の ϕ ∈ H1(R)に対して

lim
n→∞

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = 0

となるから
−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn) → 0 in H−1(R)

が成立する.un ⇀ −Qγ のときも同様に wn = un +Qγ とおくと
−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn) → 0 in H−1(R)が成立する.

• x = ±∞ の場合を考える.x = ∞ のとき,vn = un(· − xn) とおくと vn ⇀ u だが, ここで
R > 0を固定する.ϕ ∈ H1(R)が |x| > Rで ϕ(x) = 0となる関数のとき,仮定から

lim
n→∞

⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ(·+ xn)⟩ = 0

だが,十分大きい nで

⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ(·+ xn)⟩ = ⟨−∂2xvn + vn − f(vn), ϕ⟩

が成立するのでこれと vn ⇀ uから

−∂2xu+ u− f(u) = 0

が言える.この解はある z ∈ Rを用いて ±Q(· − z)と表せるが,このとき xn → xn − z と取り
直すと un(· − xn) ⇀ ±Qとなる. ここで un(· − xn) ⇀ Qとなるとき,wn = un −Q(·+ xn)

とおくと先と同様の議論から Brezis-Liebの補題から

lim
n→∞

∥wn∥p+1
Lp+1 =

2(p+ 1)

p− 1
κ− ∥Q∥p+1

Lp+1

で,任意の ϕ ∈ H1(R)に対して

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = ⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ⟩
− ⟨−∂2xQ+Q− f(Q), ϕ(· − xn)⟩+ γQ(xn)ϕ(0)

− ⟨f(wn)− f(un) + f(Q(·+ xn)), ϕ⟩
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は一番上の項と真ん中の項は明らかに 0に収束して,一番下の項については,

Gn := f(wn)− f(un) + f(Q(·+ xn))としたらテイラー展開からある C > 0が存在して

|Gn(x)| ≤ C(|Q(x+ xn)||un(x)|p−1 + |Q(x+ xn)|p−1|un(x)|)

が成立する.ここで {un}∞n=1 は有界で H1 ↪→ L∞ より L := sup
n∈N

∥un∥L∞ <∞としたら

|Gn(x)| ≤ C ′(1 + Lp)(Q(x+ xn) + |Q(x+ xn)|p−1)

が成立する. これより任意の R > 0 に対して,n を十分大きくとると R と L に依存した定数
CR,L > 0が存在して,任意の −R ≤ x ≤ Rで

|Gn(x)| ≤ CR,Le
−xn

が成立する.これゆえ
⟨Gn, ϕ⟩ =

∫
|x|>R

(Gnϕ) +

∫ R

−R

(Gnϕ)

を考えると R を十分大きくとり,n もそれに応じて十分大きくとると |⟨Gn, ϕ⟩| は十分小さく
とれるので 0に収束する.よって

lim
n→∞

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = 0

が成立する.un(· − xn) ⇀ −Qのときや x = −∞のときも wn をうまくとると同様の操作を
考えることができる.

これらの議論より,un に対してある ζ ∈ {±Qγ ,±Q}とある点列 {xn}∞n=1 が存在して,

wn = un − ζ(· − xn)

とするとある c > 0が存在して

lim
n→∞

∥wn∥p+1
Lp+1 ≤ lim

n→∞
∥un∥p+1

Lp+1 − c

が成立して,さらに
lim
n→∞

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = 0

が成立する.この操作を繰り返し行うと wn → 0となるので,un はある整数mと正の整数K,

{σk}1≦k≦K ⊂ {−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞)が存在して |xk,n| → ∞が成立し,さらに

lim
n→∞

∥un −mQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − xk,n)∥H1 = 0

が成立する.さらに (3)に気を付けると |m| ≤ 1かつ i ̸= j なら lim
n→∞

|xi,n − xj,n| = ∞が成立す
る.よって最後に {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞)を 1 ≤ k ≤ K − 1で

lim
n→∞

(xk+1,n − xk,n) = ∞

が成立するように並び替えることで題意は示された.
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5 主定理の証明
これを用いて定理 1.1を示す.そのためまず最初に以下の命題を示す.

命題 5.1. ~uが (1)の大域解となるとする.このとき σ ∈ {−1, 0, 1}とある非負整数K,

{σk}1≦k≦K ⊂ {−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞),そして {tn}∞n=1 が存在して以下が成立する.

• lim
n→∞

tn = ∞

• lim
n→∞

∥u(tn)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − xk,n)∥H1 + ∥∂tu(tn)∥L2 = 0

• 1 ≦ k ≦ K で lim
n→∞

|xk,n| = ∞が成立.さらに i ̸= j なら lim
n→∞

|xi,n − xj,n| = ∞が成立する.

このような「点列でのソリトン分解予想」は古くから研究されている. 実際,γ = 0 の場合でのソ
リトン分解予想はよく知られている.今回は γ ̸= 0の場合も考えているが,このときはデルタポテン
シャルの遠方のソリトンへの影響力の弱さから,定常解以外にも無限遠方に逃げる Qが複数個ある可
能性が示唆されている.

証明. ~uが (1)の解とするとき,命題 4.2よりHで一様に有界になる.また,(1)の線形解は時間が経つ
と指数減衰するので,Duhamel形式を考えることで

lim
t→∞

{∥∂tu(t)∥L2 + ∥∂2t u(t)∥H−1} = 0

が成立するので
lim
t→∞

∥ − ∂2xu(t) + u(t)− γδ0u(t)− f(u(t))∥H−1 = 0

が成立する.これより tn = nとして,un = u(tn)とおくと,命題 4.3から {tn}∞n=1 をうまく取り替え
るとそのような点列の存在がわかる.

これをふまえて定理 1.1を示す.まず用語としてK ∈ N, R > 0に対して

ER = {z ∈ RK : 1 ≤ k ≤ K で, |zk| > R, 1 ≤ k ≤ K − 1で zk+1 − zk > R}

と定義し, ∗ ∈ {−1, 0, 1} , σ ∈ {−1, 1}K , R > 0 , ε > 0に対して

AK,∗,σ,R,ϵ = {u ∈ H1(R) : inf
z∈ER

∥u− ∗Qγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk)∥H1 < ε}

と定義する.さらに u ∈ H1(R)に対して

du,K,∗,σ,R = inf
z∈ER

∥u− ∗Qγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk)∥H1

と定義する.
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主定理の証明

まず大域解 ~u に対して命題 5.1 より ∗̃ ∈ {−1, 0, 1} とある非負整数 K, σ̃ = {σ̃k}1≦k≦K ⊂
{−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞),そして {tn}∞n=1 が存在し

lim
n→∞

∥u(tn)− ∗̃Qγ −
K∑

k=1

σ̃kQ(· − xk,n)∥H1 = 0

lim
n→∞

|xk,n| = ∞ , lim
n→∞

(xk+1,n − xk,n) = ∞

が成立する.ここでまず K ∈ Nの場合を考える.このときエネルギー減衰 (2)と上の点列での収束に
気を付けると

lim
t→∞

Eγ(t) = |∗̃|+Kd (4)

が成立する.また,十分大きい nにおいて u(tn) ∈ A∗̃,σ̃,R,ϵ である.ここで R > 0が十分大きいときに

lim sup
t→∞

du(t),K,∗̃,σ̃,R > 0

と仮定する.このときある δ > 0とある点列 {t′n}∞n=1 が存在して任意の正の整数 nで

du(t′n),K,∗̃,σ̃,R > δ

が成立する.ここで ε > 0を δ より十分小さい正の数としたとき,命題 5.1の手法を用いると,(4)から
ある {t̂n}∞n=1 と ∗̂ ∈ {−1, 0, 1}とある σ̂ ∈ {−1, 1}K と {yk,n}1≤k≤K,n∈N が存在して

lim
n→∞

∥u(t̂n)− ∗̂Qγ −
K∑

k=1

σ̂kQ(· − yk,n)∥H1 = 0

lim
n→∞

|yk,n| = ∞ , lim
n→∞

(yk+1,n − yk,n) = ∞

が成立する.ここで R > 0が十分大きく ε > 0が十分小さいとき,

(∗◦, σ◦) ̸= (∗•, σ•) ならば A∗◦,σ◦,R,ϵ ∩A∗•,σ•,R,ϵ = ∅ (5)

が成立するので,(∗̂, σ̂) ̸= (∗̃, σ̃)が成立する.ここで

AR,ϵ = ∪∗∈{−1,0,1},σ∈{−1,1}KA∗,σ,R,ϵ

と定義すると,(5)と {tn}∞n=1,{t̂n}∞n=1 の取り方からある点列 {sn}∞n=1 が存在して任意の正の整数 n

に対して u(sn) /∈ AR,ϵ.一方,{rn}∞n=1 に対して命題 5.1の考え方からある整数 N で u(rN ) ∈ AR,ϵ

となり矛盾.よって
lim
t→∞

du(t),K,∗̃,σ̃,R = 0

となる.よって各 tに対して z(t) ∈ RK をうまくとると

lim
t→∞

∥u(t)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk(t))∥H1 = 0
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が成立する.また, lim
t→∞

∥∂tu(t)∥L2 = 0なのでこれらから

lim
t→∞

∥u(t)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk(t))∥H1 + ∥∂tu(t)∥L2 = 0

lim
t→∞

|zk(t)| = ∞ , lim
t→∞

{zk+1(t)− zk(t)} = ∞

がわかる.K = 0 も同様の議論で容易にわかる.1 ≤ k ≤ K での zk(t) の連続性に関しては u ∈
C([0,∞),H1)から従うので題意は示された.
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Continuous differentiability of weak solutions to

certain very singular elliptic equations or systems

involving one-Laplacian
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概要
本講演では，1-ラプラス作用素と p-ラプラス作用素（ただし，p ∈ (1,∞)とする）の両方を含
む特異楕円型方程式（および系）の弱解の連続微分可能性に関する結果を報告する．1-ラプラス
作用素には，退化的・特異的な楕円性を同時に有するような異方拡散性があるため，この方程式
（系）は解の平らな面において非一様楕円型となるのが問題である．これを解決するために，平ら
な面の外側での微分の連続度評価を与える手法を紹介する．

1 導入と主結果
本稿では，次の特異楕円型問題の解 u を考える．

Lb, pu := −b∆1u−∆pu = f in Ω ⊂ Rn. (1)

ここで，b ∈ (0, ∞), p ∈ (1, ∞) は定数である．空間次元は n ≥ 2 とし，Ω は有界 Lipschitz 領域
とする．未知函数 u は Ω 上で RN (N ≥ 1) に値をとるものとして，f は Ω 上の既知函数であり
f ∈ Lq(Ω; RN ) かつ q ∈ (n, ∞] をみたすものとする．指数 s ∈ [1, ∞) に対して発散形式の拡散作
用素 ∆s を ∆su := div

(
|Du|s−2Du

) で定義し，これは s-Laplace作用素と呼ばれる．ここで，Du

は u の微分（Jacobi行列）を表す．なお， u がスカラー値の時には微分を ∇u と書くことにする．
2階微分についても同様である．
本講演での主題は，問題 (1) の解の微分 Du の連続性である．係数が b = 0 の時（つまり，

1-Laplace作用素を含まない場合）には，問題 (1) とは p-Poisson問題であり，弱解の微分が Hölder

連続であることはよく知られている（[3]，他にも多数の研究あり）．この意味で，p-Laplace作用素
は微分の連続性を保つ「盾」のようなものであると言える．しかし，こうした解の微分の連続性は，
p = 1 では破綻する．実際，1次元開区間上でスカラー値問題 −∆1u = 0 を考えると，絶対連続かつ
単調非減少な函数 u が常に解となってしまう．この意味で，1-Laplace作用素は微分の連続性を壊す
「矛」のようなものであると言える．それでは，「矛」と「盾」の両作用素を含む問題 (1) において微
分 Du の連続性はどうなるのか？この問は肯定的に解決できるということを本稿で概説する．

∗ Email : tsubos@ms.u-tokyo.ac.jp
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1.1 弱解の正則性について
本稿の主結果や手法を理解するために最低限必要であろう数学解析の知識を大まかにまとめる．
まず「弱解」という用語は，滑らかさ（正則性）を欠いた函数に対して，微分を弱い枠組みで
解釈して定義される解のことを意味する．弱解の枠組みとしては，部分積分に基づいた超関数の
意味での弱解と，最大値原理に基づいた粘性解の意味での弱解の 2 つがよく知られている．本
稿で触れるのは超関数の意味での弱解であり，これはエネルギー構造を持つ発散形式の問題に対
してしばしば有効である．方程式系 (1) の左辺を素朴に計算すると 2 階微分が現れる（例えば，
∆2u = ∆u = ∂x1x1

u+ · · ·+ ∂xnxn
u である）ため，これは 2階問題である．しかし，こういった高

階の微分を（各点で函数として意味をなす）古典的な意味で解釈せずに，むしろさらにもっと弱い正
則性の下で方程式系 (1) の解 uを解釈する．今回の場合は，u は 1階の Sobolev空間 W 1, p(Ω; RN )

に属するものとして考える．特に，1階微分 Du = (∂xj
uk)1≤j≤n, 1≤k≤N は超関数の性質∫

Ω

∂xj
ukϕ dx = −

∫
Ω

uk∂xj
ϕ dx for all ϕ ∈ C∞

c (Ω)

および p-乗 Lebesgue可積分性 Du ∈ Lp(Ω; Rn) をみたすものとする．方程式系 (1) の解を 1階の
Sobolev空間という弱い枠組みで解釈することは，解をつかまえる際に有効である．実際，本問題は

E(u) :=
∫
Ω

[E(Du)− f · u] dx with E(ζ) := b|ζ|+ |ζ|p

p
(ζ ∈ RNn) (2)

というエネルギー汎函数の最小化問題と密接に関わりがあり，方程式系 (1) は凸汎函数 E の停留点
がみたすべき Euler–Lagrange 方程式として導出される．この E を函数空間 C1(Ω; RN ) を定義域
として解釈すること自体は可能であるが， E の最小値を達成するような函数 u を実際に見つける
際には，この函数空間は狭すぎるため現実的ではない．そこで数学解析的により扱いやすい，より
拡張された空間（p-乗積分が定めるノルムに関して完備化された空間）を考えると，Sobolev 空間
W 1, p(Ω; RN ) が自然と現れるのである．このようにして十分に広げられた函数空間（定義域）であ
れば，変分解析の直接法 [5] により，エネルギー汎函数 E の最小値を達成する函数を見つけ出すこと
ができるのである．
このように函数空間を広げることで， (1) のような発散形式の楕円 2階方程式系の弱解を超関数の
意味で捉えた際に問題となるのは，弱解の滑らかさをどこまで復元できるかということである．特に
今回は，函数空間を完備化するという必要に迫られて，微分 Du を古典的な意味での微分ではなく
Lebesgue 空間 Lp(Ω; RNn) に属する超函数の意味での微分として捉えている．こうした弱い意味で
の微分を，各点で意味をなす連続函数にまで正則性を復元できるかは数学的に興味深い問題となる．
楕円型問題の弱解の正則性理論を簡単に概説するため，スカラー値問題（N = 1）の楕円型方程式

− div (A∇v) = f ∈ Lq(Ω) in Ω

の弱解 v ∈ W 1, 2(Ω) を考える．ここで A = A(x, v, ∇v) は n次実対称行列であり，次の（古典的
な意味での）一様楕円性を常にみたすものとする：

λ|z|2 ≤ Az · z ≤ Λ|z|2 for all z ∈ Rn. (3)
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ここで，0 < λ < Λ < ∞ は定数とする．条件 (3) は固有値の範囲が閉区間 [λ, Λ] に包含されること
と同値である．ここでの一様有界性とは，Aの固有値同士の比の上界 Λ/λ がいたる所で有界である
ことを意味しており，この値は弱解の正則性を持ち上げる際に重要な役割を果たす．今回は特に，弱
解 v あるいはその勾配 ∇v の Hölder連続性について大まかに触れる．正則性理論に関する教科書は
数多くあるが，ここではモノグラフ [5, 8]を挙げておく．
まずは係数行列 A が定数の場合であるが，この場合は適当な回転と定数倍のスケール変換を行

うことで，A は単位行列であるとしてよい．特に v は Poisson 方程式 −∆v = f の弱解であり，
f ∈ Lq(Ω) という条件の下で期待できる最適な正則性は勾配 ∇v の β-Hölder 連続性である．ここ
で現れる指数 β ∈ (0, 1) とは β = 1 − n/q（n < q < ∞ のとき）であり，q = ∞ の時は任意の
β ∈ (0, 1) である．係数行列 A = A(x, v, ∇v) が各変数に関して適当な連続性が課されている場合
にも，同様の正則性が得られる．よく知られた証明は，弱解 v を Laplace方程式 −∆w = 0 をみた
す調和函数 w と局所的に比較する方法である．この手法は，定数係数行列の場合との比較に基づい
た手法であるため，しばしば係数凍結法と呼ばれる．しかしながら，係数行列 A の連続性が仮定さ
れていない場合であっても，弱解 v の α-Hölder 連続性を得ることができる．ここで得られる指数
α ∈ (0, 1) は定数比 Λ/λ ∈ (0, 1) に依存して決まる値である．係数行列に関する連続性を一切用い
ずに (3) の仮定のみで弱解の正則性を示す理論は，De Giorgi–Nash–Moser理論（この問題解決に多
大な貢献を果たした E. De Giorgi, J. Nash, J. Moserの 3人の名前を冠している）として，今なお
正則性理論において重要な役割を果たしている．ここで改めて強調すべきことは，係数行列 A の固
有値の比に関する一様有界性こそが，弱解の正則性を復元できるかどうかの判断材料となっている点
である．特に，条件 (3) とは違う設定であっても，De Giorgi–Nash–Moser理論の手法が機能するこ
とはしばしばある．

1.2 背景・先行研究
方程式系 (1) は，粘性と可塑性の両方の性質を兼ね備えるような物質の挙動を記述する際にしばし

ば現れる．ここでは拡散作用素 p-Laplace作用素・1-Laplace作用素はそれぞれ物質の粘性・可塑性
を反映している．流体力学の分野で現れる代表例はビンガム流体であり，[4]では p = 2とした際の
2階問題がスカラー値・ベクトル値の双方で紹介されている．もう一つの例として，結晶表面成長を
記述する数理モデルとして高階（4階）のスカラー値問題がある [7]．そこでは結晶表面エネルギーを
記述する密度函数として，式 (2) において p = 3とした時のエネルギー密度函数 E が現れる．これ
らの数理モデルに関して，解の微分の連続性を数学的に正当化する研究はこれまであまり行われてい
なかった．
2階楕円型問題 (1) の解の微分の連続性は，解がスカラー値かつ凸の場合では既に証明されている

（東京大学の儀我美一特任教授との共同研究 [6]）．そこでは凸解析と強最大値原理に基づく初等的な
証明が与えられているが，解の凸性に大きく依存した議論であった．一方で，エネルギー密度函数 E

の双対函数が現れる退化楕円型方程式系

− div

(
(|Dv| − b)p

′−1 Dv

|Dv|

)
= f in Ω ⊂ Rn, where p′ :=

p

p− 1
∈ (1, ∞), (4)

の弱解の正則性についても近年研究されている．この方程式系 (4) は交通渋滞を考慮した最適交通流

177



の数理モデルとして現れるもので，ベクトル場

σ = (|Dv| − b)p
′−1 Dv

|Dv|
(5)

が最適交通流にあたる．この写像 σ の連続性に関しては，2010年代から研究されてきた [1, 2, 10]．
これらの研究の内，[1]で用いられている手法を駆使することにより，スカラー値・ベクトル値の両方
で，問題 (1) の解の連続微分可能性の数学的正当化に成功した [11, 12]．以下，プレプリント [11, 12]

の内容に即して，近年の研究結果について報告する．

1.3 証明の方針と弱解の定義
解の微分の連続性を示す際に困難な点は，平らな面の周りで方程式系の一様楕円性が壊れることに

ある．これを説明するための準備として，各 s ∈ [1, ∞) に対して， Rn 上の凸函数 Es(z) = |z|s/s
を導入する．また，簡単のため，しばらくはスカラー値問題（N = 1）を考える．ヘッセ行列
∇2Es(z0) (z0 ̸= 0) の固有値を計算すると (s− 1)|z0|s−2, |z0|s−2 となり，固有空間はそれぞれ Rz0
とその直交補空間 (Rz0)⊥ となることがわかる．ここで注意すべきは s = 1 の場合には ∇2Es の固
有値の 1 つが常に 0 となることであり，これはちょうど ∆1u が Du の方向で退化楕円型になるこ
とと対応している．さらに，もう一方の固有値については z0 → 0 とすると無限大に発散する．これ
は平らな面 {∇u = 0}（しばしばファセットと呼ばれる）において，拡散作用素 ∆1u が Du 以外の
方向では特異的になっていることを表している．
勾配 ∇u = (∂xj

u)1≤j≤n の正則性を見るため，方程式 (1) を変数 xj に関して微分すると

− div
(
∇2E(∇u)∇∂xj

u
)
= ∂xj

f (6)

が形式的に得られる．ここで，E = bE1 + Ep は密度函数である．ヘッセ行列 ∇2E の一様楕円性
を測る指標として (最大の固有値)/(最小の固有値) という比を計算する．これはしばしば ellipticity

ratio (ER) と呼ばれる値であるが，今回の問題では，

(ER of ∇2E(z0)) =
b|z|−1 + |z|p−2

(p− 1)|z|p−2
≃ 1 + b|z|1−p, when 0 < |z| ≪ 1 (7)

となる．指数 1−p が負であることに留意すると，上の比は z0 が原点に近づくにつれて無限大に発散
するが，この意味で方程式 (1) はファセットの周りで非一様楕円型であると言える．このようなこと
が起きるのは，1-Laplace作用素の楕円性が退化性と特異性の両方を有することによる．特に方程式
(6)において係数行列 ∇2E の一様楕円性がファセットの近くで崩れるため，De Giorgi–Nash–Moser

理論に見られる一般的な手法では，微分 ∂xj
u の Hölder連続性は証明することが困難になる．この

ことが，微分の連続性を示す上で一番の障壁となる．なお，非一様楕円的な問題として non-standard

growth problems や (p, q)-growth problems については解の正則性を含めて長らく盛んに研究がな
されている [9]が，問題 (1) とは状況が根本的に異なる．実際，非一様楕円性が現れる（ERが無限大
に発散する）ような場面は，前者は微分が発散する時であり，対して後者は微分が退化する時である．
微分の連続性を直接示そうとすると，拡散作用素 Lb, p のファセットでの非一様楕円性が問題にな

ることがわかった．その一方でファセットの外側については，拡散作用素 Lb, p にはある程度良い構
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造も持っている．実際，先の ERの計算結果を改めて見直すと，各 δ ∈ (0, 1) に対して

(ER of ∇2E(z0)) ≤ C(p)
(
1 + bδ1−p

)
for all z0 ∈ {z ∈ Rn | |z| > δ}

という評価が成立していることがわかる．これは，ファセットから離れている限りは方程式 (6) が局
所的に一様楕円型になることを意味している．特に，微分が退化していないような領域（ファセット
の外側）では微分の連続性を正当化する余地があるように思われる．
改めて N ≥ 1 で (1) を考える．上の観察を踏まえ，切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1) と合成函数

Gδ(ζ) = (|ζ| − δ)+
ζ

|ζ|
(ζ ∈ RNn)

を導入して，微分 Du の代わりに合成写像 Gδ(Du) の連続性を考えることにする．この Gδ(Du) は
集合 {|Du| ≤ δ} においてゼロとなるように上手く切り捨てられており，拡散作用素 Lb, p の（平ら
な面における）非一様楕円構造の影響を受けていない．特に，微分 Du そのものの連続性を直接示
すことは困難である一方で，「切り捨てられた微分」 Gδ(Du) に対しては良い連続度評価を与えられ
ると期待できる．また，切り捨ての仕方から，δ → 0 とすると， Gδ(Du) が Du に一様収束するこ
とがわかる．特に，各 Gδ(Du) の連続性から Du の連続性も従うのである．この方針により，以下
の主定理が示される．

定理 1 （弱解の連続微分可能性）函数 u ∈ W 1, p(Ω; RN ) が方程式系 (1) の弱解であるとする．点
x∗ ∈ Ω と切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1) を固定する．この時，高々 δ, b, n, N , p, q, ∥f∥Lq(Ω),

∥∇u∥Lp(Ω), d∗ = dist(x∗, ∂Ω) のみに依存する指数 α ∈ (0, β)，定数M, C ∈ (0, ∞) および半径
ρ0 ∈ (0, d∗) が存在して，局所 Hölder 評価

|Gδ(Du(x1))| ≤ M and |Gδ(Du(x1))− Gδ(Du(x2))| ≤ C|x1 − x2|α (8)

が任意の x1, x2 ∈ Bρ0
(x∗) において成立する．特に，Du ∈ C0(Ω; RNn)である．

この類の正則性評価は退化楕円型問題 (4) に対しては既に示されている．先と同様に ER を計算し
てみると，方程式系 (4) もまた，{|Dv| > b} では局所一様楕円型であるため，Gb(Dv) の連続性が示
せる．式 (5) で与えられる最適交通流 σ は σ = |Gb(Dv)|p′−2Gb(Dv) と書けるため， σ の連続性も
従うのである．今回の主結果（定理 1）はこれらの結果の特異楕円型版であると言えるが，[1]と比べ
ると近似の方法に関して特に大きな違いがある．これについては，次節で触れることにする．
最後に，方程式系 (1) の弱解の定義を与えて，本節を終わりとする．

定義 1 函数 u ∈ W 1, p(Ω; RN ) が (1) の弱解であるとは，ベクトル場 Z ∈ L∞(Ω; RNn) が存在し
て，等式 ∫

Ω

Z ·Dϕ dx+

∫
Ω

|Du|p−2Du ·Dϕ dx =

∫
Ω

f · ϕ dx

が任意の試験函数 ϕ ∈ W 1, p
0 (Ω; RN ) に対して成立し，さらに

Z(x) ∈ ∂| · |(Du(x))
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がほとんどいたるところの x ∈ Ω で成り立つ．ここで，∂| · | は絶対値函数 | · | : RNn → (0, ∞] の
劣微分作用素を表し，各 ζ ∈ RNn に対して

RNn ⊃ ∂| · |(ζ) =
{

{|ζ|−1ζ} (ζ ̸= 0),
{z ∈ RNn | |z| ≤ 1} (ζ = 0),

と与えられる集合値函数である．

注意すべき点は，拡散作用素 ∆1u の取り扱い方であり，特に |Du|−1Du を {Du = 0} においては
多価函数と見なしている．これは絶対値函数 | · | が原点において微分不可能であるため，凸函数の劣
微分のような緩い枠組みで微分を解釈する必要があるからである．

2 証明の概略
主定理の証明は，方程式系の近似と，近似解のア・プリオリ評価の 2つに大きく分けられる．

2.1 近似問題
まず，方程式系 (1) の近似問題として

Lε
b, puε := −div

(
bDuε√

ε2 + |Duε|2
+
(
ε2 + |Duε|2

)p/2−1
Duε

)
= fε in Ω (9)

を考える．左辺にある拡散作用素 Lε
b, p は，エネルギー密度関数 E(ζ) = b|ζ|+ |ζ|p/p を

Eε(ζ) := b
√
ε2 + |ζ|2 + 1

p

(
ε2 + |ζ|2

)p/2
for ζ ∈ RNn, ε ∈ (0, 1)

で近似すると自然と現れる．特に，1-Laplace 作用素は極少局面作用素で近似される．外力項
fε ∈ Lq(Ω; RN ) については，弱収束

fε ⇀ f in σ
(
Lq(Ω; RN ), Lq′(Ω; RN )

)
(10)

を満たしていれば良いものとする．言い換えると，∫
Ω

fε · ϕ dx →
∫
Ω

f · ϕ dx

が任意の ϕ ∈ Lq′(Ω; RN ) に対して成立するものとする．特に，fε ∈ C∞(Ω; RN ) として差し支え
ない．このような設定の下で，以下の結果が得られる．

命題 1.1 函数 u ∈ W 1, p(Ω; RN ) が方程式系 (1) の弱解であるとする．各 ε ∈ (0, 1) に対して弱
形式∫
Ω

[
bDuε√

ε2 + |Duε|2
+
(
ε2 + |Duε|2

)p/2−1
Duε

]
·Dϕ dx =

∫
Ω

fε · ϕ dx for all ϕ ∈ W 1, p
0 (Ω; RN )

をみたす函数 uε ∈ u+W 1, p
0 (Ω; RN ) を考える．この時，0 に収束する減少列 {εj}j ⊂ (0, 1) が存

在して，W 1, p(Ω; RN ) の意味での強収束 uεj → u および Ω 上での概収束（ほとんどいたるところ
での各点収束） Duεj → Du が成立する．
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上の結果は，方程式系 (1) の弱解 u ∈ W 1, p(Ω; RN ) は Dirichlet境界条件下の近似問題{
Lε
b, puε = fε in Ω,

uε = u on ∂Ω,

の弱解 uε ∈ W 1, p(Ω; RN ) で上手く近似できるということを意味する．この近似解 uε の存在につ
いても，変分解析の直接法から確認できる．命題 1.1 では，特に微分の Lp-強収束を示すのが一番の
問題となるが，これは p-Laplace作用素が持っている楕円性により解決できる．一方で 1-Laplace作
用素単体の楕円性は，勾配の方向で退化しているせいであまり良いものであるとは言えない．そのた
め，弱解の収束の正当化には p-Laplace作用素の性質に頼る必要がある．
近似問題 (9) を導入した理由は，方程式系 (1) ではファセットの周りで一様楕円性が崩れるから

である．方程式 (1) に対して，変数 xj に関して形式的に微分を行って (6) を導出したが，この等式
を（W 1, 2

0 を試験関数とした）超関数 W−1, 2 の意味で数学的に正当化する必要がある．その際には
2階微分 D2u の L2-可積分性と微分 Du の有界性を確認する必要があり，特に前者を確認する手法
として標準的なものは差分商の方法がある．しかし，この差分商の方法では拡散作用素の一様楕円性
に基づいた計算を行っていることが多いが，方程式 (6) には一様楕円的な構造がファセットの辺りで
崩壊している．そのため，Hesse行列を含むような方程式を弱形式として正当化する際に要する 2階
の Sobolev 正則性を得ることが容易ではないのである．このような問題は，拡散作用素 Lb, p の非一
様楕円型によるところが大きいため，これを非退化楕円型かつ一様楕円型な作用素 Lε

b, p で近似する
必要があるのである．こうして導入された近似問題 (9) においては，左辺の作用素に一様楕円的な構
造がある．実際，前節と全く同様に（簡単のため再び N = 1 とするが）点 z0 ∈ Rn での Hesse 行
列 ∇2Eε(z0) の ERを計算してみると，点 z0 ∈ Rn に関して一様有界である．実際，近似パラメー
ター ε ∈ (0, 1) を固定するごとに

(ER of ∇2Eε(z0)) ≤ C(p)
(
1 + b

(
ε2 + |z|2

)(1−p)/2
)
≤ C(p)

(
1 + bε1−p

)
< ∞ (11)

が成立する．この意味で，Lε
b, p は一様楕円型であると言えるため，差分商の方法などの標準的

な議論により Sobolev 内部正則性を持ち上げることが可能となる．特に近似解 uε は局所的に
W 2, 2 ∩W 1,∞-正則性があるため，例えばスカラー値の場合であれば方程式 (6) の近似版に相当する

− div
(
∇2Eε(∇uε)∇∂xjuε

)
= ∂xjfε

は W−1, 2 の意味で局所的に意味をなす．ベクトル値問題においても同様である．さらに言えば，外
力項 fε が十分滑らかな場合には，近似されたエネルギー密度函数 Eε のなめらかさに着目すること
で，弱解 uε は何回でも連続微分可能な函数であることがわかる [8, Chapters IV–V]．特に，近似解
uε は (9) を古典的な意味で満たしているものとしても差し支えない．
ただし，ERの評価が (7) と (11) では微妙に異なっていることに注意すると，微分の切り捨て方
についても微修正を行う必要がある．つまり，近似解 uε に対しては，微分を切り捨てる合成函数と
しては Gδ ではなく

Gδ, ε(ζ) :=
(√

ε2 + |ζ|2 − δ
)
+

ζ

|ζ|
for ζ ∈ RNn with 0 < ε < δ

を考えることにする．これは，近似作用素 Lε
b, p においては，局所的な一様楕円性を計る「ものさし」

としては |Duε| よりもむしろ Vε :=
√
ε2 + |Duε|2 を採用した方が自然だからである．
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退化楕円型問題の研究 [1] では，微分の切り捨て方に関する修正をしていない点が大きな違いであ
る．これは，近似スキームの与え方が根本的に異なることによる．実際，方程式 (1) を近似する際に
は特異拡散作用素 Lb, p そのものを近似したが，[1] で与えられている近似方程式系は

−∆vε − div

(
(|Dvε| − b)p

′−1 Dvε
|Dvε|

)
= f in Ω ⊂ Rn

で与えられている．この近似は粘性拡散項 −ε∆ を摂動として加えて近似するという粘性消滅法のア
ナロジーである．特に主要項の近似は一切行われていないことに注意すると，このような近似問題の
解 vε に対しては微分の切り捨ての仕方を修正する必要がないのである．

2.2 近似解のア・プリオリ評価と証明の概略
設定 (10)と命題 1.1 より，近似パラメータ ε に依らない定数 U ≥ ∥Du∥Lp(Ω), F ≥ ∥f∥Lq(Ω) で

∥Duε∥Lp(Ω) ≤ U, ∥fε∥Lq(Ω) ≤ F

をみたすようなものが取れる．命題 1.1 から，主定理の証明は以下のア・プリオリ評価に帰着される．

命題 1.2 切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1) を固定し，近似パラメータ ε ∈ (0, δ/8) に対して，方程式
系 (9) の弱解 uε を考える．この時，δ, b, n, N , p, q, F , L, d∗ = dist(x∗, ∂Ω) のみに依存する指数
α ∈ (0, β)，定数M, C ∈ (0, ∞)および半径 ρ0 ∈ (0, d∗) が存在して，開球 Bρ0(x∗) ⋐ Ω 上で局所
Hölder 評価

|G2δ, ε(Duε(x1))| ≤ M and |G2δ, ε(Duε(x1))− G2δ, ε(Duε(x2))| ≤ C|x1 − x2|α (12)

が任意の x1, x2 ∈ Bρ0
(x∗) に対して成立する．

命題 1.2 から G2δ(Du) の α-Hölder連続性が従う．実際，各点 x0 ∈ Ω に対して，命題 1.2 にある
開球 Bρ0(x∗) ⋐ Ω をとると，評価 (12) により Ascoli–Arzelà の定理を使うことができる．特に，
G2δ, ε(Duε) はとある α-Hölder 連続写像 v2δ に Bρ0

(x∗) 上一様収束しているとしてよい．一方で，
この G2δ, ε(Duε) は G2δ(Du) に Ω 上概収束しているとしてよい．実際，命題 1.1 により，Ω 上の
微分の概収束 Duε → Du は認めてよいからである．特に，G2δ(Du) と α-Hölder 連続写像 v2δ が
Bρ(x∗) 上ほとんどいたるところで一致するため，G2δ(Du) の α-Hölder 連続性が示された．なお，
主定理にある不等式評価 (8) についても上記の収束の議論とア・プリオリ評価 (12) から確認できる．
最後に，命題 1.2 の証明の概略を記して本稿を終わりとする．
準備として，証明に際して最低限必要となる記法を固定する．以下，切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1)

と近似パラメータ ε ∈ (0, δ/8) は固定して，開球 B := B d∗
2
(x∗) ⋐ Ω を固定する．これに対して，

スカラー値函数 Vε :=
√
ε2 + |Duε|2 ∈ W 1, 2(B) ∩ L∞(B) を定義する．まず注意すべきこととし

て，Vε は近似パラメータ ε に依らずに一様有界であるとしてよい．実際，近似問題 (9) では，ファ
セットから十分離れた場所 {Vε ≥ 1} においては，近似パラメータ ε ∈ (0, 1) に依存しない一様楕円
性が担保されている．これは ERに関する評価 (11) から容易に確認できる．特に，台が {Vε ≥ 1}
に含まれる（従ってファセットとは決して交わり得ない）ような試験函数を注意深く選ぶことで，
Vε の局所有界性評価を与えることができる．特に，標準的な手法である Moser の逐次法 (Moser’s
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iteration) や De Giorgiの切り捨て法 (De Giorgi’s truncation) を駆使することが可能である．結果
として十分大きな定数 M = M(d∗, b, n, N, p, q, F, U ) ∈ (1, ∞) で， B 上で Vε ≤ M をみたすよ
うなものが取れる．次に，より小さな開球 Bρ := Bρ(x0) ⋐ B を考える．ここで，「切り捨てられた
微分」のノルム |Gδ, ε(Duε)| の局所的上界を表すパラメータ µ ∈ (0, M − δ) を導入して，

sup
Bρ

|Gδ, ε(Duε)| ≤ µ ≤ µ+ δ ≤ M, or equivalently sup
Bρ

Vε ≤ µ+ δ ≤ M (13)

とする．条件 (13) にある 2つの不等式が同値であることは，等式 |Gδ, ε(Duε)| ≡ (Vε − δ)+ により
わかる．さらに，定数 ν ∈ (0, 1) は後で十分小さく取って決めることにして，Vε の上位集合

Sρ, µ, ν := {x ∈ Bρ | Vε(x)− δ > (1− ν)µ}

を定める．命題 1.2 の証明では，この上位集合の大きさに応じて異なる解析を 3通り行う．
第 1の場合．上位集合の Lebesgue測度が十分大きい場合，言い換えると

|Sρ, µ, ν | ≥ (1− ν)|Bρ| (14)

をみたす場合．粗く言ってしまうと，0 < ν ≪ 1 の場合では仮定 (14) は Bρ のほぼ 100% の場所
で， Vε が上界値 δ + µのほぼ 100%の値をとっていることを意味する．特に，不等式

|Duε| ≤ Vε =
√

ε2 + |Duε|2 ≤ ε+ |Duε| ≤
δ

8
+ |Duε|

に注意すると，微分 Duε 自体が Bρ の中心 x0 の周りで退化していないことが期待される．ただし，
これを数学的に正当化するためには，半径 ρ と比率 ν ∈ (0, 1) を十分小さくとる必要があるが，こ
れは D2u に関する局所 L2-評価によって定まる．なお，この L2-評価を導出するために技術的な仮
定 0 < δ < µ が必要となる．結果として，この場合には微分 Duε の積分平均が決して退化しないと
いうことがわかる．具体的には

|(Duε)r| :=
∣∣∣∣ 1

|Br|

∫
Br

Duε dx

∣∣∣∣ ≥ δ +
µ

4
even when r → 0

に相当する結果が得られる（正確に言うと r は 0 に収束する等比級数列の値として離散的にとった
上で上の不等式を示している）．この結果は，微分 Duε が中心 x0 の周りで退化していないことを意
味しており，このような場合には係数凍結法が機能する．つまり，ξ := (Duε)r ∈ RNn とおいた上
で，定数係数行列 A := ∇2Eε(ξ) が与える Laplace方程式の弱解との比較を行うことにより，∫

Br

|Duε − (Duε)r|2 dx ≤ C

(
r

ρ

)n+2β

µ2 for all r ∈ (0, ρ]

を得ることができる．これは平均振動にあたる量を二乗積分した際に，2β の分だけ減衰のオーダー
に余裕があることを意味しており，微分の β-Hölder連続性がここから従う．上のような評価はしば
しば Campanato評価と呼ばれる．合成写像 G2δ, ε が ε ∈ (0, δ/8) に依らずに一様 Lipschitz連続で
あることにより，実は上の Campanato評価は G2δ, ε(Duε) に対しても成立することがわかる．
第 2の場合．条件 (14) が成り立たない場合には，上にあるような分離法が機能しないため，ファ

セットの周りで解析をしてしまう可能性がある．この問題を解決するために，De Giorgiの切り捨て
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法を用いて，非一様楕円性を駆除することにする．具体的には，スカラー値函数 Uδ, ε := (Vε − δ)2+

がとある一様楕円型の楕円型方程式の劣解となっていることを証明する．特に注意すべき点は，函
数 Uδ, ε の台が {δ ≤ Vε ≤ M} に含まれており，この領域では問題 (9) が， (3) にあるような
（古典的な意味での）一様楕円型問題になることである．特にこの函数 Uδ, ε は Caccioppoli 評価
（Poincaré不等式の逆向き版に相当するエネルギー評価）をみたすため，それを基にして De Giorgi

の振動量補題（つまり，Uδ, ε に関する減衰評価）が得られる．最終的には，Uδ, ε ≡ |Gδ, ε(Duε)|2 と
|G2δ, ε(Duε)| ≤ |Gδ, ε(Duε)| を踏まえれば，|G2δ, ε(Duε)| についての減衰評価も得られる．
第 3の場合．最後に (14) かつ 0 < µ < δ となる場合が残っているが，この時は |G2δ, ε(Duε)| の
振動量評価が自明なものとして成り立つ．実際，この場合には Bρ 上で G2δ, ε(Duε) ≡ 0 である．
半径 ρ を縮めていきながら，条件に応じて上の 3通りの解析を繰り返し行なっていくことにより，
近似パラメータ ε ∈ (0, δ/8) に依存しない Campanato評価∫

Bρ

|G2δ, ε(Du)− (G2δ, ε(Duε))ρ|2 dx ≤ C

(
ρ

ρ0

)n+2α

µ2 for all r ∈ (0, ρ∗]

を導出することができる．なお，半径の上限 ρ∗ は切り捨てパラメータ δ に依存しており，この値
は係数凍結法と De Giorgi の切り捨て法が常に機能するようにして選ばれている．この積分評価
が点 x0 の位置に依らずに導出できるため，開球 Bρ∗(x∗) 上でア・プリオリ Hölder 評価が得られ
る．なお，De Giorgi の切り捨て法を用いることで非一様楕円性を上手く回避しているが，そこで
得られた一様楕円性は切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1) に根本的に依存している．特に，Hölder指数
α ∈ (0, β) は切り捨てパラメータ δ ∈ (0, 1) に依存することには注意しなくてはならない．
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