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概要

近年，電子が持つ電荷の自由度とスピンの自由度の両方を利用し，新奇現象の開拓やデバイスへの工学

的な応用を目指すスピントロニクスにおいて数多くの研究が進められている．スピントロニクスでスピン

自由度を効率的に利用するためにはスピン偏極の生成が必須である．非磁性体においてもスピン偏極を生

成できる代表的な現象にスピンホール効果がある．スピンホール効果は，物質中のスピン軌道相互作用に

よって，印加電場と垂直な方向に純粋スピン流が生じる現象であり，スピン流は試料端での蓄積によりス

ピン偏極を生成する．このスピン偏極は磁場をスピンの向きに垂直に印加し Hanle 効果と呼ばれるスピ

ンのダイナミクスを測定することで観測されている．

また最近になり，擬スピンをエレクトロニクスに応用する擬スピントロニクスについても研究が進めら

れている．擬スピンとは任意の二準位系をスピンと同様にパウリ行列で表した自由度である．擬スピンを

もつ系の代表例は原子層グラフェンであり，副格子の擬スピンやバレー擬スピンを活用する擬スピントロ

ニクスが盛んに研究されている．擬スピントロニクスが始まる以前にも二重量子井戸という擬スピン系が

すでに研究されていた．二重量子井戸は半導体量子井戸を 2層積層した構造で，2つの層それぞれに局在

する 2状態を擬スピンと捉えることができる．

擬スピンとスピンは数学的にはパウリ行列で記述されるという共通点を持つが， 制御性には顕著な違

いがある．スピンは直接電気的に制御することができないが，擬スピンは電子の電荷の自由度に対応する

ので直接電気的に制御することが可能である．そこで擬スピンを通してスピンを電気的に制御することが

できれば効率的なスピンの制御を実現できると期待される．そのためにはスピン と擬スピンを結合する

ことが必要である．本研究ではスピン・擬スピン間の結合をもつ二重量子井戸を提案するとともに，その

結合を通してスピンの電気的制御が可能であることを理論的に示した．以下に本研究の成果を三項目に分

けて記述する．

第一に，二重量子井戸において 2つの井戸のスピン流が逆向きになるようにしてスピンと擬スピンを結

合させることを提案した．この反平行スピン流はスピンとともに擬スピンを運んでいる．なぜなら 2つの

井戸それぞれに局在する状態を擬スピンの上向きと下向きに対応させると反平行スピン流は擬スピンの第

3成分を持つからである．この反平行スピン流では擬スピンの第 3成分の大きさを変えるとスピン流の大

きさも同時に変化する．この機構を活用してスピン流を擬スピンを通して電気的に制御することが本研究

の提案である．さらに本研究では，この反平行スピン流を生成する方法を考案した．スピン流を生成する

機構として外因性スピンホール効果の機構の一つである skew散乱を考えた．skew散乱は不純物由来の

スピン軌道相互作用によって生じる非対称散乱で， 左折と右折の確率差がスピンに依存することにより

電流に垂直にスピン流が生じる．skew散乱によるスピン流は不純物ポテンシャルが十分に弱い場合不純

物ポテンシャルの 3乗に比例し不純物ポテンシャルの正負でスピン流の向きが反対になる．この依存性を

利用して一方の井戸に斥力ポテンシャ ルを持つ不純物を，もう一方の井戸に引力ポテンシャルを持つ不

純物を導入することで反平行スピ ン流を生成することを提案した．

第二に，上記の系において直流電流によって生じるスピンホール流を擬スピンの電気的操作により制御

する方法を提案した．電場を井戸に垂直に印加することで 2つの井戸の間にポテンシャル差 ∆V を設け
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ることができるが， この ∆V は擬スピンに作用する磁場であり，二層の差で表されるので第 3成分であ

る．∆V は擬スピンの第 3成分の偏極を作るので反平行スピン流を強める．一方，二層間のトンネル結合

∆SAS は擬スピンに作用する磁場の第 1成分であり，擬スピンを第 1軸のまわりに歳差させるので擬スピ

ンの第 3成分とともに反平行スピン流を弱める．このように ∆SAS による抑 制が働いているなかで ∆V

を変化させることにより反平行スピン流を制御できることを明らかにした．また，交流電流の場合につい

て，スピンホール流を交流振動数により制御する方法を提案した．擬スピンは∆SAS により第 1軸のまわ

りに歳差しているため，この歳差の振動数に交流振動数を合わせると共鳴が起こり反平行スピン流が増大

することを示した．

第三に，このように擬スピンを介したスピンホール流の電気的制御可能性を追究する中で，二重量子井

戸における擬スピンのダイナミクスを解明した．直流の場合については，スピンホール流の擬スピン成分

が Hanle効果の方程式に従うことを示し，不純物散乱が緩和項に寄与することを明らかにした．また交

流の場合については，スピンホール流の擬スピン成分がサイクロトロン共鳴を記述する方程式と同じ形の

方程式に従うことを示し，減衰の機構はサイクロトロン共鳴の場合と同じく不純物散乱による運動量緩和

であることを明らかにした．

以下に， 本論文の構成について述べる．

第 1章では，スピントロニクスと擬スピントロニクスに関する研究背景を概説し，二重量子井戸におい

てスピンと擬スピンを運ぶスピン・擬スピン流という概念を導入する．

第 2章では，系のハミルトニアンやスピン流の計算方法について述べる．スピン流の計算には半古典的

な輸送方程式であるボルツマン方程式を用いるが，本研究では擬スピンのコヒーレンスを取り入れるため

分布関数のサブバンド間非対角要素を考慮して分布関数の方程式を導出した．さらに分布関数を擬スピン

成分に展開し，各成分が従う方程式に書き換えた．

第 3章では，分布関数の擬スピン成分が従う方程式を解くことにより，スピン・擬スピン流の伝導率を

計算した．直流でのスピン・擬スピン流については ∆SAS，∆V，不純物散乱による緩和時間の関数とし

て伝導率のふるまいを明らかにした．交流でのスピン・擬スピン流については伝導率の絶対値と 偏角の

交流振動数依存性を明らかにした．

第 4章では，分布関数の擬スピン成分が従う方程式からスピン・擬スピン流の運動方程式を導出した．

この運動方程式から，直流でのスピン・擬スピン流のダイナミクスはスピンに対する Hanle効果と同じ形

の方程式によって記述されることを明らかにした．このスピン・擬スピン流の方程式の緩和項には，不純

物散乱による緩和と擬スピンのデコヒーレンスが独立に働くことを見出した．また，交流でのスピン・擬

スピン流の運動方程式は古典的なサイクロトロン共鳴の方程式と同型であることを明らかにした．サイク

ロトロン運動が擬スピンの歳差運動に置き換わるが，減衰はともに 不純物散乱による緩和によるという

共通点も見出した．

第 5章では，スピン・擬スピン流の観測方法を示す．直流によるスピン・擬スピン流の観測については

非局所電圧の測定と動的核スピン偏極の測定を提案した．交流については， 反平行スピン流によるスピ

ン蓄積の磁気光学測定を提案した．

第 6章では， 本研究をまとめ，展望と課題を示す．



3

目次

第 1章 序論 7

1.1 スピントロニクスと擬スピントロニクス . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 スピントロニクスの概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 スピン軌道相互作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.3 スピン角運動量演算子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.4 擬スピン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.5 擬スピントロニクスの概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.6 スピントロニクスと擬スピントロニクスの融合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 スピンホール効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2 外因性スピンホール効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 二重量子井戸におけるスピン・擬スピン流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 スピン・擬スピン流の発現・消失のクロスオーバー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5 スピン・擬スピン流の交流応答 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.6 目的と構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.6.1 構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

第 2章 モデルと計算方法 18

2.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 ハミルトニアン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1 無摂動ハミルトニアン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2 摂動ハミルトニアン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Boltzmann方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.1 歳差項・衝突項 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.2 デコヒーレンス . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.3 Boltzmann方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4 密度行列の解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.1 擬スピンによる展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.2 電場について 0次の項 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4.3 電場について 1次の項 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

第 3章 結果 31

3.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



目次 4

3.2 スピン・擬スピン流の伝導率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2.1 スピン・擬スピン流の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2.2 エネルギースケールについての仮定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.3 スピン・擬スピン流の伝導率の解析式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3 直流電場について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1 ωV = 0, τ−1
ps = 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.2 ωV = 0, τ−1
ps ̸= 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3.3 ωV ̸= 0, τ−1
ps = 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3.4 ωV ̸= 0, τ−1
ps ̸= 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4 交流電場について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4.1 ωV = 0, τ−1
ps = 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.4.2 ωV = 0, τ−1
ps ̸= 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.4.3 ωV ̸= 0, τ−1
ps = 0の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

第 4章 スピン・擬スピン流の運動方程式 44

4.1 スピン・擬スピン流の運動方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.1.1 直流電場の場合：Hanle効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.2 交流電場の場合：サイクロトロン共鳴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

第 5章 スピン・擬スピン流の実験的観測方法 49

5.1 直流でのスピン・擬スピン流の発現・消失のクロスオーバー . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.2 交流でのスピン・擬スピン流の共鳴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

第 6章 結論と展望・課題 52

6.1 結論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.2 今後の課題と展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2.1 今後の課題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2.2 今後の展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

付録 A 密度行列 55

A.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

A.2 １電子系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

A.3 多電子系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

A.4 相互作用のない多電子系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

A.5 遷移確率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

A.5.1 相互作用表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

A.5.2 時間発展演算子の級数展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

A.5.3 T行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

A.5.4 単位時間当たりの遷移確率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

A.6 密度行列の運動方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

A.7 分布関数の時間変化と遷移確率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61



目次 5

付録 B グラフェンのバレースピン 63

B.1 ハニカム格子系の電子状態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

付録 C 有効質量近似 66

C.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

C.2 k · p摂動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

C.3 Kane模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

C.4 Rashbaスピン軌道相互作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

C.5 Rashbaスピン軌道相互作用がある二次元電子系の固有状態 . . . . . . . . . . . . . . . 71

付録 D Boltzmann方程式と電気伝導度 73

D.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

D.2 Boltzmann方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

D.2.1 波束の運動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

D.2.2 Boltzmann方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

D.2.3 緩和時間近似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

D.3 電子系の電気伝導 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

D.4 緩和時間近似をこえて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

付録 E スピンホール効果 77

E.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

E.2 外因性スピンホール効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

E.2.1 Boltzmann方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

E.3 内因性スピンホール効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

付録 F 磁場中における 2次元電子系 82

F.1 概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

F.2 古典論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

F.2.1 サイクロトロン運動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

F.2.2 サイクロトロン共鳴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

F.2.3 Hall効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

F.3 Landau量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

F.3.1 ハミルトニアン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

F.3.2 電場が存在する場合の議論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

F.3.3 状態密度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

F.4 整数量子 Hall効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

F.5 分数量子ホール効果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

F.6 二層系の擬スピンを考慮した研究 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

付録 G 衝突項の計算 92

G.1 Jn
kσ(t)の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

G.2 J1
kσ(t)の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93



目次 6

G.3 J2
kσ(t)の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

G.4 J3
kσ(t)の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



7

第 1章

序論

この章ではまず，本研究の背景であるスピントロニクスと擬スピントロニクスについて簡単にまとめ，

本研究の動機について述べる．本研究は，半導体二重量子井戸の左の層と右の層に，それぞれ逆符号のポ

テンシャルを持つ不純物をドープした系を考える．井戸面内に電場を印加すると，不純物由来のスピン軌

道相互作用によって，左の層と右の層で逆向きにスピン流が生じる．反平行に流れるスピン流は，左右の

井戸の基底状態を用いて定義される二層の擬スピンを運ぶ流れと見なすことができる．これを本論文では

スピン・擬スピン流と呼び，そのダイナミクスについて研究を行なった．その後，計算する物理量と生じ

る現象について簡単に述べる．最後に，本研究の目的と構成を述べる．

1.1 スピントロニクスと擬スピントロニクス

1.1.1 スピントロニクスの概要

近年，電子が持つ電荷の自由度とスピンの自由度を同時に利用し，新奇現象の開拓やデバイスへの工学

的な応用を図ろうとする分野が盛んに研究されている．このような新しいエレクトロニクスのことをスピ

ントロニクスと呼び，金属や半導体を舞台に盛んに研究が行われている [1]．歴史的にはスピントロニク

スの研究が脚光を浴びたのは巨大磁気抵抗効果の発見 [2, 3]，トンネル磁気抵抗効果の発見 [4]であり，こ

れらは直ちに磁気センサーなどの応用に結びついた．今日ではさらに研究が進み，磁気ランダムアクセス

メモリなど，スピンの流れを素子に電気的に注入することで情報の書き込みを行うデバイスの提案などが

電流大 電流小

図 1.1: 磁気ランダムアクセスメモリの概念図．強磁性体の磁化の向きで電流の ON/OFFの状態が変化

する．
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図 1.2: 古典的なスピン軌道相互作用の導出．左が原子核が静止した座標系で描いたもので，右が電子が

静止した座標系で描いたもの．

行われている．磁気ランダムアクセスメモリは，強磁性体/絶縁体/強磁性体の三層構造のセルからなる素

子を多数並べて配置したものである（図 1.1）．各素子の強磁性体のスピンの平行/反平行により，各素子

の電気抵抗の値が大きく変化する．この効果を利用して，電気抵抗が小さい素子を “1”，抵抗が大きい素

子を “0”に対応させて，1ビットの情報を書き込むことが可能になる．また，半導体デバイスとしての応

用例としてスピン FETがある．ソースとドレイン端子に強磁性体を接合させ，ソース側からスピン偏極

した電流を２次元電子系に注入するとき，2次元電子系中の電子スピンの向きをゲート電極によって制御

することにより，ドレイン側の強磁性体の磁化の向きと同じ向きのスピンをもつ電子のみを選択的に透過

させることができるというデバイスである．

このようなデバイスの提案には，磁化の自由度を利用するため，強磁性体金属が主に用いられてきた．

しかしこれまでに培ってきた集積技術や微細加工の技術を利用できることを考えると，非磁性半導体にお

けるスピントロニクスの分野で将来的に大きな応用の可能性が考えられる．このような物質においてスピ

ントロニクスの研究を行うためには，スピン偏極を物質中に作り出すことが必要になる．非磁性体でスピ

ン偏極を作り出す現象として，Edelsteinによって理論的に提案された電流誘起スピン偏極 [5]や，現象

の予言自体は古くから知られていたスピンホール効果がある．これらの現象で重要な相互作用がスピン軌

道相互作用である．

1.1.2 スピン軌道相互作用

本来，スピン軌道相互作用は相対論的量子力学の取り扱いから生じる相互作用である．しかしここでは

理解しやすい原子でのスピン軌道相互作用について古典的な描像を紹介する．質量 m，電荷 −e（e > 0

をもつ電子が電荷 Zeの原子核から距離 r の位置を速度 v で円運動しているとする（図 1.2）．電子とと

もに動く座標系から見ると，電荷 Zeの原子核が速度 v で円運動していると考えることができる．この円

運動している原子核が電子の位置に作る磁場は，ビオ・サバールの法則から

B =
µ0Ze

4π

ℏl
mr3

(1.1)

で与えられる．ここで µ0 は真空の透磁率*1であり，また ℏl = mr × v は古典的な軌道角運動量である．

この磁場と電子スピン sの間の Zeeman 相互作用によるエネルギー ESOI は

ESOI ∝ B · s,

=
µ0Ze

4π

ℏ
mr3

l · s.
(1.2)

*1 本論文では，一貫して SI単位系を考える．
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これがスピン軌道相互作用によるエネルギーと理解される．相対論的量子力学によれば正しいスピン軌道

相互作用 HSOI は

HSOI =
µ0Ze

4π

ℏ
2mr3

l · s (1.3)

と与えられる．式（1.3）をクーロン力による電場 E で書き直すと

HSOI =
−eℏ
2mc2

s · (p×E) . (1.4)

cは光速，p = mv は運動量である．電場 E を静電ポテンシャル V (r)の勾配で表せば

HSOI =
ℏ

2mc2
s · (p×∇V (r)) . (1.5)

また，s = ℏ
2σ として

HSOI =
ℏ2

4mc2
σ · (p×∇V (r)) ,

=
η

ℏ
σ · (p×∇V (r))

(1.6)

ここで η = ℏ3

4mc2 である．一般にポテンシャル V (r)が与えられた場合のスピン軌道相互作用も式（1.6）

と同じ形で与えられる．半導体中の伝導電子に働くスピン軌道相互作用についての導出は付録 Cに与え

た．いずれにしろ，電子スピンが運動量 pとポテンシャルの勾配 ∇V の外積に比例する有効磁場を感じ
る効果がスピン軌道相互作用である．スピン軌道相互作用は真空中においても働く相互作用であるが，物

質中のスピン軌道相互作用は系の構造を工夫することによって，真空中の値に比べて桁違いに大きくなる

ことがあり，実際に非磁性体を組み合わせた量子井戸構造においてもスピン偏極が実験的に観測されて

いる．

1.1.3 スピン角運動量演算子

量子力学では古典系とは異なり，物理量は一つの数値をとる変数ではなく，例えば演算子などで表され

る．前節で古典的に導入した電子スピンも量子力学では演算子として定義される．ここでスピン角運動量

演算子についての定義を簡潔に述べる．スピン角運動量演算子 ŝi は，次の交換関係を満たす演算子とし

て定義される．

[ŝi, ŝj ] = iℏϵijkŝk. (1.7)

ここで ϵijk は (ijk) = (123)の偶置換の場合 1，奇置換の場合 −1，それ以外は 0をとる記号である．ス

ピン演算子は ŝi は ŝ2 ≡ ŝ21 + ŝ22 + ŝ23 と交換するので同時固有状態を持つ．通常 ŝ2 と ŝ3 の同時固有状態

を考え，これを |s,ms⟩と表すと

ŝ2 |s,ms⟩ = ℏ2s(s+ 1) |s,ms⟩ ,
ŝ3 |s,ms⟩ = ℏms |s,ms⟩

(1.8)

という関係がある．ここで電子スピンの場合は s = 1
2，ms = ± 1

2 であり，量子数 sは省略して記すこと

が多く，本論文の以下の記述もそれに倣う．ここで
∣∣ms =

1
2

⟩
= |↑⟩，

∣∣ms = − 1
2

⟩
= |↓⟩と表記し，さら

に ŝi =
ℏ
2 σ̂i を満たす演算子としてパウリ行列 σ̂i を導入する．パウリ行列は，|↑⟩と |↓⟩を用いて

σ̂1 = |↑⟩ ⟨↓|+ |↑⟩ ⟨↓| ,
σ̂2 = −i |↑⟩ ⟨↓|+ i |↓⟩ ⟨↑| ,
σ̂3 = |↑⟩ ⟨↑| − |↓⟩ ⟨↓|

(1.9)
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と表すことができる．

1.1.4 擬スピン

式（1.9）のパウリ行列は z 成分を対角化する基底を用いて構成されているが，一般にこの基底は任意

の状態でよい．今，状態 |+⟩と |−⟩で構成される二準位系のハミルトニアンを H とする．状態 |±⟩に対
するエネルギー固有値を ±δ とすると，シュレーディンガー方程式は

H |±⟩ = ±δ |±⟩ (1.10)

となる（複合同順）．今，状態 |±⟩を基底にして，次のようにパウリ行列を構成することができる．

τ̂1 = |+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+| ,
τ̂2 = −i |+⟩ ⟨−|+ i |−⟩ ⟨+| ,
τ̂3 = |+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|

(1.11)

式 1.11 で定義されたパウリ行列は状態 |±⟩ で張られる空間においてスピン角運動量演算子のように振
る舞う．そこで，任意の二準位系に対する演算子をスピン角運動量と同様に記述したものを擬スピンと

呼ぶ．

1.1.5 擬スピントロニクスの概要

近年，擬スピンを利用して新奇現象の探索・工学的な応用を目指す，擬スピントロニクスという研究分

野が発達してきている [6]．擬スピンは任意の二準位系において定義できるが，特に精力的に研究されて

いる系がグラフェンに代表される原子層物質系である（図 1.3）．

以下，グラフェンにおける擬スピンについて述べ，擬スピントロニクスの代表的な研究分野であるバ

レートロニクスについて簡潔に述べる．グラフェンの電子状態の詳細については付録 Bにおいて述べた．

グラフェンは一つの炭素原子から 3 つの sp2 軌道間の σ 結合と，1 つの pz 軌道間の π 結合からなっ

ている．σ 結合は炭素原子が存在する平面でハニカム格子を作り，π 結合はその平面に垂直に存在してい

る．ハニカム格子の単位胞の中には 2つの炭素原子が存在し，その炭素原子を Aサイト，Bサイトと呼

ぶ．電子が Aサイトに存在するか，Bサイトに存在するかという自由度は擬スピンとして扱える．

また，グラフェンの分散関係は K点と K’点で厳密に接していて，その近傍では分散関係が円錐状にな

る．これをディラックコーンと呼ぶ．また，この谷になったバンド下端のことをバレーと呼ぶ．従ってグ

ラフェンでは Kバレーと K’バレーの二つのバレーがあることになる．電子がどちらのバレー近傍に所属

しているかを表す自由度として，バレー自由度が定義される．このバレー自由度もまた擬スピンの一例で

あり，バレー自由度に由来する擬スピンの角運動量に注目した研究領域はバレートロニクスと呼ばれ，擬

スピントロニクスの中でも特に活発に研究が行われている（包括的な報告がたとえば [6]にある）．

1.1.6 スピントロニクスと擬スピントロニクスの融合

スピントロニクスおよび擬スピントロニクスの研究はそれぞれ盛んに行われている．しかしそれらを同

時に扱った研究，特に擬スピンとスピンの間のカップリングを通じてスピン偏極や擬スピン偏極を電気的

に制御しようとする研究は基礎研究の段階にある．例えば擬スピントロニクスにおいて最も精力的に研究

が行われているグラフェンではスピン軌道相互作用が小さく，スピンに依存した現象を観測することが難

しい．
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図 1.3: 擬スピンの概念図．量子力学における任意の二準位系は，準位を構成する二つの状態を基底にし

て，スピンと同様にパウリ行列を構成できる．Bilayer の例は，二重量子井戸の各井戸に局在した状態

|L⟩，|R⟩を擬スピンと見なした場合を表している．原子層物質グラフェンの例では，単位胞（右下の赤い
網掛け部分）中の二つの原子 |A⟩，|B⟩ に強く束縛された状態を擬スピンとみなすことができる．また，
波数空間ではバレー擬スピンという擬スピンも存在する．

このような問題を解決するために，例えばシリコン原子の原子層物質であるシリセンなどで研究が行わ

れている．シリセンはシリコンの原子層物質であり，グラフェンを構成する炭素原子と比較すると，原子

番号が大きく，スピン軌道相互作用は大きくなる．また，ハニカム格子の物質ではあるが，バックル構造

を持っているため原子層面内に垂直な方向に電場を印加することでスピン軌道相互作用の大きさを制御す

ることができ，これに伴いエネルギー分散関係も変化する．電場の大きさを大きくするにつれて，シリセ

ンは絶縁体から金属，そして再び絶縁体へと相転移することが知られていて，この事情を反映し，光吸収

におけるバレー選択則に特異な振る舞いが見られることが理論的に予言されている [7]．しかしこれらの

先駆的な研究も実際のデバイスへの応用にはまだ結びついておらず，基礎研究の段階にある．

スピンと擬スピンが結合しているような物理量は，どちらかの自由度を制御することでもう一方の自由

度も同時に制御することができる．このうちスピンを制御するためには，古くから磁場が用いられてき

た．しかし磁場を印加すると系の時間反転対称性が破られてしまうため，電場による制御を行う方が望ま

しい．一方擬スピンは系のパラメータや電場によって制御できる擬スピン自由度を系に付与することが容

易なため，擬スピン自由度に働きかけることによりスピン偏極やスピン流の大きさを電気的に制御できる

可能性がある．
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スピン軌道相互作用
スピン流

図 1.4: 外因性スピンホール効果の概念図．試料中に電場を印加し，電子を駆動する．電子は，試料中の不

純物により散乱を受けるが，不純物由来のスピン軌道相互作用がはたらき，電子スピンの向きによって，

散乱方向が異なる．これによって，印加した電場と垂直方向に，スピン流（スピンホール流）が生じる．

1.2 スピンホール効果

1.2.1 概要

非磁性体中にスピン流，およびスピン偏極生成する方法として知られている代表的な現象の一つに，ス

ピンホール効果がある [8, 9, 10]（図 1.4）．物質に電場を印加し電子を駆動すると，物質中のスピン軌道

相互作用によって電場と垂直な方向に純粋スピン流が生じる．発生したスピン流が試料端に到達すると，

スピン蓄積が生じる．この現象は磁場中で試料に電場を印加すると試料の端に電荷の蓄積が生じるホール

効果とよく似ているため，スピンホール効果と名付けられた．しかしスピンホール効果の原因は物質中の

スピン軌道相互作用であり，磁場や磁化がなくても生じることがホール効果と異なる点である．スピン

ホール効果は現象の予言自体は古くから理論的に提案がなされていたが [11, 12]，微細加工の技術が発展

していなかったことと，そもそも現象の重要性そのものがあまり認識されていなかった．しかし 21世紀

に入り半導体中の多バンド効果に由来するスピンホール効果の理論的発見，そして実験技術の発展により

光学的にスピンホール効果に由来するスピン偏極が実験的に観測されるようになり，スピンホール効果は

スピントロニクスの研究の中でも重要な役割を果たすようになった [1]．

スピンホール効果は，スピン軌道相互作用が系の不純物に由来する外因性機構のもの [11, 12, 13, 14,

15, 16, 17]と多バンド効果に由来する内因性機構のもの [18, 19]に大別される．理論的研究が先行してい

る中，二十世紀に入ると外因性スピンホール効果に由来すると考えられるスピン偏極の実験的観測がなさ

れた [20, 21, 22, 23, 24]．次いで，内因性スピンホール効果に由来するスピン偏極の実験的観測が行われ

た [25]．本研究では，外因性スピンホール効果によるスピン流を考える．
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図 1.5: スピン流と擬スピン流の概念図．スピン流は，右に走るスピンアップの電子の流れと，左に走る

スピンダウンの電子の流れの差で定義される．同様に擬スピン流も，擬スピンのアップに対応する電子の

流れと擬スピンのダウンに対応する電子の流れの差で定義できる．この二つを同時に考えることで，例え

ば擬スピンを運ぶ電子の流れをスピン流に置き換えることで，スピンと擬スピンを同時に運ぶ流れである

スピン・擬スピン流を定義することができる．

1.2.2 外因性スピンホール効果

外因性スピンホール効果の機構は 2つあり，それぞれ skew散乱 [26, 27, 28]と side jump[29, 30, 31, 32]

と呼ばれる．これらは強磁性体中における異常ホール効果の研究でも，不純物との衝突によって異常ホー

ル効果の機構として知られている [33, 34]．skew散乱と side jumpのどちらの機構が支配的になるかは，

系の不純物濃度によって決まっており，不純物濃度が大きくなるにつれて，side jump の効果が支配的

になることが知られている．本研究では，運動量緩和時間が長い，skew散乱が支配的な系を考え，side

jumpの効果は無視する．skew散乱はスピン軌道相互作用について 1次，不純物ポテンシャルについて 3

次の効果が最低次の効果であり，本研究では最低次の効果を考える．付録 E節において，単一量子井戸

系を想定して skew散乱と side jump両方の寄与を考えた時のスピンホール伝導率の計算を掲載した．

1.3 二重量子井戸におけるスピン・擬スピン流

本研究では，二重量子井戸の左の井戸と右の井戸にそれぞれ逆符号の不純物をドープする系を考える．

このような系は井戸層が GaAsの場合不純物として Siと Beを選べばよく，実際にこのような構造が作

成されている [35]．skew散乱によるスピン流は不純物ポテンシャルの 3次の効果であるため，今の系で

は，左の層と右の層で skew 散乱によるスピンホール流が 2 次元電子系面内で逆向きに流れる [16, 36]．

ここで左の層のスピン流 jsL と右の層のスピン流 jsR の差 jsL − jsR は，スピンと同時に擬スピンを運

んでいる流れであると見なすことができる．これはスピン流 js が上向きスピンの流れと下向きスピンの

流れの差 j↑ − j↓ で定義されるように，左の層の流れと右の層の流れの差 jL − jR は，基底 |L⟩，|R⟩に
よって定義される擬スピンを運ぶ流れであるとみなせるためである（図 1.5）．ここで |L⟩，|R⟩はそれぞ
れ左の層と右の層における z 方向の基底状態である．2次元電子系が 2枚ある時，それぞれの電子系に局

在した状態を擬スピンと捉える研究は既に行われている [6, 37, 38] が，この擬スピンとスピンを同時に
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図 1.6: 擬スピン空間における歳差運動．図では，τ1 方向に印加された擬磁場の周りに擬スピンが歳差す

る場合を描いている．後に見るように，|L⟩，|R⟩を基底とする空間では，∆SAS のハミルトニアンは実際

に τ1 方向に印加された擬磁場とみなすことができる．

扱った輸送現象の研究はされていなかった．本研究で定義するスピン・擬スピン流は，スピンと擬スピン

を同時に運ぶ流れであるため，擬スピンの運動を電気的に制御することによりスピン流の大きさを変化さ

せることができる可能性を示唆している．

1.4 スピン・擬スピン流の発現・消失のクロスオーバー

二重量子井戸の左右の層にそれぞれ逆符号のポテンシャルを持つ不純物をドープし，skew散乱による

スピン流を逆向きに生じさせる．左の層のスピン流と右の層のスピン流の差は擬スピンを運ぶ流れになる

が，この流れの大きさを考える際は，二層が結合しているか否かが重要になる．左の層と右の層が空間的

に近く，二層が結合している時は井戸の成長方向の状態は対称状態 |G⟩と反対称状態 |E⟩を形成する．二
層の結合の強さは，対称状態と反対称状態の間のエネルギー差 ∆SAS で記述される．さらに，∆SAS を振

動数に換算して ∆SAS = ℏωSAS となるような振動数 ωSAS を導入する．このようにすると，二層の結合

は振動数 ωSAS による擬スピンの歳差運動と捉えることができる（図 1.6）．左の層と右の層が空間的に遠

く二層が結合していない時は，片方の層で他方の層の効果を感じることなく，それぞれの層でスピン流が

流れている．しかし二層が結合しているときは電子が二層を歳差運動することで，各層においてもスピン

流が流れなくなる（図 1.7）．すなわち，今の系においては skew散乱によるスピンホール効果でスピン・

擬スピン流が “生成”され，また電子が ωSAS の振動数で二層を “歳差”することによって，スピン・擬ス

ピン流の消失が生じ，スピン・擬スピン流が発現している状態から消失している状態へクロスオーバーが

起きる（図 1.8）．しかし，∆SAS = ℏωSAS がどのような値の時にこのクロスオーバーが生じるかが明ら

かになっていない．

二層系における研究は量子 Hall効果の分野で精力的に行われてきた．この詳細は付録 Fで述べるが，

二層系では一層系では生じなかった，分数量子 Hall 効果が生じる相と生じない相の間で相転移が起き，

その境界が∆SAS の大きさによって決まっている．分数量子 Hall効果は多体の相互作用によって生じる．

多体の相互作用の代表的なものが電子間相互作用である．二重量子井戸系では，同じ層面内の電子との電
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障壁 障壁

図 1.7: 実空間におけるスピン・擬スピン流のクロスオーバーの概念図．二層間の障壁が厚く結合が弱い

場合，二層は独立した単独の層と近似でき，それぞれの層でスピン流が流れる．しかし二層間の障壁が薄

く結合が強い場合，逆向きに流れるスピン流が混合し，スピン流の大きさはそれぞれの層においても小さ

くなり，結合が強い極限では流れなくなる．

クロスオーバー

図 1.8: スピン・擬スピン流のクロスオーバーの模式図．∆SAS が小さく二層の結合が弱い場合は，左の層

のスピン流 jsL と右の層のスピン流 jsR はゼロでない値を持つが，∆SAS が大きく二層の結合が強い場合

は jsLー jsR = js3 はゼロに漸近していく．このクロスオーバーが起きる時の∆SAS が何によって決まっ

ているかが不明である．
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子間相互作用のほかに，他の層の電子との電子間相互作用が存在する．∆SAS を変化させると量子 Hall

効果を起こす状態と起こさない状態の間で相転移が生じる．このように，∆SAS を変化させることで現象

の発現・消失が移り変わる場合，どのような値でその移り変わりが起こるかを突き止められれば，∆SAS

がこの系においてどのような役割をしているかが明確になる．本研究は一体問題のため相転移は生じない

が，代わりに現象のクロスオーバーが生じる．例えばこのクロスオーバーが ∆SAS と温度のエネルギー

kBT が釣り合った時に生じたとすると，このクロスオーバーは対称状態と反対称状態の電子数の変化に

よってクロスオーバーが生じていることを意味する．

本研究では，∆SAS を変化させることで，二層が結合しておらず反平行のスピン流が流れる場合から，

二層が結合しスピン流が消失する場合へのクロスオーバーを理論的に調べ，このクロスオーバーにおける

∆SAS の役割を明らかにする．これが本論文の目的の一つである．本研究では，時間スケールの候補とし

て，不純物散乱から生じる運動量緩和時間，skew散乱による時定数の他に，有限温度における擬スピン

のデコヒーレンス時間 τps を考える．また，不純物散乱における準位幅の効果は考えない．

1.5 スピン・擬スピン流の交流応答

次に，電子を駆動する電場を振動数 ω の交流電場にした場合を考える．今，系には固有の振動数 ωSAS

が存在するため，ω と ωSAS が特定の関係を満たした時にスピン・擬スピン流は電場と共鳴し，スピン・

擬スピン流の大きさがピークを持つ場合があると期待される（図 1.9）．しかし今の場合，スピン流と擬ス

ピン流の大きさがピークを持つことが直感的に明らかであるが，偏角の振る舞いに関しては予測ができ

ない．

また，一口に共鳴が起きるといっても，共鳴のタイプには例えば力学的共鳴や強磁性共鳴など，いくつ

か種類があり，どのようなタイプの共鳴なのかが不明である．共鳴のタイプを決定するためには，スピ

ン・擬スピン流の大きさを求めるだけでなく，スピン・擬スピン流の運動方程式を導く必要がある．

1.6 目的と構成

以上より，本論文ではスピン・擬スピン流のダイナミクスを，印加する電場が直流の場合と交流の場合

の二つの状況で考える．直流電場を印加した場合の結果は交流電場を印加した場合の結果において ω → 0

の極限を取ることで得ることができるため，理論的にはスピン・擬スピン流を交流電場を印加した場合に

ついて計算する．

直流電場を印加した時，二重量子井戸に形成される二枚の 2次元電子系に逆向きに流れる反平行スピン

ホール流について，∆SAS を変化させた時に生じる発現・消失のクロスオーバーについて理論的に調べ，

このクロスオーバーが生じるときの ∆SAS が何によって決まっているかを明らかにする．

また，交流電場を印加した時は，スピン・擬スピン流の大きさについて共鳴によるピークが生じること

を確認し，さらに偏角の ω 依存性を求める．さらにスピン・擬スピン流の運動方程式を求め，この共鳴の

タイプを同定する．

1.6.1 構成

この論文の構成を述べる．

2章ではモデルと計算方法について説明する．まずモデルハミルトニアンを提示する．無摂動部分の固
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図 1.9: スピン・擬スピン流の共鳴の模式図．系には固有の角振動数 ωSAS が存在し，左右の井戸を歳差

運動している．外場Ee−iωt の振動数 ωがこの歳差のタイミングに合うと，スピン流が電場と共鳴し大き

くなる．

有状態を擬スピンを用いて表示し，さらに不純物に由来する摂動について幾つかの仮定をする．本論文で

はスピン・擬スピン流を半古典的な輸送方程式である Boltzmann 方程式を用いて計算する．しかし今の

系は擬スピンのコヒーレンスがあるため，これを考慮するために密度行列の運動方程式から Boltzmann

方程式を導出した．

3章ではスピン・擬スピン流を数学的に定式化し，この大きさを計算する．時定数として ωSAS，ω や

不純物との衝突による緩和時間，擬スピンのデコヒーレンス時間が存在するが，実験と比較しやすいよう

に井戸の成長方向に電場を印加することで得られるポテンシャルオフセット ℏωV を導入し，この振動数

ωV による依存性も考える．

4章ではスピン・擬スピン流の運動方程式，5章では実験的観測方法について議論する．スピン・擬ス

ピン流の運動方程式はスピンの分野でよく知られている Bloch方程式と同じ形に帰着した．ここから直

流電場の場合は Hanle効果が生じることを導いた．また交流電場の場合，運動方程式が古典的なサイク

ロトロン共鳴の方程式と一致することを導き，共鳴のタイプを明らかにした．また，直流電場の場合と交

流電場の場合それぞれについて，実験的観測方法について述べた．直流電場の場合は，“Hバー”系を用

いた実験方法と，動的核スピン偏極（DNP）を用いた実験方法について述べ，またクロスオーバーを確認

する方法についても議論した．交流電場の場合，磁気光学 Kerr効果を利用した実験方法を提案した．

6章では本研究の結論を再度述べ，最後に今後の課題と展望について述べる．
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第 2章

モデルと計算方法

2.1 概要

本研究の系は，xy 平面に並進対称性のある二重量子井戸構造である．電子の運動は有効質量近似が有

効な範囲内を考え，z 方向の運動は左右の井戸の最低エネルギー状態である |L⟩と |R⟩を用いて擬スピン
として記述する（図 2.1）．

スピン流は Boltzmann方程式を用いて計算する．しかし本研究では擬スピンの非対角要素も考慮する

ため，密度行列を用いて Boltzmann方程式を導出した．導出された Boltzmann方程式を擬スピンで展

開し，各擬スピン成分について解析的に解を求めた．

decoupled coupled

図 2.1: 結合，及び分離した二重量子井戸の構造．二層が結合しているとき，結合状態（対称状態）は |G⟩，
反結合状態（反対称状態）は |E⟩ で表す．二層が分離しているとき，左右の井戸の最低エネルギーの状
態をそれぞれ |L⟩と |R⟩で表す．|G⟩と |E⟩の間のエネルギー差 ∆SAS は，|L⟩と |R⟩の結合の強さを表
す．二層が分離しているとき，左右の井戸には逆向きにスピン流が流れているとする（jsL = −jsR）．こ

れは，一方の層には引力ポテンシャルとしてはたらく不純物をドープし，他方の層には斥力ポテンシャル

としてはたらく不純物をドープし，外因性スピンホール効果の原因の一つである skew散乱によるスピン

流を考えればよい．図は文献 [39]から転載した．
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2.2 ハミルトニアン

2.2.1 無摂動ハミルトニアン

ハミルトニアンは，無摂動のハミルトニアン Hw と，摂動ポテンシャル V の和で表す．

H = Hw + V, (2.1)

ここで Hw は面内の運動を記述する H∥ と，層間の飛び移りを表す H⊥ の和で表される．

Hw = H∥ +H⊥. (2.2)

また，H∥ は次のように表される．

H∥ =
p̂2x + p̂2y
2m

, (2.3)

ここで p̂ = [p̂x, p̂y, p̂z]は運動量演算子であり，mは伝導体の電子の有効質量である．H∥ の固有状態を

|k⟩，および固有エネルギーを εk とすると，以下の式を満たす．

H∥ |k⟩ = εk |k⟩ , (2.4)

ここで固有エネルギー εk は

εk =
ℏ2k2

2m
, (2.5)

である．k = [kx, ky]は 2次元電子系面内の波数であり，k =
√
k2x + k2y はその大きさである．固有状態

|k⟩は，面内の運動量演算子 p̂x と p̂y の同時固有状態であり，

p̂x |k⟩ = ℏkx |k⟩ , p̂y |k⟩ = ℏky |k⟩ . (2.6)

を満たす．

層間の飛び移りを表す H⊥ は次にように与えられる．

H⊥ =
p̂2z
2m

+ Vwell(z), (2.7)

ここで Vwell(z) は井戸を構成する物質によるバンド・オフセット，ゲート電圧，不純物ドープによって

生まれた電荷，及び井戸内の電子間相互作用をハートリー近似した結果の，二重量子井戸のポテンシャ

ルである．本研究では外因性スピンホール効果の寄与のみを考えるため，Vwell(z)によるスピン軌道相互

作用 [40, 41, 42]と Dresselhaus型のスピン軌道相互作用 [43, 44] は考えない．ここで z 方向の運動を，

左右の井戸の基底状態 |L⟩ と |R⟩ の線型結合によって表す．ここで，|L⟩ と |R⟩ を用いて，擬スピン τ̂γ

（γ = 1, 2, 3）と単位行列 τ̂0 を，次のように定義する．

τ̂0 = |L⟩ ⟨L|+ |R⟩ ⟨R| ,
τ̂1 = |R⟩ ⟨L|+ |L⟩ ⟨R| ,
τ̂2 = i |R⟩ ⟨L| − i |L⟩ ⟨R| ,
τ̂3 = |L⟩ ⟨L| − |R⟩ ⟨R| .

(2.8)
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非結合結合
図 2.2: バンドオフセット ∆V = ℏωV の概念図．ℏωV = 0の時結合していた状態は，ℏωV ̸= 0とすると

非結合状態になる．ハミルトニアンの形から，バンドオフセット ℏωV を表すハミルトニアンは，擬スピ

ン空間における τ3 方向の擬磁場とみなすことができる．

非結合 結合

図 2.3: 二層の結合が弱い場合（∆SAS が小さい場合），二層は空間的に離れており，|L⟩，|R⟩で表される
片方の層にいる電子は，他方の層に遷移する確率が小さくなる．二層の結合が強い場合（∆SAS が大きい

場合），二層は空間的に近接しており，|G⟩，|E⟩で表される固有状態は二層に跨った形で形成される．

この擬スピンを用いて，H⊥ を次のように表記する．

H⊥ = −ℏωSAS

2
τ̂1 +

ℏωV

2
τ̂3 (2.9)

ここで ωSAS = ∆SAS/ℏと ωV = ∆V /ℏはそれぞれ，層間のトンネリングと二つの井戸のポテンシャル差
を表している（図 2.2）．ωSAS > 0と選ぶと，(|L⟩+ |R⟩)/

√
2が ωV = 0における基底状態になる．基底

状態，及び励起状態は，井戸の結合状態（対称状態），反結合状態（非対称状態）であり，それぞれ |G⟩と
|E⟩で表す（図 2.3）．

|G⟩と |E⟩は H⊥ の固有状態であり，その固有方程式は次の通り．

H⊥ |n⟩ = εn |n⟩ , (n = G,E), (2.10)
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ここで

εG = −1

2
ℏω1, εE =

1

2
ℏω1 (2.11)

であり，ω1 は

ω1 =
√
ω2
SAS + ω2

V (2.12)

である．

スピンに関する状態は，スピン演算子 σ̂z の固有状態 |σ⟩をスピンの基底に取る．

σ̂z |σ⟩ = σ |σ⟩ (σ = ±1). (2.13)

以上より，Hw の固有エネルギー εnk は次の式を満たす．

Hw |nkσ⟩ = εnk |nkσ⟩ , (2.14)

ここで

εnk = εn + εk. (2.15)

である．

2.2.2 摂動ハミルトニアン

摂動 V は，不純物ポテンシャル Vimp(r)と不純物由来のスピン軌道相互作用 Hso
imp の和で表す．

V = Vimp(r) +Hso
imp, H

so
imp = −η

ℏ
σ̂ · (∇Vimp × p̂) , (2.16)

ここで r = [x, y, z]は座標であり，また η は伝導帯の電子に働くスピン軌道相互作用の結合定数である.

ここで不純物ポテンシャルについて，次のような仮定をする．

Vimp(r) =

N∑
i=1

ui(r − ri). (2.17)

N は不純物の総数であり，ri = [xi, yi, zi]は i番目の不純物の位置を表す．ui は i番目の不純物のポテ

ンシャルであり，zi が左側の井戸にあれば引力型（ポテンシャルの符号は負），右側の井戸にあれば斥力

型のポテンシャル（ポテンシャルの符号は正）と仮定する．例えば GaAs系では，井戸層の Gaを Siに

置換することで，Si原子が引力ポテンシャルを持つ不純物になる．また同様に，Gaを Beに置換するこ

とで Beが斥力ポテンシャルを持つ不純物になる．これらの構造は半導体量子井戸系において実際に実験

的作成がなされている [35]．

ui(r − ri) = uL(r − ri) < 0 zi in L,

ui(r − ri) = uR(r − ri) > 0 zi in R.
(2.18)

不純物ポテンシャルはそれぞれ遮蔽されたクーロンポテンシャルで記述される [15]．この場合，|uL(r −
ri)| = |uR(r − ri)| であると近似的に見なすことができる．さらに本研究では，不純物ポテンシャルに
よって井戸間を遷移する散乱が生じないと仮定する．すなわち

u(r − ri) = |L⟩ ⟨L|uL(r − ri) |L⟩ ⟨L|+ |R⟩ ⟨R|uR(r − ri) |R⟩ ⟨R| (2.19)
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と不純物ポテンシャルの行列要素を仮定する．この条件は，⟨R | z⟩ × ⟨z |L⟩ が無視できない領域におい
て，不純物ポテンシャルの大きさを ui(r − ri) = 0と設定すれば満たされる．このように設定すると，i

番目の不純物のポテンシャルについて，次の式を得る．

⟨L|u(r − ri) |L⟩ ⟨R|u(r − ri) |R⟩ = 0. (2.20)

2.3 Boltzmann方程式

本研究ではスピン軌道相互作用について 1 次までの効果を考える．skew 散乱によるスピン流を考え

る場合，スピン反転を起こす σ̂x や σ̂y の項はスピン軌道相互作用について高次の効果になるため無視で

きる．

スピン流の計算は，半古典的な輸送方程式である Boltzmann方程式によって行う．本研究では擬スピ

ンのコヒーレンスを取り入れるため，密度行列の運動方程式から Boltzmann方程式を導出した．ここで

本論文中で用いられる密度行列については，付録 Aにまとめてある．まず，密度行列を用いて次の量を

定義する．

ρ̂kσ = ⟨kσ| ρ̂ |kσ⟩ . (2.21)

これは波数 k，スピン σ の電子の分布関数と見なせるため，以降，この量を分布関数と呼ぶ．ただし，式

（2.21）は擬スピンについては演算子である．

振動数 ω の交流電場を印加した時の分布関数 ρ̂kσ の時間発展方程式は，以下の Boltzmann方程式で表

される．

∂ρ̂kσ
∂t

+
F

ℏ
· ∂ρ̂kσ
∂k

=

(
∂ρ̂kσ
∂t

)
p+c

+

(
∂ρ̂kσ
∂t

)
d

. (2.22)

左辺は分布関数の時間変化と，外場によって駆動される効果を表している．F = (−e)Ee−iωt であり，ま

た E = [Ex, Ey, 0]は xy 平面に印可した電場の大きさである．ω → 0の極限を取ることで直流電場が印

加された状況を表す．また，電子の電荷は −e（e > 0）として表している．右辺第一項は擬スピンの歳差

項と不純物との衝突項であり，右辺第二項は擬スピンのデコヒーレンスの項を表す．次に，これらの項の

詳細について述べる．

2.3.1 歳差項・衝突項

歳差項と衝突項は，密度行列の運動方程式である，量子リウヴィル方程式（フォン・ノイマン方程式）

から現れる．量子リウヴィル方程式は次の通り．

dρ̂

dt
=

1

iℏ
[H, ρ̂]. (2.23)

（2.23）を状態 |kσ⟩で期待値を取り計算を進めると，最終的に

dρ̂kσ
dt

=

(
∂ρ̂kσ
∂t

)
p

+

(
∂ρ̂kσ
∂t

)
c

. (2.24)

が導かれる*1．右辺初項を歳差項，右辺第二項を衝突項と呼び，次にこれらの導出について述べる．

*1 擬スピンに対しては演算子のままである．本研究では擬スピンについて非対角成分を考える．
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Boltzmann方程式の右辺を計算するために，演算子を相互作用表示に書き直す．

ρ̂I(t) = U†(t)ρ̂(t)U(t), VI(t) = U†(t)V (t)U(t). (2.25)

ここで，U(t)は相互作用表示における時間発展演算子で，無摂動ハミルトニアン Hw を用いて

U(t) = exp

(
1

iℏ
Hwt

)
, (2.26)

と定義される．

相互作用表示を用いると，式 (2.23)は，摂動ポテンシャルによる時間発展方程式として，次のように表

せる．

dρ̂I(t)

dt
=

1

iℏ
[VI, ρ̂I(t)]. (2.27)

時刻 t0に摂動 V が印可されたとき，十分時間が経過したときの時刻 tにおける密度行列を求める．（2.27）

を時刻 t0 から時刻 tまで積分すると

ρ̂I(t) = ρ̂I(t0) +
1

iℏ

∫ t

t0

dt′[VI(t
′), ρ̂I(t

′)]. (2.28)

式（G.6）の左辺で t→ t′ と置き換え，右辺の ρ̂I(t
′)に代入すると

ρ̂I(t) = ρ̂I(t0) +
1

iℏ

∫ t

t0

dt′[VI(t
′), ρ̂I(t0)] +

(
1

iℏ

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′[VI(t
′), [VI(t

′′), ρI(t
′′)]]. (2.29)

摂動 V について 3次までの効果を考え，次の式を得る．

dρ̂I(t)

dt
= J1(t, t0) + J2(t, t0) + J3(t, t0). (2.30)

ここで J1(t, t0)，J2(t, t0)，J3(t, t0)は次のように定義される．

J1(t, t0) =
1

iℏ
[VI(t), ρ̂I(t0)],

J2(t, t0) =
1

(iℏ)2

∫ t

t0

dt′[VI(t), [VI(t
′), ρ̂I(t0)]],

J3(t, t0) =
1

(iℏ)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′[VI(t), [VI(t
′), [VI(t

′′), ρ̂I(t0)]]].

(2.31)

衝突項の計算では，後に定義される散乱の代表的な緩和時間である運動量緩和時間 τp と衝突過程の時間

スケールを τcoll を比較して τcoll ≪ τp であるため，式（G.9）中の ρI(t0) を ρI(t) に置き換えてよい．

従って n = 1, 2, 3として，Jn(t, t0) = Jn(t)となる．これより，密度行列の運動方程式は次のようになる．

dρ̂kσ
dt

=
1

iℏ
⟨kσ| [Hw, ρ̂] |kσ⟩+ J1

kσ(t) + J2
kσ(t) + J3

kσ(t). (2.32)

ここで

Jn
kσ(t) = ⟨kσ|U(t)Jn(t)U

†(t) |kσ⟩ , (n = 1, 2, 3). (2.33)

であり，摂動 V の行列要素は次のようになる．

⟨ℓk′σ|V |ℓkσ⟩ = [1− iησ(k′×k)z] ⟨ℓk′|Vimp |ℓk⟩ . (2.34)
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ここで，(k′×k)z ≡ k′xky − k′ykx である．Jn(t) の行列要素は，⟨ℓk′|Vimp |ℓk⟩ の積となる．式（2.33）

の計算を行う際，不純物ポテンシャルによって井戸間を飛び移る散乱が生じないとする仮定（2.19）に加

え，衝突項の内部では ∆SAS を無視できるという仮定をする．これはすなわち，∆SAS と Vimp が結合す

る運動を無視することを意味する．擬スピンにおけるこれらの仮定は，スピンに対して，Dyakonov-Perel

がスピン緩和の研究において課した仮定と同様のものになっている [44, 45, 46]．衝突項の内部で ∆SAS

を無視するという仮定は ωSASτcoll ≪ 1ならば満たされる．本研究では，ωSASτp ∼ 1付近のクロスオー

バーを調べるので，ωSASτcoll ≪ 1という条件は，τcoll ≪ τp ということになる．これは，不純物ポテン

シャルの有効範囲と，フェルミ波長が，vF τp よりも十分に小さければよい．ここで，vF はフェルミ速度

である．

歳差項

歳差項は，式（2.32）のうち，Hw の部分である．すなわち，(
∂ρ̂kσ
∂t

)
p

=
1

iℏ
⟨kσ| [Hw, ρ̂] |kσ⟩ . (2.35)

ここで

⟨kσ| [Hw, ρ̂] |kσ⟩ = ⟨kσ|Hwρ̂ |kσ⟩ − ⟨kσ| ρ̂Hw |kσ⟩
= ⟨kσ|H⊥ρ̂ |kσ⟩ − ⟨kσ| ρ̂H⊥ |kσ⟩
= H⊥ ⟨kσ| ρ̂ |kσ⟩ − ⟨kσ| ρ̂ |kσ⟩H⊥

= [H⊥, ρ̂kσ]

(2.36)

である．ここで |k⟩が H∥ の固有状態であることを用いた．

衝突項

衝突項は，式（2.32）のうち，Jn
kσ の部分である．ここで本研究における輸送現象は，xy 平面にランダ

ムに分布した個々の不純物の配置によらないと仮定する．すなわち，不純物ポテンシャルの効果は xy 平

面にランダムに分布した個々の不純物の位置についてアンサンブル平均をとったものと仮定する．ここ

で，物理量 A(x1, y1, ...xN , yN )のアンサンブル平均を次のように定義する．

A ≡ 1

S

∫
S

· · · 1
S

∫
S

A dx1dy1 · · · dxNdyN . (2.37)

ここで，S は二層の量子井戸の面内の面積である．

不純物ポテンシャルの行列要素についてアンサンブル平均を考えると，不純物ポテンシャルの 1次の効

果について，

⟨ℓk′|Vimp |ℓk⟩ = 0, (k′ ̸= k). (2.38)

が導かれる．また，k′ = kの場合は，次のように仮定する．

⟨ℓk|Vimp |ℓk⟩ = 0. (2.39)

これは，Vimp(r)から V0(z) ≡ S−1
∫
S
Vimp(r)dxdyを抜き出し，V0(z)を Vwell(z)に付け足すことで，常

にこのように設定することが出来る．従って，不純物ポテンシャルについて 1次の寄与は存在しない．

続いて，不純物ポテンシャルについて 2次の寄与であるが，これは次のようになる．

⟨ℓ′k′′|Vimp |ℓ′k′⟩ ⟨ℓk′|Vimp |ℓk⟩ ̸= 0 (ℓ′ = ℓ,k′′ = k ) . (2.40)
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ここで，式（2.20）を用いた．さらに不純物配置のアンサンブル平均について次を仮定する．

|⟨Lk′|Vimp |Lk⟩|2 = |⟨Rk′|Vimp |Rk⟩|2 . (2.41)

この仮定は uL(r) = −uR(r)である場合は正しく満たされる．またこの関係が厳密に成立していない場
合であっても，左右の井戸にドープする不純物の数を調整することによって，この関係は原理的に満たす

ことが可能である．

最後に不純物ポテンシャルについて 3次の寄与を考えると，2次の場合と同様に次のようになる．

⟨ℓ′′k′′′|Vimp |ℓ′′k′′⟩ ⟨ℓ′k′′|Vimp |ℓ′k′⟩ ⟨ℓk′|Vimp |ℓk⟩ ̸= 0 ( ℓ′′ = ℓ′ = ℓ,k′′′ = k). (2.42)

衝突項についての計算の詳細は付録 Gに記した．

2.3.2 デコヒーレンス

本研究では具体的なモデルを導入しないが，例えば格子振動（フォノン）との衝突や電子-電子散乱な

どに代表される非弾性散乱が生じると，一電子のエネルギーが変化するためコヒーレンスが失われる．本

研究では，Boltzmann方程式に擬スピンのコヒーレンスを考慮する．この擬スピンのデコヒーレンスに

ついて，二準位系においてよく用いられている現象論的なモデルを導入して考慮する [47]．本研究では二

層の擬スピンのデコヒーレンスによる緩和時間を τps として，擬スピンのデコヒーレンスを次のように

表す． (
∂ρ̂kσ
∂t

)
d

= − 1

τps
(|G⟩ ⟨G| ρ̂kσ |E⟩ ⟨E|+|E⟩ ⟨E| ρ̂kσ |G⟩ ⟨G|) . (2.43)

ここで，射影演算子 |G⟩ ⟨G|と |E⟩ ⟨E|は，H⊥ を用いて

|G⟩ ⟨G| = 1

2
− H⊥

ℏω1
, |E⟩ ⟨E| = 1

2
+
H⊥

ℏω1
. (2.44)

のように表現できる．

2.3.3 Boltzmann方程式

式（2.32）と（2.43）を式（2.22）に代入して整理すると，Boltzmann方程式は次のようになる．

∂ρ̂kσ
∂t

+
F

ℏ
· ∂ρ̂kσ
∂k

=
1

iℏ
[H⊥, ρ̂kσ] + Ĉ(2) + Ĉ(3) +

(
∂ρ̂kσ
∂t

)
d

. (2.45)

ここで Ĉ(2)，Ĉ(3) は衝突項を不純物ポテンシャルの次数で分割したものであり，まず Ĉ(2) は

Ĉ(2) =
∑
k′

W
(2)
k′k

(
−ρ̂kσ + |L⟩ ρLLk′σ ⟨L|+ |R⟩ ρRR

k′σ ⟨R|
)
, (2.46)

である．ただし，⟨ℓ| ρ̂kσ |ℓ⟩を ρℓℓkσ と略記した．ここで式（2.46）中のW
(2)
k′k は不純物ポテンシャル Vimp

について 2次の範囲の遷移確率であり，次のように定義する．

W
(2)
k′k ≡W

(2)
Lk′Lk =W

(2)
Rk′Rk. (2.47)

ここで

W
(2)
Lk′Lk =

2π

ℏ
| ⟨Lk′|Vimp |Lk⟩ |2 δ(εk′ − εk) (2.48)
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である．遷移確率を計算する際に，式（2.19）と式（2.20）の仮定から，不純物散乱によって異なる層へ

の遷移がないことを用いている．また，エネルギー保存に面内の運動エネルギー εk のみが現れる理由は，

衝突項中で∆SAS や電場が不純物ポテンシャルと結合して起こる効果を無視しているためである [46]．こ

の仮定は，衝突の際に現れるエネルギーがフェルミエネルギーの大きさと同程度である運動エネルギーに

よってのみ決まっていると仮定することを意味しており，フェルミエネルギーで特徴づけられる時間は

ω−1
SAS や ω−1 の時間スケールよりもはるかに短い．

続いて Ĉ(3) は

Ĉ(3) =
∑
k′

|L⟩Wσ(3)ss
LkLk′ρ

LL
k′σ ⟨L|+ |R⟩Wσ(3)ss

RkRk′ρ
RR
k′σ ⟨R| . (2.49)

である．式（2.49）中のW
σ(3)ss
ℓkℓk′ は不純物ポテンシャル Vimp について 3次，かつスピン軌道相互作用に

ついて一次の遷移確率であり，skew散乱が生じる最低次の遷移確率である．これは次のように定義され

る不純物ポテンシャルについて三次の遷移確率

W
σ(3)
ℓkℓk′ =

2π

ℏ
∑
k′′

[
(ℓkk′k′′kσ)

εk − εk′′ + iδ
+ c.c.

]
δ(εk′ − εk),

(ℓkk′k′′kσ) = ⟨ℓkσ|V |ℓk′σ⟩ ⟨ℓk′σ|V |ℓk′′σ⟩ ⟨ℓk′′σ|V |ℓkσ⟩
(2.50)

のスピン軌道相互作用について一次の項まで考えた遷移確率である．ここで摂動の行列要素

⟨ℓk′σ|V |ℓkσ⟩は式（2.34）で定義されている．

ここで skew散乱に関する遷移確率を擬スピン空間で表現するために，次のような演算子を導入する．

Ŵ
σ(3)ss
kk′ = |L⟩Wσ(3)ss

LkLk′ ⟨L|+ |R⟩Wσ(3)ss
RkRk′ ⟨R| ,

=W
σ(3)ss
0kk′ τ̂0 +W

σ(3)ss
3kk′ τ̂3.

(2.51)

ここで

W
σ(3)ss
0kk′ =

W
σ(3)ss
LkLk′ +W

σ(3)ss
RkRk′

2
,

W
σ(3)ss
3kk′ =

W
σ(3)ss
LkLk′ −W

σ(3)ss
RkRk′

2
.

(2.52)

であり，遷移確率 W
σ(3)ss
0kk′ による skew 散乱のスピン流は二層で平行に流れ，遷移確率 W

σ(3)ss
3kk′ による

skew散乱のスピン流は二層で反平行に流れる．また，一つの不純物の不純物ポテンシャルが遮蔽された

クーロンポテンシャルでよく近似できる場合，uL(r) = −uR(r) を満たすためW
σ(3)ss
0kk′ = 0 になる（図

2.4）．

2.4 密度行列の解

2.4.1 擬スピンによる展開

分布関数 ρ̂kσ の時間発展方程式として，Boltzmann方程式が得られた．この方程式を解析的に解くに

あたり，分布関数を擬スピンのパウリ行列で展開するという手法を用いる．スピンに依存した運動を考え

る際に，スピンのパウリ行列で分布関数を展開するという手法が知られており [48, 49, 50]，今の場合も

この操作を行うことによって計算の見通しが非常によくなる．分布関数 ρ̂kσ を擬スピンのパウリ行列で
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左層

右層

図 2.4: skew 散乱を生じさせる遷移確率の模式図．式（2.49）はスピン軌道相互作用の一次の効果で

あり，上向きスピンと下向きスピンで散乱方向が異なる．これにより面内でスピン流が生じる．また

uL(r) = −uR(r)のときはW
σ(3)ss
3kk′ による skew散乱のスピン流のみが生じ，各層に流れるスピン流の向

きは反平行である．

展開すると，

ρ̂kσ =
1

2

3∑
γ=0

τγkσ τ̂γ . (2.53)

となる．ここで τγkσ は ρ̂kσ の擬スピン γ 成分の 2倍であり，波数 k，スピン σ の状態における τ̂γ の統

計平均によって定義する．すなわち

τγkσ = trτ (ρ̂kσ τ̂γ) ≡
∑
ℓ

⟨ℓ| ρ̂kσ τ̂γ |ℓ⟩ . (2.54)
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τγkσ を用いて Boltzmann方程式を擬スピン成分に展開して表すと，次のようになる．

∂τ0kσ
∂t

+
F

ℏ
· ∂τ0kσ
∂k

=
∑
k′

[
W

(2)
k′k (−τ0kσ + τ0k′σ) +W

σ(3)ss
0kk′ τ0k′σ +W

σ(3)ss
3kk′ τ3k′σ

]
,

∂τ1kσ
∂t

+
F

ℏ
· ∂τ1kσ
∂k

= −ωV τ2kσ − τ−1
l τ1kσ +

(
∂τ1kσ
∂t

)
d

,

∂τ2kσ
∂t

+
F

ℏ
· ∂τ2kσ
∂k

= ωSASτ3kσ + ωV τ1kσ − τ−1
l τ2kσ +

(
∂τ2kσ
∂t

)
d

,

∂τ3kσ
∂t

+
F

ℏ
· ∂τ3kσ
∂k

= −ωSASτ2kσ +
∑
k′

[
W

(2)
k′k (−τ3kσ + τ3k′σ) +W

σ(3)ss
0kk′ τ3k′σ +W

σ(3)ss
3kk′ τ0k′σ

]
+

(
∂τ3kσ
∂t

)
d

.

(2.55)

ここで

τ−1
l ≡

∑
k′

W
(2)
k′k,(

∂τ1kσ
∂t

)
d

= −τ−1
ps

(
s 2
ωV
τ1kσ + sωV

cωSAS
τ3kσ

)
,(

∂τ2kσ
∂t

)
d

= −τ−1
ps τ2kσ,(

∂τ3kσ
∂t

)
d

= −τ−1
ps

(
sωV

cωSAS
τ1kσ + c2ωSAS

τ3kσ
)

(2.56)

である．τl は寿命と呼ぶ．また，

sωV
=
ωV

ω1
, cωSAS

=
ωSAS

ω1
, s 2

ωV
+ c 2

ωSAS
= 1 (2.57)

と定義した．

本研究では，印可する電場について，線型応答領域を扱う．したがって，分布関数は，電場について 0

次の解と 1次の解が求まればよい．以下，それぞれの次数で解を求める．

2.4.2 電場について 0次の項

電場について 0次の分布関数を ρ̂(0) と表記し，この解を次のように選ぶ．

ρ̂(0) = f0(Hw), f0(ε) =

[
exp

(
ε− µ

kBT

)
+ 1

]−1

. (2.58)

ここで f0(ε)はフェルミ分布関数であり，µは化学ポテンシャル，T は温度である． 次に，ρ̂
(0)
kσ は

ρ̂
(0)
kσ =

∑
n=G,E

|n⟩ f0(εnk) ⟨n| (2.59)

と表せることに注意して，τ (0)γkσ について解くと，次の式を得る．ただし，τ
(0)
γkσ は ρ̂kσ の擬スピン γ 成分

の 2倍である．

τ
(0)
0kσ = f0(εGk) + f0(εEk),

τ
(0)
1kσ = cωSAS

[f0(εGk)− f0(εEk)] ,

τ
(0)
2kσ = 0,

τ
(0)
3kσ = sωV

[−f0(εGk) + f0(εEk)] .

(2.60)

これが，電場について 0次の解である．
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2.4.3 電場について 1次の項

Boltzmann 方程式の電場について 1 次の解は，τ (0)γkσ を Boltzmann 方程式の電場を含む項に代入し，

他の項に τ
(1)
γkσ と解を仮定する．τ

(1)
γkσ は，

τ
(1)
γkσ = aγkσ · ℏke−iωt. (2.61)

という形の解を求める．Boltzmann方程式を aγkσ を変数にして書き換えると，次のようになる．

(−e)E
m

(f ′G + f ′E) = −
(
τ−1
p − iω

)
a0kσ + σez × (τ−1

3ssa3kσ + τ−1
0ssa0kσ),

(−e)E
m

cωSAS (f
′
G − f ′E) = −ωV a2kσ −

(
τ−1
l − iω

)
a1kσ − τ−1

ps

(
s 2
ωV

a1kσ + sωV
cωSAS

a3kσ

)
,

0 = ωSASa3kσ + ωV a1kσ −
(
τ−1
l − iω + τ−1

ps

)
a2kσ,

(−e)E
m

sωV
(−f ′G + f ′E) = −ωSASa2kσ −

(
τ−1
p − iω

)
a3kσ

+ σez × (τ−1
0ssa3kσ + τ−1

3ssa0kσ)− τ−1
ps

(
sωV

cωSAS
a1kσ + c2ωSAS

a3kσ

)
.

(2.62)

ここで

ez × a ≡ [−ay, ax], ただし a = [ax, ay] (2.63)

であり，さらに

f ′n ≡ ∂f0
∂ε

(εnk),

τ−1
p ≡

∑
k′

W
(2)
k′k(1− cosϕ),

τ−1
0ss ≡

∑
k′

W
↑(3)ss
0k′k sinϕ,

τ−1
3ss ≡

∑
k′

W
↑(3)ss
3k′k sinϕ

(2.64)

と定義した．ここで τp は運動量緩和時間であり，τγss(γ = 0, 3)は skew散乱による時定数である．また

ϕは k′ と k のなす角である．τ−1
p は以下では運動量緩和率と呼ぶ．以下，さらに計算の見通しをよくす

るために，

τ̃−1
p ≡ τ−1

p − iω,

τ̃−1
l ≡ τ−1

l − iω
(2.65)

を定義する．

aγkσ をスピン軌道相互作用について 0次の項 a
[0]
γkσ と 1次の項 a

[1]
γkσ 次のように分割する．

aγkσ = a
[0]
γkσ + a

[1]
γkσ. (2.66)
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これらの解は，擬スピン成分 γ = 0, 3に対して，次のようになる．

a
[0]
0kσ = − (f ′G + f ′E)

τ̃p(−e)E
m

,

a
[0]
3kσ =

(γ̃k + 1)sωV

γ̃k τ̃pτ̃
−1
l + 1

(f ′G − f ′E)
τ̃p(−e)E

m
,

a
[1]
0kσ = σ (ez × (−e)E)

[
g̃3k(γ̃k + 1)sωV

(f ′G − f ′E)− g̃0k(γ̃k τ̃pτ̃l
−1 + 1) (f ′G + f ′E)

]
,

a
[1]
3kσ = σ (ez × (−e)E)

[
g̃0k

γ̃k + 1

γ̃k τ̃pτ̃l
−1 + 1

sωV
(f ′G − f ′E)− g̃3k (f

′
G + f ′E)

]
.

(2.67)

ここで，φ̃lφ = τ̃−1
l + τ−1

ps ，φ̃
s
lφ = τ̃−1

l + τ−1
ps s

2
ωV
として

g̃γk =
1

γ̃k τ̃pτ̃
−1
l + 1

τ̃2p
mτγss

, γ̃k =
ω2
SAS + φ̃lφτ

−1
ps c

2
ωSAS

φ̃lφφ̃s
lφ + ω2

V

. (2.68)

である．擬スピン成分 γ = 1, 2の解は，a3kσ を用いて表すことができて，

a1kσ =
α̃1

β̃
a3kσ −

τ−1
p φ̃lφcωSAS

β̃
(f ′G − f ′E)

τ̃p(−e)E
m

,

a2kσ =
α̃2

β̃
a3kσ −

τ−1
p ωV cωSAS

β̃
(f ′G − f ′E)

τ̃p(−e)E
m

.

(2.69)

である．ただし，

α̃1 = −ωV ωSAS − φ̃lφτ
−1
ps sωV

cωSAS
,

α̃2 = ωSASφ̃
s
lφ − ωV τ

−1
ps sωV

cωSAS
= ωSASτ̃

−1
l ,

β̃ = φ̃lφφ̃
s
lφ + ω2

V

(2.70)

と定義した．
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第 3章

結果

3.1 概要

本章では，スピン・擬スピン流を定義し，その伝導率を解析的に求める．直流電場の場合（ω → 0の場

合）と交流電場の場合（ω ̸= 0 の場合）でそれぞれ伝導率をプロットする．直流電場の場合，伝導率は

ωSAS の関数として Lorentz型の関数になる．τps や ωV を変化させた時の依存性についてもそれぞれプ

ロットを行なった．交流電場の場合，伝導率は ω と ωSAS の関係によって伝導率の大きさにピークが現れ

ることを示す．さらに位相成分は電流の位相に比べ二倍大きくなりうることを示す．これは伝導率の実部

が負になる事を示しているが，本研究のスピン・擬スピン流はスピンホール効果に由来する流れのため，

非物理的な結果ではない．

3.2 スピン・擬スピン流の伝導率

3.2.1 スピン・擬スピン流の定義

ここで，µ = x, y 方向にスピンの z 成分・擬スピンの γ 成分を運ぶスピン・擬スピン流を，次のように

定義する．

jsγµ ≡ 1

2S
tr

(
ρ̂σ̂z τ̂γ

p̂µ
m

)
=

1

2S

∑
kσ

στγkσ
ℏkµ
m

. (3.1)

本研究ではスピン軌道相互作用について 1次までの効果を考えるため，

jsγ =
1

2S

∑
k

εk

(
a
[1]
γk↑ − a

[1]
γk↓

)
e−iωt =

1

S

∑
k

εka
[1]
γk↑e

−iωt (3.2)

と表せる．

以下簡単のため，電場を x方向に印可した場合を考える．このとき，擬スピン成分 γ のスピン・擬スピ

ン流の伝導率を σsγ
yx と表し，

jsγy = σsγ
yxExe

−iωt. (3.3)

と定義する．式（2.67），（2.69）で求まった a
[1]
γkσ を式（3.2）に代入すると，スピン・擬スピン流の伝導
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率が次のように得られる．

σs0
yx = − e

S

∑
k

εk
[
g̃3k (γ̃k + 1) sωV

(f ′G − f ′E)− g̃0k(γ̃k τ̃pτ̃l
−1 + 1) (f ′G + f ′E)

]
,

σs1
yx =

e

S

∑
k

εk
α̃1

β̃

[
g̃3k (f

′
G + f ′E)− g̃0k

γ̃k + 1

γ̃k τ̃pτ̃l
−1 + 1

sωV
(f ′G − f ′E)

]
,

σs2
yx =

e

S

∑
k

εk
α̃2

β̃

[
g̃3k (f

′
G + f ′E)− g̃0k

γ̃k + 1

γ̃k τ̃pτ̃l
−1 + 1

sωV
(f ′G − f ′E)

]
,

σs3
yx =

e

S

∑
k

εk

[
g̃3k (f

′
G + f ′E)− g̃0k

γ̃k + 1

γ̃k τ̃pτ̃l
−1 + 1

sωV
(f ′G − f ′E)

]
.

(3.4)

3.2.2 エネルギースケールについての仮定

さらに，エネルギースケールの比較として，kBT ≪ εF かつ ∆SAS ≪ εF かつ ℏωV ≪ εF である場合

を考える．ただし，εF = ℏ2k2F/2mはフェルミエネルギーである．このようにすると，ゆっくり変化する
εの関数を kBT，ℏωSAS，ℏωV のスケールで定数と近似でき，緩和時間 τp(ε)，τl(ε)，τss(ε)を，フェル

ミエネルギー εF における値に置き換えてよい．

また，衝突項内部で∆SAS の効果を無視する理由について再度述べる．この近似が妥当な理由は，フェ

ルミエネルギー εF に比べて ℏ
τp
，および ℏωSAS が小さい時，これらの積 ℏ

τp
× ℏωSAS の効果はさらに小さ

い寄与を与えるため，無視できるからである．

3.2.3 スピン・擬スピン流の伝導率の解析式

以下では 3.2.2節で述べた近似の下で議論する．この近似を用いると，スピン・擬スピン流の伝導率の

解析的な表式が，次のように得られる．

σs0
yx =

1

(1− iωτp)2
σSH
0 , (3.5)

σs3
yx =

1

γ̃k τ̃pτ̃
−1
l + 1

1

(1− iωτp)2
σSH
3 . (3.6)

ただし，σSH
γ = − 2Neeτ

2
p

mτγss
は τp = τp(εF)，τγss = τγss(εF)，かつ ωSAS = 0の時の直流電場を印加した時の

スピンHall 伝導率であり，Neはスピンごとの電子密度である．一層系の結果を考える場合は，ωSAS → 0

の極限を考えればよい．また，直流電場の結果を考える場合は，ω → 0の極限を考えればよい．また，擬

スピンの第 1成分と第 2成分は式（3.6）を用いて

σs1
yx =

ωSASωV + φ̃lφτ
−1
ps sωV

cωSAS

φ̃lφφ̃s
lφ + ω2

V

σs3
yx, (3.7)

σs2
yx =

ωSASτ̃
−1
l

φ̃lφφ̃s
lφ + ω2

V

σs3
yx. (3.8)

式（3.7）より，ωV = 0の場合は σs1
yxは生じないこと, および ωSAS = 0の場合は σs2

yxは生じないことがわ

かる．これは H⊥ のうち二層の結合の強さを表す ℏωSAS が τ̂1 方向に働く擬磁場であり，ℏωV の項は τ̂3
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方向に働く擬磁場であるので，ωV = 0で擬磁場が τ̂1 方向のとき τ̂1 方向の成分が誘起されず，ωSAS = 0

で擬磁場が τ̂3 方向のとき τ̂2 方向の成分が誘起されないためである．

二重量子井戸の左右の層で不純物ポテンシャルの大きさが等しい場合は τ−1
0ss = 0であるから，σs0

yx = 0

になる．スピン・擬スピン流の第０成分は二層で同じ方向にスピン流が流れている場合を表す．本研究で

はスピンと擬スピンが結合することによって生じる現象を考えるため，以下では σs3
yx に注目して議論を

行う．

ωV = 0の場合

ωV = 0の場合，sωV
= 0，cωSAS

= 1であり，γ̃k = ω2
SASτ̃lφ̃

−1
lφ + τ̃lτ

−1
ps となるため，

σs3
yx

σSH
3

=

(
1 + τ̃pτ

−1
ps

)−1

1 + ω2
SAS

[(
τ̃−1
p + τ−1

ps

) (
τ̃−1
l + τ−1

ps

)]−1

1

(1− iωτp)2
(3.9)

となる．

τ−1
ps = 0の場合

τ−1
ps = 0の場合，γ̃k = ω2

SAS/(ω
2
V + τ̃−2

l )となるため，

σs3
yx

σSH
3

=
ω2
V τ̃

2
l + 1

1 +
(
ω2
SASτ̃pτ̃

−1
l + ω2

V

)
τ̃2l

1

(1− iωτp)2
(3.10)

となる．

τ−1
ps = 0，かつ ωV = 0の場合

式（3.9），式（3.10）より

σs3
yx

σSH
3

=
1

1 + ω2
SASτ̃pτ̃l

1

(1− iωτp)2
(3.11)

となる．

3.3 直流電場について

この節では，ω → 0の極限をとり，直流電場を印加した場合の結果について議論する．

3.3.1 ωV = 0, τ−1
ps = 0の場合

ωV = 0，かつ τ−1
ps = 0の場合，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導率は以下のよ

うになる．

σs3
yx

σSH
3

=
1

1 + ω2
SASτpτl

(3.12)

となる．一般に τp ̸= τl である．これを踏まえ，τp と τl の比を変えた場合に，ωSASτp の関数として伝

導率をプロットしたものが図（3.1）である．さらに不純物ポテンシャルが短距離型で τl = τp を満たす

場合，

σs3
yx

σSH
3

=
1

1 + ω2
SASτ

2
p

(3.13)
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図 3.1: 規格化したスピン・擬スピン流の伝導率 σs3
yx/σ

SH
3 の ωSASτp の依存性を，τp/τl の比を変えた場

合についてプロットした．τp = τl の場合は不純物との衝突による緩和に異方性がない場合に対応する．

となり，変数 ωSASτp に関して Lorentz 型の関数になる．これより，スピン・擬スピン流のクロスオー

バーは ωSAS と運動量緩和時間 τ−1
p の競合で起こることがわかる．

また，このとき擬スピン成分 γ = 1, 2に対するスピン・擬スピン流の伝導率 σs1
yx 及び σs2

yx は，

σs1
yx = 0, σs2

yx = ωSASτpσ
s3
yx (3.14)

となる．以上より，次の関係式が得られる．

σs3
yx(ω) + iσs2

yx(ω) =
σSH
3

1− iωSASτp
. (3.15)

3.3.2 ωV = 0, τ−1
ps ̸= 0の場合

簡単のため，τp = τl を仮定する．このとき，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導

率は以下のようになる．

σs3
yx

σSH
3

=

(
1 + τpτ

−1
ps

)−1

1 + ω2
SAS

(
τ−1
p + τ−1

ps

)−2 (3.16)

τp と τps の比を変えた場合に，ωSASτp の関数として伝導率をプロットしたものが図（3.2）である．図

（3.2）から，デコヒーレンス の効果が強くなる（τp/τps が大きくなる）と，伝導率の最大値が小さくな

る．これは擬スピンがデコヒーレンスしてしまうため擬スピン成分が存在しなくなることを意味してい
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図 3.2: 規格化したスピン・擬スピン流の伝導率 σs3
yx/σ

SH
3 の ωSASτp の依存性を，τp/τps の比を変えた場

合についてプロットした．

る．また ωSASτp を変化させたときに伝導率の値がより緩やかに小さくなることがわかる．これは デコ

ヒーレンス による緩和が強く働き，スピン・擬スピン流全体の緩和時間が有効的に短くなったためであ

る．すなわちスピン・擬スピン流のクロスオーバーにおいて ωSAS と競合する時定数は，不純物散乱によ

る運動量緩和時間のほかに，擬スピンのデコヒーレンス による時定数 τps も存在することがわかる．不

純物散乱とデコヒーレンスの緩和機構はそれぞれ独立に作用し，両方の機構が存在する場合は，その有効

緩和時間の逆数はそれぞれの緩和時間の逆数を足し合わせたものとして与えられる．

3.3.3 ωV ̸= 0, τ−1
ps = 0の場合

簡単のため，τp = τl を仮定する．このとき，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導

率は以下のようになる．

σs3
yx

σSH
3

=

(
1 +

ω2
SASτ

2
p

1 + ω2
V τ

2
p

)−1

(3.17)

ωSASτp を変えた場合に，ωV τp の関数として伝導率をプロットしたものが図（3.3）である．ωV は z 方

向に印加する電場によって調整することが可能であり，スピン・擬スピン流のクロスオーバーを観測をす

る際に有望な選択肢になりうる．このことは 5章で詳しく述べる．
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図 3.3: 規格化したスピン・擬スピン流の伝導率 σs3
yx/σ

SH
3 の ωV τp の依存性を，ωSASτp の比を変えた場

合についてプロットした. 計算結果は文献 [39]による．

3.3.4 ωV ̸= 0, τ−1
ps ̸= 0の場合

簡単のため，τp = τl を仮定する．このとき，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導

率は以下のようになる．

σs3
yx

σSH
3

=
1

1 + γk
=

φlφφ
s
lφ + ω2

V

φlφφs
lφ + ω2

V + ω2
SAS + φlφτ

−1
ps c2ωSAS

(3.18)

となる．ωV τp = 1の場合，様々な τps の値について式（3.18）を ωSASτp プロットしたものが図（3.4）で

ある．図（3.2）と比較すると，ωSASτp = 0の時に規格化した伝導率の最大値が 1であるという特徴があ

る．ωV ̸= 0である場合，ωSASτp = 0の時に φlφτ
−1
ps c

2
ωSAS

= 0となるため，式（3.18）の分母第三項，第

四項が消え，σs3
yx/σ

SH
3 =1になる．

3.4 交流電場について

この節では，ω ̸= 0の場合を考える．また，簡単のため τp = τl の場合のみを考える．
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図 3.4: ωV τp = 1 ̸= 0の場合に，規格化したスピン・擬スピン流の伝導率 σs3
yx/σ

SH
3 の ωSASτp の依存性

を，τp/τps の比を変えた場合についてプロットした．

3.4.1 ωV = 0, τ−1
ps = 0の場合

このとき，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導率は以下のようになる．

σs3
yx(ω)

σSH
3

=
1

(1− iωτp)
2
+ ω2

SASτ
2
p

. (3.19)

交流応答なので，伝導率は絶対値と偏角 θの二つの自由度が存在する．まず式（3.19）の偏角 θを，複数

の ωSASτp の場合に対し，ωτp の関数としてプロットしたものが図（3.5）である．まず，ωSAS = 0の場

合（
σs3
yx(ω)

σSH
3

= (1− iωτp)
−2）の場合を考える．図（3.5）からわかるように，ω → ∞の極限で，偏角 θは

π まで達する．これは縦伝導率 σxx(ω) ∝ (1− iωτp)
−1 の偏角が π

2 を超えない事と対照的な結果である．

ωSAS が大きくなるにつれ，例えば θ = π
2 を超えるためには大きな ω の値が必要になる．これはスピン・

擬スピン流の伝導率が ω，ωSAS，および τ−1
p の相対的な比で決まっているからである．また，θ > π

2 の

時，スピン・擬スピン流の伝導率の実部は負の値になる．縦伝導度の実部が負ということは，ジュール熱

を吸熱するという非物理的な結果を与えるが，スピンホール効果による純粋スピン流は電荷の流れを伴わ

ずジュール熱を生じないため，伝導率の実部が負になるとしても非物理的な結果ではない．

次に図（3.6）は，いくつかの異なる ωSASτp の値に対し，ωτp を変数にした時の，式（3.19）の絶対

値の振る舞いである．ただし，対称性から ω > 0 の場合のみを描いている．ωSASτp > 1 の時，ω が

ωτp =
√
ω2
SASτ

2
p − 1の値で，ピーク (2ωSASτp)

−1 を持つことがわかった．これは外場の振動数 ω と擬

スピンの歳差運動の振動数 ωSAS の間で共鳴が起きた結果であると考えられる．
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図 3.5: ωτp を変数にした時の偏角の振る舞い．領域 π
2 < θ の値もとりうる．計算結果は文献 [51] によ

る．

3.4.2 ωV = 0, τ−1
ps ̸= 0の場合

このとき，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導率は以下のようになる．

σs3
yx

σSH
3

=

(
1 + τ̃pτ

−1
ps

)−1

1 + ω2
SAS

(
τ̃p

−1 + τ−1
ps

)−2

1

(1− iωτp)2
(3.20)

まず式（3.20）の偏角を，複数の ωSASτp の場合に対し，ωτp の関数としてプロットしたものが図（3.7）

である．ω → 0，および ω → ∞の振る舞いは図（3.5）の場合と大きく変わらないが，今の場合スピン・

擬スピン流の伝導率は ω，ωSAS，τ−1
p の他に，τps の相対的な比で決まっている．

次に，図（3.8）は，デコヒーレンスの強さを変化させた場合における，ωτpを変数にした時の，式（3.20）

の絶対値の振る舞いである．τps が大きくなるにつれ，伝導率の最大値が小さくなっていることがわかる．

さらに，共鳴によるピークも見えづらくなっている．

3.4.3 ωV ̸= 0, τ−1
ps = 0の場合

このとき，擬スピンの第 3成分に対するスピン・擬スピン流の伝導率は以下のようになる．

σs3
yx

σSH
3

=

(
1 +

ω2
SASτ̃p

2

1 + ω2
V τ̃p

2

)−1

(3.21)
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図 3.6: ωτp を変数にした時の，スピン・擬スピン伝導度の絶対値の振る舞い．ωSASτp ̸= 0の場合は，共

鳴効果が生じてスピン・擬スピン流の大きさが増大する．ωSASτp = 1 が臨界制振の場合である．また，

ωτp に関して偶関数であるため，正の場合のみを描いている．計算結果は文献 [51]による．

まず式（3.21）の偏角を，複数の ωSASτp の場合に対し，ωτp の関数としてプロットしたものが図（3.9）

である．今の場合スピン・擬スピン流の伝導率は ω，ωSAS，τ−1
p の他に，ωV の相対的な比で決まってい

る．ωV が大きくなると，一旦偏角が減少するような ω の領域が現れる．

次に，図（3.10）は，いくつかの異なる ωSASτp の値に対し，ωτp を変数にした時の，式（3.21）の絶対

値の振る舞いである．ωV τp ∼ 1の場合，ω = 0の地点でピークを迎えた後，ω と ωSAS の共鳴に由来す

るピークが現れる．しかし ωV が大きくなると，共鳴によるピークは潰れて見えなくなる．
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τ−1
ps = 0の場合 τ−1

ps = 0.1τp の場合

τ−1
ps = τp の場合 τ−1

ps = 10τp の場合

図 3.7: デコヒーレンスの強さを変化させた場合の，伝導率の偏角の ω 依存性．
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τ−1
ps = 0の場合 τ−1

ps = 0.1τp の場合

τ−1
ps = τp の場合 τ−1

ps = 10τp の場合

図 3.8: デコヒーレンスの強さを変化させた場合における，伝導率の絶対値の ω 依存性．
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ωV τp = 0の場合 ωV τp = 0.1の場合

ωV τp = 1の場合 ωV τp = 10の場合

図 3.9: ポテンシャルオフセット ℏωV の大きさを変化させた場合における，伝導率の偏角の ω 依存性．
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ωV τp = 0の場合 ωV τp = 0.1の場合

ωV τp = 1の場合 ωV τp = 10の場合

図 3.10: ポテンシャルオフセット ℏωV の大きさを変化させた場合における，伝導率の絶対値の ω依存性．
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第 4章

スピン・擬スピン流の運動方程式

この章では，スピン・擬スピン流の運動方程式を解析的に導出する．その後直流電場を印加した時のス

ピン・擬スピン流のクロスオーバーが擬スピン空間における Hanle効果であることを議論し，交流電場

を印加した時の共鳴現象のタイプが古典的なサイクロトロン共鳴と同じタイプになることについて議論

する．

4.1 スピン・擬スピン流の運動方程式

ωV = 0，kBT ≪ εF，ℏωSAS ≪ εFの場合を考える．このときスピン・擬スピン流 jsγµ = 1
2S tr

[
ρ̂σ̂z τ̂γ

pµ

m

]
を時間微分すると

djsγy (t)

dt
=

1

2S

∑
ℓkσ

ℏkµ
m

σ ⟨ℓkσ|
(
dρ̂

dt
τγ

)
|ℓkσ⟩

=
1

2S

∑
kσ

ℏkµ
m

σ

(
∂τγkσ
∂t

) (4.1)

となる．ここで式（2.55）を代入し整理すると

djs0y (t)

dt
= −τ−1

p js0y (t),

djs1y (t)

dt
= −τ−1

l js1y (t),

djs2y (t)

dt
= ωSASj

s3
y (t)−

(
τ−1
l + τ−1

ps

)
js2y (t),

djs3y (t)

dt
= −ωSASj

s2
y (t)−

(
τ−1
p + τ−1

ps

)
js3y (t) + τ−1

p

σSH
3

1− iωτp
Exe

−iωt

(4.2)

が得られる．これがスピン・擬スピン流の運動方程式である．
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4.1.1 直流電場の場合：Hanle効果

直流電場を印加した場合，式（4.2）において ω → 0の極限を取る．このときのスピン・擬スピン流の

運動方程式は

djs0y (t)

dt
= −τ−1

p js0y (t),

djs1y (t)

dt
= −τ−1

l js1y (t),

djs2y (t)

dt
= ωSASj

s3
y (t)−

(
τ−1
l + τ−1

ps

)
js2y (t),

djs3y (t)

dt
= −ωSASj

s2
y (t)−

(
τ−1
p + τ−1

ps

)
js3y (t) + τ−1

p σSH
3 Ex

(4.3)

となる．式（4.3）は，スピンに対して Bloch方程式と呼ばれるものと同じ形をしている．Bloch方程式

はスピン偏極 Si を変数にした方程式である．スピン S1 方向に磁場B を印加した系において，スピン偏

極の生成・緩和・歳差の機構がある場合，スピン偏極の時間発展は以下のような Bloch 方程式で記述さ

れる．

dS1(t)

dt
= −S1(t)

T1
,

dS2(t)

dt
= ωBS3(t)−

S2(t)

T2
,

dS3(t)

dt
= −ωBS2(t)−

S3(t)

T2
+

(
∂S3

∂t

)
Gene.

(4.4)

ここで ωB = γB は磁場を換算した振動数であり，今の場合は S1 軸方向に磁場が印加されているので，

スピンはその軸の周りを歳差運動し，それが S2 に関する方程式 S3 に関する方程式の右辺第一項に表れ

ている．T1 を縦緩和時間，T2 を横緩和時間などと呼び，スピン緩和時間を表す．また
(
∂S3

∂t

)
Gene.

はスピ

ン偏極の生成項であり，強磁性体からのスピン注入など系に応じた機構が選ばれる．生成項として適当な

機構を選び，
(
∂S3

∂t

)
Gene.

= Ṡ0 と定数で与えたとして式（4.4）を定常状態で解くと，

S1 = 0,

S2 = ωBT2S3,

S3 =
Ṡ0T2

1 + ω2
BT

2
2

(4.5)

が得られる（図 4.1）．従ってスピン偏極は磁場 B の関数として変化し，実験では S3 の半値幅からスピン

緩和時間 T2 を求めることができる．これを Hanle効果と呼ぶ [52, 53, 54]．式（4.3）と式（4.4）の各項

を比較すると，一対一の対応があることがわかる．すなわち，式（4.3）で記述されるスピン・擬スピン流

は ωSAS の関数として Hanle効果を生じる．

スピン・スピン流では緩和機構が不純物散乱による緩和とデコヒーレンスによる緩和をそれぞれ独立な

ものとして足し合わせたものと得られる．不純物散乱による緩和は運動量緩和時間 τp と寿命 τl の二つが

存在し，一般に τp ̸= τl であるから，スピン・擬スピン流の緩和は擬スピン空間において異方性が存在す

る．この異方性を考慮し Hanle 効果による半値幅が変化する様子は図 3.1 に示されている．不純物ポテ

ンシャルが短距離型，すなわち u(r − ri) ∝ δ(r − ri) で表される時，この異方性は消失する．また，今

はスピン・擬スピン流の生成項がスピンホール効果であることもわかる．この現象を生じさせるために
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Bloch方程式 Hanle効果

緩和歳差生成

図 4.1: Hanle効果の概念図．Hanle効果はスピン偏極の緩和・歳差・生成の機構が存在するときのスピ

ンのダイナミクスを表す．磁場ゼロでのスピン第三成分 S3 の偏極を S0 とした時，
S3

S0
は磁場を換算した

振動数 ωB と横緩和時間 T2 の積の関数として Lorentz型の減衰曲線になる．この半値幅から T2 を実験

的に同定することができる．

は，今の系のようにスピン流を二重量子井戸のそれぞれの層で逆向きに生じさせる必要がある．仮に二重

量子井戸のそれぞれの層で同じ向きにスピン流を生じさせた場合，生成項が式（4.3）の第 0成分に現れ

る．しかし依然として ωSAS による歳差は擬スピンの第 2成分と第 3成分を混ぜるので，このどちらかの

成分に生成項が存在しない場合，スピン・擬スピン流の定常解は存在しない．また，擬スピンの第 3成分

は，左の井戸と右の井戸の期待値の差によって考えることができるが，擬スピンの第 2成分は実験と比較

しやすい状況を作り出すことが難しい．以上のことから，本研究の系ではスピン流を各層で逆向きに生じ

させる必要がある．
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図 4.2: 本研究の歳差運動と磁場中における二次元電子系のサイクロトロン運動とのアナロジー．今，

∆SAS = ℏωSAS が擬スピンに働く磁場とみなせ，擬スピンは振動数 ωSAS で歳差運動をする．また，磁場

B = Bex 中の質量 m，電荷の絶対値 eの荷電粒子は，サイクロトロン振動数 ωc = eB
m で磁場の周りを

歳差運動する．

4.1.2 交流電場の場合：サイクロトロン共鳴

簡単のため，τp = τl の場合を考え，さらにデコヒーレンス の機構を無視する．このときのスピン・擬

スピン流の運動方程式は次のようになる．

djs0y (t)

dt
= −τ−1

p js0y (t),

djs1y (t)

dt
= −τ−1

p js1y (t),

djs2y (t)

dt
= ωSASj

s3
y (t)− τ−1

p js2y (t),

djs3y (t)

dt
= −ωSASj

s2
y (t)− τ−1

p js3y (t) + τ−1
p

σSH
3

1− iωτp
Exe

−iωt

(4.6)

式（4.6）はやはり Bloch方程式と同形である．第 0成分と第 1成分は減衰解のみを持つが，第 2成分と

第 3成分は ωSAS の振動数で歳差運動をする．交流電場を印加した場合は，生成項が振動数 ωで振動して

いるため，ω と ωSAS が特定の関係を満たす場合に共鳴効果が生じると期待される．古典的にこの Bloch

方程式で記述される共鳴現象があることが知られていて，それは古典的なサイクロトロン共鳴である．古

典的なサイクロトロン共鳴については付録において述べた．

サイクロトロン共鳴は，振動する電場によって電子が磁場中を運動する場合に生じる．電子は磁場によ

る Lorentz力で円運動を起こすが，その振動数 ωc =
eB
m と印加電場の振動数が一致した時に共鳴が起こ

る．今の系で磁場に対応するのは ℏωSAS である図 4.2．第 2成分と第 3成分の間で歳差運動が起きるの

は，z 方向の運動を記述するH⊥ の中に
ℏωSAS

2 τ̂1 があるためである．このハミルトニアンは擬スピン空間

の τ1 方向に作用する磁場，すなわち擬磁場と考えることができる．一般に擬スピン τi を用いて表せる演

算子は擬スピン空間における擬磁場であると考えることができる．擬磁場の周りに生じる擬スピンの歳差
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運動は実空間の回転と対応しないが，サイクロトロン共鳴では実空間における速度の二成分が磁場の周り

の歳差運動によって混ざり合うこと，スピン・擬スピン流の共鳴では τ2 と τ3 の二成分が歳差によって混

ざり合うことが対応している．さらに，どちらの現象においても，不純物散乱による緩和率が競合する時

間スケールになる．これは，どちらも電子の輸送現象を考えているためである．
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第 5章

スピン・擬スピン流の実験的観測方法

スピン・擬スピン流の観測方法について提案を行った後，直流電場を印加した場合のクロスオーバーの

観測方法と，交流電場を印加したときの共鳴現象について議論する．

5.1 直流でのスピン・擬スピン流の発現・消失のクロスオーバー

まず，スピン・擬スピン流の観測方法について述べる．

まず最初の提案は単一量子井戸系で提案され，実際に実験が行われている “Hバー”系における非局所

測定を二層系の場合に拡張することを考える [55]．今，“Hバー”系の左腕部に電場を印加すると，スピ

ンホール効果によるスピン流が右腕部へ生じる．そして右腕部に生じたスピン流は逆スピンホール効果に

よって検出可能な電圧を右腕部に生じさせる．今は二重量子井戸のそれぞれの層で流れるスピン流の向き

が逆なので，生じる電圧の大きさが正負逆転することが期待される．この検出方法は，近年実験的に示さ

れた反強磁性メモリの読み出し方法と本質的に共通する点がある [56]．この非局所測定はスピン流が各腕

に辿り着く前に緩和してしまうと用いることができないが，近年このような実験を十分に行うことができ

るスピン拡散長の長い試料が実験的に観測されており [57, 58]，今後も材料の組み合わせ次第でさらに長

いスピン拡散長が実現されると期待できる [59]．

次に，超微細相互作用による非平衡電子スピン蓄積によって生じる動的核スピン偏極（DNP）を利用す

る方法を考える．金属強磁性体から GaAs 量子井戸に注入されたスピン偏極した電子によって生成され

る DNPは実験的に観測されており [60]，また InGaAs単結晶層において電流誘起電子スピン偏極によっ

て生成される DNPの観測も実験的に成功している [61]．今の系では二重量子井戸の各層で逆符号のスピ

ン偏極が試料の端に生じる．まずゲート電圧を印加して一方の層から電子を追い出し，もう片方の電子が

占有している層の DNPを非局所的に観測すればよい [62, 63, 64]．ここで問題になるのは，DNPがこの

実験時間の範囲で保たれるかであるが・核スピンは 1000秒程度の長い緩和時間を持つため，ゲート電圧

印加と電気的検出による DNPの時間的減衰はごくわずかである．

続いて，スピン・擬スピン流のクロスオーバーにおいて ωSAS と τp の競合を観測するための方法につい

て述べる．スピン・擬スピン流は第 3成分が実験と比較しやすく，またこの成分さえ求まれば第 1成分，

第 2成分の振る舞いは理論式からわかることから，スピン・擬スピン流の第 3成分を実験で観測すればよ

い．一つの試料で ωSAS，及び τp を変化させることは困難であるため，ポテンシャルオフセット ℏωV の

関数として，スピン・擬スピン流の伝導率 σs3
yx を観測する方法を考える．簡単のためデコヒーレンスの機
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理論式 右辺の物理量は
全て測定可能

増加による減衰

、 増加による非結合
vs

図 5.1: 式（5.1）のプロットの概念図．ω2
V の関数として，傾き ω−2

SAS，切片 (ωSASτp)
−2 の直線が得られ

る．

構を無視する．式（3.17）を変形すると，次の式を得る．(
σSH
3

σs3
yx

− 1

)−1

=
1

ω2
SAS

(
ω 2
V + τ−2

p

)
. (5.1)

左辺の量を縦軸に，ω2
V の関数としてプロットすると，勾配 1/ω2

SAS，かつ水平軸との切片が −τ−2
p である

直線になる．このように，ωV についての依存性を観測することにより，クロスオーバーにおいて，ωSAS

と τp の競合を観測することが出来る（図 5.1）．

5.2 交流でのスピン・擬スピン流の共鳴

次に，交流電場の場合について議論する．今の系では ωSASτp = 1程度の試料を考えている．半導体量

子井戸系では τp の典型的な値がおよそ 0.1ps程度であるが，物質を選ぶことによって三桁ほど大きい試

料も存在する．今，τp = 1ps程度の場合を考えここから ℏωSAS の値を見積もると，ℏωSAS = 1 meV 程

度である．これは二重量子井戸の各層が 10nm程度離れていれば達成でき，そのような試料は実際に作成

可能である．

これを踏まえ，交流電場を印加した時 ωτp = 1程度の値で伝導率の偏角や絶対値に大きな変化が現れ

るため，この場合の値を見積もると ω = 1THz程度である．波長に換算すると 300µm程度である．この

ような電場はもはや光に近く試料よりも数桁大きいスケールで変化するため，直流電場の場合に議論した

ように，“H バー”系や DNPによる観測は使えない．従ってこの場合は，二重量子井戸の各層に生じる

スピン偏極を，外部磁場を印加し Hanle効果によって観測する方法が考えられる．この場合，Hanle効果

によるスピン偏極の測定が，振動外場の振動数による時間 psよりも早く観測ができなければいけないが，

近年の実験ではそれよりも早い時間スケールでスピン偏極を Hanle効果によって観測したものが存在す
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るため [65]，原理的に実験は可能であると考えられる．
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第 6章

結論と展望・課題

6.1 結論

本研究では，二重量子井戸の左層と右層にそれぞれ逆符号のポテンシャルを持つ不純物をドープし，外

因性スピンホール効果の機構の一つである skew散乱によるスピン流が左右の層で逆向きに流れる系を考

えた．この反平行のスピンホール流はスピンを運ぶとともに，左右の層の基底状態の組みにより定義され

る二層の擬スピンを運ぶスピン・擬スピン流 jsγµν と見なすことができる．電子は左右の層を系の対称状態

と反対称状態のエネルギー差 ∆SAS = ℏωSAS で表される振動数 ωSAS で歳差運動をする．また井戸の成

長方向に電場を印加し，左右の井戸の基底状態の間に大きさ ℏωV のポテンシャルオフセットを導入した．

スピン・擬スピン流は ℏωSAS による歳差運動が激しくなると，z 方向の電子状態は左右の逆方向のスピ

ン流の効果を同時に感じてしまい，スピン・擬スピン流が消失することが考えられる．逆に歳差運動が穏

やかな場合は，それぞれの層のスピン流だけを感じ，スピン流の大きさは一層系におけるスピン流の大き

さと等しくなる．スピンホール効果によってこのスピン流が生成されるものの，スピン・擬スピン流の発

現・消失のクロスオーバーが何で決まっているかは明らかになっていなかった．また，電子を駆動する電

場が交流電場になった時，系にはすでに ωSAS という固有の振動数が存在するため，外場の振動数 ω を変

化させた時，ωSAS と ω が一致するタイミングで共鳴効果が起き，スピン・擬スピン流の大きさはある ω

でピークをもつと期待される．しかし偏角の様子や，共鳴のタイプなどは明らかになっていなかった．

従って本研究では，電子を駆動する電場が直流の場合と振動数 ωの交流電場の場合それぞれについてス

ピン・擬スピン流を Boltzmann方程式を用いて計算し，そのダイナミクスを調べた．ここで Boltzmann

方程式は擬スピンの非対角成分を考慮するため，密度行列の運動方程式から導出し，さらに擬スピンの間

の デコヒーレンス 機構も考慮した．

スピン・擬スピン流の運動方程式は，jsγµν を変数にし，スピンの分野で Bloch方程式と呼ばれる方程式

と同じ形になった．今の方程式は，ℏωSAS による擬スピンの歳差機構，不純物との衝突やデコヒーレンス

による緩和機構，そしてスピンホール効果による生成機構の三つの部分からなることが明らかになった．

直流電場を印加した場合，生成機構が時間に依存しない．この場合，スピンの分野でよく知られている

Hanle効果が生じることが明らかになった．また，スピン・擬スピン流の発現・消失のクロスオーバーは，

ωSAS と不純物散乱に由来する運動量緩和率 τ−1
p ，寿命の逆数 τ−1

l ，およびコヒーレンスの緩和率 τ−1
ps と

の競合によって生じることが明らかになった．特に ωSAS と運動量緩和率 τ−1
p の競合を実験的に観測する

場合は，ポテンシャルオフセット ℏωV を導入し，ω2
V の関数としてスピン・擬スピン流の伝導率を測定す

れば良いことを明らかにした．スピン・擬スピン流の観測方法として，“Hバー”系における実験，およ

び DNPを用いた実験の提案を行った．
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交流電場の場合，生成機構が時間に依存するようになる．この場合のスピン・擬スピン流の運動方程

式は古典的なサイクロトロン共鳴の方程式と同じ形になる．サイクロトロン共鳴では磁場によるローレ

ンツ力により電子の軌道運動が円軌道を描くようになるが，本研究の系では ℏωSAS が擬スピンに働く磁

場の効果であると解釈することができ，この振動数と外場の振動数が ωτp =
√
ω2
SASτ

2
p − 1 の関係を満

たす時にスピン・擬スピン流の伝導率の絶対値にピークが生じることが明らかになった．また偏角 θ は，

ω → ∞の極限で，電流の場合の漸近値である π
2 を超え，π に漸近していくことが明らかになった．これ

はスピン・擬スピン流の伝導率の実部が負の値になるという結果を与えるが，エントロピー生成が生じ

ないので非物理的な結果ではない．また，異なる複数の ωSASτp の値に対し偏角をプロットしたところ，

ωSASτp が大きくなるにつれて，偏角が特定の値（例えば π
2）を取るために必要な ω の値も大きくなる．

これはスピン・擬スピン流の伝導率が ωSAS，ω，および τ−1
p の相対的な比で決まっているためである．

以上の結果は，擬スピンを通して電気的にスピン流の大きさを制御できたことを意味する．交流効果を見

るために必要な ω の値を見積もると，典型的な半導体量子井戸のパラメータを用いて約 1THz程度の高

周波数になる．この周波数を持つ電場の波長は約 300µm程度になり，この場合は直流電場で提案した観

測方法を用いることができない．この場合はスピン・擬スピン流によって生じたスピン偏極を外部磁場を

印加し Hanle効果によって測定する方法が考えられる．原理的には交流振動数の THzよりも高い時間分

解能でスピン偏極を Hanle効果によって測定したという実験も存在し，原理的には実験によって測定可

能であると考えられる．

6.2 今後の課題と展望

6.2.1 今後の課題

異なる時間スケールの競合でクロスオーバーが生じることは，他の様々な系におけるクロスオーバー現

象に共通する．擬スピンが存在する電子系は，本研究の対象である二重量子井戸における電子系以外にも

存在し，近年，グラフェンや遷移金属ダイカルコゲナイドなどの系で盛んに研究されている [6, 37, 38, 66]．

これらの系には，運動量緩和時間などの時間スケールの他に，擬スピンのデコヒーレンス時間のような，

擬スピンに固有な時間スケールが存在する．しかし，本研究では，擬スピンのデコヒーレンスは，数学的

に導入したに過ぎず，その物理的な機構を明らかにすることは出来なかった．本研究の課題として，擬ス

ピンのデコヒーレンス機構の物理的な理解が挙げられる．また，交流電場の場合は必要な振動数が THz

領域の電磁波になってしまうため，実験との比較を考える場合，素子構造や物質について適切な物質の組

み合わせを考え，必要な振動数をさらに低周波にするといった提案をすることが望ましい．そこで今後の

課題として，交流電場の場合について，実験方法や実際の物質の組み合わせなどを具体的に行うことが挙

げられる．また，本研究の結果は擬スピンを通して電気的にスピン流の大きさを制御できたことを意味す

るが，スピン流の大きさをオーダースケールで大きくすることはできなかった．スピン偏極を利用するた

めにはスピン偏極，ひいてはスピン流の大きさが大きくなることが望ましいので，そのような研究が今後

行われることを期待している．

6.2.2 今後の展望

スピン物性では，Hanle効果から，スピン緩和時間に代表されるような，重要な物理量の情報が得られ

る（包括的な報告が [1]にある．近年の報告では，たとえば [20, 21, 67, 68, 69, 70, 71, 72]がある）．本

研究のように，擬スピンの運動を Hanle効果としてとらえることは，擬スピンが関わる他の現象を研究す
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る際に重要な指針を与えるものと期待される [6, 73, 74]．擬スピン物性がどのような振る舞いを見せるの

かについては，十分な議論がされているとは言いがたい．特に，擬スピンが角運動量として働くか否かは

重大な展開を見せることが期待される．一般に，角運動量演算子 Ĵi は次の交換関係

[Ĵi, Ĵj ] = iℏϵijkĴk (6.1)

を満たすように定義される．本研究で定義した擬スピン τ̂i も式（6.1）を満たすため，角運動量である．

実際，|L⟩，|R⟩は τ̂3 の固有状態であると同時に τ̂2 ≡ τ̂21 + τ̂22 + τ̂23 の固有状態でもあり，τ̂± ≡ τ̂1 ± iτ̂2

を作用させると τ̂+ |L⟩ = 0，τ̂+ |R⟩ = 2 |L⟩，τ̂− |L⟩ = 2 |R⟩，τ̂− |R⟩ = 0 を満たし，|L⟩ が磁気量子数
+ 1

2，|R⟩が磁気量子数 − 1
2 の状態に対応すると考えることができる．角運動量演算子は無限小回転の生

成子としても定義でき，今の τi は |L⟩，|R⟩で張られる擬スピン空間における無限小回転の生成子になる
ことが期待される．しかし本研究ではこの擬スピンの角運動量を実空間の回転と明確に関連づけるところ

までには至らなかった．擬スピン空間の偏極を実空間の角運動量として取り出す研究，例えばスピン角運

動量を変化させるといったスピン・擬スピン相互変換は近年盛んに研究がなされているため，本研究もそ

のような視点に立ち見つめ直せば，スピン偏極を大きくできるような研究の進展につながることが期待さ

れる．まとめると，本研究のように，スピン物性と擬スピン物性を同時に利用する新奇現象を探索するこ

とが今後の課題である．
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付録 A

密度行列

A.1 概要

まず一電子系の密度行列，及び多電子系の密度行列について説明する．その後，相互作用のない多電子

系では相互作用のない多電子系における密度行列が定義でき，その対角成分 ⟨k | ρ |k⟩ = ρkk が電子の分

布関数であることを示す．さらに相互作用表示の密度行列の運動方程式が，遷移確率と分布関数を用いて

表せることを示す．

A.2 １電子系

固有状態

H0 |φ⟩ = Eφ |φ⟩ (A.1)

が既知とする．|φ⟩は完全系をなし，一般の状態 |ψ⟩は，|φ⟩の線形結合で表せる．

|ψ⟩ =
∑
φ

cφ(t) |φ⟩ . (A.2)

時間に依存するシュレーディンガー方程式から

iℏ
∂

∂t
cφ(t) =

∑
φ′

Hφφ′cφ′(t). (A.3)

が成立する．ここで Hφφ′ = ⟨φ |H |φ′⟩である．状態 |ψ⟩を用いて，物理量 Aの量子力学的な期待値が

計算できる．しかし実験では系の状態が常に同じ状態ベクトルで表されるとは限らない．実験ごとに異な

る状態が選ばれる場合，複数の量子力学的な期待値を統計的に平均した値が実際に観測される物理量に対

応する．ここで，物理量 Aの統計平均を，次のように定義する．

⟨⟨ψ |A |ψ⟩⟩av ≡
∑
φφ′

Aφ′φ

⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
. (A.4)

ここで，Aφ′φ = ⟨φ′ |A |φ⟩は１つのハミルトニアンで記述できる量だが，
⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
は統計平均が

入っているので，１つのハミルトニアンでは記述できない．

ここで，１電子系における密度行列を式（A.5）で定義する．

ρoneφφ′ ≡
⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
. (A.5)
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このとき，式（A.4）は

⟨⟨ψ |A |ψ⟩⟩av =
∑
φφ′

Aφ′φ

⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
, (A.6)

∑
φφ′

ρoneφφ′Aφ′φ, (A.7)

= tr[ρoneA]. (A.8)

ここで tr[X] =
∑

φ ⟨φ |X |φ⟩である．ρone は一電子系の密度演算子と呼ばれる．密度演算子，その行列
要素である密度行列が求まれば，状態間に相関がある場合において物理量の量子力学的，かつ統計的な期

待値を求めることができる．

シュレーディンガー方程式から，ρone が満たす方程式は

iℏ
d

dt
ρone = [H, ρone]. (A.9)

密度行列に対する運動方程式を量子リウヴィル方程式と呼ぶ．これはハイゼンベルグの運動方程式と符号

が異なっている．また，状態が常に同じ状態しか選ばれない時を純粋状態と呼ぶが，純粋状態における一

電子系の密度行列は，一電子系のシュレーディンガー方程式と同値である．従って密度行列から出発して

量子力学を構成することも可能である．また，規格化条件は
∑

φ′ |cφ(t)|2 = 1から tr[ρone] = 1である．

A.3 多電子系

密度行列は異なる状態間の相関を取り入れた物理量である．この状態は，一電子系の状態に限らず多電

子系の状態でもよい．n電子系の電子状態を以下のように表記する．

|n⟩ = |...nφ...⟩ . (A.10)

nφ は |φ⟩の占有数で，フェルミオンの場合 nφ = 0, 1である．このような表示を占有数表示という．

N 電子系の状態ベクトルを |Ψ⟩とすると

|Ψ⟩ =
∑
n

cn(t) |n⟩ . (A.11)

ここで
∑

φ nφ = N を満たす．

多電子系でのシュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
|Ψ⟩ = H̃ |Ψ⟩ (A.12)

の行列要素を考えると

iℏ
∂

∂t
cn(t) =

∑
φ′

H̃nn′cn′(t). (A.13)

物理量 Aの統計平均を，次のように定義する．

⟨⟨Ψ |A |Ψ⟩⟩av =
∑
nn′

An′n

⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
. (A.14)

多電子系の密度行列を，次のように定義する．

ρ̃nn′ ≡
⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
. (A.15)
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このとき

⟨⟨Ψ |A |Ψ⟩⟩av = Tr[ρ̃A]. (A.16)

ただし Tr[X] =
∑

n ⟨n |X |n⟩ シュレーディンガー方程式から，ρ̃が満たす方程式は

iℏ
d

dt
ρ̃ = [H, ρ̃]. (A.17)

規格化条件は
∑

n′ |cn(t)|2 = 1から Tr[ρ̃] = 1．以上の定式化は一粒子系の密度行列の定義と全くパラレ

ルである．ただし注意すべき点は，物理量の統計平均を考える際に，多電子系の状態を用いてトレースを

取っていることである．

A.4 相互作用のない多電子系

相互作用がない多電子系の場合，導かれる物理量の統計平均の値は，直感的には一電子系の密度行列を

N 倍したものであると考えられる．この場合，密度行列に関して明確な物理的描像が得られる．状態 |φ⟩
による密度行列の対角要素が，状態 |φ⟩のエネルギー準位に存在する電子の分布関数になる．一般には密
度演算子はエルミート演算子であり非対角要素が存在する．この非対角要素の物理的な描像は直感的には

明らかではないが，密度演算子の定義から，異なる状態間のコヒーレンスを反映した，電子の分布を表す

量となる．以下，これらの点について詳しく考察する．

相互作用のない多電子系における密度行列を次のように定義する [75]．

ρφφ′ ≡ Tr[ρ̃a†φ′aφ]. (A.18)

ここで aφ，a
†
φ′ はフェルミオンに対する生成・消滅演算子である．多電子系における物理量 Aの統計平

均は，（A.14）より

⟨⟨Ψ |A |Ψ⟩⟩av =
∑
nn′

An′n

⟨
c∗φ′(t)cφ(t)

⟩
av
,

= Tr[ρ̃Ã],

=
∑
φφ′

(
Tr
[
ρ̃a†φ′aφ

])
Aφ′φ,

=
∑
φφ′

ρφφ′Aφ′φ,

=
∑
φ

(ρA)φφ ,

= tr [ρA] .

(A.19)

最後のトレースは一電子状態を用いたものである．すなわち相互作用のない多電子系における密度行列を

用いると，多電子系における物理量の統計平均が一電子の場合と同様に表せる．

ρが満たす方程式は

iℏ
d

dt
ρ = [H, ρ]. (A.20)
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規格化条件は tr[ρ]を計算する．

tr[ρ] =
∑
φ

ρφφ, (A.21)

= Tr

[
ρ̃
∑
φ

a†φaφ

]
, (A.22)

= NTr [ρ̃] , (A.23)

= N. (A.24)

さて，相互作用のない多電子系における密度行列の対角成分は，

(ρ)φφ = Tr
[
ρ̃a†φaφ

]
. (A.25)

a†φaφ は数演算子であるため，Tr
[
ρ̃a†φaφ

]
は準位 φにある電子数の期待値の統計平均を表す．これは |φ⟩

における平均電子数を意味するから，分布関数の定義そのものである．

A.5 遷移確率

A.5.1 相互作用表示

密度行列 ρの対角要素は分布関数を表す．一体問題の場合，分布関数の時間発展は，状態 |i⟩から状態
|f⟩への遷移確率Wfi と分布関数の積で表すことができる．一体問題のシュレーディンガー方程式は

iℏ
∂

∂t
|ψi(t)⟩ = (H0 + V ) |ψi(t)⟩ (A.26)

である．ここで H0 は無摂動のハミルトニアンで，このハミルトニアンに対する固有方程式はすでに解け

ているものとし，H0 |n⟩ = E |n⟩とする．また V は摂動ポテンシャルである．今，物理量の時間発展を

記述するために，相互作用表示を導入する．今，シュレーディンガー表示における状態を |ψi⟩S，相互作
用表示における状態を |ψi⟩I と表すと，これらの間の関係は次のように表される．

|ψi(t)⟩I = UI(t, t0) |ψi(t)⟩S , (A.27)

UI(t, t0) = exp

[
i
H0

ℏ
(t− t0)

]
. (A.28)

UI(t, t0)を相互作用表示における時間発展演算子と呼ぶ．今，摂動ポテンシャル V に対し

VI(t) = UI(t, t0)V U
†
I (t, t0) (A.29)

を定義する．今，式（A.27）を時間微分し整理すると

iℏ
∂

∂t
|ψi(t)⟩I = VI(t) |ψi(t)⟩I (A.30)

を得る．

A.5.2 時間発展演算子の級数展開

ここで時刻 tにおける状態 |ψi(t)⟩I は初期時刻 t0 における状態 |ψi(t0)⟩I と

|ψi(t)⟩I = UI(t, t0) |ψi(t0)⟩I (A.31)
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という関係がある．|ψi(t0)⟩I は解けている状態であれば任意なので，時間発展演算子の時間発展方程式と
して

iℏ
∂

∂t
UI(t, t0) = VI(t)UI(t, t0) (A.32)

を得る．この式を t0 から tまで時間積分する．t = t0 で UI(t0, t0) = 1と初期条件を設定すると

UI(t, t0) = 1 +
1

iℏ

∫ t

t0

dt′VI(t
′)UI(t

′, t0) (A.33)

である．ここで摂動がかかってから十分時間が経過したとすると状態は t0 に依存しないため，任意の時

刻に設定して良い．以下では t0 → −∞の場合を考える．式（A.33）は逐次的に代入することにより，VI

の次数ごとに展開できる．

UI(t, t0) = 1 +
1

iℏ

∫ t

−∞
dt1VI(t1) +

(
1

iℏ

)2 ∫ t

−∞

∫ t

−∞
dt1dt2VI(t1)VI(t2) + ... (A.34)

A.5.3 T行列

ここで，H0 の固有状態 |i⟩，|f⟩を用いて，これらの間の行列要素を考えると

⟨f |UI(t)|i⟩ = δfi +
1

iℏ

∫ t

−∞
dt1 ⟨f |VI(t1)|i⟩+

∑
n

(
1

iℏ

)2 ∫ t

−∞

∫ t

−∞
dt1dt2 ⟨f |VI(t1)|n⟩ ⟨n|VI(t2)|i⟩+ ...

(A.35)

ここで

⟨f |VI(t1)|n⟩ = exp

[
i
Ef − En

ℏ
t

]
⟨f |V |n⟩ ,

⟨n|VI(t1)|i⟩ = exp

[
i
En − Ei

ℏ
t

]
⟨n|V |i⟩

(A.36)

である．固有エネルギーについて H0 |f⟩ = Ef |f⟩などとした．行列要素 ⟨f |V |n⟩などは時間依存性がな
いので，時間積分を行うことができる．ただし半無限系の積分なので，収束因子 e−

δ
ℏ t を挿入し時間積分

を行う．δ は収束因子で，積分を実行後に δ → 0の極限をとる．すると

⟨f |UI(t)|i⟩ = δfi − lim
δ→0

ei
Ef−Ei

ℏ te−
δ
ℏ t

 ⟨f |V |i⟩
Ef − Ei + iδ

+
∑
m

⟨f |V |m⟩
Ef − Ei + iδ

⟨m|V |i⟩
Em − Ei + iδ

+
∑
m,l

...

 ,
= δfi − lim

δ→0

ei
Ef−Ei

ℏ te−
δ
ℏ t

Ef − Ei + iδ

⟨f |V |i⟩+
∑
m

⟨f |V |m⟩ ⟨m|V |i⟩
Em − Ei + iδ

+
∑
m,l

...

 ,
= δfi − lim

δ→0

ei
Ef−Ei

ℏ te−
δ
ℏ t

Ef − Ei + iδ
⟨f |T |i⟩

(A.37)

ここで T行列を，行列要素が

⟨f |T |i⟩ = ⟨f |V |i⟩+
∑
m

⟨f |V |m⟩ ⟨m|V |i⟩
Em − Ei + iδ

+
∑
m,l

... (A.38)

である行列として定義した．
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A.5.4 単位時間当たりの遷移確率

時刻 t0(= −∞)において状態 |i⟩にあった粒子が，時刻 tにおいて |i⟩と異なる状態 |f⟩へと遷移する
確率 Pfi は

Pfi = |⟨f |UI(t)|i⟩|2 (A.39)

で与えられる．従って，単位時間当たりの遷移確率Wfi は

Wfi ≡
d

dt
|⟨f |UI(t)|i⟩|2 (A.40)

と定義される．式（A.37）を用いて遷移確率を計算すると

Wfi =
d

dt
|⟨f |UI(t)|i⟩|2 ,

=
d

dt
lim
δ→0

e2
δ
ℏ t

(Ef − Ei)2 + δ2
|⟨f |T |i⟩|2 ,

= lim
δ→0

2

ℏ
e2

δ
ℏ t

δ

(Ef − Ei)2 + δ2
|⟨f |T |i⟩|2 ,

=
2π

ℏ
|⟨f |T |i⟩|2 δ(Ef − Ei)

(A.41)

ここで

lim
δ→0

δ

(Ef − Ei)2 + δ2
= πδ(Ef − Ei) (A.42)

を用いた．これより，一般に遷移確率は T行列を用いて表せることがわかる．

A.6 密度行列の運動方程式

相互作用のない多電子系における密度行列 ρ̂を相互作用表示して時間微分することにより，分布関数の

時間発展方程式を導出する．相互作用表示における相互作用のない多電子系における密度行列は

ρ̂I(t) = UI(t)ρ̂U
†
I (t) (A.43)

であるから，この両辺を時間微分することによって次の式が得られる．

dρ̂I(t)

dt
=

1

iℏ
[VI, ρ̂I(t)]. (A.44)

これを時刻 t0 = −∞から時刻 tまで積分すると

ρ̂I(t) = ρ̂I(−∞) +
1

iℏ

∫ t

−∞
dt′[VI(t

′), ρ̂I(t
′)]. (A.45)

ここも時間発展演算子の級数展開と同じように逐次代入をしていくと

ρ̂I(t) = ρ̂I(−∞) +
1

iℏ

∫ t

−∞
dt1[VI(t1), ρ̂I(−∞)] +

(
1

iℏ

)2 ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2[VI(t1), [VI(t2), ρ̂I(−∞)]] + ...

(A.46)
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が得られる．これより，密度行列の運動方程式は

dρ̂I(t)

dt
=

1

iℏ
[VI(t), ρ̂I(−∞)] +

(
1

iℏ

)2 ∫ t

−∞
dt1[VI(t), [VI(t1), ρ̂I(−∞)]] + ...

+

(
1

iℏ

)n+1 ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn[VI(t), [VI(t1), [VI(t2), ...[VI(tn), ρ̂I(−∞)]]...]

+ ...

(A.47)

という無限級数で表される．

A.7 分布関数の時間変化と遷移確率

相互作用のない多電子系における密度行列で，一電子系を考える．今，H0 の固有状態 |f⟩を用いて式
（A.47）の期待値を計算すると⟨
f

∣∣∣∣dρ̂I(t)dt

∣∣∣∣ f⟩ =
1

iℏ
⟨f | [VI(t), ρ̂I(−∞)] | f⟩+

(
1

iℏ

)2 ∫ t

−∞
dt1 ⟨f | [VI(t), [VI(t1), ρ̂I(−∞)]] | f⟩+ ...

+

(
1

iℏ

)n+1 ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn ⟨f | [VI(t), [VI(t1), [VI(t2), ...[VI(tn), ρ̂I(−∞)]]...] | f⟩

+ ...

(A.48)

ここで式（A.48）は ⟨
f

∣∣∣∣dρ̂I(t)dt

∣∣∣∣ f⟩ = Ff ⟨f |ρ̂|f⟩+
∑
j ̸=f

Gfj ⟨j|ρ̂|j⟩ (A.49)

と変形することができる．ここで Ff は密度行列 ρ̂I(−∞)と摂動ポテンシャル VI(t)の交換関係を計算し

た時の積について ρ̂I(−∞)が右端，もしくは左端にある項の和であり，Gfj は積の途中に ρ̂I(−∞)があ

る項の和である．この Ff，Gfj が単位時間当たりの遷移確率を用いて表せることを示す．

今，i ̸= f である状態 |i⟩に対し，

⟨i|ρ̂|i⟩ = 1 (A.50)

であると仮定する．すると ⟨
f

∣∣∣∣dρ̂I(t)dt

∣∣∣∣ f⟩ = Gfi ⟨i|ρ̂|i⟩ = Gfi (A.51)

ここで，|f⟩は H0 の固有状態であることと，式（A.5）から⟨
f

∣∣∣∣dρ̂I(t)dt

∣∣∣∣ f⟩ =
d

dt
⟨f |ρ̂(t)|f⟩ = d

dt
⟨c∗f (t)cf (t)⟩ ,

=
d

dt
⟨f |UI(t)|i⟩ ,

=Wfi

(A.52)

従って Gfi =Wfi である．
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ここで一電子系の密度行列であるから tr[ρ] =
∑

α ⟨α|ρ̂|α⟩ = 1である．したがってこのとき間微分は

常に 0になる．これは電子数保存則を表している．今，式（A.49）で状態 |f⟩について話をとると，

∑
f

Ff ⟨f |ρ̂|f⟩+
∑
f

∑
j ̸=f

Wfj ⟨j|ρ̂|j⟩ =
∑
f

⟨
f

∣∣∣∣dρ̂I(t)dt

∣∣∣∣ f⟩ =
d

dt

∑
f

⟨f |ρ̂|f⟩ = 0 (A.53)

ここで
∑

f

∑
j ̸=f Wfj ⟨j|ρ̂|j⟩について，j と f の添字はダミーであり，これらを入れ替えても式は等価

である．また，j を改めて iと表記すると，∑
f

∑
i̸=f

Wfi ⟨i|ρ̂|i⟩ =
∑
i

∑
f ̸=i

Wif ⟨f |ρ̂|f⟩ (A.54)

これより

∑
f

Ff +
∑
i̸=f

Wif

 ⟨f |ρ̂|f⟩ = 0 (A.55)

一般に ⟨f |ρ̂|f⟩ ̸= 0であるから，このとき全ての f について

Ff = −
∑
i ̸=f

Wif (A.56)

である．以上より，式（A.49）は⟨
f

∣∣∣∣dρ̂I(t)dt

∣∣∣∣ f⟩ =
∑
i ̸=f

[Wfi ⟨i|ρ̂|i⟩ −Wif ⟨f |ρ̂|f⟩] (A.57)

と表せる．Wfi ⟨i|ρ̂|i⟩は |f⟩と異なる状態 |i⟩が摂動ポテンシャルによって状態 f に遷移する流入の効果

を表す．また −Wif ⟨f |ρ̂|f⟩は元々 |f⟩にいた状態が摂動によって他の状態 |i⟩に遷移する流出の効果を
表す．従って，一般に状態 |f⟩における分布関数の時間変化は式（A.57）で与えられる．以上の議論は文

献 [75]によって行われたものを参考にした．

単位時間当たりの遷移確率Wfi などは摂動ポテンシャルを具体的に選んで式（A.41）を計算すれば良

い．本研究では摂動ポテンシャルを不純物によるポテンシャルと，不純物ポテンシャルによるスピン軌道

相互作用に選ぶ．また，T行列は一般に摂動ポテンシャルについて無限次までの効果を含むが，これを有

限次元で打ち切るという近似を行い遷移確率を計算する．本研究で現れる遷移確率の具体的な表式は，G

節で計算する．



63

付録 B

グラフェンのバレースピン

原子層物質グラフェンは，実空間の副格子擬スピンだけでなく，波数空間において電子が K点にいるか

K’点にいるかという自由度を擬スピンと扱った，バレー擬スピンが存在する．バレーというのは “谷”と

いう意味であり，低エネルギー領域で K点，K’点近傍のエネルギーバンド構造を反映したものになって

いる．以下では参考文献 [76]に従い，グラフェンの電子状態について簡潔に記述し，グラフェンのバレー

スピンについて簡潔に述べる．

B.1 ハニカム格子系の電子状態

グラフェンの単位砲内には 2つの炭素原子を含み，互いに基本格子ベクトルの整数倍の並進運動で移り

変わることはできない．そのためこの 2つの原子を A原子，B原子と呼び区別する（図 B.1）．ここでハ

ニカム格子の基本並進ベクトルを

a1 = [a, 0] , (B.1)

a2 =

[
a

2
,

√
3a

2

]
(B.2)

とする．今，B原子から最近接の A原子へ移動するベクトルを τi(i = 1, 2, 3)とし，それぞれ

τ1 =

[
0,

a√
3

]
, (B.3)

τ2 =

[
−a
2
,− a

2
√
3

]
, (B.4)

τ3 =

[
a

2
,− a

2
√
3

]
(B.5)

である．今，A原子に強く束縛された状態を |ϕA⟩，B原子に強く束縛された状態を |ϕB⟩とする．系は並
進対称性を持つのでブロッホの定理が成立する．A原子のブロッホ状態を

∣∣ψA
k

⟩
，B原子のブロッホ状態

を
∣∣ψB

k

⟩
とし，これらの線型結合で系の固有状態を |ψ⟩を表す．すなわち

|ψ⟩ = CA

∣∣ψA
k

⟩
+ CB

∣∣ψB
k

⟩
,∣∣ψA

k

⟩
=
∑
RA

eik·RA |ϕA⟩ ,∣∣ψB
k

⟩
=
∑
RB

eik·RB |ϕB⟩

(B.6)
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…Unit cell

図 B.1: グラフェンの格子構造．aは格子定数であり，0.246nmである．赤い丸は A副格子の炭素原子を

表し（以下，A原子と記述する），青い丸は B副格子の炭素原子を表す（以下，B原子と記述する）．a1

と a2 は基本格子ベクトルであり，τi(i = 1, 2, 3)は B原子から最近接の A原子への変位ベクトルを表す．

単位方内に，A原子と B原子が一つずつ存在する．

ここでRA，RB はそれぞれ A原子，B原子の位置を表す格子ベクトルである．シュレーディンガー方程

式 H |ψ⟩ = E |ψ⟩に対し，
⟨
ψA
k

∣∣，⟨ψB
k

∣∣などを作用し整理すると[
0 −γ0f(k)

−γ0f∗(k) 0

] [
CA

CB

]
= E

[
CA

CB

]
(B.7)

を得る．ここで対角要素はエネルギーの基準点なのでこれを 0にとり，電子の飛び移りは最近接原子間の

飛び移りのみを考慮した．γ0 は飛び移り積分であり，その大きさは 2.6eV程度である．また f(k)は電子

が最近接原子に飛び移った時に付加される位相因子であり，

f(k) =

3∑
i=1

eik·τ (B.8)

である．固有エネルギーは解析的に求まり

E = ±γ0|f(k)| = sγ0|f(k)|

= sγ0

√
1 + 4 cos2

akx
2

+ 4 cos
akx
2

cos

√
3aky
2

,
(B.9)
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ここで sは ±1を表し，+の符号を取った場合が伝導帯のバンド，−の符号を取った場合が価電子帯のバ
ンドを表す．ここでブリュアンゾーンの Γ点からK 点へと向かうベクトルをK，および Γ点からK ′ 点

へと向かうベクトルをK ′ とすると

K =
2π

a

[
1

3
,
1√
3

]
,

K ′ =
2π

a

[
2

3
, 0

] (B.10)

であり，これらの座標において固有エネルギーは E = 0となり，伝導帯のバンドと価電子帯のバンドが

厳密に接している．この近傍ではエネルギーが波数空間で円錐状に広がっている．伝導帯の底は谷のよう

に沈み込んでいることから，この自由度をバレー自由度と呼ぶ．
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付録 C

有効質量近似

C.1 概要

III−V族半導体中の電子を念頭に置き，k · p理論による伝導帯の電子の有効質量方程式と，半導体中
のスピン軌道相互作用について簡潔に述べる．

C.2 k · p摂動
周期ポテンシャル中の電子の実空間シュレーディンガー方程式を次のように表す．

H =

[
− ℏ2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ U(r)

]
,

Hψnk(r) = Enkψnk(r).

(C.1)

ここで nはバンド指標，kは結晶波数である．Rを格子ベクトルとしてポテンシャル U(r)は U(r+R) =

U(r)を満たし，またブロッホ状態 ψnk(r)は

ψnk(r) = unk(r)e
ik·r,

unk(r +R) = unk(r)
(C.2)

である．今，unk(r)に k = 0のものを選び，それを φnk(r) = ⟨r |nk⟩とする．

φnk(r) = un0(r)e
ik·r. (C.3)

φnk(r)は正規完全直行系をなす．

ここで格子ベクトルよりも十分大きい長さで変化するポテンシャル V (r) の元での運動を考える．この

系の波動関数を ψ(r)とすると，ψ(r)は φnk(r)を用いて展開できる．

ψ(r) =
∑
n′,k′

Cn′(k′)φn′k′(r). (C.4)

ここで H に φnk(r)を作用させると

Hφnk(r) =

[
En0 +

ℏ2k2

2m
+ ℏ

k · p̂
m

]
φnk(r) (C.5)

|nk⟩を用いて表すと

⟨nk |H |n′k′⟩ = δkk′

{[
En0 +

ℏ2k2

2m

]
δnn′ + ℏ

k · pnn′

m

}
(C.6)
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ここで pnn′ = ⟨n | p̂ |n′⟩と表した．この対角要素は

pnn =
m

ℏ
∂Enk

∂k
(C.7)

であり，k = 0で行列要素の値は 0である．

格子ベクトルよりも十分ゆっくり変化するポテンシャル V (r)の行列要素は

⟨nk |V (r) |n′k′⟩ ≃ δnn′V (k − k′) (C.8)

である．ここで V (r)が単位胞程度の長さでは定数とみなせる近似をして，さらに V (r)の Fourier変換

V (k)を次のように定義した．

V (k) =

∫
dre−ik·rV (r),

V (r) =
∑
k

V (k)eik·r
(C.9)

H に V (r)を加えたときの系のエネルギーを E とする．波数空間におけるシュレーディンガー方程式は[
En0 +

ℏ2k2

2m

]
Xn(k) +

∑
n′ ̸=n

ℏk · pnn′

m
Xn′(k) +

∑
k′

V (k − k′)Xn(k
′) = EXn(k) (C.10)

ここで Xn(k)は，適当な基底関数を Yn(k)として

Xn(k) =
∑
n′

−ℏk · pnn′

m
[En0 − En′0]

−1(1− δnn′)Yn′(k) (C.11)

と仮定する．この時∑
n′ ̸=n

ℏk · pnn′

m
Xn′(k) =

∑
n′ ̸=n,n′′

ℏk · pnn′

m

[
−ℏk · pn′n′′

m

1

En′0 − En′′0

]
Yn′′(k) (C.12)

ここで注目している n番目のバンドが他のバンドから離れているとして n′′ = nの寄与のみを考える．こ

の近似を有効ハミルトニアンの方法と呼ぶ．すると結局

∑
n′ ̸=n

ℏk · pnn′

m
Xn′(k) =

∑
αβ

ℏ2kαkβ
m2

∑
n′ ̸=n

[
pnn′αpn′nβ

En0 − En′0

]
Yn′′(k) (C.13)

以上より基底 Ynk に対するシュレーディンガー方程式はEn0 +
ℏ2k2

2m

∑
α,β

ℏ2kαkβ
m2

∑
n′≠n

pnn′αpn′nβ

En0 − En′0

+
∑
k′

V (k − k′)Yn(k
′) = EYn(k) (C.14)

ここで

1

m∗
αβ

=
1

m

[
δαβ +

2

m

∑
n′=n

pnn′αpn′nβ

En0 − En′0

]
(C.15)

として有効質量テンソルを定義し，さらに

εn(k) = En0 +
∑
αβ

ℏ2kαkβ
2m∗

αβ
(C.16)
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と表記すると

εn(k)Yn(k) +
∑
k′

V (k − k′)Yn(k
′) = EYn(k) (C.17)

である．さらに

Fn(r) =
∑
k

eik·rYn(k) (C.18)

として包絡関数を定義すると

[εn(−iℏ∇) + V (r)]Fn(r) = EFn(r) (C.19)

が成立する．これを有効質量方程式と呼ぶ．本論中の xy 平面の運動は有効質量近似を仮定している．す

なわち xy 方向の波動関数は式（C.19）の包絡関数 Fn(r)を表しているが，xy 平面の無摂動のハミルト

ニアンは自由粒子のハミルトニアンであるため，包絡関数を平面波 |k⟩で表している．

C.3 Kane模型

III-V族半導体ではブリュアンゾーンの Γ点付近でエネルギーバンドの極小点と極大点が存在する．こ

の点の周りをうまく記述できるくらいの少数の基底をとり，有効質量方程式を求める [77, 78, 79]．この

ようなモデルを Kaneモデルと呼ぶ．この節の議論は特に文献 [77]による議論を参考にした．スピン軌

道相互作用がある場合は，軌道角運動量 |l, lz⟩の状態とスピン角運動量 |s, sz⟩の状態が混成する．スピン
角運動量演算子の場合と同様に，軌道角運動量演算子 l̂は

[l̂i, l̂j ] = iℏϵijk l̂k (C.20)

を満たすように定義され，l̂i は l̂2 ≡ l̂21 + l̂22 + l̂23 と交換するので同時固有状態を持つ．通常 l̂2 と l̂3 = l̂z

の同時固有状態を考え，これを |l, lz⟩と表すと

l̂2 |l, lz⟩ = ℏ2l(l + 1) |l, lz⟩ ,

l̂z |l, lz⟩ = ℏlz |l, lz⟩
(C.21)

という関係がある．軌道角運動量の場合は l = 0, 1 であり，l = 0 の時 lz = 0 のみ，l = 1 の時

lz = +1, 0,−1である．伝導帯の状態は軌道角運動量 lz = 0の s軌道と同じ対称性を持つ状態であり，こ

れを |S⟩と表す．また価電子帯の状態は lz = 1の p軌道と同じ対称性を持つ状態のみを考え，それぞれ

|X⟩，|Y ⟩，|Z⟩で表す．これらの状態を |l, lz⟩の表記を用いて表すと

|S⟩ = |0, 0⟩ ,

|X⟩ = − 1√
2
(|1, 1⟩ − |1,−1⟩) ,

|Y ⟩ = i√
2
(|1, 1⟩+ |1,−1⟩) ,

|Z⟩ = |1, 0⟩

(C.22)

である．状態の間の位相因子はクレブシュ・ゴルダン係数に基づき決めた．スピン角運動量演算子とそ

の状態については 1.1.4 節で述べた．今，スピン角運動量演算子 σ̂3 = σ̂z の固有状態を σ̂z |↑⟩ = |↑⟩，
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σ̂z |↓⟩ = − |↓⟩と表記する．スピン軌道相互作用がある場合，角運動量の状態は合成された |l, s, j, jz⟩で
表されるようになる．ここで角運動量合成によって生じうる状態は全部で 8状態であり，それぞれ∣∣∣∣0, 12 , 12 , 12

⟩
= |S⟩ ⊗ |↑⟩ ,∣∣∣∣0, 12 , 12 ,−1

2

⟩
= |S⟩ ⊗ |↓⟩ ,∣∣∣∣1, 12 , 32 , 32

⟩
= − 1√

2
(|X⟩+ i |Y ⟩)⊗ |↑⟩ ,∣∣∣∣1, 12 , 32 , 12

⟩
= − 1√

6
(|X⟩+ i |Y ⟩)⊗ |↓⟩+

√
2

3
|Z⟩ ⊗ |↑⟩ ,∣∣∣∣1, 12 , 32 ,−1

2

⟩
=

1√
6
(|X⟩ − i |Y ⟩)⊗ |↑⟩+

√
2

3
|Z⟩ ⊗ |↓⟩ ,∣∣∣∣1, 12 , 32 ,−3

2

⟩
=

1√
2
(|X⟩ − i |Y ⟩)⊗ |↓⟩ ,∣∣∣∣1, 12 , 12 , 12

⟩
= − 1√

3
(|X⟩+ i |Y ⟩)⊗ |↓⟩ − 1√

3
|Z⟩ ⊗ |↑⟩ ,∣∣∣∣1, 12 , 12 ,−1

2

⟩
= − 1√

3
(|X⟩ − i |Y ⟩)⊗ |↑⟩+ 1√

3
|Z⟩ ⊗ |↓⟩

(C.23)

である．これらを基底にして有効質量方程式を書き下す．伝導帯の基底に対する係数を 2行のベクトルと

して Fc と表す．また，価電子帯の基底に対する係数を 6行のベクトルとして Fv と表すと，有効質量方

程式は [
Hcc Hcv

Hvc Hvv

] [
Fc

Fv

]
= E

[
Fc

Fv

]
(C.24)

となる．ここで Hcc は 2 × 2 の行列，Hcv は 2 × 6 の行列，Hvc は Hcv の複素共役転置行列，Hvv は

6× 6の行列である [80]．式（C.24）を形式的に書き直し，

HccFc +HcvFv = EFc, (C.25)

HvcFc +HvvFv = EFv (C.26)

式（C.26）から

Fv = (EI6×6 −Hvv)
−1
HvcFc (C.27)

ここで I6×6 は 6× 6の単位行列である．式（C.27）を式（C.25）に代入し[
Hcc +Hcv (EI6×6 −Hvv)

−1
Hvc

]
Fc = EFc (C.28)

をという，Fc について閉じた方程式を得る．しかし方程式の左辺に求めるべき固有エネルギー E が存在

するため，この方程式は非線型の方程式であり，解析的な解を得るためには何らかの近似を課す必要が

ある．

C.4 Rashbaスピン軌道相互作用

今，簡単のため有効質量方程式を
∣∣0, 12 , 12 , 12⟩，∣∣0, 12 , 12 ,− 1

2

⟩
，
∣∣1, 12 , 12 , 12⟩，∣∣1, 12 , 12 ,− 1

2

⟩
の四つの基底

に限定し有効質量方程式を具体的に考えることにする．今，伝導帯の底のエネルギーを Ec，価電子帯の
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頂上のエネルギーを Ev とし，さらに Ec −Ev = Eg とする．また，今電子が z 方向に閉じ込められてい

るとして，伝導帯の状態に働くポテンシャルを Uc(z)，価電子帯の電子に働くポテンシャルを Uv(z)とす

る．今，固有状態を |ψ⟩ = F+
c

∣∣0, 12 , 12 , 12⟩+ F−
c

∣∣0, 12 , 12 ,− 1
2

⟩
+ F+

v

∣∣1, 12 , 12 , 12⟩+ F−
v

∣∣1, 12 , 12 ,− 1
2

⟩
とし

て有効質量方程式（??）を書き下すと次のようになる．
Ec +

ℏ2k2

2m + Uc(z) 0 −iγk̂z −iγ(k̂x − ik̂y)

0 Ec +
ℏ2k2

2m + Uc(z) −iγ(k̂x + ik̂y) iγk̂z
iγk̂z iγ(k̂x − ik̂y) Ev −∆+ ℏ2k2

2m + Uv(z) 0

iγ(k̂x + ik̂y) −iγk̂z 0 Ev −∆+ ℏ2k2

2m + Uv(z)



F+
c

F−
c

F+
v

F−
v

 = E


F+
c

F−
c

F+
v

F−
v


(C.29)

ここで γ = −i 1√
3

ℏ
m ⟨S|p̂i|X⟩ で定義したパラメータであり，実験や第一原理計算との比較によって定

められる．また ∆ > 0 は価電子帯において j = 3
2 のバンドと j = 1

2 のバンドのスピン分裂である．式

（C.29）の対角要素から Ec+Ev−∆
2 + ℏ2k2

2m を差し引くと
Eg+∆

2 + Uc(z) 0 −iγk̂z −iγ(k̂x − ik̂y)

0
Eg+∆

2 + Uc(z) −iγ(k̂x + ik̂y) iγk̂z
iγk̂z iγ(k̂x − ik̂y) −Eg+∆

2 + Uv(z) 0

iγ(k̂x + ik̂y) −iγk̂z 0 −Eg+∆
2 + Uv(z)



F+
c

F−
c

F+
v

F−
v

 = E


F+
c

F−
c

F+
v

F−
v

 (C.30)

この式を元に，式（C.28）を得たときと同様の手続きをすると[
Eg +∆

2
+ Uc(z)− γ2

(
k̂ · σ̂

) 1

E +
Eg+∆

2 − Uv(z)

(
k̂ · σ̂

)]
Fc = EFc (C.31)

を得る．ここで Fc =

[
F+
c

F−
c

]
であり，σ̂i はパウリ行列である．ここで非線型方程式（C.31）の左辺にお

いて，E =
Eg+∆

2 と置き換える近似をする．また xy 方向には平面波の状態を考え，k̂z のみが波数に関

連する演算子として方程式を整理すると[
Eg +∆

2
+ Uc(z)− γ2

1

Eg +∆− Uv(z)

(
k̂ · σ̂

)2
+ iγ2

∂

∂z

1

Eg +∆− Uv(z)
σ̂z

(
k̂ · σ̂

)]
Fc = EFc

(C.32)

面内成分のみを考えて方程式を整理すると，式（C.32）の左辺第 3項からはスピンに依存する成分は現れ

ず，単に有効質量に対する補正を与える．左辺第 4項からもスピンに依存しない成分が現れるが，これは

やはり有効質量に対する補正を与え，そしてさらにスピンに依存する成分が現れる．このスピンに依存す

る成分がスピン軌道相互作用のハミルトニアンである．そのハミルトニアンの形は，係数を α(z)として

Hso
R = α(z)(σ̂xky − σ̂ykx) (C.33)

となる．これを Rashbaのスピン軌道相互作用と呼ぶ．α(z)は z 方向への微分を含んでいる演算子であ

り，z 方向の状態で期待値を取ることで値が確定する．ここでの導出は基底を伝導帯の 2状態と価電子帯

の状態のうち j = 1
2 の 2状態に制限した導出である．C.3説で議論したように，III-V族半導体の k · p̂摂

動は 8状態による模型が考えられており，j = 3
2 の状態からの寄与も含めて有効質量方程式が計算されて

いる．その場合，Rashbaのスピン軌道相互作用の係数 α(z)に補正が現れる．

今の計算は z 方向に電子が閉じ込められ，xy 平面で電子が運動するような場合を考えている．このよ

うな系を実現するには例えば量子井戸構造を考えればよく，実際に量子井戸系においてKane 模型の k · p̂
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摂動によって有効質量方程式が導出されている [81, 82]．先行研究における導出では z 方向に空間反転対

称性を持つ量子井戸において導出されたものであるが，バンドオフセットをパラメータとした模型を用い

ている．スピン軌道相互作用の係数はバンドオフセットの関数になり，バンドオフセットを調節すること

によってスピン軌道相互作用の大きさを変動させることができる．

C.5 Rashbaスピン軌道相互作用がある二次元電子系の固有状態

z 方向に成長した量子井戸構造中の電子の運動を考える．z 方向の束縛状態 |n⟩で三次元のハミルトニ
アンの期待値を取り，二次元電子系の運動を考える．簡単のため，基底状態 n = 0の場合を考える．この

場合のシュレーディンガー方程式とハミルトニアン H2D は次の通り．

H2D =
p̂2x + p̂2y
2m

+ V (x, y) + α (σ̂xky − σ̂ykx) ,

H2D |ψ±⟩k = Ek± |ψ±⟩k .
(C.34)

ここでm∗ は有効質量，α = ⟨0|α(z)|0⟩である．簡単のため V (x, y) = 0とすると，式（C.34）の固有状

態は解析的に求まり，固有エネルギーと固有状態はそれぞれ次のようになる [42]．

Ek± =
ℏ2

2m∗ (k
2
x + k2y)∓ α

√
k2x + k2y,

|ψ+
k ⟩ =

1√
2

[
1

ieiθk

]
eik·r, |ψ−

k ⟩ =
1√
2

[
1

−ieiθk

]
eik·r

(C.35)

θk は k = [kx, ky]が kx 軸となす角度である．固有エネルギーは k = 0で縮退（クラマース縮退）してい

るが，k ̸= 0の時 k 軸の左右に分裂する．これを Rashba分裂と呼ぶ．あるフェルミエネルギーを定めた

時，フェルミ面（線）は内側のバンドと外側のバンドに分裂する．ここに電場を印加するとフェルミ面が

シフトして電流が流れるが，内側のフェルミ面のズレと外側のフェルミ面のズレの面積が異なるため，系

は印加した電場と垂直な方向にスピン偏極が現れる（図 C.1）．これを電流誘起スピン偏極と呼び，半導

体において初めて理論的な予言がなされ [5]，実際に観測も行われた [83]．
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i

図 C.1: 電流誘起スピン偏極の概念図．系のエネルギーは Rashba分裂により，内側のバンドと外側のバ

ンドに分裂している．これらのバンドはそれぞれスピン偏極の符号（緑色の矢印）が異なる．今，系に電

場を印加すると，フェルミ面が僅かにシフトする．しかし外側のバンドのシフト量と内側のバンドのシフ

ト量に差があるため，系は電場を印加した方向と垂直な方向（図では y 方向正の向き）に正味のスピン偏

極が生じる．
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付録 D

Boltzmann方程式と電気伝導度

D.1 概要

本研究ではスピン・擬スピン流の計算に Boltzmann方程式を用いる．そこでこの付録では Boltzmann

方程式について簡単に述べる．前半では Boltzmann方程式を導入し，後半では Boltzmann方程式を用

いて電子の代表的な輸送現象を計算する．

D.2 Boltzmann方程式

D.2.1 波束の運動

半導体中では電子波波として振る舞うが，波束を考えることでその粒子的挙動を考えることができる．

結晶中の電子のハミルトニアンを H，かつ波束の状態を |ψWP⟩と表すと，

H =
p̂2

2m
+ V（r）,

iℏ
∂

∂t
|ψWP⟩ = H |ψWP⟩

(D.1)

を満たす．ただし ⟨ψWP |ψWP⟩ = 1とする．波束の実空間における広がりを∆r，波数空間における広が

りを ∆k と設定し，さらにポテンシャル V（r）の空間変動スケールが緩やかであると仮定する．すなわ

ち，ポテンシャル V（r）の空間変動スケールを λとした時，

∆r ≪ λ (D.2)

が満たされている場合を考える．このとき波束の広がり ∆r 中ではポテンシャルの値は一定であると見な

すことができる．今，運動量演算子 p̂x の |ψWP⟩における期待値の時間微分は

d

dt
p̂x =

d

dt

⟨ψWP | p̂x |ψWP⟩
⟨ψWP |ψWP⟩

,

=
d

dt
⟨ψWP | p̂x |ψWP⟩ ,

=
1

iℏ
⟨ψWP | [p̂x,H] |ψWP⟩ ,

= ⟨ψWP | (−∇xV (r)) |ψWP⟩

(D.3)

と計算される．ここで波束の中心座標の期待値を ⟨ψWP | r |ψWP⟩ = r0 と表すと，ポテンシャル V (r)中

では ∆r の広がりを無視できるから ⟨ψWP |ψWP⟩ = −∇xV (r0)となる．運動量演算子 p̂の |ψWP⟩にお
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ける期待値を ⟨ψWP | p̂ |ψWP⟩ = ℏk0 と表せば，運動量の期待値の時間発展方程式として

d

dt
(ℏk0) = −∇V (r0) = F (D.4)

が得られる．同様の議論を r0 に対しても行うと，

d

dt
r0 =

ℏk0

m
= vk(k0) (D.5)

という方程式が得られる．この二式が半古典的な電子の運動方程式である．

D.2.2 Boltzmann方程式

波束の運動は実空間と波数空間両方で記述されるので，これらを同時に扱う位相空間を扱う．一粒子の

場合，位相空間の次元は 6次元になる．今，時刻 tに座標 r，波数 kの電子を見出す確率を f(r,k, t)と

表す．平衡状態では電子の分布関数はフェルミ分布関数に一致する．また，分布関数を用いると，微小

体積 dr(t)dk(t) = dxdydzdkxdkydkz 中に存在する電子数は f(r,k, t)dr(t)dk(t) と表すことができる．

Boltzmann方程式は，電子数の時間発展を考えることで導出される．今，時刻が t → t+ dtと時間発展

したとする．このとき，衝突などが存在せず電子数が保存していれば次の関係が成り立つ．

f(r + dr,k + dk, t+ dt)dr(t+ dt)dk(t+ dt)− f(r,k, t)dr(t)dk(t) = 0. (D.6)

ここで位相空間の体積は保存するというリウヴィルの定理を用いると，分布関数について

f(r + dr,k + dk, t+ dt)− f(r,k, t) = 0,

∂

∂t
f(r,k, t) +

d

dt
r · ∇rf(r,k, t) +

d

dt
k · ∇kf(r,k, t) = 0

(D.7)

という方程式が得られる．第一式から第二式に移る際に多変数の Taylor展開を用いた．さらに半古典運

動方程式（D.4），（D.5）を用いると

∂

∂t
f(r,k, t) + vk · ∇rf(r,k, t) +

F

ℏ
· ∇kf(r,k, t) = 0 (D.8)

が得られる．以上が衝突により時間発展の前後で電子数に変化がない場合の議論である．衝突により電子

数に変化がある場合，その効果を現象論的に衝突の効果
(

∂f
∂t

)
coll.
として導入し，

∂

∂t
f(r,k, t) + vk · ∇rf(r,k, t) +

F

ℏ
· ∇kf(r,k, t) =

(
∂f

∂t

)
coll.

(D.9)

が得られる．式（D.9）が Boltzmann方程式である．式（D.9）の第一項は分布関数自身が時間変化する

場合に必要になる．例えば交流電場などを印加した場合，分布関数は時々刻々変化するため，この項の影

響を考える必要がある．第二項は分布関数が空間的に一様でない場合に存在する項で，拡散項と呼ばれ

る．この項から生じる電流を拡散電流と呼ぶ．第三項は外場によって電子の運動流分布が変化する場合に

存在する項で，外場項と呼ばれる．この項から生じる電流をドリフト電流と呼ぶ．

D.2.3 緩和時間近似

衝突の効果
(

∂f
∂t

)
coll.
は，例えば不純物ポテンシャルによる散乱の効果として考えることができる．通

常は不純物ポテンシャルの 2次の効果までを考えれば十分である．一体問題の場合，衝突項は分布関数に
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関して線型の形で表されるため，原理的には解析的に Boltzmann方程式を解くことができるが，高次の

効果を考えると計算は複雑になる．また，フォノンとの衝突などを考え電子系以外とエネルギーのやりと

りがある多体系を考える場合は衝突項は非線型となり，一般に Boltzmann方程式を解析的に解くことは

難しい．

そこで，衝突項の効果を現象論的に記述する方法の一つが緩和時間近似である．これは，衝突によって

時刻 tの分布関数と平衡状態の分布関数 f (0) の差が時間 τ で緩和すると考える方法で，この場合(
∂f

∂t

)
coll.

= −f(r,k, t)− f (0)

τ
(D.10)

と衝突項の形を仮定することを意味する．緩和時間近似により Boltzmann方程式は分布関数に対し線型

の方程式となり，解析的に解くことが容易になる．

D.3 電子系の電気伝導

以下では簡単のため，空間的に一様な 2 次元電子系において，緩和時間近似を用いて Boltzmann 方

程式を解き，電子の電気伝導率を電場の 1 次までの範囲で求めよう．今，分布関数を電場の 0 次の項

f (0)(εk)と 1次の項 f (1)(k, t)に分割し，それぞれの足し合わせとして解を求める．すなわち

f(k, t) = f (0)(εk) + f (1)(k, t) (D.11)

として解を求める．ここで εk 今は系の運動エネルギーであり，波数の大きさのみに依存する．電子系で

は f (0)(εk) はフェルミ分布関数である．x 方向に交流電場 Exe
−iωt を印加した場合の Boltzmann 方程

式は

∂f(k, t)

∂t
+

−eExe
−iωt

ℏ
∂f(r,k, t)

∂kx
= −f(k, t)− f (0)(εk)

τ
(D.12)

である．

まず，電場の 0 次の解は f (0)(εk) である．これは直接代入して確かめることができる．次に電場の 1

次の効果を考えると，Boltzmann方程式は次のようになる．

∂f (1)(k, t)

∂t
+ (−eEx)e

−iωtvx
∂f (0)(εk)

∂εk
= −f

(1)(k, t)

τ
. (D.13)

f (1)(k, t)について解くと

f (1)(k, t) = (−e)Exe
−iωt τ

1− iωτ
vx

(
−∂f

(0)(εk)

∂εk

)
(D.14)

が得られる．以上の分布関数を用いて，電流密度 j を計算する．電流密度は次のように定義される．

j =
−e
S

∑
k

vkf(r,k, t). (D.15)

S は 2次元電子系面内の面積である．2次元電子系面内は十分に大きいとし，上で求めた分布関数を代入



付録 D Boltzmann方程式と電気伝導度 76

すると

j =
−e
S

∑
k

vkf
(1)(k, t),

=
e2τ

1− iωτ
Exe

−iωt 1

(2π)2

∫
dkxdkyvx

[
vx
vy

](
−∂f

(0)(εk)

∂εk

)
,

=
e2τ

1− iωτ
Exe

−iωt 1

(2π)2

∫
dθdεk

m

2πℏ2
1

2π

[
ℏ2k2 cos2 θ

m2

ℏ2k2 cos θ sin θ
m2

](
−∂f

(0)(εk)

∂εk

)
.

(D.16)

絶対零度の場合を考えると
(
−∂f(0)(εk)

∂εk

)
→ δ(εF − εk)となる．積分を実行すると

j =
e2

m

τ

1− iωτ

m

2πℏ2
εF

[
1
0

]
Exe

−iωt,

=
ne2

m

τ

1− iωτ

[
1
0

]
Exe

−iωt.

(D.17)

ここで n = m
2πℏ2 εF は 2次元電子系におけるフェルミエネルギーでの電子密度である．これより，電場を

印加した方向にのみ電流が流れることがわかる．電流と電場の間の比例係数を電気伝導度 σxx として定

義し，今の場合

σxx =
ne2τ

m

1

1− iωτ
. (D.18)

ω = 0の場合の伝導率を Boltzmann伝導率と呼ぶ場合がある．ω ̸= 0の場合，σxx の絶対値は ω の関数

として 1
1+ω2τ2 という Lorentz型の曲線を描き，偏角は ω → ∞の極限で π

2 に漸近する．

D.4 緩和時間近似をこえて

緩和時間近似は解析的に解く場合に便利な近似であるものの，記述できない現象も存在する．その代表

的なものが skew散乱によるスピン流である．skew散乱による電子の流れは電子スピン σ の符号によっ

て流れる向きが変化する．これは不純物由来のスピン軌道相互作用からくる効果であるが，これを導出す

るためには衝突項を考察する現象が見れるように範囲で計算しなければならない．

また，緩和時間 τ は現象論的に導入したものであり，緩和時間近似では，この緩和機構が具体的にどの

ような機構からなっているものなのかを探ることができない．また，一般に緩和時間にはエネルギー依存

性が存在するが，緩和時間近似では緩和時間を定数として与えているので，その依存性を取り入れること

ができない．
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付録 E

スピンホール効果

E.1 概要

2次元電子系を対象に，外因性スピンホール効果の機構の skew散乱と side jumpを共に取り入れた場

合についての計算を示す．この節における解説は文献 [36]を参考にした．また，2次元電子系における内

因性スピンホール効果について，Sinovaらによって予言された二次元電子系におけるスピン Hall 伝導率

を半古典論によって計算する．

E.2 外因性スピンホール効果

外因性 spin Hall効果の機構は skew散乱と side jump の二つの機構がある．skew散乱は不純物ポテン

シャルによる散乱の方向がスピンによって異なるという機構であり，side jump はスピンによって波束の

中心位置にシフトが生じるという現象である．これら二つの機構を考慮して，二次元電子系における外因

性スピンホール効果によるスピン流を計算する．今，次のハミルトニアンの下での電子の運動を考える．

H2D =
p̂2x + p̂2y
2m

+ Vimp(x, y) + eE · r − η

ℏ
((∇xVimp)p̂y − (∇yVimp)p̂x) . (E.1)

ここで不純物ポテンシャルを Vimp(x, y) =
∑

i u(r − ri)とし，輸送現象なので不純物配置についてはア

ンサンブル平均を考える．さらに電場については E = [Ex, Ey, 0] とし，面内電場のみが存在する場合

を考える．以下，スピン軌道相互作用について 1次の範囲で，Boltzmann 方程式によりスピン流を計算

する．

E.2.1 Boltzmann方程式

定常状態における Boltzmann方程式は，波数 k，スピン σ の分布関数を fσ(r,k)として次のように表

される．

ℏk
m

· ∂fσ(r,k)
∂r

+
(−e)E

ℏ
· ℏk
m

∂fσ(r,k)

∂εk
=

(
∂fσ(r,k)

∂t

)
coll.

(E.2)

ここで εk = ℏ2

2m (k2x + k2y)は 2次元電子系面内の運動エネルギーである．今，温度一定のもと，スピンに

依存する化学ポテンシャルを µσ(r)とすると

∂fσ(r,k)

∂r
=
∂fσ(r,k)

∂µσ
∇µσ (E.3)
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である．ここで電気化学ポテンシャルを

µec
σ ≡ eE · r + µσ(r) (E.4)

と定義し，この勾配を

Fσ(εk) = −∇µec
σ (E.5)

と表記する．また今の場合，式（E.2）の右辺において，衝突項中で緩和時間近似を用いることができな

い．これは不純物ポテンシャルによる遷移確率がスピンに依存する効果を取り入れることができないため

である．不純物ポテンシャルについて 3次までの範囲で遷移確率を計算すると，衝突項は次のように表さ

れる．(
∂fσ(r,k)

∂t

)
coll.

=
∑
k′

W
(2)
k′k [−fσ(r,k) + fσ(r,k

′)] +
∑
k′

W
ss(3)
k′kσ [−fσ(r,k) + fσ(r,k

′)] (E.6)

ここで

W
(2)
k′k =Wn(εk, θ)δ(εk − εk′ + eE ·∆r),

W
ss(3)
k′kσ = σ sin θWss(εk, θ)δ(εk − εk′ + eE ·∆r)

(E.7)

である．θ は波数 k′ が波数 k となす角度である．Wn(εk, θ)は不純物ポテンシャルについて 2次，かつ

スピン軌道相互作用について 0次の関数であり，Wss(εk, θ)は不純物ポテンシャルについて 3次，スピン

軌道相互作用について 1 次の関数である．Wn(εk, θ) とWss(εk, θ) は共に θ について奇関数である．ま

た，∆r は side jumpの効果によるシフトベクトルであり，

∆r = −2
η

ℏ
σℏ(k′ − k)× ez (E.8)

である [32]．

ここで分布関数を fσ = f (0)(εk, µσ) + f
(1)
σ (r,k)と分割する．f (0)(εk, µσ)は式（E.5）について 0次

であり，f (1)σ (r,k)は式（E.5）について 1次である．これを式（E.6）に代入し整理すると，(
∂fσ(r,k)

∂t

)
coll.

= Cn0 + Cn1 + Css0 + Css1 (E.9)

ここで

Cn0 =
∑
k′

W
(2)
k′k

[
−f (0)(εk, µσ) + f (0)(εk′ , µσ)

]
,

Cn1 =
∑
k′

W
(2)
k′k

[
−f (1)σ (r,k) + f (1)σ (r,k′)

]
,

Css0 =
∑
k′

W
ss(3)
k′kσ

[
−f (0)(εk, µσ) + f (0)(εk′ , µσ)

]
,

Css1 =
∑
k′

W
ss(3)
k′kσ

[
−f (1)σ (r,k) + f (1)σ (r,k′)

]
(E.10)

Css0 はスピン軌道相互作用について 1次までの範囲で k′ についての角度積分を行うと 0になる．ここで

f
(1)
σ (r,k) = ℏk · Vσ(εk)

(
−∂f(0)

∂εk

)
と仮定する．これを代入し，エネルギーが εである時の衝突項は次の

ように整理される．(
∂fσ(r,k)

∂t

)
coll.

=
∂f (0)

∂εk
ℏk ·

[
Vσ(ε)

τp(ε)
+
σVσ(ε)× ez

τss(ε)
+

2η
ℏσez × Fσ

τp(ε)

]
(E.11)
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ここで

τ−1
p (ε) =

∑
k′

Wn(ε, θ)(1− cos θ)δ(ε− εk′),

τ−1
ss (ε) =

∑
k′

Wss(ε, θ) sin
2 θδ(ε− εk′)

(E.12)

である．Vσ(ε)を Fσ の 1次の求めると

Vσ(ε) =
τp(ε)

m

[
Fσ − σ

τp(ε)

τss(ε)
Fσ × ez

]
+ 2

η

ℏ
σFσ × ez (E.13)

となり，これで f
(1)
σ (r,k)が求められた．

ここで電子の速度演算子 v̂ は

v̂ =
p̂

m
+ 2

η

ℏ
σ∇Vimp × ez (E.14)

となるが，∇Vimp = −dp̂
dt となり，時間平均を考えるとこの項による速度の寄与はない．従って，スピン

σ の電子流 jσ は次のように求められる．

jσ =
1

S

∑
k

ℏk
m

[
f (0)(εk, µσ) + f (1)σ (r,k)

]
,

=
1

S

∑
k

f (1)σ (r,k),

=
1

S

∑
k

ℏk ·
[
τp(ε)Fσ

m
− σ

τp(ε)
2

mτss(ε)
Fσ × ez + 2

η

ℏ
σFσ × ez

](
−∂f

(0)

∂εk

)
.

(E.15)

ここで f (0)(εk, µσ)は波数の大きさ εk を通してのみ波数に依存するので，k についての角度積分を行う

と消えることを用いた．絶対零度の場合，εF をフェルミエネルギーとして −∂f(0)

∂εk
= δ(εk − εF)となる．

n = m
2πℏ2 εF を 2次元電子系におけるフェルミエネルギーでの電子密度とし，粒子流を計算すると[

jσx
jσy

]
=

[
Lxx Lxy

Lyx Lyy

] [
Ex

Ey

]
(E.16)

ここで Lxx = Lyy =
n(−e)τp

m ，Lxy = −Lyx = σ
n(−e)τ2

p

mτss
+ 2n(−e)σ η

ℏ である．今，スピン流 js を

js ≡ j↑ − j↓

2
(E.17)

と定義する．簡単のため E = [Ex, 0, 0]とすると

jsx = 0,

jsy =

(
n(−e)τ2p
mτss

+ 2n(−e)η
ℏ

)
Ex

=
(
σskew + σsidejump

)
Ex.

(E.18)

ここで σskew =
n(−e)τ2

p

mτss
は skew散乱における寄与，σsidejump = 2n(−e)ηℏ は side jumpによる寄与であ

る．ここで，式（D.18）より，直流の場合の Boltzmann伝導度を用いて，

σskew =
σxx
(−e)

τp
τss

. (E.19)
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と表せる．これは skew 散乱が電流に比例すること，すなわち縦電流が流れることによって横方向の流

れが生じることを示している．さらに時定数部分は 1
τss
/ 1
τp
と表され，スピンに依存しない不純物ポテ

ンシャルの二次の散乱確率と，skew 散乱を起こす最低次の散乱確率の比になっている．これは，不純

物散乱の機構の割合を表していて，スピン軌道相互作用が大きいほどこの比の値は大きくなる．また，

Boltzmann伝導度は不純物の数に反比例するが，side jump は不純物数に依存しない．従って不純物の

数が少ない極限では，skew散乱の寄与が支配的になる．これは side jumpの寄与は，電場の一次の応答

について，分布関数は熱平衡状態のものを用いるが，エネルギー保存の条件にスピン軌道相互作用を考慮

した場合の結果を用いることから生じるためである．

E.3 内因性スピンホール効果

内因性スピンホール効果は固体のバンド構造よって生じる効果であり，不純物ポテンシャルを必要とし

ない．現象の理論的な予測は，二次元電子系において Sinovaらによって [19]，三次元電子系において村

上らによってなされた [18]．本節では，内因性スピンホール効果を半古典論によって示す．

Rashba スピン軌道相互作用は，次のようにスピン σ = [σx, σy] に対する有効磁場と見なすことがで

きる．

Hso
R = α(σxky − σykx),

= α[σx, σy] · (k × ez),

= σ ·Beff

(E.20)

ここで ez は xy 平面に垂直な単位ベクトルであり，Beff = α(k × ez)である．この標識からわかるよう

に，有効磁場は波数 kの向きによって異なる．今，x方向に電場 Ex を印加した時，時間 ∆tの間に変化

する波数 ∆kは，半古典方程式（D.4）から

ℏ∆k = −eEx∆tex (E.21)

と見積もられる．波数が変わることによって有効磁場の向きも変わる．従ってスピンの運動方程式
dσi

dt = 1
iℏ [σi,B

eff · σ]を考えると

dσx
dt

=
2

ℏ
Beff

y σz,

dσy
dt

= −2

ℏ
Beff

x σz,

dσz
dt

= −2

ℏ
(
Beff

x σy −Beff
y σx

) (E.22)

これよりスピンは歳差運動をし，面内成分だけでなく面内に垂直な成分の偏極が生じうる．Sinovaらに

よる議論に従い，x方向に電場を印加したことによって生じる z 方向のスピンを求めると

σz =
ℏ

4α2k2
α(+e)Ex

ℏ
ky
k
,

=
eky
4αk3

Ex

(E.23)

ここで Sinovaらによるスピン流の定義に従い，y 方向に流れる z 方向のスピン偏極を持つスピン流は

jzy ≡ 1

S

∑
k

ℏky
m

ℏσz,

=
(+e)ℏ2

16mαπ
(k+F − k−F )Ex

(E.24)



付録 E スピンホール効果 81

と計算される．ここで k+F はラシュバ分裂したエネルギーバンドの外側のフェルミ波数，k
−
F はラシュバ

分裂したエネルギーバンドの内側のフェルミ波数であり，

k+F − k−F =
2mα

ℏ2
(E.25)

であるから，

jzy =
e

8π
Ex (E.26)

これよりスピンホール伝導率は

σSH
yx ≡

jzy
Ex

=
e

8π
(E.27)

と計算される．

以上の計算によれば，Rashba スピン軌道相互作用による内因性スピンホール効果は，有効磁場の向

きが波数によって変化することで，スピンが磁場の変化の方向に追従し歳差運動をすることにある．こ

のような半古典論による導出は物理的描像が得やすいという利点があるが，一方で詳しい計算によると，

Rashbaスピン軌道相互作用による内因性スピンホール効果は不純物散乱に弱く，そのポテンシャル強度

が無限小の時もスピンホール伝導率には影響が残り，この場合のスピンホール伝導率は消失すると予言し

た理論的な研究もある [84, 85]．
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付録 F

磁場中における 2次元電子系

F.1 概要

磁場 B の下での 2 次元電子系の運動を簡潔に記述する．まず古典論を用いてサイクロトロン運動と

Hall 効果を議論する．さらに分数量子 Hall 効果の研究に関して，二層系の擬スピンを取り入れた研究

が存在する．二層系の分数量子 Hall効果では，∆SAS と面間の電子間相互作用の競合によって分数量子

Hall効果の発現・消失の相転移現象が生じる．この研究について簡単にレビューを行うために，量子 Hall

効果の最低限度の解説を行う．

まず強磁場中における Landau量子化について述べた後，伝導率が e2

h の整数倍に量子化される整数量

子 Hall効果，および多体効果である分数量子 Hall効果についてごく簡単に述べる．最後に二層系の擬ス

ピンを用いた研究について述べる．

F.2 古典論

F.2.1 サイクロトロン運動

xy 面内を運動する，電場 Ee−iωt = [Ex, Ey, 0]e
−iωt，磁場B = 0, 0, B 中を運動する質量mの電子の

古典的な運動方程式は次の通り．

m
d

dt
vx = −eBvy,

m
d

dt
vy = eBvx.

(F.1)

ここでサイクロトロン振動数 ωc =
eB
m を定義すると

d

dt
vx = −ωcvy,

d

dt
vy = ωcvx.

(F.2)

式（F.2）は 2次元の調和振動子であり，解は直ちに得られ

vx = v0 cos(ωct+ ϕ1),

vy = v0 sin(ωct+ ϕ1).
(F.3)
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および

x = x0 +
v0
ωc

sin(ωct+ ϕ1),

y = y0 −
v0
ωc

cos(ωct+ ϕ1).
(F.4)

である．これより，電子は [x0, y0]の周りを，半径
v0

ωc
，角振動数 ωc で円運動をする．これをサイクロト

ロン運動と呼ぶ．

F.2.2 サイクロトロン共鳴

式（F.2）に振動電場 Ee−iωt = [Ex, Ey, 0]e
−iωt を印加し，また現象論的に摩擦の効果を取り入れた場

合の電子の古典的な運動方程式は次の通り．

m

(
d

dt
+

1

τ

)
vx = −e

(
Exe

−iωt +Bvy
)
,

m

(
d

dt
+

1

τ

)
vy = −e

(
Eye

−iωt −Bvx
)
.

(F.5)

ここで τ は現象論的に導入した緩和時間である．ωc を用いて整理すると

d

dt
vx = −ωcvy −

1

τ
vx − eEx

m
e−iωt,

d

dt
vy = +ωcvx − 1

τ
vy −

eEy

m
e−iωt.

(F.6)

電子密度を nとすると，電流密度 j は

j = −env. (F.7)

で定義され，計算の結果 [
jx
jy

]
=

[
σxx σxy
σyx σyy

] [
Ex

Ey

]
e−iωt. (F.8)

と表される．σij (i, j = x, y)は電気伝導率テンソルである．ここで σ = ne2τ
m として

σxx = σyy =
1− iωτ

(1− iωτ)2 + ω2
cτ

2
σ,

σxy = −σyx = − ωcτ

(1− iωτ)2 + ω2
cτ

2
σ.

(F.9)

である．ω を変化させることで伝導率の絶対値にピークが現れる．これがサイクロトロン共鳴である．

F.2.3 Hall効果

x方向に無限に長い導線に定常電流 I が流れる場合を考える．このとき式（F.8），式（F.9）で ω = 0，

かつ jy = 0から

Ey =
σxy
σxx

Ex = ρ−1
xxEx = ρ−1

xyEy. (F.10)

が成り立つ．一般に電流と垂直方向に発生する電場を Hall電場と呼ぶ．ここで

jx =
σ2
xx + σ2

xy

σxx
Ex. (F.11)
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図 F.1: Hall効果を測定する時の実験装置の幾何学的配置．紙面に垂直な方向に磁場が印加されている．

ここで ρij (i, j = x, y)は電気抵抗率テンソルである．図 F.1のような配置で，電流方向の電位差 V と電

流に垂直な方向に発生する電位差 VH を測定することで，抵抗率 ρxx，および ρxy が求まり，そこから電

気伝導率テンソルも求まる．今，次のように Hall係数 RH と Hall角 θH を定義する．

RH ≡ Ey

jxB
,

tan θH ≡ |σxy|
σxx

.

(F.12)

今の場合これらを計算すると

RH =
1

n(−e)
,

tan θH = ωcτ.
(F.13)

ホール係数 RH の符号はキャリアのタイプにより，今は電子のみが伝導する場合を考えているため

RH < 0となるが，正孔がキャリアの場合 RH > 0となる．

F.3 Landau量子化

F.3.1 ハミルトニアン

磁場中の 2 次元電子系のハミルトニアンを導く．ベクトルポテンシャル A 中の電子を考える．今，

p = [px, py]を正準運動量として，力学的運動量 π は

π = p+ eA. (F.14)
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で表される．これはラグランジアンが

L =
1

2
mv2 + eA · v. (F.15)

で表されることに起因している．磁場はゲージ不変であるが，ベクトルポテンシャルはスカラーポテン

シャルの分だけ自由度があり，ここではランダウゲージのベクトルポテンシャルを考える．このとき

A = [0, Bx, 0]. (F.16)

このベクトルポテンシャルのもとで，磁場B = rotA = [0, 0, B]である．

量子力学におけるハミルトニアンを書き下すと

H2d,B =
1

2m

[
p̂2x + (p̂y + eBx̂)2

]
. (F.17)

H2d,B は正準座標 y を含まないことから

[p̂y,H2d,B ] = 0. (F.18)

であり，p̂y とH2d,B の同時固有状態が存在する．x方向の固有状態を ϕ(x)とすると，H2d,B の固有状態

ψ(x, y)は

ψ(x, y) = ϕ(x)×

(
1√
Ly

eikyy

)
. (F.19)

ここで y 方向に周期境界条件を課し，ny を整数として ky = 2π
Ly
ny である．今

H2d,B =
1

2m
p̂2x +

(eB)2

2m

(
ℏky
eB

+ x̂

)2

,

=
1

2m
p̂2x +

1

2
mω2

c

(
ℏky
eB

+ x̂

)2

,

=
1

2m
p̂2x +

1

2
mω2

c (x̂−X)
2
.

(F.20)

と変形する．ここでX = −ℏky

eB = −l2Bky をガイド座標と呼び，lB =
√

ℏ
eBky を磁気長と呼ぶ．式（F.20）

は中心座標がずれた調和振動子とみなせ，固有状態は Hermite多項式 Hn で表されることが知られてい

る．固有状態 ϕ(x) は離散的な指数 n > 0でラべリングできるため，改めて ϕn(x)と表すと

ϕn(x) =

(
1

2nn!
√
πlB

) 1
2

exp

[
−i1

2

(
x

lB

)2
]
Hn

(
x

lB

)
. (F.21)

これより固有状態は

ψn,X ∝ exp

[
−iX
l2B
y

]
ϕn(x−X). (F.22)

ここで X = −l2Bky から ky を X で表した．また，固有エネルギーは

En = ℏωc

(
n+

1

2

)
(F.23)

と得られる．nで指定される離散的な準位を n次の Landau準位と呼び，磁場中でエネルギー準位が離散

化することを Landau量子化と呼ぶ．
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F.3.2 電場が存在する場合の議論

次に，ランダウゲージの下，定常電場 E = [E, 0, 0]を印加した場合のハミルトニアンは次の通り．

H2d,B =
1

2m

[
p̂2x + (p̂y + eBx̂)2

]
+ eEx̂,

=
1

2m
p̂2x +

1

2
mω2

c (x̂−XE)
2
+ eEXE +

m

2

(
E

B

)2

.

(F.24)

ここで XE = − l2B
ℏ
(
ℏky +mE

B

)
である．ky を定めた時 XE は定数になるので，eEXE + m

2

(
E
B

)2
はエ

ネルギーの定数シフトを与える．固有状態も式（F.22）において X → XE と置き換えれば良い．今，こ

の波動関数に対応する状態を |n,XE⟩と表し，この状態における速度演算子の期待値を計算する．今，速
度演算子は

v̂x ≡ 1

m

(
−iℏ ∂

∂x

)
,

v̂y ≡ ℏky
m

+
eBx̂

m
= ωc (x̂−XE)−

E

B
.

(F.25)

である．まず，⟨n,XE |v̂x|n,XE⟩について

⟨n,XE |v̂x|n,XE⟩ =
1

Ly

∫
dxdy exp

[
i
XE

l2B
y

]
ϕn(x−XE)

(
1

m

(
−iℏ ∂

∂x

))
exp

[
−iXE

l2B
y

]
ϕn(x−XE),

=
−iℏ
m

∫
dxϕn(x−XE)

d

dx
ϕn(x−XE),

=

∫
dze−z2

Hn(z) [−zHn(z) + 2nHn−1(z)]

(F.26)

ここで z = x−XE

lB
とおいた．Hermite多項式について

Hn+1(z)− 2zHn(z) + 2nHn−1(z) = 0,∫
dze−z2

Hn(z)Hm(z) = 2m
√
πm!δnm

(F.27)

を用いると

⟨n,XE |v̂x|n,XE⟩ = 0 (F.28)

となる．次に ⟨n,XE |v̂y|n,XE⟩について

⟨n,XE |v̂y|n,XE⟩ = ⟨n,XE |ωc (x̂−XE) |n,XE⟩ − ⟨n,XE |
E

B
|n,XE⟩ ,

= −E
B

(F.29)

この結果より，電磁場以外の相互作用がない場合は量子 Hall効果は生じないことがわかる．量子 Hall効

果が生じるためには不純物散乱や電子間相互作用の存在が必須である．
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F.3.3 状態密度

十分大きいバルク系（Lx ×Ly）を考える．y 方向に周期境界条件を課しているので，ガイド座標X に

ついての和は ky についての積分に変換され，∑
X

=
Ly

2πl2B

∫ Lx

0

dX. (F.30)

これより状態密度 D2d,B(E)は

D2d,B(E) =
1

LxLy

∑
n,X

δ(E − En),

=
1

2πl2B

∑
n

δ(E − En).

(F.31)

明らかに各 Landau準位の状態数は，自由粒子の状態密度を ℏωc の範囲で積分したものに等しい．一つ

の nあたりの状態密度の重みが 1
2πl2B

なので，一つの Landau準位に Nϕ =
LxLy

2πl2B
だけ電子が縮退してい

ることがわかる．電子数 Ne との比

φ =
Ne

Nϕ
(F.32)

を Landau準位の占有率と呼ぶ．

F.4 整数量子 Hall効果

F.3.2節で議論したように，電磁場以外の相互作用が存在しない場合，電子の運動は等速直線運動であ

る．しかし実際には電子系には不純物によるランダム・ポテンシャルや電子間相互作用などが存在する．

これらによって，Hall 伝導率が e2

h の精数倍に量子化されたり，またその分数倍に量子化されるなどの現

象が生じる．これらを整数量子 Hall効果 [86, 87, 88]，分数量子 Hall効果 [89, 90]と呼ぶ．本節では，整

数量子 Hall効果について簡潔に記述する．

ここではまず，Laughlinによる理論について説明する [91]．2次元電子系を円筒状に丸め，両端に電極

をつける．このとき x軸は円筒の軸に沿って取り，y軸は円筒の周に沿って取る（図 F.2）．今，この円筒

を貫くように磁束 Φを通す．x方向に電場を印加したときに y 方向に流れる電流 jy は，速度演算子がハ

ミルトニアンの磁束 Φによる微分で表現されることから，エネルギーを E として

jy =
1

Lx

∂E

∂Φ
(F.33)

で与えられる．Lx は x方向の軽の長さである．この磁束を生じさせるベクトルポテンシャルは円筒表面

でゼロでない値を持つ．また，それとは別に円筒表面に垂直な方向に磁場を印加する．これは xy 平面に

垂直に磁場を印加した状況と同じであるから，この磁場を与えるベクトルポテンシャルはランダウゲージ

で考えられる．すると，ランダウゲージでベクトルポテンシャルを与えたときの前節の議論はそのまま成

立し，新たに円筒を貫く磁束 Φについての影響を考えれば良い．これはすなわち,y 方向の状態は平面波

として考えることができ，非局在状態であるということを意味する．このとき，円筒の半径を R として

波動関数は

ψ(x, y + 2πR) = ψ(x, y) (F.34)
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図 F.2: Laughlinによる仮想的な試料．磁束 Φを通したシリンダー状の試料を考え，側面を磁場が印加

された二次元電子系と考える．

という周期境界条件を満たす．

ここで，磁束 Φを Φ → Φ +∆Φと変化させた場合を考える．電子の感じる磁場は磁束 Φを変化させ

ても変わらないため，この変換に対し波動関数は

ψ(x, y) → ψ(x, y) exp
[
−i e

ℏ
φ(x, y)

]
,

φ(x, y) =
∆Φ

2πR
y

(F.35)

と変換される．ところが今は y 方向に周期境界条件が化されていることを考えると，ゲージ不変性に

より，

ψ(x, y + 2πR) → ψ(x, y) exp
[
−i e

ℏ
(φ(x, y) + ∆Φ)

]
,

= ψ(x, y) exp
[
−i e

ℏ
φ(x, y)

] (F.36)

を満たす必要がある．すなわちmを整数として

∆Φ =
h

e
m (F.37)

の離散的な変換しか許されない．今，磁束 Φを加えることは波数 ky の定数シフト，ガイド座標の定数シ

フトと考えることができる．この電子の移動は，ハミルトニアンの固有状態に対し一斉に起こる．ガイド

座標は ky を用いて表されるが，周期境界条件によって ky は離散化されている．従ってガイド座標は等

間隔に離散的に並んでいるが，ガイド座標の間隔はちょうど h
e に等しい．今，N 個の Landau準位が占
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図 F.3: Landau準位と状態密度の広がり．強磁場中のエネルギーは式 F.23のように離散化する．系に不

純物ポテンシャルのようなランダムポテンシャルが存在すると，系の状態密度に広がりが生じる．しかし

スケーリング理論によれば，この広がった状態のほとんどは局在状態であり伝導に寄与しない．数値計算

によれば，ランダウ準位の中心に非局在状態が存在する．

有されている場合に対し，磁束をちょうど一個分の∆Φだけ変化させたとしよう．この磁束の変化によっ

て Ne = NNϕ だけの電子が移動することになる．この電子の移動に伴うエネルギー変化 ∆E は

∆E = eExLx
N

Ne
×Ne = eExLxN (F.38)

従って y 方向に流れる電流は

jy =
1

Lx

∆E

∆Φ
,

= N
e2

h
Ex

(F.39)

となる．これより Hall伝導率が e2

h の精数倍に量子化される．これが整数量子 Hall効果である．

系に不純物がランダムに配置されているような場合を考えても，この事情は変わらない．不純物による

ポテンシャルによって，電子の状態密度は離散的な Landau準位から広がりを持つようになる（図 F.3）．

しかしスケーリング理論によって，これらの状態のはほとんど全てが局在状態であり，伝導に寄与しな

い．しかし数値計算によって，Landau準位の中心にある状態は非局在状態であり，伝導に寄与すること

がわかっている．従って磁束の変化によってガイド座標のシフトが起きるが，フェルミエネルギー以下の

ランダウ準位の数以外の状態は伝導に寄与しない．すなわち移動する電子の数は占有されているランダウ

準位の本数と同じである．従って，不純物ポテンシャルが存在しない場合と同様に整数量子 Hall効果が

生じる．
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F.5 分数量子ホール効果

整数量子 Hall効果は，Landau準位の中心に存在する非局在電子状態の振る舞いによって生じる現象

であった．フェルミエネルギーを変えていったときに伝導率に変化が生じうるのは新たなランダウ準位を

占有した時のみであり，その間のエネルギーでは局在状態のみが存在し，伝導率は変化しない．しかし，

例えば電子間相互作用によって局在状態が非局在状態になることがある．するとこのような非局在状態

に対しガイド座標のシフトが起こるので， e2

h の分数倍の伝導率を持つ量子 Hall効果が生じる．このよう

に，多体効果を考えることによって初めて生じる現象が分数量子 Hall効果である [89, 90]．

分数量子 Hall効果の状態は多体問題を解くことによって初めて明らかにされる．しかし Laughlinによ

る優れた洞察により，Laughlin波動関数という形で波動関数が与えられている [92]．Laughlin波動関数

は厳密な波動関数ではないが，Laughlin波動関数を厳密な波動関数として持つ多体系の考察が Haldane

らによって行われている [93]．

F.6 二層系の擬スピンを考慮した研究

2 枚の 2 次元電子系がある系は二層系と呼ばれ，量子ホール効果の分野で盛んに研究がなされてきた

[94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101]．二層系の研究において重要なパラメータは，結合状態（対称状態）と

反結合状態（反対称状態）の間のエネルギー差 ∆SAS である．ランダウ準位の充填率 φ が奇数の場合，

∆SAS を変化させると，量子ホール効果を起こす相と起こさない相の間で相転移が生じるという報告が理

論的になされ [102, 103]，実験的にも確かめられている [104, 105, 106, 107]（図 F.4）．この現象におい

て，∆SAS は，波動関数を二層に広げる役割を担っている．∆SAS を変化させることで，二次元電子系面

内の電子間相互作用の大きさと層間の電子間相互作用の大きさの比が変化する．これによって分数量子

Hall効果を生じさせる状態の発現・消失が変化しうる．このように ∆SAS を考えることによって一層系

では生じなかった現象を観測することができたり，またパラメータの値を変更することで現象の制御が可

能になっている．
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図 F.4: 量子ホール効果の起こる相と起こらない相の間の相転移の実験データ．実験の温度は 0.3Kであ

る．縦軸は縦抵抗，横軸は磁場の大きさである．ただし，横軸は，ランダウ準位 φ = 1の値で規格化した値

である．実線は二重量子井戸のバリア層の厚さ db = 30Å，二層合計の電子密度 Ntot = 1.26× 1011cm−2

の試料であり，量子ホール効果が起こっている．破線は二重量子井戸のバリア層の厚さ db = 40Å，二層

合計の電子密度 Ntot = 1.45× 1011cm−2 の試料であり，量子ホール効果が起こっていない．挿入図はこ

の相転移の相図であり，縦軸が井戸間の静電エネルギー，横軸は ∆SAS である．いずれも，φ = 1，磁気

長 lB における静電エネルギーの値で規格化している．[107]から転載した．
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付録 G

衝突項の計算

この章では，本論中の 2.3.1節で省略した，Boltzmann方程式の衝突項についての計算の詳細について

記す．用いる近似などは本論中の 2.3.1節に記述したが，必要に応じて，付録内でも言及する．

G.1 Jnkσ(t)の導出

Boltzmann方程式は以下のようになる．

∂ρ̂kσ
∂t

+
F (t)

ℏ
· ∂ρ̂kσ
∂k

=

(
∂ρ̂kσ
∂t

)
prec.&coll.

(G.1)

右辺は密度行列の運動方程式から計算する．密度行列の運動方程式は次の通り．

dρ̂

dt
=

1

iℏ
[H, ρ̂] =

1

iℏ
[Hw, ρ̂] +

1

iℏ
[V, ρ̂]. (G.2)

ここで Hw は無摂動のハミルトニアン，V は不純物に由来する摂動ポテンシャルで，それぞれ式（2.2）

と式（2.16）で定義される．式（G.2）の右辺第一項が歳差項，右辺第二項が不純物由来のポテンシャル

による衝突項を表す．

衝突項を計算するために相互作用表示の演算子を次のように導入する．

ρ̂I(t) = U†(t)ρ̂(t)U(t), VI(t) = U†(t)V (t)U(t). (G.3)

ここで U(t)は相互作用表示における時間発展演算子であり，

U(t) ≡ exp(
Hw

iℏ
t). (G.4)

と定義される．相互作用表示を用いると，式（G.2）は次のように表される．

dρ̂I(t)

dt
=

1

iℏ
[VI, ρ̂I(t)]. (G.5)

ここで Vimp と ∆SAS が結合した運動を考えないという仮定から，Hw = H∥ とした．衝突項におけ

る ∆SAS の効果は運動量緩和時間 τp とフェルミエネルギー εF を用いて τ−1
p (∆SAS

εF
) で与えられるが，

∆SAS ≪ εF の時この補正は無視できる．本研究ではこのような状況を考えている．

ここで時刻 t0 に摂動 V が印可されたとき，十分時間が経過したときの時刻 tにおける密度行列を求め

る．（2.27）を時刻 t0 から時刻 tまで積分すると

ρ̂I(t) = ρ̂I(t0) +
1

iℏ

∫ t

t0

dt′[VI(t
′), ρ̂I(t

′)]. (G.6)
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式（G.6）の左辺で t→ t′ と置き換え，右辺の ρ̂I(t
′)に代入すると

ρ̂I(t) = ρ̂I(t0) +
1

iℏ

∫ t

t0

dt′[VI(t
′), ρ̂I(t0)] +

(
1

iℏ

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′[VI(t
′), [VI(t

′′), ρI(t
′′)]]. (G.7)

摂動 V について 3次までの効果を考え，次の式を得る．

dρ̂I(t)

dt
= J1(t, t0) + J2(t, t0) + J3(t, t0). (G.8)

ここで J1(t, t0)，J2(t, t0)，J3(t, t0)は次のように定義される．

J1(t, t0) =
1

iℏ
[VI(t), ρ̂I(t0)],

J2(t, t0) =
1

(iℏ)2

∫ t

t0

dt′[VI(t), [VI(t
′), ρ̂I(t0)]],

J3(t, t0) =
1

(iℏ)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′[VI(t), [VI(t
′), [VI(t

′′), ρ̂I(t0)]]].

(G.9)

衝突項は，衝突項の計算では，τcoll ≪ τp であるため，式（G.9）中の ρI(t0)を ρI(t)に置き換えてよい．

従って n = 1, 2, 3として，Jn(t, t0) = Jn(t)となる．ここで

Jn
kσ(t) = ⟨kσ|U(t)Jn(t)U

†(t) |kσ⟩ , (n = 1, 2, 3). (G.10)

を定義する．また，摂動 V の行列要素は次のようになる．

⟨ℓ′k′σ|V |ℓkσ⟩ = [1− iησ(k′×k)z] ⟨ℓk′|Vimp |ℓk⟩ . (G.11)

ここで，(k′×k)z ≡ k′xky − k′ykx，また ℓ = L,Rである．以下，⟨ℓ′|Jn
kσ(t)|ℓ⟩を計算していくことによ

り，衝突項の表式を求める．

G.2 J1
kσ(t)の計算

まず，
⟨
ℓ′
∣∣J1

kσ(t)
∣∣ ℓ⟩を展開すると，

⟨ℓ′
∣∣J1

kσ(t)
∣∣ ℓ⟩ = 1

iℏ
∑
k′

[⟨ℓkσ|V |ℓk′σ⟩ ⟨ℓk′σ| ρ(t) |ℓkσ⟩ − ⟨ℓkσ| ρ(t) |ℓk′σ⟩ ⟨ℓk′σ|V |ℓkσ⟩] . (G.12)

計算の途中 ∆SAS の効果を無視して Hw = H∥ であることを用いている．また式（2.19）の仮定を用い

て，層間を遷移する行列要素を無視している．

さて，一個の不純物ポテンシャルの行列要素は

⟨ℓk′ |u(ρ− ρi, z − zi)| ℓk⟩ = ⟨ℓk′ |u(ρ, z − zi)| ℓk⟩ ei(−k′+k)·ρi , ei(−k′+k)·ρi = ⟨k′|k⟩ (G.13)

となる．ここで ρ = [x, y]，ρi = [xi, yi]である．一個の不純物ポテンシャルのアンサンブル平均を考え

ると

⟨ℓk′ |u(ρ− ρi, z − zi)| ℓk⟩ = 0, (k′ ̸= k). (G.14)

また k′ = kの時は次のように仮定する．

⟨ℓk |Vimp| ℓk⟩ = 0, (G.15)

これは，Vimp(r)から適当な定数 V0 を取り出し H⊥ に付け加えることで，常にこのように仮定すること

ができる．これより

⟨ℓ′ |J1
kσ(t)| ℓ⟩ = 0. (G.16)
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G.3 J2
kσ(t)の計算

次に，J2
kσ(t)について考える．

⟨ℓ′
∣∣J2

kσ(t)
∣∣ ℓ⟩ = ( 1

iℏ

)2 ∫ t

t0

dt′ ⟨ℓ′kσ| [Ga(t, t
′)−Gb(t, t

′)] |ℓkσ⟩ . (G.17)

ここで，

Ga(t, t
′) = VI(t)VI(t

′)ρ̂I(t) + ρ̂I(t)VI(t
′)VI(t),

Gb(t, t
′) = VI(t)ρ̂I(t)VI(t

′) + VI(t
′)ρ̂I(t)VI(t)

(G.18)

である．従って，⟨ℓ′ |J2
kσ(t)| ℓ⟩は，次の行列要素の線型結合で表されることがわかる．

⟨ℓ′k′′ |Vimp| ℓ′k′⟩ ⟨ℓk′ |Vimp| ℓk⟩ =
∑
i,j

⟨ℓ′k′′ |u(r − rj)| ℓ′k′⟩ ⟨ℓk′ |u(r − ri)| ℓk⟩. (G.19)

式（G.14）から，i ̸= j の項は 0になるため

⟨ℓ′k′′ |Vimp| ℓ′k′⟩ ⟨ℓk′ |Vimp| ℓk⟩ = δℓ′ℓδk′′k⟨ℓk |Vimp| ℓk′⟩ ⟨ℓk′ |Vimp| ℓk⟩. (G.20)

ここで不純物ポテンシャルのアンサンブル平均について次を仮定する．

| ⟨Lk′|Vimp |Lk⟩ |2 = | ⟨Rk′|Vimp |Rk⟩ |2 . (G.21)

すると J2
kσ(t)の計算では，⟨L|J2

kσ(t)|L⟩と ⟨R|J2
kσ(t)|L⟩の項を計算すれば十分である．

⟨L
∣∣J2

kσ(t)
∣∣L⟩について，Ga(t, t

′)の部分を計算すると，次の通り．

1

(iℏ)2

∫ t

t0

dt′⟨Lkσ|Ga(t, t′)|Lkσ⟩ = − 1

ℏ2
∑
k′

(Lkk′kσ) ⟨Lkσ|ρ̂(t)|Lkσ⟩ 2πℏ δ(εk′ − εk) (G.22)

計算の途中で，衝突項では ∆SAS の効果を無視することを用いた．また，

(Lkk′kσ) ≡ ⟨Lkσ|V |Lk′σ⟩ ⟨Lk′σ|V |Lkσ⟩ (G.23)

と定義した．式（G.11）から

⟨Lkσ|V |Lk′σ⟩ ⟨Lk′σ|V |Lkσ⟩ =
[
1 + η2[(k′ × k)z]

2
]
| ⟨Lk′|Vimp |Lk⟩ |2 (G.24)

である．同様に Gb(t, t
′)は

1

(iℏ)2

∫ t

t0

dt′⟨Lkσ|Gb(t, t′)|Lkσ⟩ =
1

ℏ2
∑
k′

(Lkk′kσ)ρLL
kσ 2πℏ δ(εk′ − εk). (G.25)

ここで密度行列の行列要素について ⟨ℓ| ρ̂kσ |ℓ⟩ as ρℓℓkσ とした．また，

1

ℏ2
(Lkk′kσ)2πℏ δ(εk′ − εk) =

2π

ℏ
| ⟨Lk′|Vimp |Lk⟩ |2δ(εk′ − εk) +O(η2) (G.26)

である．本研究ではスピン軌道相互作用については 1 次までの効果を考え，O(η2) は無視する．以上よ

り，不純物ポテンシャルの 2次の遷移確率を次のように定義する．

W
(2)
k′k ≡W

(2)
Lk′Lk =W

(2)
Rk′Rk =

2π

ℏ
| ⟨Lk′|Vimp |Lk⟩ |2δ(εk′ − εk) (G.27)
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ここで式 (G.21)を用いた.

したがって，次の式を得る．

⟨L |J2
kσ(t)|L⟩ =

∑
k′

[
−Wσ(2)

Lk′Lkρ
LL
kσ (t) +W

σ(2)
LkLk′ρ

LL
k′σ(t)

]
=
∑
k′

W
σ(2)
Lk′Lk

[
−ρLL

kσ (t) + ρLL
k′σ(t)

]
. (G.28)

同様にして，⟨R |J2
kσ(t)|L⟩について計算を行うと次の通り．

⟨R |J2
kσ(t)|L⟩ = −

∑
k′

W
σ(2)
Lk′Lkρ

RL
kσ (t). (G.29)

ここで，式（2.19）から ⟨Rkσ|V |Rkσ⟩ ⟨Lkσ|V |Lkσ⟩ = 0であるため，Gb(t, t
′)に由来する項が消える

ことを用いた．

G.4 J3
kσ(t)の計算

次に，J3
kσ(t)について考える．⟨ℓ′

∣∣J3
kσ(t)

∣∣ ℓ⟩を展開すると，
⟨ℓ′
∣∣J3

kσ(t)
∣∣ ℓ⟩ = ( 1

iℏ

)3 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ ⟨ℓ′kσ| [Gc(t, t
′, t′′) +Gd(t, t

′, t′′)] |ℓkσ⟩ . (G.30)

ここで

Gc(t, t
′, t′′) = VI(t)VI(t

′)VI(t
′′)ρ̂I(t)− ρ̂I(t)VI(t

′′)VI(t
′)VI(t),

Gd(t, t
′, t′′) = −VI(t)VI(t′)ρ̂I(t)VI(t′′)− VI(t)VI(t

′′)ρ̂I(t)VI(t
′)− VI(t

′)VI(t
′′)ρ̂I(t)VI(t)

+ VI(t)ρ̂I(t)VI(t
′′)VI(t

′) + VI(t
′)ρ̂I(t)VI(t

′′)VI(t) + VI(t
′′)ρ̂I(t)VI(t

′)VI(t),

(G.31)

とした．J3
kσ(t)の計算でも，⟨L|J3

kσ(t)|L⟩と ⟨R|J3
kσ(t)|L⟩の項を計算すれば十分である．

⟨L
∣∣J3

kσ(t)
∣∣L⟩について，Gc(t, t

′)の部分を計算すると，次の通り．

1

(iℏ)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′⟨Lkσ|Gc(t, t′, t′′)|Lkσ⟩ = − 1

iℏ
ρLL
kσAk (G.32)

ここで

Ak = 2πi
∑
k′k′′

δ(εk − εk′)

[
(Lkk′′k′kσ)

εk − εk′′ − iδ
+

(Lkk′k′′kσ)

εk − εk′′ + iδ

]
,

(Lkk′′k′kσ) = {1− iησ [(k × k′)z + (k′ × k′′)z + (k′′ × k)z]} (Lkk′k′′k)0 +O(η2),

(Lkk′k′′k)0 ≡ ⟨Lk|Vimp|Lk′⟩ ⟨Lk′|Vimp|Lk′′⟩ ⟨Lk′′|Vimp|Lk′⟩ .

(G.33)

今，不純物ポテンシャルの 3次の効果の遷移確率を次のように定義する．

W
σ(3)
Lk′Lk =

2π

ℏ
δ(εk − εk′)

∑
k′′

[
(Lkk′′k′kσ)

εk − εk′′ + iδ
+ c.c.

]
(G.34)

本研究では，Wσ(3)
Lk′Lk 中で，ηについて 0次の項は無視する．これは，ηについて 0次の項は既にW

(2)
Lk′Lk

を考えており，さらにW
σ(3)
Lk′Lk に比べてW

(2)
Lk′Lk の寄与の方が支配的になるためである．スピン軌道相

互作用については 1次までの効果を考えるため，Wσ(3)
Lk′Lk 中で η に比例する部分を，改めてW

σ(3)ss
Lk′Lk と表

す．Wσ(3)ss
Lk′Lk は，skew散乱について最低次の効果であり，次のように表される．

W
σ(3)ss
Lk′Lk =

2π

ℏ
δ(εk − εk′)

∑
k′′

[
(−iησ) [(k × k′)z + (k′ × k′′)z + (k′′ × k)z] (Lkk

′k′′k)0
εk − εk′′ + iδ

+ c.c.

]
.

(G.35)
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式（2.18）を考慮し，

W
(3)ss
kk′σ ≡W

σ(3)ss
LkLk′ = −Wσ(3)ss

RkRk′ , (G.36)

と定義する．今，式（G.32）を遷移確率W
σ(3)ss
LkLk′ を用いて表すと

1

(iℏ)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′⟨Lkσ|Gc(t, t′, t′′)|Lkσ⟩ = −
∑
k′

W
σ(3)ss
LkLk′ρ

LL
kσ (G.37)

ここで (Lkk′k′′k)0 は

(Lkk′k′′k)0 =
∑
i

⟨Lk|u(x, y, z − zi)|Lk′⟩ ⟨Lk′|u(x, y, z − zi)|Lk′′⟩ ⟨Lk′′|u(x, y, z − zi)|Lk⟩ (G.38)

と表せる．u(x, y, z−zi)が |ρ| =
√
x2 + y2を通してのみ x, yに依存するため，(Lkk′k′′k)0は，|k−k′|,

|k′ − k′′|，|k′′ − k|を通してのみ k，k′，k′′ に依存する．これより，∑
k′

W
σ(3)ss
Lk′Lk = 0 (G.39)

が導かれる．

次に，⟨L
∣∣J3

kσ(t)
∣∣L⟩について，Gd(t, t

′)の部分を計算すると，次の通り．

1

(iℏ)3

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′⟨Lkσ|Gd(t, t′, t′′)|Lkσ⟩ =
∑
k′

ρLL
kσ (t)

1

iℏ
Bkk′ (G.40)

ただし

Bkk′ = 2πi
∑
k′′

δ(εk − εk′)

[
(Lkk′′k′kσ)

εk − εk′′ + iδ
+

(Lkk′k′′kσ)

εk − εk′′ − iδ

]
(G.41)

である．V について 3次の単位時間あたりの遷移確率（G.34）で表すと

1

iℏ
Bkk′ =W

σ(3)
LkLk′ (G.42)

W
σ(3)
LkLk′ をW

σ(3)ss
LkLk′ に置き換え整理すると，⟨L |J3

kσ(t)|L⟩について次の式を得る．

⟨L |J3
kσ(t)|L⟩ =

∑
k′

W
σ(3)ss
LkLk′ρ

LL
k′σ(t) (G.43)

同様にして ⟨R |J3
kσ(t)|L⟩を計算すると，このとき残る項はない．
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[68] C. Józsa, T. Maassen, M. Popinciuc, P. J. Zomer, A. Veligura, H. T. Jonkman, and B. J. van

Wees, Phys. Rev. B 80, 241403 (2009).

[69] S. P. Dash, S. Sharma, J. C. Le Breton, J. Peiro, H. Jaffrès, J.-M. George, A. Lemâıtre, and
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