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ナッシュ均衡の計算

田　中　嘉　浩

1. はじめに

ナッシュ均衡は戦略形ゲームでの戦略決定の
指針や説明として重要なばかりでなく，協調の
可能性や繰り返しゲームのフォーク定理に繋が
る重要な概念になっており，その計算は大いに
意義が有る。

定和 2 人ゲームの様に利得行列の構造の有る
場合，ナッシュ均衡を求める問題は線形計画問
題として定式化されることを第 2 節で示す。

一般の非ゼロ和 2 人ゲームのナッシュ均衡を
求める問題は計算複雑度の理論では PPAD 完全
というクラスに属している。PPAD （Polynomial 

Parity Argument for Directed graphs の 略 で あ
り，Papadimitriou からではない）は，「有向グ
ラフで与えられたアンバランス（入次数と出次
数が違う）な点から有向パスで繋がる他のアン
バランスな点を求める探索問題（END OF 

THE LINE）に帰着できるクラス」であり，握
手補題から必ず解が有ることは判っている問題
であるがパス長は入力サイズの多項式で抑えら
れない。NP で SAT を使う NP 完全の定義と
同様に，逆に END OF THE LINE から元問題
に帰着できるときに PPAD 完全という。一般
の非ゼロ和 2 人ゲームのナッシュ均衡が存在す
ることは Nash［10］から知られている。ナッ
シュ均衡を求める問題の計算複雑度が，NASH 

→ BROUWER → END OF THE LINE と帰着
できることと，3 人以上で逆方向の帰着もでき
ることを示すことで，PPAD 完全であることが
証明され［2］，2 人の場合でさえ PPAD 完全で
あることが証明されている［1］。

ところで，非ゼロ和 2 人ゲームは，プレイ
ヤー 1，プレイヤー 2 の利得行列を ， を 

 行列とすると，ナッシュ均衡は，「1 人
で違う戦略に変えてもより得をすることがな
い」という定義なので，

  （1）
	

を満たす （但し は
単体）と定義される。これは ，

と置くと，前から ，，次式は ， を
掛けることを考えると，

，
	 ，

と同値である。
よって，ナッシュ均衡を求める問題は，

 ， � （2）

，

と い う 線 形 相 補 性 系（linear complementary 

system）に定式化することができる。標準的な
解法としては，Lemke-Howson アルゴリズム［7］
等が知られているが，ピボット演算を繰り返す
方法であり，多項式時間アルゴリズムでないこ
とが知られている［13］。

Knight and Campbell ［6］は一般の非ゼロ和
2 人ゲームの Nash 均衡を求める Python ライ
ブラリとして Nashpy を提案している。第 3 節
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ではこの使いやすい Nashpyを紹介する。
第 4節ではナッシュ均衡の計算に関する更な
る話題に触れる。

2. 定和 2人ゲームのナッシュ均衡

ゼロ和 2人ゲームを含む定和 2人ゲームでは
以下のように線形計画問題として正式化できる
ので，多項式時間で解くことができる。
定和（和 ）2人ゲームではプレイヤー 1と

プレイヤー 2の利得行列の全ての要素で を
引いてゼロ和 2人ゲームの を作る（この時
に となる）。
プレイヤー 1とプレイヤー 2の混合戦略を ，
， とする。
ゼロ和 2人ゲームでは時代が前なので Nash均
衡は均衡ともいう。
ゼロ和では であるから，
プレイヤー 1のマキシミン戦略は，

　　
　　 � （3）
　　　　　 

プレイヤー 2のミニマックス戦略は，

　　
　　 � （4）
　　　　　

という ， を変数にする線形計画問
題を解いて得られる。

定理 1．定和 2人ゲームのナッシュ均衡は存在
して，線形計画問題（3），（4）の解 と
なり， の多項式時間で求まる。

［証明］　まず（3）の解 ，（4）の解
が存在することを示す。
（3）は，

  （5）
 

 

 

と書き換えれるが，この双対問題は，

	 � （6）
 

	
	

となる。
と考えることにより，（4）は

（3）の双対問題にもなる。（5）は な
ので有界な最適解が有ることが明らかである。
よって線形計画の強双対定理から有界な解

， が存在して
，即ち となる。

ここで， とすると，

 

となるので，
プレイヤー 1について，（1）の

 

は，

 

 （（ ）はゼロ和 2人ゲームの ）

と同じ問題であり，プレイヤー 2に関しても同
じ議論が成立する。
よって，線形計画問題は多項式時間の解法
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（e.g.［9］）が存在するので，題意は成立して，
定和 2人ゲームの Nash均衡は となる。
 □

2節の方法は線形計画問題なので理論的には多
項式時間の解法が有る問題だが，高速な汎用ラ
イブラリ（例えば Pythonの PuLP）が多く有
り，戦略数が数万でも解けるという長所が有
る。

3. 非ゼロ和 2人ゲームのナッシュ均衡

Knight and Campbell ［6］は一般の非ゼロ和
2人ゲーム（双行列ゲームであり，定和 2人
ゲームを含む）の Nash均衡を求める Python

ライブラリとして Nashpyを提案している。使
いやすいライブラリなので簡単に紹介する。

例．タカ－ハト・ゲーム（Chicken）
P2P1 ハ　ト タ　カ

ハ　ト
タ　カ

まず，理論的に解く。
プレイヤー 2が混合戦略 ，

，を取るとすると，
プレイヤー 1の期待利得は，
ハトを選択すると，
タカを選択すると，

 

となる。
よって，プレイヤー 1の最適応答は，

 

同様にして，
プレイヤー 1が混合戦略 を取るとす
ると，プレイヤー 2の最適応答は，

 

となる。
よって，Nash均衡 の

 

となるから，

 

となる。

図 1　プレイヤー毎の最適反応対応

Nashpyを使うために

$ python -m pip install nashpy

で Nashpyをインストールする。
Pythonプログラムは，上の例では，
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import numpy as np
import nashpy as nash

P1 = np.array（［［2, 0］, ［4, -2］］） # P1 is the 
row player
P2 = np.array（［［2, 4］, ［0, -2］］） # P2 is the 
column player
chicken = nash.Game（P1, P2）

equilibria = chicken.support_enumeration（）
for eq in equilibria:
　　print（eq）

を実行することによって，

（array（［1., 0.］）, array（［0., 1.］））
（array（［0., 1.］）, array（［1., 0.］））
（array（［0.5, 0.5］）, array（［0.5, 0.5］））

という答が出てくるが，上から順に，

 

という答に対応している。

ナッシュ均衡の安定性を調べる為に，Python

の matplotlibを使って，プレイヤー 1，2の期
待利得

 

	

の 3Dプロットを描くと図 2の様になる。図 2

では双曲放物面になる様子は見て取れるが，ま
だ各ナッシュ均衡の安定性は判りにくい。
そこで，

 

をプロットしたものが図 3である。

図 3．プレイヤー毎の勾配方向

これはプレイヤー 2の戦略が一定の時にプレイ
ヤー 1の向かうべき方向（濃い矢印），プレイ
ヤー 1の戦略が一定の時にプレイヤー 2の向か
うべき方向（淡い矢印）を示しているが，この
図からは，通常の意味では，

図 2．プレイヤー毎の期待利得
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は安定だが，

は安定かは不明（方向に依る）

である。
次にMaynard Smith and Price ［8］による進
化的に安定な戦略 ESS （evolutionarily stable 

strategy）を考える。この場合は全体でのハト
型の比率を と考えることにより，
ハト型の適応度は
タカ型の適応度は
となるので，ハト型の比率による適応度の変化
は図 4の様になる。

図 4　タカ－ハト・ゲームでの行動の変化

図 4からは，ハト型（濃い直線）の比率が 50％
より大きい場合にはタカ型（淡い直線）の方が
環境に適応するのでハト型の比率が減少するこ
とと，ハト型の比率が 50％より小さい場合に
はハト型の方が環境に適応するのでハト型の比
率が増加することを考えると，ハト型の比率が
50％に収束，つまり集団としてはナッシュ均衡

に収束していくことが判る。

定理 2［12］． を ESSとすると， は
ナッシュ均衡である。 □

混合戦略 に関してプレイヤー 1の
期待利得は，

　　 

	

突然変異を ， とすると，

　　 

	  

よって， が進化的に安定

　　 
	 　　　　　　

であるためには，

 

ならばよい。

 

	 　　　　　　　   

なので， は ESSであることが確か
められた。
期待利得だけを考えた場合と ESSを考える
場合で安定に関して少し異なったように思える
結果になったのは，前者は多人数の 2集団が
各々別集団との戦略の組に依る利得を考える方
法論だが，ESSの場合は，多人数の 1集団の
進化を考えて突然変異で逸脱する小さい集団の
利得を考える方法論である違いが有るからであ
る。
最後に 2節に関連するが，じゃんけんの利得
行列（アメリカ式に Rock，Paper，Scissorsの順）
に 1ずつ加えた次の利得行列
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の定和 2人ゲーム（和は 2）を Nashpyで解く
と，

import numpy as np
import nashpy as nash

P1 = np.array（［［1, 0, 2］, ［2, 1, 0］, ［0, 2, 1］］） 
# P1 is the row player
P2 = np.array（［［1, 2, 0］, ［0, 1, 2］, ［2, 0, 1］］） 
# P2 is the column player
const = nash.Game（P1, P2）

equilibria = const.support_enumeration（）
for eq in equilibria:
　　print（eq）

（array（［0.33333333, 0.33333333, 0.33333 
333］）,  array（［0.33333333, 0.33333333, 0. 
33333333］））

つまり，

 

という正解が得られている。

4. 更なる話題

一般の非ゼロ和 2人ゲームは，2節の様に特
殊な構造の有る場合でなければ，一般には純戦
略数の多項式時間の解法は知られていない。そ
こで考えられているのが，ε-ナッシュ均衡であ
り，

 

	

で定義される である（同じ戦略数を仮定
する）。ε-ナッシュ均衡は，ナッシュ均衡の緩
和であり，「1人で何か純戦略に変えても εよ
り得をすることがない」ということである。

定理 3［4］．利得行列 ， の要素がすべて
に入っており， の非ゼロの要素が

高々 個以内の時に，ε- ナッシュ均衡は

時間以内に計算できる。 □

定理 3から「ゼロ和 2人ゲームに近い非ゼロの
要素数 が小さい（特に ）時に，多項式
時間で ε-ナッシュ均衡は求まる」ことが分る。
非ゼロ和 3人ゲームに関しては，プレイヤー

3の戦略毎に別の利得行列を扱う問題になり，
ずっと複雑になるが，1節に述べたように
PPAD完全のクラスであることが判っている
（後に非ゼロ和 2人ゲームさえ PPAD完全であ
ることが判明した［1］）。ところが，3人ゲー
ムの混合ナッシュ均衡の解集合は実代数多様体
（代数方程式系の解集合）と同型である［3］こ
とが判っており，解に無理数を含む可能性もあ
る［11］。非ゼロ和 人ゲームを 3人
ゲームに写像してナッシュ均衡を元問題に全射
する理論はあるものの，特に 3人以上のプレイ
ヤーの高速な解法は前途多難と思われる。
ナッシュ均衡ではなく，Aumannによって提
案された相関均衡（correlated equilibrium）は
存在して有限個の線形不等式系で表せれること
が判っており，相関均衡に関する判定問題の殆
どが，ナッシュ均衡で対応する判定問題と対照
的に，多項式時間で解けるという結果［5］は
興味深い。
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5. おわりに

本稿では，ナッシュ均衡の解法に対してその
現状を紹介し，定和 2人ゲームが線形計画問題
に定式化できるので多項式時間で解けることを
示した。
一般には非ゼロ和 2人ゲームでさえ PPAD

完全のクラスになるので高速解法は知られてい
ないが，Nashpyは使いやすく，教育や軽い実
務で大きな効果が有ることが期待できる。
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