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要旨

本論文では, スピン軌道結合のバンド間遷移による一般的な発生機構を理論提案し, その具体例として
n型強磁性半導体の p-d交換相互作用がもたらすスピン軌道結合 (交換スピン軌道結合)を導出し, その交
換スピン軌道結合が電子状態, 輸送特性および熱力学的特性に大きい影響を与えることを示す.

スピントロニクスにおいて重要な役割を果たしている相対論的スピン軌道結合は, III-V族半導体では
バンド間遷移による発生機構で理解されてきた. 価電子帯でのスピンに依存する LS結合が, 波数に依存
するバンド間遷移を通して, 伝導帯においてスピンと波数に依存するスピン軌道結合をもたらす. この相
対論的スピン軌道結合は III-V族半導体とその微細構造においてスピンホール効果や Edelstein効果によ
りスピン流やスピン偏極を生成しスピントロニクスの土台となっている. このバンド間遷移による相対論
的スピン軌道結合はバンドギャップ等の重要なバンドパラメータを含む k · pハミルトニアンから解析式
で表されるので, 結合の制御さらには材料・デバイスの改良の理論的指針を与えることができる. この解
析式に基づくと, 相対論的スピン軌道結合において結合強度を大きくするには LS結合が強い重元素が必
要であり, 材料が重元素を含む物質に限定されるという問題点が明らかになっている.

最近, 軽元素からなる反強磁性体において大きいスピン軌道結合が理論的に見出された. このスピン軌
道結合は, LS結合ではなく交換相互作用に由来することが分かっていて, 結合を強くするのに重元素は必
要ないという利点がある. ところが, これまでの理論手法が第一原理計算や多軌道 Hubbard 模型であっ
て結合強度の解析式がないため, 結合制御の理論的指針が得られていない.

そこで本研究では, 相対論的スピン軌道結合で用いられてきた k · p法を一般化することにより, 交換相
互作用とバンド間遷移によるスピン軌道結合（交換スピン軌道結合）を導出し, 結合制御の理論的指針を
得ることを目的とする. 交換スピン軌道結合と相対論的スピン軌道結合は, バンド間遷移による発生機構
では, 価電子帯におけるスピン依存相互作用が交換相互作用か LS結合かの違いがあるだけで統一的に記
述することができる. そこで本研究ではまずスピン軌道結合のバンド間遷移による一般的な発生機構を理
論提案する. 次にその具体例として, n型強磁性半導体において価電子帯での p-d交換相互作用がバンド
間遷移により伝導帯に誘起する交換スピン軌道結合を導出し, 伝導帯の電子状態を解明する. この p-d交
換スピン軌道結合の役割を明らかにするため, 輸送特性として内因性異常 Hall伝導率, 熱力学的特性とし
て強磁性転移温度（Curie温度）の計算結果を示す.

n型強磁性半導体は, III-V族半導体に鉄を添加した物質で, III族元素を置換する鉄イオンは局在スピ
ンを形成する. この局在スピンと半導体の伝導帯の電子スピンとの間には s-d交換相互作用, 価電子帯の
電子スピンとの間には p-d交換相互作用が働く. 価電子帯での p-d交換相互作用は, 波数に依存するバン
ド間遷移を通して, 伝導帯の電子スピンに波数と局在スピンに依存する有効磁場をもたらす. これが p-d
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交換スピン軌道結合であり, ハミルトニアンには局在スピンと電子スピンと波数を含む項として現れる.

本研究において電子状態は, III-V族半導体の k · pハミルトニアンと s-dおよび p-d交換相互作用によ
り記述する. 半導体のハミルトニアンは伝導帯と価電子帯の合わせて 8つのバンドを記述するハミルトニ
アンを採用し, それ以外のエネルギーが離れたバンドの影響を取り入れる際は波数 kについて二次の k ·p
近似を用いた. 交換相互作用には平均場近似を適用し局在スピンを一様磁化で表す. この平均場近似によ
り交換相互作用はキャリアスピンと局在スピンのぞれぞれに働く有効磁場による Zeeman 相互作用とし
て記述される. キャリアスピンに働く有効磁場は局在スピンの偏極（磁化）に比例し, 局在スピンに働く
有効磁場はキャリアスピンの偏極に比例するため自己無撞着な計算を実行する.

まず p-d交換スピン軌道結合の解析式を得るために, 伝導帯の電子に対する有効ハミルトニアンを k · p
摂動論によって構築した. この有効ハミルトニアンにおいて p-d交換スピン軌道結合は磁化とキャリアス
ピンと波数が結合する項として表され, その結合強度がエネルギーギャップに反比例することを解析的に
明らかにした. 次に p-d交換スピン軌道結合の大きさを定量的に見積もるために, k · pハミルトニアンの
数値対角化を実行した. 数値的に得られた p-d交換スピン軌道結合による伝導帯のスピン分裂は相対論的
スピン軌道結合に比べて 10倍以上大きいことが明らかになった. また n型強磁性半導体と III-V族半導
体からなる量子井戸におけるスピン分裂の数値計算も行い, 井戸に垂直な波数の量子化により, 面内波数
がゼロでもスピン分裂が現れることを見出した.

以上の電子状態の計算により明らかになった p-d交換スピン軌道結合による伝導帯のスピン分裂が輸送
現象にどのように反映するかを解明するため, 内因性異常 Hall伝導率を計算し, p-d交換相互作用を起源
とする Hall伝導率が, これまで考慮されてきた s-d交換相互作用と相対論的スピン軌道結合を起源とする
Hall伝導率に比べて桁違いに大きいことが判明した. さらに p-d交換 Hall伝導率が鉄濃度とともに増加
する一因がエネルギーギャップに反比例する結合強度にあることが明らかになり, p-d交換スピン軌道結
合の解析式の有用性も示すことができた.

最後に熱力学的特性である Curie 温度における p-d 交換相互作用の影響を解明した. n 型強磁性半導
体の Curie温度は, 先行研究において s-d交換相互作用のみを考慮して計算され, 実験値に比べて桁違い
に小さい値しか得られていなかった. 本研究において s-d交換相互作用とともに p-d交換相互作用を取り
入れて Curie 温度を計算したところ, 実験値とオーダーが一致する計算値が得られた. また, InFeAs と
InFeSb とで Curie 温度に顕著な差があるのはエネルギーギャップの違いが原因であることを突き止め,

ここでも p-d交換スピン軌道結合の解析式の有用性が示された. さらに Curie温度が電子密度にほとんど
依存しないことも見出した. これまで p 型と同様に n 型の強磁性半導体も強磁性発生機構はキャリア媒
介型と考えられてきたが, 本研究で得られた電子密度依存性はバンドギャップが小さい半導体の強磁性が
キャリア媒介型でないことを示し, p-d交換相互作用とバンド間遷移によって説明できることを明らかに
した.

本研究では交換スピン軌道結合が輸送特性と熱力学的特性に大きい影響を与えることを n型強磁性半
導体に対して示したが, 交換相互作用とバンド間遷移をもつ系であれば交換スピン軌道結合が同様の効果
をもたらす可能性があり, スピントロニクスに大きく寄与することが期待される.
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第 1章

イントロダクション - スピン軌道結合の
現状と課題および本研究の目的

1.1 相対論的スピン軌道結合
電子は基本的な自由度として軌道とスピンの二つの自由度を持ち, それぞれは金属, 半導体や磁性の物

理で中心的な役割を果たし, 現代の半導体技術, 磁気記録の科学技術へと結実した. 近年では, その二つの
自由度を結合させる際の物性物理およびデバイス応用が幅広く研究され, スピンを用いたエレクトロニク
ス (スピントロニクス) という広範な分野を形成している [図 1.1].

スピントロニクスの基礎物性で重要な指導原理はスピンと軌道を結合させることであり, 結合様式は金
属や磁性体など物質によって様々であるが, 共通して重要な結合の一つに相対論的スピン軌道結合がある
[1]. この結合は, 真空中で運動する電子に対して印加された電場が Lorentz 変換により磁場に変換され,

この磁場が Zeeman 相互作用で電子スピンと結びついて形成される結合である [図 1.2]. 厳密には Dirac

方程式の非相対論的極限で自然に導かれる結合である.

1.1.1 物質中の相対論的スピン軌道結合
真空中での相対論的スピン軌道結合が印加された電場を構成要素としたように, 物質中での相対論的ス

ピン軌道結合は印加された電場に等価であるポテンシャルの空間反転対称性の破れを必須要素とする.

素子や結晶構造などで形成されるポテンシャルが空間反転対称性の破れを伴う際, そのポテンシャルが
電子に対して実効的な電場となり, 真空中でそうであったように有効的な磁場 (以下, 有効磁場) に変換さ
れ, スピン自由度と結びつく [図 1.3]. ただし, 物質中では併進対称性から Bloch の定理が成り立ち, 波動
関数が包絡波とユニットセルを繰り返しの単位とする周期部分からなる. そのため空間反転対称性の破れ
も基本的に包絡波と周期部分での効果に分けられる. 代表的な結合は素子構造の反転対称性の破れによる
包絡波部分に関する Rashba スピン軌道結合 [2–4], 三次元結晶のユニットセルの反転対称性の破れに起
因した周期部分に関する Dresselhaus スピン軌道結合 [5] である. そして, いずれの場合でも多バンドの
効果 (特にバンド間遷移)が重要である.

物質中の相対論的スピン軌道結合は軌道とスピンを結びつけるため, その結合はエネルギーバンドで波
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図 1.1 スピントロニクスの概念図. エレクトロニクスと磁気記録で発展してきた軌道自由度とスピ
ン自由度の制御がスピンと軌道の結合を介して合流し, その結合は金属から半導体, 絶縁体にいたるま
での広範な物質にわたる分野を形成している.

数ベクトル kに依存したスピン分裂をもたらす [図 1.3] [1, 6–8]. スピン分裂およびスピンの向きは k依
存の有効磁場から決まる. そういったスピン軌道結合誘起の有効磁場はスピントロニクスでスピンの電気
的制御 [9–13], 例えばスピンホール効果によるスピン流 [14], 電流誘起スピン偏極 [15], スピン軌道トルク
[12, 13, 16]として利用され [図 1.4], 新たなスピントロニクス素子の原理として活用されている. 例えば
スピン軌道トルクは電流誘起スピン偏極によって生成される磁化への非平衡トルクであり, 強磁性体や反
強磁性体, 磁性体のヘテロ構造での磁化スイッチングに利用されている [16].

このように応用にまで活用される有効磁場を調べる一つの理論的な手法が k · p 法である [1, 6, 17–20].

この手法は相対論的スピン軌道結合で重要な多バンド系を取り扱い, 加えて伝導帯など着目したバンドが
他のバンドから十分に離れている (エネルギーギャップが最も大きいエネルギースケールである)時に, エ
ネルギーギャップといったバンド構造のパラメータで有効磁場の摂動論的な解析式を与えられる. 有効磁
場の解析式は不純物ポテンシャルによるスピン軌道結合もそうだが [18–22], 有効磁場を実験で制御した
り [23, 24], 量子井戸でのスピン緩和 (二重 [25, 26], 三重量子井戸 [27])や二重量子井戸での外因性スピ
ンホール効果 [28], 永久スピンらせん [29, 30] といったスピンの巨視的な現象の設計にも役立つ. 有効磁
場は解析式による解析のみならず, 数値的なバンド計算からも解析されている [1, 6]. 実際, III-V族半導
体の量子井戸で面直方向の電場を印加したり, 井戸の成長方向の結晶方位を変えて有効磁場が調べられ,

Rashba スピン軌道結合 と Dresselhaus スピン軌道結合の有効磁場が解析されている.
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図 1.2 原子における相対論的スピン軌道結合. 原子核の周りを電場によって回転している電子を原
点にとると, 古典的には Lorentz 変換もしくは Biot-Savarの法則により電子に有効的な磁場 (有効磁
場) がはたらく. その磁場が Zeeman 相互作用で電子スピンと結合して相対論的スピン軌道結合が形
成される.

1.1.2 相対論的スピン軌道結合の課題
物質中の相対論的スピン軌道結合は電子構造から輸送現象, 磁性体中のトルクへの応用など多岐にわた

る利用が検討されている. しかし, その結合は次に挙げる基本的な課題を抱えている:

• 相対論的スピン軌道結合を利用するためには比較的重い元素を必要とする. たとえば鉛 Pb やビス
マス Bi, 金 Au, プラチナ Pt, パラジウム Pd などがよく利用される. この原子番号依存性は, スピ
ン軌道結合が原子核ポテンシャルを起源の一部に持つためである.

• 相対論的スピン軌道結合は不純物散乱 [31–34] や熱的に励起されたフォノン [21] など電子の軌道
自由度に作用するランダム性を介して, 信号処理に利用する電子スピンの統計平均値 (スピン偏極)

を散逸させてしまう. この現象をスピン緩和という [図 1.5]. 相対論的スピン軌道結合は信号その
ものを生成する一方で, 系のランダム性によって意図しない信号の挙動も生み出してしまう.

これらの課題は相対論的スピン軌道結合を利用する限り避けられない課題であり, いずれも元素由来や
系の清浄さなど微妙な困難さである. これらの詳細な課題を乗り越えていく方向は一つの研究の在り方で
あるが, 本論文では抜本的に, スピンと軌道自由度を結合させる効果は相対論的スピン軌道結合のみであ
るのか, という原理にまで立ち返って考察する. 相対論的でない新たなスピンと軌道の結合を提案できれ
ば, 相対論的結合に伴う原子番号依存性の課題を回避できる. さらにスピン緩和は半導体の比較的小さな
相対論的な結合のために発生していたが, 新たなスピン軌道結合が相対論的な結合よりも十分大きくなる
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図 1.3 物質中の相対論的スピン軌道結合の概念図. 波動関数が Bloch の定理から包絡波とユニット
セルを繰り返しの単位とする周期部分へ分けられ, 各部分への空間反転対称性の破れの効果が各相対論
的スピン軌道結合を誘起する. 包絡波への効果によるスピン軌道結合の例は Rashba スピン軌道結合
であり, この結合は図のように各波数で時計回りもしくは反時計回りの有効磁場によるスピン構造を
Fermi 面にもたらす. 周期部分の例は Dresselhaus スピン軌道結合を挙げられる.

ことで, スピンのダイナミクスを前提から見直すことになり, スピン緩和と異なるダイナミクスが顕著に
現れると期待できる. 将来的に新たなスピン軌道結合は相対論的スピン軌道結合と並行したかたちで基礎
物性から新たなスピントロニクスの分野を開拓する基礎となる可能性を秘めている.

1.2 交換相互作用によるスピン軌道結合 - 交換スピン軌道結合
相対論的スピン軌道結合以外にスピンと軌道自由度を結合させる効果として交換相互作用が挙げられ,

代表的な例は分子の共有結合形成や磁性合金中のスピンの振動である [図 1.6]. 実際, 水素分子では結合性
軌道で電子を原子核の中間に移動させ, 同時にスピン一重項状態を形成している. 磁性合金の局在スピン
と伝導電子の交換相互作用によって, 伝導電子のスピンは局在スピンから離れるにつれて図 1.6 に示すよ
うに振動し, スピンと軌道自由度が結合している. 他にも超伝導の Cooper 対のように電子相関で結合す
る例も存在するが, 本研究の時点で交換相互作用によるスピン軌道結合ですら発展途上であるため, 電子
相関による結合は対象としない.

1.2.1 先行研究 - 金属反強磁性体での交換スピン軌道結合
交換相互作用によるスピン軌道結合 (以下, 交換スピン軌道結合) の中でも近年, 伝導電子に現れる結合

が注目されている. なお, 先行研究で交換スピン軌道結合という用語は使われていないが, 本論文で取り扱
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図 1.4 相対論的スピン軌道結合の応用例. 外部電場により電子の軌道自由度を励起することで, 有効
磁場を励起でき, その応答として巨視的な非平衡磁気モーメントを生成する電流誘起スピン偏極, スピ
ンホール効果によるスピンの流れが発生する. いずれでも巨視的な磁気モーメントが生成され, その磁
気モーメントは磁性体に注入されてトルクとして利用されている.

う概念を明確にするために交換スピン軌道結合を用いる.

このスピン軌道結合は電子構造におけるキャリアと磁気秩序の交換相互作用の結果であり, 近年そのメ
カニズムとスピントロニクスへの応用へ向けて精力的に研究されている [35–44]. 研究されてきた交換ス
ピン軌道結合はエネルギーバンドの Fermiエネルギー近傍で, 反強磁性秩序 [36, 37, 39–44] との交換相
互作用により発生すると知られており, 波数 (k) 依存の非相対論的なスピン分裂をもたらす. 有機反強磁
性体での理論 [35], 金属反強磁性体の理論 [36, 39–44] と実験 [37, 38, 45] は交換スピン軌道結合, その結
合によるスピンホール類似の新規輸送現象とスピンへのトルク生成, GMRや TMRに類似したスピンの
信号処理を提案している.

交換スピン軌道結合の例として金属反強磁性体 RuO2 の計算例を紹介する [39, 46] [図 1.7]. 第一原理
計算によると, 反強磁性体 RuO2 の副格子を取り囲む配位子の配置が副格子間で非等価であるために [図
1.7 (b)], スピンごとに見た Fermi 面は空間的に異方性を示す [図 1.7 (a)]. このスピン依存の異方的な電
子状態は反強磁性秩序に起因するため, 交換スピン軌道結合による電子状態である. なお RuO2 の理論研
究 [46] はしばしば交換スピン軌道結合という用語をつかわず, Altermagnetism という別の用語を用いて
いる. この二つの用語の指す物理は磁性誘起の k 依存スピン分裂という点では共通しているが, 必須要素
で異なる. Altermagnetism は特定の群を必須要素とするが, 後で論じるように交換スピン軌道結合はバ
ンド間遷移を必須要素の一つとする. 注意として, バンド間遷移は結晶の対称性と関連をもつため, 交換ス
ピン軌道結合と Altermagnetism は本質的に関連していると予想される. しかし, その違いを詳細に論じ
ることは本論文の目的から外れるため, これ以上の議論を行わない.
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スピン偏極

電子スピン

時間

図 1.5 スピン緩和の概念図. ある時刻で相対論的スピン軌道結合と電場等によって電子スピンの向
きをマクロに揃え, スピン偏極を生成したとする. 電子は物質内部で不純物散乱やフォノン散乱をうけ,

軌道をランダムに変える. そのランダムな事象ごとにスピン軌道結合が電子スピンにランダムな有効
磁場として作用する. その結果, 一定の時間の後に電子スピンがそろわなくなりスピン偏極が減衰する.

交換スピン軌道結合は起源を電子と磁気秩序の交換相互作用に持つため, 相対論的スピン軌道結合のよ
うな元素依存性を持たない. 実際, 有機反強磁性体の Hubbard モデルによる計算 [35] や金属反強磁性体
RuO2 の第一原理計算 [39] は相対論的スピン軌道結合でなく磁気秩序との相互作用がスピン分裂やスピ
ン関連の輸送係数で支配的であることを示している. このようにして交換スピン軌道結合は相対論的スピ
ン軌道結合の抱えていた元素依存性という課題を見事に乗り越えることができる. そのため, この結合は
スピントロニクスで利用可能な物質を軽元素の系まで押し広げるほどの潜在的な可能性を持っている.

1.2.2 交換スピン軌道結合の課題
交換スピン軌道結合の理論的な探索は第一原理計算や複雑な Hubbard モデルで行われている. そのた

め重要なバンドパラメータや結合の解析式, ひいては結合制御の理論的な指針が不明である. 例えば, 有機
反強磁性体の理論研究 [35] で交換相互作用によって生成された k 依存の有効磁場が提案されているが,

四軌道の Hubbard モデルに基づいており, 有効磁場で重要なバンドパラメータの特定や解析式, 結合制
御の知見を得られていない. 他に金属反強磁性体の理論計算 [36, 39, 42, 43]は第一原理計算と群論によ
る特定のバンドの解析に基づいており, 依然として交換スピン軌道結合制御の指針は不明である. 一方で
相対論的な結合では k · p 法が用いられ, その手法はバンドパラメータの特定から解析式の導出, 結合制御
の指針を与えて素子の改良方法と材料の選択といった知見へと結実した. このことから, 交換スピン軌道
結合においても結合制御の指針を得ることは重要な課題である.

加えて交換スピン軌道結合では, この結合の磁気秩序形成での役割, 反強磁性秩序以外での交換スピン
軌道結合の有無 (交換スピン軌道結合の普遍性) が不明である. 具体的には交換スピン軌道結合は磁気秩
序と伝導電子の交換相互作用に起因するため, 自己無撞着に磁気秩序の安定化に寄与しているはずである.
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図 1.6 交換相互作用によるスピン軌道結合の代表例. 水素分子を形成する際に交換相互作用はスピ
ン一重項を形成し, 同時に電子の位置を原子核の間へと遷移させ共有結合を形成する. 磁性合金中で局
在スピンと伝導電子が交換相互作用し, 局在スピンから離れるにしたがって伝導電子のスピン偏極密度
が振動し, スピンと軌道の結合が現れている.

しかし, その熱力学的な性質は磁気秩序の種類を選ばず調べられていない. さらに交換スピン軌道結合は
反強磁性体で専ら調べられており, 他の磁性体での結合といった普遍性も明らかでない.

1.3 本研究の目的と本論文の構成
1.3.1 本研究の目的
交換スピン軌道結合の課題 [1.2.2 節] をふまえて本論文での研究目的は交換スピン軌道結合制御の理論

的指針を得ることである. そのため, 次の三つのステップ

• 相対論的スピン軌道結合も射程に含めたスピン軌道結合の統一的な機構を提案すること
• その機構を具体的な物質, 特に交換スピン軌道結合の普遍性を明らかにするために反強磁性体以外
に適用し, 未だ知られていなかった交換スピン軌道結合を理論提案すること

• 交換スピン軌道結合による電子構造 (バンド構造, スピン分裂, スピン構造), 輸送特性 , 熱力学的性
質 (磁性相の安定化)といった基礎物性を明らかにすること

を通じて結合制御の理論的指針を得る.
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図 1.7 金属反強磁性体 RuO2 における交換スピン軌道結合による電子状態 [39]. (a) 波数空間にお
けるスピン up (左) と down (右) に関する Fermi 面. (b) 反強磁性秩序を持つ際の結晶構造. 各副格
子を取り囲む配位子の幾何学的な配置が副格子間で非等価であるために (b), スピン依存の異方的な電
子状態が現れる (a). このスピン依存の異方性は反強磁性秩序によってもたらされるため, 交換スピン
軌道結合による電子状態の性質である.

1.3.2 本論文の構成および出版論文との関連
本論文の構成は次の通りである. まず 2 章で統一的なスピン軌道結合の機構を提案し, その機構を n 型

強磁性半導体に適用, p-d 交換スピン軌道結合を提示する. つづく 3 章では本論文で中心となるハミルト
ニアンを導き, そのハミルトニアンを単純化して電子構造の解析 [4 章], 内因性異常 Hall 効果 [5 章] に応
用する. 最後に 3 章の精密なハミルトニアンに戻り, n 型強磁性半導体の磁気相転移を Curie 温度から解
析し, その Curie 温度における p-d 交換相互作用の役割や実験で調べられている鉄濃度, 電子密度, 母体
半導体依存性を解析, 議論する [6 章]. より詳細なまとめと展望は 7 章で述べる. 付録で本研究で用いた
パラメータの値, 主要な記号と用語の一覧, 論文や文献等で導出が省かれているハミルトニアンやスピン
演算子の行列表示の導出などを述べた.

本論文の 2, 4, 5 章の一部を出版論文 [47] で出版済みであり, 3, 6 章の一部を出版予定である.



15

第 2章

バンド構造に基づくスピン軌道結合の統
一的な発生機構の提案と交換スピン軌道
結合への適用

2.1 非自明な交換スピン軌道結合と発生機構
2.1.1 交換スピン軌道結合の非自明さの条件
交換スピン軌道結合はエネルギーバンドで波数依存スピン分裂として現れるが, そのスピン分裂には空

間依存する交換相互作用によるものなど自明なスピン分裂も含まれる. そこで本論文で非自明とする条件
を二点挙げる:

• 一点目: 交換相互作用は空間依存性を持たないとする. 言い換えると, Fourier 変換した際に波数ゼ
ロの一様成分が支配的で, その一様成分のみを考慮すればよいとする. もし空間依存性のある交換
相互作用を対象に入れてしまうと, その実空間依存性が波数空間で波数依存スピン分裂となって現
れると予想できる. この波数依存スピン分裂の出現は実空間の段階で明らかであり, 自明な交換ス
ピン軌道結合と見なせる. この自明なスピン分裂を議論から除くため, 交換相互作用は空間的に一
様とする.

• 二点目: 着目したバンドの交換相互作用起源ではなく, 別のバンドの交換相互作用によるスピン軌
道結合を対象とする. 例えば Fermi エネルギーが伝導帯を横切るなら, 伝導帯以外のバンド, たと
えば価電子帯の交換相互作用を対象とする.

またキャリア間の交換相互作用が存在すると, 一般に Fermi 液体の効果として相対論的スピン軌道結合
の係数が補正されると考えられる. 実際, キャリア間の交換相互作用によって Rashba のスピン軌道結合
によるスピン分裂が補正されると理論提案されている [48]. しかし, 本理論の交換スピン軌道結合は従来
の相対論的スピン軌道結合と異なる.

有機反強磁性体 [35], 金属反強磁性体の理論 [35, 36, 39–44] では理論解析を複雑なモデルか第一原理計
算で解析している. そのため, 得られた波数依存スピン分裂から上記の条件で予測できる自明なスピン分
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裂が除かれているか明らかでない. 本理論では上記の条件を踏まえて発生機構の考案まで行う.

2.1.2 発生機構
非自明な交換スピン軌道結合を探索する際, 探索手法に求められる基本的な性格は物質パラメータを多

バンド構造で理解しやすい形で含むこと, 必要に応じて物理を見やすくするために特定のバンドへ射影し
て有効ハミルトニアンへの繰りこみが可能であることである. この性質を持ち合わせた電子状態の解析手
法にはちょうど k · p 法と呼ばれる方法がある. 理論的な詳細は 3.2.1 節で述べるが, 要点は特定の波数
k 近傍で複数のバンドをエネルギーギャップや交換相互作用など理解しやすい物質パラメータから解析で
き, 特定のバンドへの繰りこみも容易である点である. 実際, 相対論的スピン軌道結合の理論研究ではその
特性を利用して Dresselhaus スピン軌道結合 [5] , Rashba [2–4, 18, 20] スピン軌道結合の系統的な解析
がなされた.

そこで本論文は k · p 法を用いて交換スピン軌道結合の発生機構を提案する. 特に相対論的スピン軌道
結合との関連を明示するために, 統一的な機構を提案する. 非自明さの条件 [2.1.1 節] から発生機構で重
要である要素は三つあり, ハミルトニアン中の k · p に比例した項による異なるバンド間での遷移 (k · p
バンド間遷移), 異なるバンドをまたぐゆえにエネルギーギャップ, そしてスピン依存の相互作用である.

以下, 簡単さのために 2-バンドモデルで伝導帯のスピン軌道結合を対象として模式的に述べる.

k · p法を用いて伝導電子にはたらくスピン軌道結合の有効磁場を k · pバンド間遷移と価電子帯に含ま
れる任意のスピン依存相互作用の複合効果として記述する [図 2.1]. 具体的には次の三つの過程からなる.

(1)伝導帯の電子が中間過程で価電子帯に k · pバンド間遷移する. (2)続いて, 交換相互作用や LS結合の
ような価電子帯でのスピン依存相互作用によって, その電子スピンが回転する. (3)最後に, 再び k · pバ
ンド間遷移によって伝導帯に戻る. k · pバンド間遷移が k依存性をもつために, この機構での有効磁場は
k依存性を伴う.

2.2 n型強磁性半導体と方針
本研究は k · p 法によるスピン軌道結合の発生機構を用いて新たな交換スピン軌道結合を提案する. そ

のために k · p 法を III-V族半導体に磁性不純物の鉄を添加して得られる, 本研究目的に適した n型強磁
性半導体 [49–56] に応用する. n型強磁性半導体が適している理由は三点あり, III-V 族半導体の電子構造
が伝統的に k · p 法で解析され, n 型半導体であるために伝導帯に着目でき, 磁性イオンによって交換相互
作用を価電子帯に取り入れられるためである. この物質の結晶構造など基本情報を述べたのちに, 得られ
る交換スピン軌道結合の非自明さを議論する.

2.2.1 結晶構造とバンド構造および p-d交換スピン軌道結合
In1−xFexAs [50, 55, 56] や In1−xFexSb [57–59]を代表例とする n型強磁性半導体は鉄を磁性不純物

とする III-V 族, キャリア媒介型と考えられている強磁性半導体であり, マンガン添加の強磁性半導体
[10, 60–63] のようにスピントロニクスへの応用に向けて研究されてきた. 強磁性半導体の強磁性相がキャ
リア媒介型であることは電子密度を変化させると急激に Tc が立ち上がることから予想されている [49].
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伝導帯

価電子帯

(1) バンド間遷移 (2) スピン
依存相互作用

(3)バンド間遷移

(1)と(3)のみで電子状態を射影

スピンの回転
→ 有効磁場 𝑩eff

→ スピン分裂

図 2.1 k · pバンド間遷移 [17] とスピン依存相互作用を通じて有効磁場Beff を生成する統一的な機
構. ただし, 簡単さのために伝導帯と価電子帯から成る 2-バンドモデルで示した. 過程 (1)と (3)のバ
ンド間遷移は電子の波数 k に依存しており, 過程 (2) の価電子帯でのスピン依存相互作用はその電子
スピンを回転させる. 伝導帯に電子状態を射影して見た際, (1-3) の結果として電子スピンの回転が現
れており, その回転は伝導電子に作用する k 依存の有効磁場 Beff(k) による回転として理解でき, バ
ンド構造では波数依存スピン分裂として現れる. 図は文献 [47] より引用 (©2022 American Physical

Society).

結晶構造は, インジウム In を鉄イオンが x パーセント不規則に置換した zinc-blende 構造である [図 2.2

(a)]. 鉄不純物は大きさ 5/2のスピンをもつ Fe3+ イオンの磁性不純物としてのみ機能し, インジウムイ
オン In3+ を置換しても電子数に変化をもたらさず, 他の不純物がキャリアを注入する. 例えば, ベリリウ
ム Be は InFeAsにおいて不純物一つにつき電子二つを供給するドナーとしてはたらく [50, 55, 56]. なお
実験で鉄のクラスター等が発生していないことは確認されている [50]. 興味深いことに狭いエネルギー
ギャップの母体半導体であるほど (例えば InFeSb [57–59]), より広いギャップの強磁性半導体 (例えば
InFeAs)よりも高い Curie温度 Tc を示す [49].

結晶構造がそうであるように, バンド構造もまた各バンドで d 軌道の局在スピンとバンド電子間の交
換相互作用によるスピン分裂を伴った III-V族半導体のバンド構造である. 実際, ドナーをドーピングし
た InFeAs の ARPES 測定 [56] (エネルギー分解能 120 meV) で母体半導体のバンド構造が確認されて
いる. 伝導帯と価電子帯の各バンド端が s,p 軌道であるため, 各バンドはそれぞれ s-d と p-d交換相互作
用を持っている [図 2.2 (b)]. n 型強磁性半導体は, 図 2.1 の過程 (2) におけるスピン依存相互作用とし
て, 価電子帯の相対論的スピン軌道結合と p-d 交換相互作用を持つ. 実際, 図 2.1 の過程 (1-3) が図 2.2

(b1-b3) に対応し, p-d 交換相互作用とバンド間遷移に起因したスピン軌道結合 (以下, p-d 交換スピン軌
道結合)が生み出される.
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(a) 結晶構造 (b) エネルギーバンドの概略
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(b3)

スピン
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図 2.2 (a) n 型強磁性半導体の結晶構造. 基本的な結晶構造は zinc-blende 構造であり, 鉄イオン
(Fe3+) のスピンはインジウム In のサイトをランダムに占有する. (b) n 型強磁性半導体のエネル
ギーバンドの概形と図 2.1 の機構に従う, 伝導帯 (CB)で発生するスピン軌道結合 (b1-b3). 伝導帯と
価電子帯それぞれで s-d, p-d 交換相互作用を持つ. Heavy Hole (HH) と Light Hole (LH) バンドで
のキャリアスピン ŝ と Fe3+ スピン間の p-d 交換によるスピン分裂を示している. 見やすさのために
CB と split-off バンド (SO) でのスピン分裂を省略した. CB のスピン軌道結合は相対論的, 交換ス
ピン軌道結合両方に関して k 依存のスピンの回転として現れる. その機構は次の通りである (b1-b3).

(b1) 最初に CB の電子が k 依存のバンド間遷移によって価電子帯のいずれかに遷移する. (b2) 次に
電子スピンはスピン依存相互作用によって回転する (図では p-d交換相互作用のみ図示). (b3) 最後に
スピンを回転させた電子が CB にバンド間遷移を通じて戻り, 有効的なスピンの回転が現れる. 図 (a)

は文献 [47] より引用 (©2022 American Physical Society).

2.2.2 p-d 交換スピン軌道結合の非自明さ
前節 2.2.1 で定性的に予測された p-d 交換スピン軌道結合は一般的な機構 [図 2.1] もしくは n 型強磁

性半導体での機構 [図 2.2 (b1-b3)] から 2.1.1 節で示した非自明さの要件を満たしているとわかる.

まず交換相互作用の空間依存性を見ると, 考慮する交換相互作用は Γ 点 (k = 0 の点) での相互作用で
あり, ちょうど交換相互作用の一様成分である.

さらに n 型強磁性半導体であるため, 低エネルギー励起などの基本的な物性のために着目するバンドは
伝導帯である. 一方で, その伝導帯にスピン軌道結合をもたらす交換相互作用として着目する相互作用は
価電子帯の交換相互作用であり, 着目するバンドと異なる.

このようにして n 型強磁性半導体で研究する交換スピン軌道結合は非自明な結合である.
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2.2.3 Curie 温度の現状と課題
1.2.2 節で述べたように交換スピン軌道結合は磁気秩序との交換相互作用に起因するため, 本来は自己

無撞着に磁性相の安定化に寄与しているはずである. 本論文で取り上げる n 型強磁性半導体の Curie 温
度には伝導帯の s-d 交換のみで説明できない点があり, 価電子帯 p-d 交換相互作用による寄与を期待で
きる.

伝導帯のスピン分裂を測定するトンネル分光測定 [55] では, n型強磁性半導体の InFeAsの Tc を, 測
定したスピン分裂と平均場理論の Tc の表式から s-d 交換のみで見積もった. その見積もられた値は数ケ
ルビン程度であり, 同時に Fe 6, 8 % の試料に対して測定された Tc の 42, 65ケルビンとオーダーで一致
していない.

本論文は伝導帯で s-d 交換のみならず p-d 交換も考慮するため, 伝導帯で考慮されていなかったスピン
分裂を理論的に得られ, Tc で新たな理解を期待できる. また, n 型強磁性半導体で Tc への交換スピン軌
道結合の効果を明確にしておくことはスピン軌道結合の基礎物性の側面からも重要である.
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第 3章

任意の温度での系の設定とハミルトニ
アン

この章では本論文で中心となる k · pハミルトニアンを母体半導体のハミルトニアンと交換相互作用で
構成する. このハミルトニアンを後の章で n 型強磁性半導体の電子状態や輸送特性, 熱力学的特性の解析
に用いる.

3.1 系の設定と全ハミルトニアン
3.1.1 全ハミルトニアン
対象とする物質は n 型強磁性半導体 [図 2.2 (a)] である. そこで電子状態を記述するハミルトニアンも

結晶構造同様に, 半導体のハミルトニアンと磁性不純物の局在スピンと半導体中の電子スピンの結合であ
る交換相互作用から成る. 対象とする全ハミルトニアンと Schrödinger方程式は

H = H0 +Hex, (3.1)

(H0 +Hex) |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ , (3.2)

であり, E と |Ψ⟩ は固有エネルギーと固有ケット, H0 と Hex は母体半導体の k · p ハミルトニアン, そ
してキャリアと局在スピンの交換相互作用である.

半導体のハミルトニアン H0 は

H0 =
p̂2

2m0
+ V0(r̂) +

ℏ
4m2

0c
2
(σ̂ ×∇V0(r̂)) · p̂, (3.3)

V0(r̂ +R) = V0(r̂), (3.4)

である. r̂ は電子の位置演算子, p̂ は正準運動量演算子, m0 は真空の質量, ℏ はプランク定数を 2πで割っ
た値, cは真空中の光の速度, σ̂ はパウリスピン, V0(r̂)は周期性を持つ結晶のポテンシャル, Rは格子ベ
クトルを表す.

交換相互作用 Hex は
Hex = −

∑
RI

J(r̂ −RI)ŝ · ŜI , (3.5)
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図 3.1 仮想結晶近似に相当する近似の概念図. 本来ランダムに配置されている磁性不純物がドーピ
ングの割合だけ全ての III 族サイトを占める. 図中の薄い鉄原子はドーピングの割合だけ III 族サイト
を占めている様子を指し示す. この仮定により母体半導体の周期性が回復される.

であり, RI は磁性不純物の位置, ŝ(= σ̂/2) はキャリアのスピン演算子, ŜI は局在スピンの演算子, J は
交換相互作用の係数である. 和は局在スピンすべてにわたって取るとする.

3.1.2 仮想結晶近似に相当する近似
以下, 磁性不純物によるランダムなポテンシャルを簡単に取り扱うために仮想結晶近似に相当する近似

を採用する [図 3.1]. この近似はランダムに鉄原子の分布した結晶を全てのインジウムサイトでその添加
割合だけ重ね合わさった結晶で近似する. この近似のために母体半導体の周期性が回復している. その結
果, Bloch 関数に課す周期性が母体半導体と一致し, 交換相互作用の扱いやすい行列表示は母体半導体の
Bloch 関数を用いた表示である. この近似は鉄-V族元素間のポテンシャル差と In-V族元素のポテンシャ
ル差が比較的近いときに良い近似となる.

3.1.3 表現基底と最終的なハミルトニアン
半導体のハミルトニアン H0 と交換相互作用 Hex の最終的な表現基底は表 3.1 の基底とする. 初めの

表現基底は式 (3.6) であるが, 表 3.1 の基底にユニタリー変換 U で変換する. このユニタリー変換の過程
を陽に述べると, Schrödinger方程式 (3.2) に対して

U†(H0 +Hex)UU
† |Ψ⟩ = EU † |Ψ⟩ ,

の形で表せる. U†H0U が 3.2.2 節で示すハミルトニアンであり, U†HexU は 3.3.2 節で示す交換相互作
用である. このようにして, 最終的にハミルトニアンが表 3.1 の表現基底で得られる.

以下, 各ハミルトニアンの導出を議論する.
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図 3.2 (a) k · p 法の概念図と (b1, b2) 用いる基底関数の軌道の例. (a) k · p 法はある波数 k0 での
固有状態が判明していると仮定し, ハミルトニアンに現れる k · p という内積の項 (k · p バンド間遷移
の項) を摂動項とし, 任意の波数 k における電子状態を求める. (a) と (b1, b2) での |S⟩ は実空間で
球対称な軌道であり, 波数 k0 での伝導帯下端にあり, |X⟩ は px 軌道のような分布を示す軌道であり,

x 軸方向に鉄アレイ状に伸びる. |Y ⟩ , |Z⟩ は |X⟩ で x軸を y, z 軸に取り替えて得られる軌道である.

3.2 半導体のハミルトニアン
3.2.1 k · p近似
半導体のハミルトニアン H0 [式 (3.3)] に k · p 法 (k · p 近似) [64] による多バンドハミルトニアンを

用いる.

k · p 法は特定の波数 k0 での固有状態が判明していると仮定し, その状態からのずれを摂動的に取り入
れて電子状態を近似する [図 3.2 (a)]. たとえば, 波数 k0 での固有状態が各バンドごとに図 3.2 (b1, b2)

に示すような軌道を持つ状態で判明しているとする. その状態を用いて k0 近傍の任意の波数 k の状態を
求める. 特にハミルトニアンで k · p という内積に比例する項 (k · p バンド間遷移の項)によってノンゼ
ロの k において, 価電子帯の効果を伝導帯に取り入れて電子状態が得られる. 価電子帯の代表的な効果
の一つは伝導帯の有効質量である [17]. 他にも, k · p 法は相対論的スピン軌道結合 (Rashba [2–4, 18],

Dresselhaus [5]) を記述でき, 本論文で議論するように交換スピン軌道結合も統一的に記述できる [図 2.2

(b1-b3)]. Hex は 3.3 節で議論し, 本節は H0 のみに着目する.

Schrödinger方程式は

H0 |nk⟩ = Enk |nk⟩ ,

⟨r|nk⟩ = eik·runk(r), unk(r +R) = unk(r),

⟨r|unk⟩ = unk(r),

である. ⟨r|nk⟩はバンド n,波数 k の固有エネルギー Enk に関する位置 r での Bloch 関数である. 先の
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Schrödinger方程式に Bloch 関数を代入し, eik·r で両辺を割ると, 方程式は[
p̂2

2m0
+ V0(r) +

ℏ
4m2

0c
2
(σ̂ ×∇V0(r)) · p̂+

ℏ
m0

k ·
(
p̂+

ℏ
4m0c2

σ̂ ×∇V0(r)
)
+
ℏ2k2

2m0

]
unk(r) = Enkunk(r),

である. 特定の波数 k0 における Bloch 関数の周期部分 {|unk0
⟩}は完全系をなすため, バンド n, 波数 k

での |unk⟩を k0 = 0 ( Γ 点) の周期部分 {|unk0
⟩}で展開して

|unk⟩ =
∑
ν′,σ′

cnν′σ′(k) |ν′σ′⟩ , (3.6)

|ν′σ′⟩ ≡ |uν′0⟩ ⊗ |σ′⟩ σ′ =↑, ↓,

である. ν′ は図 3.2 (b1, b2) に示すような軌道の指標であり, cnν′σ′ を展開係数とし, 後の解析のために
スピンを含まないバンド端で展開した. このバンド端の固有ベクトルは先の Schrödinger方程式で相対論
的スピン軌道結合を落として [

p̂2

2m0
+ V0(r)

]
|uν′0⟩ = Eν′0 |uν′0⟩ (3.7)

で決まる.

左から ⟨νσ|をかけて, 最終的に展開係数で表現した Schrödinger方程式は∑
ν′,σ′

{[
Eν′0 +

ℏ2k2

2m0

]
δνν′δσσ′ +

ℏ
m0

k · Pνν′

σσ′
+∆νν′

σσ′

}
cnν′σ′(k) = Enkcnνσ(k) (3.8)

Pνν′

σσ′
= ⟨νσ|p̂+

ℏ
4m0c2

σ̂ ×∇V0(r̂)|ν′σ′⟩ = ⟨ν|p̂|ν′⟩ δσσ′ +
ℏ

4m0c2
⟨σ|σ̂|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r̂)|ν′⟩ ,

　∆νν′

σσ′
=

ℏ
4m2

0c
2
⟨νσ| (σ̂ ×∇V0(r̂)) · p̂|ν′σ′⟩ = ℏ

4m2
0c

2
⟨σ|σ̂|σ′⟩ · ⟨ν|∇V0 × p̂|ν′⟩ ,

である.

k · p法の要点をまとめると次の点である.

• 論理の要点
– 波数 k は Bloch の定理のみで定義されるため, 強束縛近似や第一原理計算と同様に第一

Brillouin ゾーンの波数である. 自由電子ガスモデルでは結晶を格子定数 a → 0の極限で定義
される連続体とし, π/a→ ∞ となり波数は無限大までとる. 一方で k · p法では上記で示した
通り, 単に Bloch の定理のみを用い, 有効ハミルトニアンを構築する際もユニットセルの情報
を対称性, 特定の波数での基底関数, バンドパラメータで取り入れるためユニットセルを塗り
つぶさずにバンド計算する. さらに取り入れる基底関数を無限個取り入れれば第一 Brillouin

ゾーン全体で厳密なバンドを得られる. 実際, Si や Ge [65], InAs など III-V 族半導体 [66] で
15, 30個の基底関数を取り入れて第一 Brillouin ゾーン全体のバンドが再現できている.

– 特定の波数 k0 での状態は判明しているとする. 特定の波数におけるバンド構造のパラメータ
には第一原理計算, 実験による値を用いる.

– k0 から離れた k 点の状態を k · p項から計算する. その際, 特定の波数 k0 の固有ベクトルを
与えるハミルトニアン以外が摂動項となる. その摂動項に k · p項も含まれており, そのために
調べられる状態は k0 近傍の状態に限られる.
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• k · p近似の精度について
– 波数 k0 での状態の固有ベクトルとして無限個を取り入れれば厳密である. しかし, 実際の計算
では有限個に限られる. 有限個に限る際は, Fermi エネルギー近傍のバンドで対象とする現象
に関与するエネルギー範囲に限る.

– k0 近傍として許容できる範囲は解析の詳細に依存する. 例えば用いる物質パラメータの精度
であったり, 摂動項の次数, 解析の対象とする現象に用いる他の近似などである.

• 摂動項によるパラメータについて
– ノンゼロのパラメータは用いる表現基底の位相, k0 における Bloch 関数の周期部分の対称性
で決まる.

– 取り入れる対称性は k0 = 0 の Γ 点であれば, 実空間のユニットセルの対称性と同一である.

もし他の高対称点で展開するのであれば, そこでの点群に従う.

– 実際に有効ハミルトニアンを導く時は Quasi-Degenerate Perturbation Theoryを群論による
波数依存性の特定などと組み合わせて用いる. そうすることで群論から漏れなく項を特定で
きる.

3.2.2 8-バンドハミルトニアン
半導体のバンドを記述するハミルトニアンは Quasi-Degenerate Perturbation Theory [1] [図 C.1] に

よって式 (3.8) のハミルトニアンで Pνν′

σσ′
,∆νν′

σσ′
の項を摂動項の二次まで残して組み立てられる. ただし,

計算が長大であるため詳細を付録 C に回した. そのハミルトニアンは群論によっても導かれる [1]. 以下
では, その結果のみ記す.

半導体の電子状態を記述するハミルトニアンは

H0 =

[
Hc Hcv

H†
cv Hv

]
, (3.9)

であり, 8-バンドハミルトニアンと呼ぶ. 各ブロックは伝導帯 Hc, 価電子帯 Hv, そしてバンド間遷移
Hcv を記述する. 物質パラメータは提案されている値 [1, 67] [付録 H] を用い, x, y, z 軸をそれぞれ [100],

[010], [001]方向とした. 実験 [49–56] で鉄添加による主だった格子歪が観測されていないことから, 鉄に
よる格子定数の変化およびバンドパラメータの変化を無視する.

伝導帯のバンド端を含むブロック Hc は

Hc =
ℏ2k2

2m′
c

1̂σ, k = |k|

m0

m′
c

=
m0

mc
− EP

3

(
2

Eg
+

1

Eg +∆g

)
,

EP =
2m0

ℏ2
P 2,

である. 1̂σ は 2× 2 の単位行列 (スピン空間の単位演算子), mc は伝導帯バンド端の有効質量である. Eg

と ∆g はバンドギャップと split-off ギャップであり, P は Kane の行列要素である [17].
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価電子帯のバンド端を含むブロック Hv は

Hv =


hv11 hv12 hv13 0 hv15 hv16

hv22 0 hv13 hv25 hv26
hv22 −hv12 h∗v26 −hv25

† hv11 −h∗v16 h∗v15
hv55 0

hv55


− diag [Eg, Eg, Eg, Eg, Eg +∆g, Eg +∆g]

+ Ck



0 − 1
2k+ kz −

√
3
2 k−

1
2
√
2
k+

1√
2
kz

0
√
3
2 k+ −kz 0 −

√
3

2
√
2
k+

0 − 1
2k+

√
3

2
√
2
k− 0

0 1√
2
kz − 1

2
√
2
k−

† 0 0
0


,

である. Ck は価電子帯ブロックにおける相対論的スピン軌道結合によるバンドパラメータの一つである.

表 3.1 行列表示のための基底関数. |S⟩ は伝導帯のバンド端にある s 軌道, |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩ は価電子
帯 (HH, LH, SO)のバンド端にある p軌道を表す. |↑⟩ と |↓⟩ はスピン up, downの状態を表し, 量子
化軸は [001] 方向に平行な z 軸とする. ハミルトニアンの形の簡単さのために s, p 軌道の位相をそれ
ぞれ実, 純虚数とする [1]. 価電子帯のバンド端 Bloch 関数の構成は付録 A に述べた.

バンド端 基底関数
CB |S, ↑⟩
CB |S, ↓⟩
HH − 1√

2
(|X, ↑⟩+ i |Y, ↑⟩)

LH − 1√
6
(|X, ↓⟩+ i |Y, ↓⟩) +

√
2
3 |Z, ↑⟩

LH 1√
6
(|X, ↑⟩ − i |Y, ↑⟩) +

√
2
3 |Z, ↓⟩

HH 1√
2
(|X, ↓⟩ − i |Y, ↓⟩)

SO − 1√
3
(|X, ↓⟩+ i |Y, ↓⟩)− 1√

3
|Z, ↑⟩

SO − 1√
3
(|X, ↑⟩ − i |Y, ↑⟩) + 1√

3
|Z, ↓⟩
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diag[x, y, z, · · · ] は x, y, z, · · · を対角成分に持つ対角行列である. 第一項目の行列要素の具体的な表式は

hv11 = − ℏ2

2m0
(γ′1 + γ′2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ′1 − 2γ′2)k

2
z ,

hv22 = − ℏ2

2m0
(γ′1 − γ′2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ′1 + 2γ′2)k

2
z ,

hv55 = − ℏ2

2m0
γ′1k

2,

hv12 = 2
√
3

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

hv13 =
√
3

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x − k2y

)
− 2i

√
3

ℏ2

2m0
γ′3kxky,

hv15 = −
√
6

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

hv16 = −
√
6

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x − k2y

)
+ 2i

√
6

ℏ2

2m0
γ′3kxky,

hv25 = −
√
2

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

hv26 = 3
√
2

ℏ2

2m0
γ′3kzk−, (3.10)

である. Reduced バンドパラメータ γ′i [1, 68] は着目したバンド以外 (Remote バンド)との遷移行列要
素によるパラメータを表し, 表式は

γ′1 = γ1 −
1

3

EP

Eg
, γ′2 = γ2 −

1

6

EP

Eg
, γ′3 = γ3 −

1

6

EP

Eg
, (3.11)

である. γi は Luttinger パラメータ [67, 69] である.

バンド間遷移を記述するブロック Hcv は

Hcv =

hcv1 hcv2
1√
3
hcv3 0 −1√

2
hcv2 −

√
2
3hcv3

0 1√
3
hcv1 hcv2 hcv3

√
2
3hcv1

1√
2
hcv2

 ,
であり, 行列要素の表式は

hcv1 = − 1√
2
Pk+ +

1√
2
B′kzk−,

hcv2 =

√
2

3
Pkz + i

√
2

3
B′kxky,

hcv3 =
1√
2
Pk− +

1√
2
B′kzk+,

である. B′ は Kane の B パラメータを変換したバンドパラメータである.
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3.3 交換相互作用
3.3.1 交換相互作用の一様成分
仮想結晶近似に相当する近似 [図 3.1] のために局在スピンとキャリアの交換相互作用 [式 (3.5)] は結晶

の周期に関する周期関数である. そのため, 交換相互作用の係数を Fourier 変換すると

J(r̂ −RI) =
1

V

∑
q

Jqe
−iq·(r̂−RI),

である. V は系の体積である. 考えている磁気秩序は結晶内部の一様な強磁性であるため, Fourier 係数
Jq のうちで空間的に一様な成分 q = 0 が一様な強磁性秩序と一貫しており, J0 が支配的であると仮定で
きる [70]. その場合, Fourier 変換の式から

J(r̂ −RI) ≃
J0
V
,

のかたちに近似できる. ここで J0 の次元はエネルギーと体積の積である. 交換相互作用は

Hex = −
∑
RI

J0
V

ŝ · ŜI ,

である. このようにして一様成分のみを取ることで交換相互作用の係数の位置依存性を無視できる.

さらに表 3.1 の基底関数で表示するために, キャリアのスピン演算子をバンド端 n の状態 {|n,0⟩}によ
る表現への射影演算子 P̂n で射影する. 同時にバンド端での交換相互作用がバンド端ごとに異なると考え
られるため, その n依存性を取り入れて交換相互作用は

Hex = −
∑
n

∑
RI

Jn−d

V
(P̂nŝ) · ŜI , (3.12)

である. {|n,0⟩} の完全性 ∑
n P̂n = 1̂ (1̂ は単位演算子) によってバンド端 nに関する和を取り入れた.

また, バンド端 nごとの J0 を |n,0⟩と局在スピンの d 電子の相互作用であることから Jn−d と書いた.

本論文ではギャップに最も近い伝導帯と価電子帯のみを考慮するため [図 2.2 (b)], それぞれのバンド端
に関する射影演算子は

P̂c = |S, ↑⟩ ⟨S, ↑|+ |S, ↓⟩ ⟨S, ↓| =
[
Ic Ocv

O†
cv Ov

]
,

P̂v = |+3/2, 3/2⟩ ⟨+3/2, 3/2|+ · · ·+ |−1/2, 1/2⟩ ⟨−1/2, 1/2| =
[
Oc Ocv

O†
cv Iv

]
,

であり, 射影演算子の定義 P̂ 2
c(v) = P̂c(v), P̂c + P̂v = 1̂ (1̂ は八次元の単位行列で表される単位演算子) を

満たす. 射影を伴ったキャリアのスピン演算子は

P̂cŝ =

[
Ic Ocv

O†
cv Ov

] [
ŝ(s) Ocv

O†
cv ŝ(p)

]
=

[
ŝ(s) Ocv

O†
cv Ov

]
,

P̂vŝ =

[
Oc Ocv

O†
cv Iv

] [
ŝ(s) Ocv

O†
cv ŝ(p)

]
=

[
Oc Ocv

O†
cv ŝ(p)

]
,
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である. Oc, Ov, Ocv はそれぞれ 2×2, 6×6, 2×6 のゼロ行列である. さらに各ブロックのスピン演算子は

ŝ
(s)
i =

1

2
σi, ŝ

(p)
i =

1

2
× 1

3

[
2Ji −6T †

i

−6Ti −σi

]
, i = x, y, z,

であり, σi は Pauli 行列, 行列 Ti と Ji は 付録 J で述べた. ŝ
(p)
i の行列表示は付録 B で導いている.

3.3.2 平均場近似
交換相互作用 [式 (3.12)] による強磁性相の取り扱いをさらに簡単化するため平均場近似を用いる

[10, 60, 61, 63, 71]. s, p 軌道の電子が多くの d 軌道局在スピンと相互作用するため, 局在スピンの揺らぎ
は多数の局在スピンにわたって平均化されて無視でき, 平均場近似が十分に成り立つと期待できる. 以下,

実験等で典型的に用いられる量子井戸の空間スケールに, In1−xFexAs (x = 3.7%) の場合でいくつの局在
スピンが一電子波長中に含まれるか示す. まず Fe スピン間の距離は 1.8 nm 程度であり [72], 電子の波
長は 1012 cm−2 の電子密度で 20 nm 程度である. 井戸層の幅 20 nm 程度の量子井戸では一電子波長に
103 程の Fe スピンが含まれていることになる. それゆえに電子と Fe スピンの結合は電子と磁化 (もしく
は局在スピンのスピン偏極) との結合に置き換えられる. さらに平均場近似の Tc の表式は鉄濃度に比例
するが [付録 L], この比例関係は第一原理計算からも確認されている [73]. その傾向は実験からもうかが
える: 電子密度 1.8×1019 cm−3, 鉄濃度 x = 5% で Tc = 34 K [51], 電子密度 1×1019 cm−3 のオーダー
と推定される系, 鉄濃度 x = 6% と 8% で Tc = 42 K と 65 K [55].

⟨· · ·⟩は次節 3.3.3 で定義する統計平均として, スピン変数を基底状態からのゆらぎで展開して, スピン
の内積は

(P̂nŝ) · ŜI = (⟨P̂nŝ⟩+ δP̂nŝ) · (⟨ŜI⟩+ δŜI),

= (⟨P̂nŝ⟩+ δP̂nŝ) · ⟨ŜI⟩+ ⟨P̂nŝ⟩ · (⟨ŜI⟩+ δŜI) +O(δP̂nŝ · δŜI),

= P̂nŝ · ⟨ŜI⟩+ ⟨P̂nŝ⟩ · ŜI − ⟨P̂nŝ⟩ · ⟨ŜI⟩+O(δP̂nŝ · δŜI),

である. この展開式を交換相互作用 [式 (3.12)] に代入して, 交換相互作用のハミルトニアンは

Hex = −
∑
n

∑
RI

Jn−d

V
[P̂nŝ · ⟨ŜI⟩+ ⟨P̂nŝ⟩ · ŜI − ⟨P̂nŝ⟩ · ⟨ŜI⟩+O(δP̂nŝ · δŜI)],

≃ −
∑
n

∑
RI

Jn−d

V
[P̂nŝ · ⟨ŜI⟩+ ⟨P̂nŝ⟩ · ŜI ],

である. 全エネルギーや自由エネルギーを計算しないため定数項を省いた. また揺らぎの二次も無視する.

一項目は

−
∑
n

∑
RI

Jn−d

V
⟨P̂nŝ⟩ · ŜI = −

∑
n

∑
RI

Jn−d ⟨P̂n
ŝ

V
⟩ · ŜI ,

というキャリアスピンの統計平均 (キャリアスピン偏極密度) ⟨P̂nŝ/V ⟩ による局在スピンへの有効的な
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Zeeman 相互作用の形にまとめられる. 二項目は

−
∑
n

∑
RI

Jn−d

V
P̂nŝ · ⟨ŜI⟩ = −

∑
n

Jn−d

V
P̂nŝ ·

∑
RI

⟨ŜI⟩ ,

= −
∑
n

Jn−d

V
P̂nŝ · xN0V ⟨Ŝ⟩ ,

= −
∑
n

xN0Jn−dP̂nŝ · ⟨Ŝ⟩ ,

N0 = 1/Ωu.c.,

という形にまとめられ, 局在スピンの統計平均 (局在スピン偏極) ⟨Ŝ⟩ によるキャリアスピンへの有効的
な Zeeman 相互作用である. なお, 次節で示すように局在スピン偏極は特定の局在スピンによらないため
I 依存性を持たない. Ωu.c. = a3/4 はユニットセルの体積 (aは格子定数)であり, N0 は単位体積当たり
のユニットセルの個数である. そして, ∑

RI

⟨ŜI⟩ =
∑
RI

⟨Ŝ⟩ ,

= xN0V ⟨Ŝ⟩ ,

の関係式の意味は体積 V 中に N0V だけ置換されるうるサイト数があり, そのうちの x が磁性不純物に
置換され, 系全体での局在スピン偏極が xN0V ⟨Ŝ⟩であることを示す.

一項目と二項目をまとめて一様成分のみ, 平均場近似のもとでの交換相互作用は

Hex = Hex,c +Hex,S,

Hex,c = −
∑
n

xN0Jn−dP̂nŝ · ⟨Ŝ⟩ ,

Hex,S = −
∑
n

∑
RI

Jn−d ⟨P̂n
ŝ

V
⟩ · ŜI ,

である.

8-バンドの範囲で扱う場合, 伝導帯, 価電子帯のバンド端での交換相互作用がそれぞれ s-d, p-d 交換相
互作用であることから [図 2.2], Jn−d は

n = c→ Jc−d ≡ Js−d,

n = v → Jv−d ≡ Jp−d,

である. 価電子帯ではバンド端に HH, LH, SO の三種類が存在するが, それらすべてのバンド端で p-d 交
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換相互作用は等しいとする [60, 61, 63, 71]. 以上から, 各交換相互作用は

Hex,c = −
∑
n

xN0Jn−dP̂nŝ · ⟨Ŝ⟩ ,

= −P̂cŝ · heff,c − P̂vŝ · heff,v,

heff,c = xN0Js−d ⟨Ŝ⟩ ,

heff,v = xN0Jp−d ⟨Ŝ⟩ ,

Hex,S = −
∑
RI

(Js−d ⟨P̂c
ŝ

V
⟩+ Jp−d ⟨P̂v

ŝ

V
⟩) · ŜI ,

= −
∑
RI

Heff · ŜI ,

Heff = Js−d ⟨P̂c
ŝ

V
⟩+ Jp−d ⟨P̂v

ŝ

V
⟩ ,

である.

3.3.3 密度行列と各スピン偏極
密度行列
次に各スピン偏極のためにキャリア, 局在スピンの統計分布を決定し, 統計平均を定義する. キャリアと

局在スピンのハミルトニアンは互いに可換
[H0 +Hex,c,Hex,S] = 0,

なので, 系全体を記述する密度行列はキャリアと局在スピンそれぞれに関し独立した密度行列
ρ = ρcρS ,

に分解できる. ρc がキャリアに関する, ρS が局在スピンに関する密度行列である. 関連して平均操作のト
レースも独立

Trρ = (Trcρc)(TrSρS),

である. Trc,TrS はそれぞれキャリアのスピンまで含めたバンド自由度と波数 kに関してのみ, 局在スピ
ン自由度に関してのみの平均操作である.

局在スピンの密度行列には canonical分布
ρS = e−βHex,S/ZS , ZS = TrSe

−βHex,S　,

を採用する. ZS は分配関数である.

キャリアの密度行列には Grand-canonical分布, より形を便利にして Fermi-Dirac分布
ρc = fFD(H0 +Hex,c),

を採用する. この際, 統計平均操作を ρc の統計平均が全電子数 Ne に等しい

Trcρc = TrcfFD(H0 +Hex,c) =
∑
k,n

fFD(Enk) = Ne (3.13)

として定義する.
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局在スピン偏極
局在スピンの統計平均は

⟨ŜI⟩ = TrS [ŜIe
−βHex,S ]/ZS ,

である. ここで Hex,S は局在スピン間の直接的な相互作用を含まないため, 各スピンを独立に扱えて分配
関数は

ZS = TrS [e
−βHex,S ] =

(
TrSI

[eβHeff ·ŜI ]
)NS

≡ (zS)
NS ,

である. I は一つの任意の局在スピンを指定し, NS は局在スピンの個数である. この関係を利用すると統
計平均は

⟨ŜI⟩ = TrS [ŜIe
−βHex,S ]/ZS ,

= TrSI
[ŜIe

βHeff ·ŜI ]× (zS)
NS−1

/ (zS)
NS ,

= TrSI
[ŜIe

βHeff ·ŜI ]/zS , zS = TrSI
[eβHeff ·ŜI ],

である. TrSI
は特定の局在スピン自由度 ŜI に関してのみの平均操作である.

さらに一つの局在スピンに関する分配関数 zS を計算する. その前に量子化軸を特定しておく. 局在ス
ピンを有効磁場 Heff の方向と直交する方向

ŜI = ŜI,∥Heff/Heff + ŜI,⊥e⊥,

に分解する. 局在スピンの統計平均ではHeff/Heff 方向の成分のみノンゼロであるため, その方向を量子
化軸にとる. また, その成分を ŜI,∥ と書いた. ここで ŜI,∥ は大きさ S のスピン角運動量演算子であり,

Heff/Heff の方向を量子化軸とし, 固有値は −S,−(S − 1), · · ·S − 1, S である. この分解のもとで分配関
数 zS と ⟨ŜI⟩は

zS = Tr[eβHeff ŜI,∥ ] =

S∑
SI,∥=−S

eβHeffSI,∥ =

S∑
SI,∥=−S

exSI,∥/S , x = βHeffS,

⟨ŜI⟩ =
1

zS
TrSI

[ŜI,∥
Heff

Heff
eβHeff ŜI,∥ ] =

Heff

Heff
S

1

zS

S∑
SI,∥=−S

SI,∥

S
exSI,∥/S =

Heff

Heff
S

1

zS

∂zS
∂x

,

である. さらに分配関数とその微分の計算を進めていくと, 分配関数は

zS =

S∑
SI=−S

exSI/S = ex + ex · e−x/S + ex · e−2x/S + · · ·+ e−x · ex/S + e−x,

=
ex[1− (e−x/S)2S+1]

1− e−x/S
=
ex[1− e−x(2S+1)/S ]

1− e−x/S
=
ex − e−x · e−x/S

1− e−x/S
,

=
e

2S+1
2S x − e−

2S+1
2S x

ex/2S − e−x/2S
,

=
sinh

(
2S+1
2S x

)
sinh

(
1
2Sx

) ,
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であり, また
∂zS
∂x

=
∂

∂x

sinh
(
2S+1
2S x

)
sinh

(
1
2Sx

) ,

=
2S+1
2S cosh

(
2S+1
2S x

)
sinh

(
1
2Sx

)
− sinh

(
2S+1
2S x

)
· 1
2S cosh

(
1
2Sx

)
[sinh

(
1
2Sx

)
]2

,

である.

以上から分配関数とその微分を含む部分は

S
1

zS

∂zS
∂x

= S
sinh

(
1
2Sx

)
sinh

(
2S+1
2S x

) 2S+1
2S cosh

(
2S+1
2S x

)
sinh

(
1
2Sx

)
− sinh

(
2S+1
2S x

)
· 1
2S cosh

(
1
2Sx

)
[sinh

(
1
2Sx

)
]2

,

= S

[
2S + 1

2S

cosh
(
2S+1
2S x

)
sinh

(
2S+1
2S x

) − 1

2S

cosh
(

1
2Sx

)
sinh

(
1
2Sx

) ] ,
= S

[
2S + 1

2S
coth

(
2S + 1

2S
x

)
− 1

2S
coth

(
1

2S
x

)]
,

= SBS

(
SHeff

kBT

)
, BS(x) =

2S + 1

2S
coth

(
2S + 1

2S
x

)
− 1

2S
coth

(
1

2S
x

)
,

である.

よって局在スピンの統計平均は

⟨ŜI⟩ = ⟨Ŝ⟩ = Heff

Heff
SBS

(
SHeff

kBT

)
,

である. この式からわかる通り, 局在スピン偏極は局在スピンの番号 I に依存しないため, I を取り除いた.

キャリアスピン偏極密度
キャリアスピンの統計平均は

⟨P̂n
ŝ

V
⟩ = Trc

(
P̂n

ŝ

V
fFD(H0 +Hex,c)

)
,

=
1

V

∑
m,k

⟨umk|P̂nŝ|umk⟩ fFD(Emk),

=
1

V

∑
m

V

∫
d3k

(2π)3
⟨umk|P̂nŝ|umk⟩ fFD(Emk),

=
∑
m

∫
d3k

(2π)3
⟨umk|P̂nŝ|umk⟩ fFD(Emk),

である.

3.4 化学ポテンシャル
キャリアの密度行列とトレースの定義 [式 (3.13)] より化学ポテンシャル µ を決定する方程式は∑

n

∫
ddk

(2π)d
fFD(Enk) =

Ne

Vd
, (3.14)
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であり, d次元の系で fFD の波数空間での積分 (範囲は第一 Brillouin ゾーン) が電子密度に等しい. Vd

は d次元での系の空間的大きさである. 一次元なら線分の長さ, 二次元なら面積, 三次元なら体積である.

方程式 (3.14) は

1. 化学ポテンシャルの初期予測として Fermi エネルギーを代入する,

2. 波数積分を含む左辺を計算する,

3. 設定した電子密度と比較して収束するまで繰り返す,

という二分法によって解くことができる. ただし, k 点全体に対する積分を含むため計算が比較的重くな
り, 磁気相転移を調べる際の自己無撞着計算と組み合わさってしまう.

そこで三次元バルクのバンド金属の系では, 非磁性半導体の伝導帯有効質量を持つ自由電子ガスモデル
の化学ポテンシャルを決める式

µ(T ) = EF

[
1− π2

12

T 2

T 2
F

]
, (3.15)

で近似する [74]. EF , TF , T はそれぞれフェルミエネルギー, Fermi 温度, 温度である. 量子井戸での化学
ポテンシャルは 4.2.4節で述べる.

3.5 ハミルトニアンのまとめと自己無撞着方程式
以上から本理論で中心となる Schrödinger 方程式は

(H0 +Hex,c)cn(k) = Enkcn(k), (3.16)

である. 表現基底は表 3.1 の基底に従う. H0 は半導体のハミルトニアンで式 (3.9) で表される. 交換相互
作用 Hex では一様成分のみをとり, 平均場近似によって交換相互作用を Hex = Hex,c+Hex,S というキャ
リアスピンと局在スピンの各部分系に対する有効的な Zeeman 相互作用に分解できる. Hex,c,Hex,S は

Hex,c = −P̂cŝ · heff,c − P̂vŝ · heff,v, (3.17)

Hex,S = −
∑
I

Heff · ŜI , (3.18)

であり, 有効磁場は
heff,c = xN0Js−d ⟨Ŝ⟩ ,

heff,v = xN0Jp−d ⟨Ŝ⟩ ,

Heff = Js−d ⟨P̂c
ŝ

V
⟩+ Jp−d ⟨P̂v

ŝ

V
⟩ ,

である.

ŜI は大きさ S の局在スピンの演算子を表し, I は局在スピンを区別するための指標である. V は結晶
の体積である. ŝ と P̂n(n = c, v) はキャリアスピンと射影演算子であり, その射影演算子は電子状態を伝
導帯 (c), 価電子帯 (v) のバンド端の基底関数 [表 3.1] に従った表現に射影する. P̂c,vŝ の表式は

P̂cŝ =

[
ŝ(s) Ocv

O†
cv Ov

]
, P̂vŝ =

[
Oc Ocv

O†
cv ŝ(p)

]
,
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であり, Oc, Ov, Ocv はそれぞれ 2×2, 6×6, 2×6 のゼロ行列である. ŝ(s) と ŝ(p) はバンド端の基底関数
[表 3.1] で表されたスピン演算子であり, その表式は

ŝ
(s)
i =

1

2
σi, ŝ

(p)
i =

1

6

[
2Ji −6T †

i

−6Ti −σi

]
, i = x, y, z, (3.19)

である. σi は Pauli 行列の第 i 成分であり, 行列 Ji と Ti は付録 J に載せている.

Js−d と Jp−d は交換相互作用の係数であり, 第一原理計算から見積もられた値を採用する [72]. N0 は
単位体積あたりでの陽イオンサイトの個数であり, ユニットセルの体積 a3/4 の逆数に等しい. ここで a

は母体半導体の格子定数である [67]. x は鉄濃度であり, 0 ≤ x ≤ 1 である.

局在スピン偏極 ⟨Ŝ⟩ は局在スピンの統計平均であり, 式 (3.18) から次の状態方程式

⟨Ŝ⟩ = Heff

Heff
SBS

(
SHeff

kBT

)
, (3.20)

BS(y) =
2S + 1

2S
coth

(
2S + 1

2S
y

)
− 1

2S
coth

(
1

2S
y

)
,

に従う. ここで S は局在スピンの大きさであり, Fe3+ イオンに対しては S = 5/2 である. BS(y) は
Brillouin 関数であり, kB は Boltzmann 定数, T は温度である.

キャリアスピン偏極密度 ⟨P̂ns/V ⟩ (n = c, v) はキャリアスピン密度の統計平均であり, 次の式

⟨P̂n
ŝ

V
⟩ =

∑
m

∫
d3k

(2π)3
⟨umk|P̂nŝ|umk⟩ fFD(Emk), (3.21)

に従う. ただし, k は第一 Brillouin ゾーンの波数とし, 波数積分の範囲は第一 Brillouin ゾーンとする.

数値計算のために波数空間を離散化し, その離散化点をK と書くと平均は

⟨P̂n
ŝ

V
⟩ ≃

(
∆k

2π

)3∑
n,K

⟨unK |P̂nŝ|unK⟩ fFD(EnK) (3.22)

である. ただし, 各方向に等しい分割幅 ∆k とした. eik·rum,k はバンド指標 m, 波数ベクトル k のエネ
ルギーバンド Emk の Bloch 関数である. fFD は Fermi-Dirac 分布関数であり, 化学ポテンシャルは三
次元バルク金属の系なら母体半導体の伝導帯バンド端の有効質量を持つ Fermi ガスモデルで近似した [式
(3.15)]. 量子井戸での化学ポテンシャルは 4.2.4節で述べた.

電子構造の中で Γ 点近傍の電子構造および物性に着目しているため, Brillouin ゾーンの境界を詳細に
取ると, その取り方は計算を複雑化させるのみである. 同時に Γ 点近傍の電子状態と物性は Γ 点から離
れた電子状態に依らないと考えられる. そこで波数積分の範囲は計算のしやすさから, zinc-blende 構造
の Brillouin ゾーンでなく, 慣用単位胞の Brillouin ゾーンに相当する, 一片の長さ 2π/a の立方体 (各
ki(i = x, y, z)軸方向で −π/a から π/a) にとる. a は半導体の格子定数である.

キャリアのハミルトニアン H0 +Hex,c を対角化することでエネルギーバンド Emk を得られる. その
ため, ⟨Ŝ⟩ と ⟨P̂ns/V ⟩ (n = c, v) [式 (3.20, 3.21)] は H0 +Hex,c を介してひとまとまりの方程式系を成
しており, 各温度で ⟨Ŝ⟩ と ⟨P̂ns/V ⟩ を得るためにその方程式を自己無撞着に解く.

三次元バルクのバンドパラメータを付録 H にまとめた. 本研究で用いた量子井戸は図 4.2 の井戸であ
り, 構造のパラメータは表 4.2 にまとめた.
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3.6 本理論の仮定のまとめ
参考として以下に計算に用いた仮定をまとめておく.

• 仮想結晶近似に相当する近似を採用する [図 3.1].

• 母体半導体のハミルトニアンに関して, k · p 法を採用, エネルギーギャップに最も近い 8-バンドを
対象とする [3.2 節].

• 秩序変数の取り扱いでは平均場近似を採用する [3.3 節].

• 三次元バルクの系で金属の場合, 化学ポテンシャルを母体半導体伝導帯の有効質量をもつ電子ガス
モデルから決定する [式 (3.15)]. 量子井戸の系に関しては 4.2.4節で述べる.

• 波数積分の際, Brillouin ゾーンにわたる積分を行うが, 計算の簡単さのために zinc-blende 構造
の Brillouin ゾーンの形でなく一片の長さ 2π/a の立方体 (慣用単位胞の Brillouin ゾーン) をと
る. 本理論では Brillouin ゾーンの境界から離れた Γ 点近傍の電子構造とその物性に着目するた
め, Brillouin ゾーンの境界の形状を変更しても, Hall 伝導率や Curie 温度で本質を損なわないと
予想される. 実際, Curie 温度は実験値と近い値を示す [6.2, 6.3 節].

• 次の効果を無視する:

– キャリア間 Coulomb 相互作用を無視する. もしその相互作用を取り入れると, Stoner

Enhancement として知られる Tc の上昇, Fermi 液体の効果による一電子パラメータの補正
が予想される.

– k = 0 の Γ 点に下端を持ち, 最も価電子帯に近い伝導帯以外無視する. 他の伝導帯を考えなけ
ればならない例は, InAsなら第一 Brillouin ゾーンの L点 に下端を持つ伝導帯を比較的高い
電子密度による Fermi エネルギーが横切る場合である [67, 75].

– 磁性イオンやドナーによる不純物ポテンシャルのうち磁性イオンによる交換相互作用以外無視
する. ドーピングされた半導体で不純物ポテンシャルは一般にキャリア間 Coulomb 相互作用
と合わせて金属絶縁体転移といった物性の急激な変化を波動関数の局在化によってもたらすと
知られている [76–78]. そのためドーピングによる Tc の急激な立ち上がり [図 6.4] [49] にお
いても局在化が有力候補であると考えられる.

– 他の交換相互作用を無視する. 例えば比較的高い鉄濃度で現れる超交換相互作用 [61, 79] で
ある.
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第 4章

n型強磁性半導体における p-d交換スピン
軌道結合 - 電子構造

本章では三次元バルク結晶の n型強磁性半導体と井戸層にその半導体を持つ量子井戸両方に対し, 8バ
ンド k · pハミルトニアンを対角化することで, 伝導帯に現れるスピン分裂とスピン配向から p-d交換ス
ピン軌道結合の有効磁場 B

(p−d)
eff を評価する. その計算に加え, k · pハミルトニアンの k · pバンド間遷

移の行列要素を摂動として取り扱い [18, 20], 伝導帯の有効ハミルトニアンを導き, B
(p−d)
eff の摂動論によ

る解析式を得る. 数値的, 解析的に得られ有効磁場を伝導帯の s軌道と局在スピンの間ではたらく s-d交
換有効磁場 B

(s−d)
eff と比較する.

4.1 ハミルトニアン
ハミルトニアンを 3 章で議論したものから簡単化する. 量子井戸の半導体のハミルトニアンは本節で導

く H0 で井戸の成長方向の波数 kz を包絡関数近似により演算子 k̂z に置き換え, バンドパラメータに z

依存性を取り入れて導かれる [4.2.1 節]. 以下, 半導体のハミルトニアン H0 [式 (3.9)] と自己無撞着方程
式 [式 (3.20, 3.21)] を単純化する.

半導体のハミルトニアン H0 は 式 (3.9) のままであると, 価電子帯のブロック Hv [式 (3.10)] が数学
的に取り扱いづらい. そこで次の二点を考慮して Hv を簡単化する.

• Hv の中で数学的に複雑にする行列要素は非対角要素である.

• ハミルトニアンからエネルギーバンドを計算した際, 価電子帯が上に凸でなければならない.

この二点を満たす近似は Reduced バンドパラメータなどの物質パラメータで

γ′1 = 1, γ′2 = 0, γ′3 = 0, B′ = 0, Ck = 0, (4.1)

の取り方で実行できる. この近似は次の考えから妥当である. まず B′, Ck は価電子帯での相対論的スピ
ン軌道結合や k · p 項の二次によるパラメータであり, 伝導帯の形成にバンドギャップ Eg や Kane の行
列要素 P など他のパラメータほど寄与しない. 次に Reduced バンドパラメータの値を本論文で取り扱
う InAs, InSb について式 (3.11) と Eg, EP の実験値 [67] [付録 H] から見積もると, 表 4.1 に示す値で
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(c)InSb

(a)InAs (b1)InFeAs@Fe 6%

(d2)6% (d3)11%(d1)Fe 3%

InFeSb

(b2)

図 4.1 (a)InAs, (b1,b2)InFeAs, (c)InSb および (d1-d3)InFeSb における近似 [式 (4.1)] あり (破
線), なし (実線) でのエネルギーバンドの比較. バンドパラメータは付録 H の値を用いた. ただし, 波
数ベクトル k の向きは母体半導体の [100] 方向とし, a は母体半導体の格子定数である. いずれのバ
ンドにおいても交換相互作用の有無に関わらず実線と破線は本研究で重要な k = 0近傍でほとんど合
致し, 近似の有無は k = 0 から離れた波数での定量的な曲率の違いのみで現れている.

ある. この表 4.1 から上記の近似はオーダーレベルで満たされている. さらにエネルギーバンドで見ると
図 4.1 に示すように, 上記の近似前後でのバンドは交換相互作用を入れたとしても本研究で重要な Γ 点近
傍で一致しており, 定量的に曲率が異なるのみである. 以上から, 半導体のハミルトニアン H0 で近似 [式
(4.1)] を採用する.

続いて一般の温度であれば局在スピンとキャリアスピン偏極を自己無撞着に決定しなければならない
[式 (3.20, 3.21)]. しかし, 本章と次章は電子状態と輸送特性を調べるため有限温度を考慮する必要がない.

もし自己無撞着方程式を解く場合は単に計算量を増やすのみである. そこで局在スピン偏極が自己無撞着
方程式 [式 (3.20)] を飽和値で満たしていると仮定する. この仮定によって電子状態を調べる際はキャリ
アのハミルトニアン H0 +Hex [式 (3.9, 3.17)] の対角化のみで済む. 局在スピン偏極を飽和値で仮定する
近似は強磁性の転移温度から十分低温の領域で妥当である.

表 4.1 Reduced バンドパラメータ [式 (3.11)] の実験値 [67] [付録 H]. AlSb は量子井戸の側壁とし
て用いるため掲載した.

γ′1 γ′2 γ′3

InAs 2.9 -0.072 0.63

InSb 1.8 -1.0 -0.024

AlSb 2.6 -0.1 0.66
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全 k · p ハミルトニアンは

H = H0 +Hex, (4.2)

であり, H0 は母体半導体の k · p ハミルトニアン [17, 20]

H0 =

[
H0c H0cv

H†
0cv H0v

]
, (4.3)

H0c = diag
[
E0

k, E
0
k

]
,

H0v = −diag
[
E′

k, E
′
k, E

′
k, E

′
k, Ẽk, Ẽk

]
,

E0
k = ℏ2k2/2m0, E′

k = E0
k + Eg, Ẽk = E′

k +∆g,

H0cv =
[√

3PT · k − 1√
3
Pσ · k

]
,

である. Hex は

Hex =

[
Hs−d Ocv

O†
cv Hp−d

]
, (4.4)

Hs−d = 3As−dσ̂
(s) · e, Hp−d = 3Bp−dσ̂

(p) · e,

σ̂
(s)
i = σi, σ̂

(p)
i =

1

3

[
2Ji −6T †

i

−6Ti −σi

]
, i = x, y, z,

As−d =
Js−dM

6gµB
, Bp−d =

Jp−dM

6gµB
, M = |M | = xN0 · gµBS, (4.5)

である. g は局在スピンの g-因子, µB は Bohr 磁子である.

4.2 量子井戸への応用
4.2.1 包絡関数近似とハミルトニアン
ハミルトニアン [式 (4.3, 4.4)], もしくは Schrödinger 方程式 [式 (3.16)] は三次元バルクに関するもの

であるため, 本節で量子井戸の場合のそれらハミルトニアンと方程式を導く. 結果, 半導体のハミルトニア
ン [式 (4.3)] で成長方向の波数成分 kz を演算子 k̂z = −i∂/∂z に置き換え, エネルギーギャップや交換相
互作用などバンドパラメータに z 依存性を入れ, ドナーおよびゲート電圧など井戸の形状を記述するポテ
ンシャルを対角成分に追加すればよい.

基本となる手法は包絡関数近似 [80] である. 母体半導体の [001] 方向 (z 軸) を井戸の成長方向とする.

この近似の出発点は厳密な Schrödinger 方程式 [式 (3.2)] であり, 半導体のハミルトニアンは

H0 =
p̂2

2m0
+ V0(r̂) +

ℏ
4m2

0c
2
(σ̂ ×∇V0(r̂)) · p̂+ V (z),

である. V (z) が電子に作用する井戸やドナー, 面直バイアスなどのポテンシャルを表す.

井戸面内方向は周期性を保っているため Bloch の定理を用い, 系全体での波動関数を

⟨r|nk∥⟩ =
1√
A
eik∥·r∥

∑
α

an,α(k∥, z)uα0(r), (4.6)
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という形で展開をする. ただし, 面内の状態は自由電子状態であるとし, 面積 A の領域に関する周期境界
条件を満たす平面波とした. ここでのバンド指標 n は伝導帯と価電子帯, スピン, サブバンドまで区別し
た指標である. また α は表 3.1 に示したようなバンド端の指標であり, 現段階ではその表に指定された 8

個と限らず無限個あるとする. uα0(r) はバンド端での Bloch 関数の周期部分である. an,α(k∥, z) を包
絡関数と呼び, uα0(r) が変動するユニットセルの空間スケールに比べて十分大きなスケールで空間変動
する. その空間変動の遅さのためにユニットセルスケール程度の実空間に関する積分では一定とみなせ
る. また包絡関数の空間変動をもたらす要因はポテンシャル V (z) やギャップ, 交換相互作用の係数など
のバンドパラメータの, 井戸層を構成する物質の変化に応じた空間変動である. そこで, それらポテンシャ
ルやバンドパラメータもユニットセルスケールでの実空間に関する積分では一定とみなす. なお量子井戸
の界面のような急峻な変化のポテンシャルに対して包絡関数が適用できるかは非自明であるが, Burt と
Foremanによって包絡関数近似が量子井戸の場合にも適用できると示されている [81, 82].

Schrödinger 方程式 [式 (3.2)] に展開した波動関数 [式 (4.6)] を代入し, 量子井戸であるがゆえに三次
元バルクと異なる系の対称性, z 方向の波数が演算子 k̂z であることに注意して有効ハミルトニアンを組
み立てる. 理論の詳細は文献 [81, 82] に任せ, 有効ハミルトニアンは形式的には

kzf → −i [(∂zf(z)) + f(z)∂z] , (4.7)

k2zg → −∂zg(z)∂z, (4.8)

の置き換えを三次元バルクの半導体ハミルトニアンに行えばよい [1]. そして, バンドパラメータの z 依
存性と井戸のポテンシャルを追加すればよい. ここで ∂z は z 方向の偏微分である. f(z) は z 依存性を
持ち, 半導体のハミルトニアンで kz の一次で現れる任意の係数であり, 例えば Kane の行列要素である.

g(z) は同じく z 依存性を持ち, kz の二次で現れる任意の係数であり, 例えば Reduced バンドパラメータ
である. しかし, 上記の置き換え [式 (4.7, 4.8)] は実質的に本理論の半導体ハミルトニアン [式 (4.3)] で
不要である. まず Kane の行列要素が異なる III-V族半導体間でバンドギャップなどに比べて比較的近い
値を取ることから [表 H.1], Kane の行列要素の z 依存性を落とすことができ, 式 (4.7) の置き換えが不
要となる. そして, 式 (4.1) により Reduced バンドパラメータを近似して扱うため, 式 (4.8) の置き換え
も不要となる. なお, Reduced バンドパラメータは表 4.1 が示すように異なる半導体間で同程度の値のた
め, 近似 [式 (4.1) ] もまた Kane の行列要素のように井戸内での位置 z に依らず成り立つと仮定できる.

このようにして最終的に残る三次元バルクとの違いは井戸の面直方向の波数が演算子 k̂z である点, バン
ドパラメータの z 依存性, z 依存の井戸のポテンシャルである.

また, 交換相互作用には仮想結晶近似に相当する近似 [3.1.2 節]を適用しているとする. 包絡関数近似
は 3.3 節での各種近似と矛盾なく扱えるため, 交換相互作用も変わらず式 (4.4) と同一である. ただし係
数はユニットセルスケールでは変化しないものの, V (z) と同じく包絡関数の変化する方向と空間スケー
ルで変動すると仮定する.

4.2.2 8バンドの場合
前の 4.2.1 節の結果から, ハミルトニアンを構成するためには式 (4.3, 4.4) で各種バンドパラメータの

z 依存性, z 方向のポテンシャル V (z) を取り入れ, 波数 kz を演算子 k̂z に置き換えればよいとわかる.
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以下に形式の詳細を述べる.

対象とする量子井戸は 図 4.2 に示す井戸であり, 異なる層間で現れるポテンシャルのずれ (バンドオフ
セット) は δ6, δ8, δ7 である. バンドオフセットに加えて, 4.2.3 節 で説明するゲート電圧によるポテン
シャル Vgate(z) , ドナーの電荷によるポテンシャル Vdonor(z), Hartree ポテンシャル VHartree(z) も取り
入れて考慮する. そして, As−d(z) と Bp−d(z) の z 依存性も取り入れる.

これらの効果は k · p ハミルトニアンの H0 [式 (4.3)] と Hex [式 (4.4)] へ次の置き換えによって取り
入れられる:

As−d → As−d(z),

Bp−d → Bp−d(z),

E0
k → E0

k + VH(z) + h6(z),

− E′
k → −E′

k + VH(z)− h8(z),

− Ẽk → −Ẽk + VH(z)− h7(z), (4.9)

ただし

VH(z) = Vgate(z) + Vdonor(z) + VHartree(z), (4.10)

hi(z) = δihw(z), i = 6, 7, 8, (4.11)

δ8 = Ew − Eg − δ6,

δ7 = δ8 +∆w −∆g,

hw(z) = 0 (井戸層内), 1 (井戸層外),

である. Kane の行列要素 P はバンドギャップや split-offギャップに比べて半導体依存性が弱いため, 井
戸層の物質の値で井戸全体にわたり一定とする [1]. なお物質で決まる井戸のポテンシャルの形 hi は上記
で述べたようにバンドオフセットで記述してもよいが, 数値計算といった直接ポテンシャルを定義できる
場合は井戸層内の伝導帯の端をエネルギーの原点に置き,

h6(z) = δ6 (井戸層外), 0 (井戸層内),

− h8(z) = −(Ew − δ6) (井戸層外), −Eg (井戸層内),

− h7(z) = −(Ew − δ6)−∆w (井戸層外), −Eg −∆g (井戸層内), (4.12)

と定義する [図 4.3].

そして, Schrödinger 方程式は

H(−i∂/∂z, z)an(k∥, z) = Enk∥an(k∥, z), (4.13)

an(k∥, z) =
[
aS,↑ aS,↓ a3/2,3/2 a3/2,1/2 a3/2,−1/2 a3/2,−3/2 a1/2,1/2 a1/2,−1/2

]T
n
,

である. 指標の 3/2, 3/2 などは順に表 3.1 のバンド端に対応する指標であり, より詳細な対応は表 A.4

も参照する.
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図 4.2 量子井戸構造. パラメータの詳細は表 4.2を参照. 図は文献 [47]より引用 (©2022 American

Physical Society)

4.2.3 各種ポテンシャルと境界条件
Hartree ポテンシャル
Hartree ポテンシャルは Poisson 方程式

d2

dz2
VHartree(z) = − (−e)ρe(z)

ϵrϵ0
,

ρe(z) =
(−e)
A

8∑
α=1

∑
n,k∥

|aα,n(k∥, z)|2fFD(Enk∥), (4.14)

fFD(Enk∥) =

[
1 + exp

(
Enk∥ − µ

kBT

)]−1

,

表 4.2 AlSb/InFeAs/AlSb 量子井戸 [図 4.2] で用いたパラメータの値. バルクでのバンドパラメー
タを便利さのために付録 H から抜き出して再掲した. ただし, Fe3+ の割合は x = 3.7% である. エ
ネルギーと長さの単位はそれぞれ eV と nm である. ドナー密度は ρa = ρb = 1 × 1018 cm−3 であ
る. 温度は 30 K であり, InFeAs の Curie 温度 (x = 5% で 40 K [50–56] ) よりも低い. 量子井戸
全体の端におけるポテンシャルは Va = 0 , Vb = 0.1 eV である. その 0.1 eV のゲート電圧はおよそ
1 meV 程度の Rashba スピン分裂をもたらす. 井戸層の比誘電率は ϵr = 12.3 とした [20, 83]. また
InAs と AlSb の間での格子定数の違いによる歪みはその界面を持つ二次元トポロジカル絶縁体の量子
井戸 AlSb/InAs/GaSb/AlSb で無視できることから, 本研究でも考慮しない [84].

Eg = 0.418 ∆g = 0.390 EP = 21.5

6As−d = 0 or 0.02 6Bp−d = −0.22 δ6 = 1.35

Ew = 1.696 ∆w = 0.676 L = 40

Ld = 18 w = 6 Lw = 20



第 4章 n型強磁性半導体における p-d交換スピン軌道結合 - 電子構造 42

𝐸𝑤
𝛿6

𝐸𝑔

Δ𝑔Δ𝑤

𝑉

0

ℎ6

−ℎ8

−ℎ7

図 4.3 ポテンシャル [式 (4.12)] の定義. 一番エネルギーの高い青実線が h6, 中間にある赤実線が
−h8, 最も下にある黄実線が −h7 を示す. 黒点線はエネルギーの原点であり, 井戸層の伝導帯下端に
位置する. 他の記号の定義は図 4.2 と同一である.

から決まる. ただし ρe(z) ではユニットセルスケールでの積分を行い, Bloch 関数の周期部分を平均化し
て扱っている. なお簡単さのために静電ポテンシャル ϕe(z) を Schrödinger 方程式のポテンシャルに現
れる形 VHartree(z) = −eϕe(z) に変換している. ϵ0 は真空中の誘電率, ϵr は井戸層の半導体の比誘電率で
あり, 簡単のため井戸全体にわたって一定とする. kB は Boltzmann 定数, T は温度, µ は 4.2.4 節で述
べる化学ポテンシャル [式 (4.15)] である.

さらに数値計算のために簡単化する. まず面内波数和を積分にして, ρe(z) は

ρe(z) =
(−e)
A

8∑
α=1

∑
n,k∥

|aα,n(k∥, z)|2fFD(Enk∥),

=
(−e)
A

8∑
α=1

∑
n

A

(2π)2

∫
d2k|aα,n(k∥, z)|2fFD(Enk∥),

=
(−e)
(2π)2

8∑
α=1

∑
n

∫ +∞

0

kdk

∫ 2π

0

dθ|aα,n(k∥, z)|2fFD(Enk∥),

である. 一般に aα,n(k∥, z) と Enk∥ は特に価電子帯で面内波数 k∥ の方向に依存する. しかし, 解析する
電子状態は伝導帯の電子状態であり, 面内で等方的である. そこで aα,n(k∥, z) と Enk∥ は k∥ の方向 θ に



第 4章 n型強磁性半導体における p-d交換スピン軌道結合 - 電子構造 43

依存しない (aα,n(k, z), Enk) と仮定して θ 積分を実行する. ρe(z) は

ρe(z) =
(−e)
(2π)2

8∑
α=1

∑
n

∫ +∞

0

kdk

∫ 2π

0

dθ|aα,n(k∥, z)|2fFD(Enk∥),

=
(−e)
2π

8∑
α=1

∑
n

∫ +∞

0

kdk|aα,n(k, z)|2fFD(Enk),

≃ (−e)
2π

8∑
α=1

∑
n

∑
k

|aα,n(k, z)|2k∆kfFD(Enk),

=
(−e)∆k

2π

∑
k

k
∑
n

fFD(Enk)

8∑
α=1

|aα,n(k, z)|2,

の形に近似できる. なお数値計算における幅 ∆k での波数の離散化も含めた.

最後に境界条件は固定端条件

an,α(k∥,±L) = 0, VHartree(±L) = 0,

とする.

ゲートとドナーによるポテンシャル
ゲートとドナーによるポテンシャルは Poisson 方程式と境界条件

d2

dz2
(Vgate(z) + Vdonor(z)) = − (−e)ρdonor(z)

ϵrϵ0
,

(Vgate + Vdonor)(−L) = Va, (Vgate + Vdonor)(L) = Vb,

から決まる.

ドナー密度 ρdonor は

ρdonor(z) =



0; − L ≤ z ≤ −Ld,

eρa; − Ld ≤ z ≤ −Ld + w,

0; − Ld + w ≤ z ≤ Ld − w,

eρb; Ld − w ≤ z ≤ Ld,

0; Ld ≤ z ≤ L,

である. ρa,b の単位は体積に関する密度, 例えば cm−3 である.

Poisson 方程式を解いてゲートとドナーによるポテンシャルは

Vgate(z) + Vdonor(z) =



c1z + c2; − L ≤ z ≤ −Ld,

A

2
z2 + c3z + c4; − Ld ≤ z ≤ −Ld + w,

c5z + c6; − Ld + w ≤ z ≤ Ld − w,

B

2
z2 + c7z + c8; Ld − w ≤ z ≤ Ld,

c9z + c10; Ld ≤ z ≤ L,
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であり, 各係数は

A =
e2ρa
ϵrϵ0

, B =
e2ρb
ϵrϵ0

, C± =
A±B

2
, V± =

Va ± Vb
2

,

c1 = −2Ld − w

2L
wC− − wC+ − V−

L
,

c2 = −2Ld − w

2
wC− − LwC+ + V+,

c3 =
w2 − 2wLd + 2LLd

2L
C− + (Ld − w)C+ − V−

L
,

c4 =
(Ld − w)2

2
C− +

(L2
d − 2wL)

2
C+ + V+,

c5 =
2L− 2Ld + w

2L
wC− − V−

L
,

c6 = −2L− 2Ld + w

2
wC+ + V+,

c7 =
w2 − 2wLd + 2LLd

2L
C− − (Ld − w)C+ − V−

L
,

c8 = − (Ld − w)2

2
wC− +

(L2
d − 2wL)

2
C+ + V+,

c9 = −2Ld − w

2L
wC− + wC+ − V−

L
,

c10 = −2Ld − w

2
wC− − LwC+ + V+,

である.

4.2.4 面電荷密度と化学ポテンシャル
面電荷密度 nT は電荷中性の条件から

nT = (ρa + ρb)w,

である. nT を入力値として, 電荷密度の全空間に関する積分は∫
dr∥

∫
dzρe(z) = A

∫
dzρe(z) = (−e)nTA,

である. なお z 方向の積分範囲は井戸の面直方向全体とし, 微小量 dz はユニットセルスケールよりも大
きいと仮定する.

一方, 式 (4.14) と包絡関数の規格化条件∫
dz

8∑
α=1

|aα,n(k∥, z)|2 = 1,

から nT に関する等式

nT =
1

A

∑
n,k∥

fFD(Enk∥), (4.15)



第 4章 n型強磁性半導体における p-d交換スピン軌道結合 - 電子構造 45

を得られる. nT は電荷中性から決まっているため, この式を化学ポテンシャル µ に関する方程式として
使う. 数値計算では幅 ∆k で k∥ について離散化し, Enk∥ の k∥ に関する等方性を仮定して

nT =
∆k

2π

∑
k

k
∑
n

fFD(Enk),

の方程式を解けばよい.

4.2.5 実際の計算方法
実際に計算する際は Hartree ポテンシャルを含むため, そのポテンシャルに関して自己無撞着に解く.

具体的には次の手順である:

1. 井戸の構造やドナーの配置と密度, バンドギャップや交換相互作用などを入力する.

2. 計算する面内波数 k∥ を決める: 例えば母体半導体の [100] 方向など.

3. 各 k∥ ごとに Schrödinger 方程式 (4.13) を対角化して, 固有エネルギー Enk∥ と包絡線関数
an,α(k∥, z) を得る.

4. 化学ポテンシャル µ を決定する.

5. Hartree ポテンシャルを求め, 予測として既に用いている Hartree ポテンシャルと比較する.

6. 収束していれば終了し, 収束しなければ Hartree ポテンシャルを更新して 3 から繰り返す.

4.2.6 有限差分化ハミルトニアン
Schrödinger 方程式 (4.13) を対角化するため, ハミルトニアンを z について有限差分化する.

有限差分と境界条件
一般に変数 x の関数 f(x) は微小な h に対して Taylor 展開で

f(x± h) = f(x)± f (1)(x)h+
1

2!
f (2)(x)h2 ± 1

3!
f (3)(x)h3 +O(h4),

の形に展開できる. この展開式から中心差分は

f(x+ h)− f(x− h) = 2f (1)(x)h+ 2
1

3!
f (3)(x)h3 +O(h5),

であり, k̂z 一次で含む項の一階微分を

f (1)(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2),

O(h2)の精度で近似できる. 運動エネルギーに現れる二階微分は Taylor 展開より

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h) = f (2)(x)h2 +O(h4),

であるため,

f (2)(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2),
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図 4.4 有限差分化ハミルトニアンと Schrödinger 方程式の左辺. 左側の 1 から 8 の番号のブロック
で構成された部分がハミルトニアン, 右側の破線で構成された列ベクトルが包絡線関数を要素に持つ固
有ベクトルである. O はゼロで埋め尽くされたブロックであり, 空白のブロックはノンゼロの行列要素
を持つブロックである. 各ブロックは z 軸の N 分割によって N ×N の行列であり, 離散化による番
号の行列要素は z1, · · · , zN による要素に対応する. 1,2, · · · , 8 の番号は表 3.1 の S, ↑ などと順に対
応する. 黒実線の対角線や青破線, 赤点線はハミルトニアンの構成を見やすくするための線である.

の形で近似できる.

z 軸を z1, z2, · · · , zN と離散化した際, 境界条件として固定端

an(k∥, z0) = 0, an(k∥, zN+1) = 0,

を採用する. もし周期境界条件を採用する場合は

an(k∥, z0) = an(k∥, zN ) an(k∥, zN+1) = an(k∥, z1),

を採用すればよい.

ハミルトニアンと行列要素
有限差分化を行うと Schrödinger 方程式全体は

Han(k∥, z) = Enk∥an(k∥, z),

an(k∥, z) =
[
aS,↑ aS,↓ a3/2,3/2 a3/2,1/2 a3/2,−1/2 a3/2,−3/2 a1/2,1/2 a1/2,−1/2

]T
n
,

aα(k∥, z) =
[
aα(k∥, z1) aα(k∥, z2) · · · aα(k∥, zN )

]T
,

である. Schrödinger 方程式の左辺を図で表すと, 図 4.4 である.
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図 4.4 の 1から 8の各ブロックで演算子 k̂z が現れる行列要素の離散化を明示しておく. まず運動エネ
ルギーは

E0
kaα(zi) =

(
ℏ2k2∥
2m0

+
ℏ2k̂2z
2m0

)
aα(zi), (4.16)

=
ℏ2k2∥
2m0

aα(zi)−
ℏ2

2m0

d2

dz2
aα(zi), (4.17)

=
ℏ2k2∥
2m0

aα(zi)−
ℏ2

2m0

aα(zi+1)− 2aα(zi) + aα(zi−1)

∆z2
+O(∆z2), (4.18)

E0
kaα(zi) = − ℏ2

2m0

1

∆z2
aα(zi+1) +

(
ℏ2k2∥
2m0

+
ℏ2

m0

1

∆z2

)
aα(zi)−

ℏ2

2m0

1

∆z2
aα(zi−1) +O(∆z2),

(4.19)

である. Kane の行列要素を伴う項は√
2

3
P k̂zaα(zi) =

√
2

3
P · (−i)aα(zi+1)− aα(zi−1)

2∆z
= −

√
2

3

−iP
2∆z

aα(zi−1) +

√
2

3

−iP
2∆z

aα(zi+1),

(4.20)

± 1√
3
P k̂zaα(zi) = ± 1√

3
P · (−i)aα(zi+1)− aα(zi−1)

2∆z
= ∓ 1√

3

−iP
2∆z

aα(zi−1)±
1√
3

−iP
2∆z

aα(zi+1),

(4.21)

である. それ以外の k± や Hartree ポテンシャルなど井戸構造に関わるポテンシャル [式 (4.10, 4.11)],

s-d 交換, p-d 交換の項は 1から 8の各ブロックで対角成分のみを占める. 有限差分化で得られた 1から 8

のブロックを付録 I に示す.

4.3 伝導帯の有効ハミルトニアン
初めに n 型強磁性半導体の伝導帯を記述する有効ハミルトニアンを結晶構造の対称性から導く. この対

称性の解析によって, 対称性から許される項としてキャリアスピン σ̂, 波数ベクトル k, 磁化 M の結合
項を見いだせる. そして, 4.3.2 節で摂動論による有効ハミルトニアンと一貫していることを確認する.

4.3.1 対称性解析による有効ハミルトニアン
対称性から許される項を得るため群論を用いる. 群論の用い方には二種類あり, 物理量の変換則を直接

調べてハミルトニアンの不変な項を抽出する方法と群の既約表現による系統的な方法があり, どちらでも
同一の結果を導ける. 本節は物理量の変換則を直接調べる方法で説明する. 系統的な方法は付録 D で述
べる.

物理量の変換則を直接調べる方法は次の手順である. まず磁化 M の存在する系での群を特定し, 波数
や磁化, キャリアスピンの変換則を調べる. そして, それら物理量の積でつくられる量の変換則を明らかに
する. 最後に σ̂, k, M を反転させる時間反転操作で不変な項を残す. ただし, 磁化M , 波数 k を摂動と
して扱い, k について二次, M について一次までを考慮する.
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𝑥

𝑦

𝑦

𝑧

8𝐶3

3𝐶2
6𝑆4

𝑧

𝐶2
𝑆4

(a) III-V族半導体 | 点群𝑇𝑑 (b)強磁性半導体 | 点群𝑆4

図 4.5 (a) 非磁性 III-V族半導体の点群 Td. (b) 磁化が z 軸方向を向いた n 型強磁性半導体の点群
S4. 各点群の対称操作の詳細は本文を参照する. (b) の系では系の対称性として磁化まで含めて不変に
することが要請されるため, (a) の系よりも対称性が低下する. さらに仮想結晶近似に相当する近似を
取り入れた系とした [図 3.1]. より精密には, 点群 Td の適合関係から導かれる [85].

群の特定
n 型強磁性半導体の対称性は図 3.1 から非磁性状態なら局在スピンを無視して点群 Td で記述される

[図 4.5(a)]. 点群 Td の要素は

• E: 恒等操作
• 8C3: 図 4.5(a) の立方体の対角線を軸にした 8 通りの 2π/3 回転
• 3C2: x, y, z 軸に関して π 回転
• 6S4: x, y, z 軸に関して ±π/2 回転して, 回転軸に直交する平面で鏡映
• 6σd: 立方体の各面の対角線を含む鏡映

である.

磁化が z 軸方向に向く場合の対称操作は磁化まで含めて不変にする対称操作に限られるため, 結晶の対
称性は点群 Td で z 方向に磁場を印加した場合の適合関係 (対称性の低下の仕方) から導かれ, 点群 S4 で
記述される [85] [図 4.5(b)]. 点群 S4 の要素は

• E: 恒等操作
• C2: z 軸に関して π 回転
• S4: z 軸に関して π/2 回転して, 回転軸に直交する平面で鏡映
• S−1

4 : z 軸に関して −π/2 回転して, 回転軸に直交する平面で鏡映

である.
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不変な項の特定
図 4.6 の表 (a-d) に点群 S4 の対称操作による波数 k, キャリアスピン σ̂, 磁化 Mz と波数二次の変換

則をまとめた. k で例えば kx は C2 で −kx に, S−1
4 で −ky に変換される. σ̂, Mz, 波数二次についても

同様である.

図 4.6 の表からハミルトニアンで不変な項を構成できる. ハミルトニアンはすべての対称操作で符号を
変えてはいけないため, ハミルトニアンは表で符号を変えない項目同士の積, 同じ変換則に従う項目同士
の積のみを項に持つ. さらに磁化の反転まで含めた時間反転対称性でさらに項を絞る. 以下, 具体的に不
変な項の例を見ていく.

まず磁化ゼロ次で波数について二次までで拾い上げると

• 1̂σ: 自明なスピンの単位演算子であり, 任意のスカラー (エネルギーの基準値) に相当する
• (k2x + k2y + k2z)1̂σ: 運動エネルギーに相当する

である. 運動エネルギーとしてなら

• a[(k2x + k2y) + bk2z ]1̂σ: a, b は対称性から決まらない物質パラメータ

という項もありえる. なぜなら, 図 4.6 (c) から k2x と k2y は組をつくり閉じているため, k2z から独立し得
るためである. しかし, この項は z 成分を特別扱いしており, もともと z 方向を特別扱いしている理由は
磁化を z 方向に設定しているためである. すると, 時間反転対称性から b は Mz について二次から始ま
る. よって, 磁化について一次までで打ち切る場合には考えなくてもよい.

磁化一次で波数について二次までで拾い上げ, 時間反転対称性も反映させると不変な項は

• σ̂z に比例する項
– Mzσ̂z: 波数に依存しない一様な交換相互作用に相当し, s-d 交換に対応する
– Mzσ̂z(k

2
x + k2y),Mzσ̂zk

2
z : k, σ̂,M の結合項であり, k · p 法で定式化した機構から p-d 交換

相互作用に起因する
• σ̂x, σ̂y に比例する項: Mz(kzkxσ̂x + kzkyσ̂y) (kykz と kxkz は対称操作で互いに変換されるため
組をつくる)

である. あとは以上の不変な項に対称性で決まらない物質パラメータを掛け合わせ, すべての項を足し合
わせれば波数二次, 磁化について一次までの伝導帯に関する有効ハミルトニアンを得られる. 参考のため
にハミルトニアンに現れない不変でない項の例は図 4.6 (d) の項である.

伝導帯の有効ハミルトニアンまとめ
前節の対称性の解析から導かれる伝導帯の有効ハミルトニアンは

Heff
c =

(
a1,1 + a1,2k

2
)
1̂σ

+
(
a4,1 + a4,2k

2 + a4,3k
2
z

)
Mσ̂z

+ a4,4kzM (kxσ̂x + kyσ̂y) , (4.22)
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𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏

𝑘𝑥 −𝑘𝑥 𝑘𝑦 −𝑘𝑦

𝑘𝑦 −𝑘𝑦 −𝑘𝑥 𝑘𝑥

𝑘𝑧 𝑘𝑧 −𝑘𝑧 −𝑘𝑧

𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏

𝜎𝑥 −𝜎𝑥 −𝜎𝑦 𝜎𝑦

𝜎𝑦 −𝜎𝑦 𝜎𝑥 −𝜎𝑥

𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧

(b)キャリアスピン (パウリスピン)と
磁化 (𝑧成分のみ) (軸性ベクトル)

(a)キャリア波数 𝒌
(極性ベクトル)

𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏

𝑘𝑥
2 𝑘𝑥

2 𝑘𝑦
2 𝑘𝑦

2

𝑘𝑦
2 𝑘𝑦

2 𝑘𝑥
2 𝑘𝑥

2

𝑘𝑧
2 𝑘𝑧

2 𝑘𝑧
2 𝑘𝑧

2

𝑘𝑥𝑘𝑦 𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑦

𝑘𝑦𝑘𝑧 −𝑘𝑦𝑘𝑧 𝑘𝑥𝑘𝑧 −𝑘𝑥𝑘𝑧

𝑘𝑧𝑘𝑥 −𝑘𝑧𝑘𝑥 −𝑘𝑧𝑘𝑦 𝑘𝑧𝑘𝑦

𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏

𝑘𝑦𝑘𝑧𝜎𝑥 𝑘𝑦𝑘𝑧𝜎𝑥 −𝑘𝑥𝑘𝑧𝜎𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑧𝜎𝑦

𝑘𝑧𝑘𝑥𝜎𝑦 𝑘𝑧𝑘𝑥𝜎𝑦 −𝑘𝑧𝑘𝑦𝜎𝑥 −𝑘𝑧𝑘𝑦𝜎𝑥

(c) 波数 𝒌二次 (d) 不変でない項の例

𝑦
𝐶2

𝑆4
𝜎ℎ

𝑥𝜎ℎ𝑆4
−1

(e)点群𝑆4の対称操作

図 4.6 点群 S4 の対称操作に対する (a) キャリアの波数 k, (b) キャリアスピンと磁化 (z 成分), (c)

波数二次の変換則と (d) 変換で不変でない例. 参考のために点群 S4 の対称操作を z 軸方向から見た
図で示した (e). (e) での S4, S

−1
4 で書かれた σh は ±π/2 回転の後に xy 平面に関する鏡映操作を表

す. (a-d) で各物理量に関して符号の変える項目を赤字で強調表示した.

である. 付録 D.1 より, 群の既約表現を用いた一般の有効ハミルトニアンは

Heff
c =

(
a1,1 + a1,2k

2
)
1̂σ

+
(
a4,1 + a4,2k

2
) ∑
i=x,y,z

Miσ̂i + a4,3
∑

i=x,y,z

k2iMiσ̂i

+ a4,4 [kx(kyMy + kzMz)σ̂x + c.p.] , (4.23)

であり, 文献 [1, 86] の記号に従い ai,j は 4.3.2 節の摂動計算から決める物質パラメータであり, 対称性の
みからは決まらない. c.p. は x, y, z の指標を巡回置換させた項を略記している. 物質パラメータの物理
的な意味を述べると, a1,1 は定数のエネルギーシフト, a1,2 は運動エネルギーの係数に対応する. a4,1 は
キャリアスピン σ̂ と磁化 M のキャリアの波数 k に依存しない結合の係数であり, s-d 交換相互作用で
ある. それ以降の a4,2, a4,3, a4,4 が σ̂, M , k の結合を表す. そのような k-σ̂-M 結合項は図 2.1 に示す
k · p の機構を通して現れる. σ̂ と M の結合は価電子帯の p-d 交換に起因し, k 依存性は伝導帯と価電
子帯間の k · pバンド間遷移で現れる. k について三次元以上の項を考慮すれば, Dresselhaus スピン軌道
結合や nonparabolicity を記述する項が現れる [1, 86].
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4.3.2 摂動論による有効ハミルトニアン
Folding Down法による有効ハミルトニアン
Folding Down 法 [18, 20] を用いて, 三次元バルクと量子井戸における伝導帯の電子に関する有効ハ

ミルトニアンを導く. 簡単さのため, 磁化の向き e を +z の方向に取る [87]. Schrödinger 方程式は式
(4.13) より [

Hc Hcv

H†
cv Hv

] [
ac

av

]
= E

[
ac

av

]
, ac =

[
aS↑
aS↓

]
,

である.

Schrödinger 方程式を

(H − E)UU−1

[
ac

av

]
= 0,

U =

[
1̂2 − (Hc − E)

−1
Hcv

− (Hv − E)
−1
H†

cv 1̂6

]
,

の形に変換する. 1̂2, 1̂6 はそれぞれ 2× 2, 6× 6 の単位行列である. そして, ハミルトニアンは

(H − E)U,

=

[
Hc − E1̂2 Hcv

H†
cv Hv − E1̂6

] [
1̂2 − (Hc − E)

−1
Hcv

− (Hv − E)
−1
H†

cv 1̂6

]
,

=

[
Hc − E1̂2 +Hcv (E −Hv)

−1
H†

cv 0

0 Hv − E1̂6 +H†
cv (E −Hc)

−1
Hcv

]
,

の形に変換でき, 固有ベクトルは [
ãc

ãv

]
≡ U−1

[
ac

av

]
,

に変換する. これらの変換の結果, 伝導帯に関する Schrödinger 方程式は[
Hc − E1̂2 +Hcv (E −Hv)

−1
H†

cv

] [
ãc↑
ãc↓

]
= 0,

である.

変換された Schrödinger 方程式から 8-バンドの固有ベクトルの伝導帯成分へと価電子帯の効果を繰り
込んだハミルトニアンは

Heff
c = Hc +H0cv (E −Hv)

−1
H†

0cv, (4.24)

Hc = H0c +Hs−d,

Hv = H0v +Hp−d,

であり, E は元の k · p ハミルトニアンの固有エネルギーである.
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記号を簡略化するために, 量子井戸への応用まで念頭に置き, 式 (4.9) より
E±

6 (z) = E0
k + VH(z) + h6(z)± 3As−d(z),

E±3
8 (z) = −E′

k + VH(z)− h8(z)± 3Bp−d(z),

E±
8 (z) = −E′

k + VH(z)− h8(z)±Bp−d(z),

E±
7 (z) = −Ẽk + VH(z)− h7(z)±Bp−d(z),

の記号を導入すると, 有効ハミルトニアンの全体は

Heff
c = Hc +H0cv (E −Hv)

−1
H†

0cv,

Hc =

[
E+

6 (z) 0
0 E−

6 (z)

]
,

Hcv =

− 1√
2
Pk+

√
2
3P k̂z

1√
6
Pk− 0 − 1√

3
P k̂z − 1√

3
Pk−

0 − 1√
6
Pk+

√
2
3P k̂z

1√
2
Pk− − 1√

3
Pk+

1√
3
P k̂z

 ,

E −Hv =



E − E+3
8 (z) 0 0 0 0 0

0 E − E+
8 (z) 0 0 2

√
2B 0

0 0 E − E−
8 (z) 0 0 2

√
2B

0 0 0 E − E−3
8 (z) 0 0

0 2
√
2B 0 0 E − E−

7 (z) 0

0 0 2
√
2B 0 0 E − E+

7 (z)

 ,

である. さらに計算を進めると, 有効ハミルトニアンの H0cv (E −Hv)
−1
H†

0cv は[
Hcv (E −Hv)

−1
H†

cv

]
(1,1)

=
P 2k2∥

3
Γ+
1 (z) +

P 2

3
k̂zΓ̃

+
1 (z)k̂z,[

Hcv (E −Hv)
−1
H†

cv

]
(2,2)

=
P 2k2∥

3
Γ−
1 (z) +

P 2

3
k̂zΓ̃

−
1 (z)k̂z,[

Hcv (E −Hv)
−1
H†

cv

]
非対角

=
P 2

3

(
dΓ2(z)

dz
+ B̂

)
(kyσ̂x − kxσ̂y)−

1

3
P 2Â(kxσ̂x + kyσ̂y),

Â =
1

2

(
Γ̃2(z)k̂z + k̂zΓ̃2(z)

)
,

B̂ =
i

2

(
Γ̃2(z)k̂z − k̂zΓ̃2(z)

)
,

Γ+
1 (z) =

3

2

1

E − E+3
8

+
1

2

−ϵ+7 − 4B

D+− +
−2B − ϵ−8
D+− , Γ̃+

1 (z) =
2[−ϵ−7 − 2B]

D−+
+

−4B − ϵ+8
D−+

,

Γ−
1 (z) =

3

2

1

E − E−3
8

+
1

2

−ϵ−7 + 4B

D−+
+

2B − ϵ+8
D−+

, Γ̃−
1 (z) =

2[−ϵ+7 + 2B]

D+− +
4B − ϵ−8
D+− ,

Γ2(z) =
−ϵ−7 + 2B + ϵ+8

D−+
, Γ̃2(z) =

−ϵ−7 + 2B + ϵ+8
D−+

+
ϵ+7 + 2B − ϵ−8

D+− ,

ϵ±3
8 = E − E±3

8 , ϵ±8 = E − E±
8 , ϵ±7 = E − E±

7 ,　
D−+ = (2

√
2Bp−d)

2 − (E − E−
7 )(E − E+

8 ),

D+− = (2
√
2Bp−d)

2 − (E − E+
7 )(E − E−

8 ),
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である.

続いて E を含まない有効ハミルトニアンにするため [18, 20]

χ±3
8 =

E −
[
− ℏ2

2m0

(
k2∥ + k̂2z

)
+ VH(z)− h8(z)

]
Eg ± 3Bp−d(z)

,

χ±
8 =

E −
[
− ℏ2

2m0

(
k2∥ + k̂2z

)
+ VH(z)− h8(z)

]
Eg ±Bp−d(z)

,

χ±
7 =

E −
[
− ℏ2

2m0

(
k2∥ + k̂2z

)
+ VH(z)− h7(z)

]
Eg +∆g ±Bp−d(z)

,

の因子でべき展開して, 有効ハミルトニアンを考察しやすい形へと近似する. 三次元バルクの結果は量子
井戸で得られた結果で物質パラメータの z 依存性を落とし, z 依存性のあるポテンシャルをゼロとすれば
得られる. 三次元バルクの有効ハミルトニアンの方が量子井戸よりも単純であるため, 三次元バルクの結
果から議論する.

上記の議論からわかる通り, 考慮する状態を伝導帯のみに射影するため, 規格化定数を定義しなおさな
ければならない [1]. しかし, 本節で導く有効ハミルトニアンが後で議論するように対称性による有効ハミ
ルトニアンと波数依存性, キャリアスピンの依存性といった定性的な依存性で合致することから, 再規格
化による新たな項は出現したとしても, 波数のべき依存性など定性的な振る舞いに関して無視できる.

三次元バルクでの有効ハミルトニアン
Heff

c を展開する際, 三次元バルクでの近似因子 χ±3
8 , χ±

8 , χ
±
7 は

χ±3
8 =

E + E0
k

Eg ± 3Bp−d
, χ±

8 =
E + E0

k

Eg ±Bp−d
,

χ±
7 =

E + E0
k

Eg +∆g ±Bp−d
,

であり, 次の仮定

χ±3
8 , χ±

8 , χ
±
7 ≪ 1, (4.25)

に基づいて χ±3
8 , χ±

8 , χ
±
7 の最低次をとる. 条件 [式 (4.25)] は Eg − 3|Bp−d| ≫ |E + E0

k| の時に成り立
つ. x = 3.7% の InFeAs では Eg = 0.418 eV, 3|Bp−d| = 0.11 eV [付録 H] であるため, その条件が成り
立つ. しかし, x = 14% 近傍では Eg − 3|Bp−d| がゼロに近づき, 条件 [式 (4.25)] の少なくとも一つがも
はや成り立たなくなる.

Heff
c の第二項は [

H0cv (E −Hv)
−1
H†

0cv

]
(1,1)

=
P 2

3
Γ+
1 k

2
∥ +

P 2

3
Γ̃+
1 k

2
z ,[

H0cv (E −Hv)
−1
H†

0cv

]
(1,2)

= −P
2

3
Γ̃2kz (kxσ̂x + kyσ̂y)(1,2) ,
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の形に展開でき, k2∥ = k2x + k2y である. 係数は

Γ+
1 =

3

2

1

Eg − 3Bp−d

[
1− χ−3

8 +
(
χ−3
8

)2 − · · ·
]

+
1

2

1

(Eg +Bp−d) d+

[
−Eg +∆g + 3Bp−d

Eg +∆g −Bp−d
− χ−

7

]
+

1

(Eg +∆g −Bp−d) d+

[
−Eg + 3Bp−d

Eg +Bp−d
− χ+

8

]
, (4.26)

Γ̃+
1 =

2

(Eg −Bp−d) d−

[
−Eg +∆g + 3Bp−d

Eg +∆g +Bp−d
− χ+

7

]
+

1

(Eg +∆g +Bp−d) d−

[
−Eg + 3Bp−d

Eg −Bp−d
− χ−

8

]
, (4.27)

Γ̃2 =
−∆g − (Eg +∆g +Bp−d)χ

+
7 + (Eg −Bp−d)χ

−
8

(Eg −Bp−d) (Eg +∆g +Bp−d) d−

+
∆g − (Eg +∆g −Bp−d)χ

−
7 + (Eg +Bp−d)χ

+
8

(Eg +Bp−d) (Eg +∆g −Bp−d) d+
, (4.28)

d± =
(2
√
2Bp−d)

2

(Eg ±Bp−d) (Eg +∆g ∓Bp−d)
−
(
1 + χ±

8 + χ∓
7 + χ±

8 χ
∓
7

)
,

である.
[
H0cv (E −Hv)

−1
H†

0cv

]
(2,2)

成分は
[
H0cv (E −Hv)

−1
H†

0cv

]
(1,1)

成分で Bp−d の前の符号を
反転させることで得られる.

条件 [式 (4.25)] を仮定し, 最低次として χ±3
8 , χ±

8 , χ
±
7 のゼロ次までとし, 有効ハミルトニアンは

Heff
c =

εk↑ + εk↓
2

1̂σ + 3As−dσ̂z +B
(p−d)
eff · σ̂. (4.29)

である. B
(p−d)
eff は p-d 交換スピン軌道結合を記述する有効磁場であり, 次式(

B
(p−d)
eff

)
µ
= −1

3
P 2Γ̃2kzkµ,

(
B

(p−d)
eff

)
z
=
εk↑ − εk↓

2
, (4.30)

µ = x, y,

で与えられる. そして, εkσ (σ =↑, ↓) はスピン依存の運動エネルギーであり, 表式は

εkσ =
ℏ2k2∥
2m∗

∥σ
+

ℏ2k2z
2m∗

zσ

,

である. 有効ハミルトニアンの固有エネルギー E± は

E± =
Ek↑ + Ek↓

2
±∆E,

Ekσ = εkσ + 3As−dσ,

∆E =

√(
Ek↑ − Ek↓

2

)2

+

(
P 2

3
Γ̃2

)2

k2∥k
2
z , (4.31)
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である. スピン依存の有効質量と係数 Γ̃2 は
m0

m∗
∥↑

= 1 +
r−
2

+
R+ + EP g+

6
,

m0

m∗
z↑

= 1 +
R− + 2EP g−

3
,

m0

m∗
∥↓

= 1 +
r+
2

+
R− + EP g−

6
,

m0

m∗
z↓

= 1 +
R+ + 2EP g+

3
, (4.32)

Γ̃2 = g− − g+,

であり, 各因子は

EP =
2m0P

2

ℏ2
, (4.33)

r± =
EP

Eg ± 3Bp−d
,

R± = EP (3Eg ± 9Bp−d)/δ±,

g± = ∆g/δ±,

δ± = (Eg ±Bp−d) (Eg +∆g ∓Bp−d)− 8B2
p−d,

である. これらの表式から Γ̃2 と εkσ は有効磁場 Bp−d ∝ M [式 (4.5)] を通して磁化 M に非線形であ
る. ゆえにB

(p−d)
eff は M の非線形関数である.

対称性による有効ハミルトニアン [式 (4.22)] から許される項と摂動計算による項 [式 (4.29) ]の対応関
係は

a1,1 = 0,

a1,2k
2 =

εk↑ + εk↓
2

,

a4,1M = 3As−d,

a4,2M =
ℏ2

4

(
1

m∗
∥↑

− 1

m∗
∥↓

)
,

a4,3M =
ℏ2

4

(
1

m∗
z↑

− 1

m∗
z↓

)
− a4,2M,

a4,4M = −1

3
P 2Γ̃2,

である. 各式の右辺で M は一次までとしており, それは式 (4.22)を導く際の対称性による解析で M の
一次までとしているためである.

有効磁場 B
(p−d)
eff [式 (4.30)] は波数ベクトル k について二次である. 有効磁場の x と y 成分はそれぞ

れ kzkx と kzky に比例し, z 成分はスピン up と down の状態間の運動エネルギー差で表される. k に
ついて二次の B

(p−d)
eff は k について一次, 三次である Rashba スピン軌道相互結合 と Dresselhaus スピ

ン軌道相互結合による有効磁場と好対照を成している. 非磁性半導体でのスピン軌道相互結合は時間反転
対称性のために k について奇数次でなければならない. 一方で B

(p−d)
eff は磁化の反転とともに符号を変

えるため, B
(p−d)
eff は k の偶数次でなければならない.

B
(p−d)
eff の z 成分は有効質量 m∗

∥σ と m∗
zσ のスピン依存性を Bp−d により示し, z 方向を向く磁化に

よって発生している. Γ̃2 に比例する x, y 成分は価電子帯の Bp−d に加えて相対論的スピン軌道結合 ∆g
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𝑘𝑥

𝑘𝑧

𝑂

(a) 𝑥成分 (෨Γ2 < 0) (b) 𝑧成分

𝑘𝑥

𝑘𝑧

𝑂

図 4.7 p-d 交換相互作用による有効磁場 B
(p−d)
eff [式 (4.30)] の概念図. 各図は kxkz 平面上に

おける (a) x と (b) z 成分であり, O は k = 0 を表す. Bp−d < 0 [表 4.2] であり, Γ̃2 < 0 と
1/m∗

∥↑ − 1/m∗
∥↓ ≃ −2(1/m∗

z↑ − 1/m∗
z↓) < 0 が成り立つ. 後者の不等式によって kxky 平面で

εk↑ < εk↓, kz 軸に沿って εk↑ > εk↓ が成り立つ. 図は文献 [47] より引用 (©2022 American

Physical Society).

にも起因する. 磁化に直交する xy 平面内成分は (kx, ky, 0) に並行であり, (kx, ky, 0) に直交する Rashba

の有効磁場と対照的である. 図 4.7 (a) と (b) は B
(p−d)
eff の x と z 成分を kxkz 平面で定性的に示した図

である. ただし, 議論を固定するために Γ̃2 < 0, 1/m∗
∥↑ − 1/m∗

∥↓ ≃ −2(1/m∗
z↑ − 1/m∗

z↓) < 0 とした. こ
れらの条件は Bp−d < 0 の場合に成り立つ. ky = 0 であるため, 有効磁場の y 成分はゼロである.

量子井戸での有効ハミルトニアン
量子井戸での有効ハミルトニアンの第二項は[

H0cv (E −Hv)
−1
H†

0cv

]
(1,1)

=
P 2

3
Γ+
1 (z)k

2
∥ +

P 2

3
k̂zΓ̃

+
1 (z)k̂z,[

H0cv (E −Hv)
−1
H†

0cv

]
(1,2)

=
P 2

3

dΓ2(z)

dz
(kyσ̂x − kxσ̂y)(1,2)

− P 2

3
Γ̃2(z)k̂z (kxσ̂x + kyσ̂y)(1,2) .

Γ2(z) =
−∆g − (Eg +∆g +Bp−d)χ

+
7 + (Eg −Bp−d)χ

−
8

(Eg −Bp−d) (Eg +∆g +Bp−d) d−
,

である. ここで Γ+
1 [式 (4.26)], Γ̃+

1 [式 (4.27)], Γ2, Γ̃2 [式 (4.28)] で Bp−d の量子井戸における z 依存性
を考慮した.
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そして, χ±3
8 , χ±

8 , χ
±
7 の最低次で有効磁場の演算子 B̂QW

eff を(
B̂QW

eff

)
x
= −P

2

3

[
Âkx −

(
B̂ + C(z)

)
ky

]
, (4.34)(

B̂QW
eff

)
y
= −P

2

3

[
Âky +

(
B̂ + C(z)

)
kx

]
, (4.35)

Â =
1

2

{
Γ̃2(z), k̂z

}
, B̂ =

i

2

[
Γ̃2(z), k̂z

]
,(

B̂QW
eff

)
z
=
ε̂↑ − ε̂↓

2
, (4.36)

ε̂σ =
ℏ2k2∥

2m∗
∥σ(z)

+
ℏ2

2
k̂z

1

m∗
zσ(z)

k̂z,

の形で得られる. ここで {X̂1, X̂2} = X̂1X̂2 + X̂2X̂1 であり [X̂1, X̂2] = X̂1X̂2 − X̂2X̂1 である. Â, B̂,

ε̂σ の項は χ±3
8 , χ±

8 , χ
±
7 のゼロ次で得られる一方, C(z) の項は χ±

7 , χ
±
8 の一次で得られる [20]. Â の項

は B̂QW
eff の (kx, ky, 0) に比例した成分をもたらし, その成分は三次元バルクでの有効磁場 B

(p−d)
eff [式

(4.30)] でも存在する. 一方で, B̂ と C(z) の項は B̂QW
eff の成分のうち (−ky, kx, 0) に平行な成分をもた

らし, ポテンシャルによる dVH/dz, dhw/dz [付録 K]の Rashba 型の有効磁場と p-d 交換相互作用によ
る dBp−d/dz の項を含む. B̂QW

eff の z 成分はバルクでの B
(p−d)
eff [式 (4.30)]のように有効質量のスピン

依存性に起因する.

4.4 バンド構造, スピン分裂, スピン配向の解析
k · p ハミルトニアンの各固有状態でのスピンの期待値 (スピン配向)を計算するため, 表 3.1 に示す基

底関数を用いてスピンの行列 Σ̂i

Σ̂i =

[
σ̂
(s)
i Ocv

O†
cv σ̂

(p)
i

]
, i = x, y, z, (4.37)

の期待値を計算する. 以降で, その期待値を ⟨Σ̂i⟩ と記し, 有効ハミルトニアン [式 (4.29)] の固有状態に
関する期待値を ⟨σ̂i⟩eff と書くことで区別する. 母体半導体の InAs のバンドパラメータは付録 H の値を
用いる. 鉄濃度は 3.7% とする.

特に断らない限り, 本章では As−d を無視し, Bp−d によるスピン分裂とスピン配向を強調して調べて
いく. 後の図 4.11 で As−d による違いを議論する.

4.4.1 三次元バルク結晶での解析
図 4.8(a) では k · p ハミルトニアン [式 (4.2)] から計算した, [101] 方向, ゾーン中心近傍での伝導帯と

価電子帯をプロットした. スピン分裂した伝導帯のみを抜き出した図が図 4.8(b) であり, 波数 k の関数
であるスピン分裂を図 4.8(c) に示す. また図 4.8(b) と (c) では破線で有効ハミルトニアン [式 (4.29)] か
ら計算された伝導帯とスピン分裂も示した.

As−d = 0 のため p-d 交換誘起であるスピン分裂 [図 4.8(c)] は k · p ハミルトニアンによる計算結果
(実線)で k = 0 近傍において放物線状に増加しており, この増加は破線でプロットされた有効ハミルトニ
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CB

HH 
and
LH

SO

(a) エネルギーバンド(b) 伝導帯 CB (c) CBのスピン分裂

図 4.8 x = 3.7% の InFeAs における (a) エネルギーバンド, (b) スピン分裂した伝導帯, (c) 伝導
帯のスピン分裂で実線は k ·p ハミルトニアン [式 (4.2)] から計算された結果である. 波数 k の方向は
InAs の [101] 方向であり, a は同じく InAs の格子定数である. パラメータの値は付録 H に与えてあ
る. s-d 交換相互作用は As−d = 0 で考慮されていない. (b) と (c) の破線は有効ハミルトニアン Heff

c

[式 (4.29)] から計算された値を示す. 図は文献 [47] より引用 (©2022 American Physical Society).

アンの解析的な k に関する二次の増加 [式 (4.31)] と合致している. 一方で k · p 計算では, より大きい k

において増加率が落ち着く. InAs の格子定数 a を用いた際の k/(π/a) = 0.1 におけるスピン分裂は数
10meV に到達している. Fermi 波数 kF /(π/a) = 0.1 は電子密度に換算すると 1019 cm−3 であり, 実験
で典型的な値である.

k · p 計算による伝導帯とスピン分裂 (実線) は有効ハミルトニアンから計算されたそれら (破線)から
ずれている. この乖離は有効ハミルトニアンで χ±3

8 , χ±
8 , χ

±
7 のゼロ次までしか取らなかったためである.

高次項と再規格化による付加項を取ることで定量的な一致は改善されるだろうが, 高次項は未定の値であ
る固有エネルギー E を有効ハミルトニアンに導入してしまう. 再規格化による項は計算を煩雑にするの
みである. そして, 今回の最低次の有効ハミルトニアンは k · p 計算結果の定性的な側面を理解するのに
十分役立つため, 本研究ではゼロ次までとする.

図 4.9 (a) と (b) は, 図 4.8(b) のスピン分裂した伝導帯の各固有状態に関する, 8×8 のスピン行列
Σ̂i, i = x, y, z [式 (4.37)] の期待値 ⟨Σ̂i⟩ をプロットしスピン配向を示す. 比較のため図 4.9 (a′) と (b′)

は有効ハミルトニアン [式 (4.29)] の固有状態による Pauli 行列 σ̂i の期待値をプロットしている. また,

その計算で示されたスピン配向を概念的に図 4.10 に示した.

各スピン分裂したサブバンドで ⟨Σ̂i⟩ と ⟨σ̂i⟩ は各成分で同じ符号を持ち, 磁化とほとんど平行か反平行
である. この挙動は式 (4.30) の有効磁場の解析式から理解できる. B

(p−d)
eff で磁化と平行な成分は z 成分

であり Bp−d のみで現れる. 一方で直交する成分は Bp−d に加えて ∆g を必要とするため, 平行な成分が
直交する成分よりも大きい. 実際, 直交する成分 ⟨Σ̂x⟩ は ∆g = 0 で消える. また, ky = 0 で ⟨Σ̂y⟩ が消え
ることは式 (4.30) の ky に比例する B

(p−d)
eff の y 成分の表現と一貫している. ⟨Σ̂⟩ の長さはわずかに 1
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(a) CB1 : 𝒌 ⋅ 𝒑 (b) CB2 : 𝒌 ⋅ 𝒑

(a′) CB1 : 𝐻𝑐
eff

(b′) CB2 : 𝐻𝑐
eff

図 4.9 (a,b) スピンの各成分の期待値 ⟨Σ̂x⟩, ⟨Σ̂y⟩, ⟨Σ̂z⟩ で指し示したスピン配向. (a) CB1 と (b)

CB2 に関して k · p ハミルトニアンによるスピン分裂した伝導帯でのスピン配向を示した. (a′,b′)

有効ハミルトニアン [式 (4.29)] から得た期待値の各成分 ⟨σ̂x⟩eff , ⟨σ̂y⟩eff , ⟨σ̂z⟩eff を (a′) CB1 と
(b′) CB2 に関して示す. k などの他の説明は図 4.8 の説明を参照. 図は文献 [47] より引用 (©2022

American Physical Society).

図 4.10 図 4.9 で計算した, CB1における kxkz 平面内スピン配向.

から小さく, この減少は価電子帯の相対論的スピン軌道結合 (∆g) が電子スピンを反転させて期待値を低
減させるためである [6].

最後に s-d 交換相互作用 As−d が存在する場合のスピン分裂とスピン配向を提示し, 本質的な点は
k = 0 近傍を除いて As−d がない場合と変わらない. 図 4.11(a) は伝導帯のスピン分裂を, 図 4.11 (b)

と (c) は k · p ハミルトニアンによる 6As−d = 0.02eV でのスピン配向である. As−d が存在する場合,
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(a) CBのスピン分裂 (b) Σ𝑖 : CB1 (c) Σ𝑖 : CB2

図 4.11 (a) 伝導帯のスピン分裂, (b) 下側のサブバンド CB1 と (c) 上側のサブバンド CB 2 のス
ピン配向. 6As−d = 0.02eV を含む s,p-d の青の実線と p-d 交換のみの As−d = 0 を p-d, 赤の実線
で示した. 他のパラメータの値や k の方向は図 4.8 と同一である. 図は文献 [47] より引用 (©2022

American Physical Society).

k/(π/a) ≃ 0.03 近傍でスピン分裂が消失し, スピンの期待値 ⟨Σ̂z⟩ の z 成分は符号を変える. この挙動は
全有効磁場の z 成分の符号反転で説明でき, 負の Bp−d [表 4.2] に起因し, k に対して放物線状に増大す
るB

(p−d)
eff の大きさと As−d が競合するためである. ⟨Σ̂z⟩ が符号を変えるとき, 全有効磁場は x方向を向

き, | ⟨Σ̂x⟩ | は 1 に近づく. k = 0 近傍での s-d 交換による劇的な変化にも関わらず, k/(π/a) = 0.1 での
スピン分裂とスピン配向は p-d 交換によってほぼ決まっている.

4.4.2 量子井戸での解析
図 4.12(a) は As−d = 0 とし, Bp−d = 0 と Bp−d ̸= 0 の両方に対して kx 軸方向でスピン分裂した伝

導帯の基底サブバンドを示している. Bp−d = 0 のバンドには Rashba スピン軌道結合によるスピン分裂
が存在するが, Bp−d ̸= 0 の場合に現れる Bp−d によるスピン分裂に比べて見えないほど小さい. Bp−d に
よるスピン分裂を図 4.12(b) に示す. そのスピン分裂の増加は k について三次元バルクの図 4.8(c) よう
に放物線状に増加する.

バルクでのスピン分裂に比べて, 量子井戸でのスピン分裂は面内波数の原点 kx = ky = 0 でノンゼロで
ある. そのようなゾーン中心に現れるスピン分裂は, 量子力学的な閉じ込め効果によるノンゼロの ⟨k̂2z⟩ と
p-d 交換相互作用によるスピン依存の有効質量の複合効果が kx = ky = 0 におけるスピン依存の運動エ
ネルギーとして現れた結果である.

図 4.12(c) では ⟨Σ̂y⟩ と ⟨Σ̂z⟩ をプロットすることでスピン配向を示す. スピンはバルクでの場合 [図
4.9] のようにほとんど磁化 (z 軸) の方向に向いている. このスピン向きは式 (4.34,4.35,4.36)における量
子井戸の有効磁場 B̂QW

eff から理解できる. B̂QW
eff の成分で磁化に平行な成分は Bp−d のみによって発生し

うる一方で, 磁化に直交する成分は Â と B̂ を伴い, Bp−d に加えて ∆g を必要とする. そして, C(z) は
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(c) Σ𝑖 : CB1(a) 伝導帯 (b) スピン分裂

CB1

図 4.12 (a) 量子井戸 [図 4.2] でのスピン分裂した伝導帯のサブバンドのうち基底サブバンド. 青実
線は 6Bp−d = −0.22eV , As−d = 0 の場合を示し, スピン分裂を (b) に, 低エネルギー側の CB 1 の
固有状態に関するスピンの期待値 ⟨Σ̂y⟩ , ⟨Σ̂z⟩ を (c) に示した (⟨Σ̂x⟩ は 10−11 のオーダーの大きさで
あり, 図では省いた). 波数は kx = ky = 0近傍とし, kx 方向とした. パラメータの値には表 4.2 の値
を用いた. (a) では赤破線で Bp−d = 0, As−d = 0 の時の基底サブバンドも示したが, そのスピン分裂
は見えないほど小さい. 図は文献 [47] より引用 (©2022 American Physical Society).

∆g と空間反転対称性の破れを伴うときにのみ現れうる.
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第 5章

p-d交換スピン軌道結合の輸送特性 - 異常
Hall効果

バルクの p-d 有効磁場 B
(p−d)
eff [式 (4.30)] を反映した輸送特性例として, 本章では内因性異常 Hall 伝

導率を提示する. 内因性異常 Hall 効果で B
(p−d)
eff はその効果に必要不可欠な二つの役割を果たす [88].

一つ目の役割は伝導電子のスピンを磁化と結合させて時間反転対称性を破る役割, 二つ目の役割は伝導電
子のスピンと運動量を結びつける役割である. もし n 型強磁性半導体で B

(p−d)
eff が存在しない場合, 内因

性異常 Hall 効果を引き起こすためにはバルクであるための Dresselhaus スピン軌道結合 [5] に加えてよ
く知られた s-d 交換相互作用が必要である. そこで本章では, B

(p−d)
eff 起源の異常 Hall 伝導率の特性を明

示するため, s-d 交換相互作用と Dresselhaus スピン軌道結合による異常 Hall 伝導率も提示する. また,

p-d 交換による異常 Hall 伝導率の挙動を示したいため, 外因性による異常 Hall 伝導率への寄与を考慮し
ない. なお, 付録 F で正確なハミルトニアン [式 (3.9)] と簡単化したハミルトニアン [式 (4.3)] による異
常 Hall 伝導率を比較し, 本質的な変化がないことを確かめている.

5.1 内因性異常 Hall効果
5.1.1 計算方法と方針
本章で用いる内因性起源の Hall 伝導率は y 方向に DC 電場を印加した際の x 方向に関する伝導率

σxy = −e
2

ℏ
∑
n

∫
d3k

(2π)3
fFD(Enk)B

z
nk, (5.1)

Bz
nk = i

∑
m( ̸=n)

⟨n,k| ∂H
∂kx

|m,k⟩ ⟨m,k| ∂H
∂ky

|n,k⟩

(Enk − Emk)
2 + c.c.,

である [導出の詳細は付録 E を参照] [88]. Bz
nk はハミルトニアン H, 運動量 ℏk でエネルギー Enk を

持つ固有状態 |n,k⟩ の Berry 曲率の z 成分である. B
(p−d)
eff による σxy を計算する際, 式 (5.1) の H に

k ·p ハミルトニアン [式 (4.2)] を用いる. 理由は, 有効ハミルトニアン Heff
c [式 (4.29)] の条件 [式 (4.25)]

が満たされない高い鉄濃度の領域近くを調べるためである.
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本章では半導体ハミルトニアンを簡単化した式 (4.3) を用いる. 付録 F で Hall 伝導率に関して
Reduced バンドパラメータなどの効果を取り入れたハミルトニアン [式 (3.9)] と簡単化したハミルトニ
アン [式 (4.3)] を比較し, 本質的な変化がないことを確かめている.

式 (5.1) を用いて s-d と p-d 両方を有する場合, p-d のみの場合, Dresselhaus スピン軌道結合と s-d

交換を持つ系に対して計算する. 両方の交換相互作用を持つ場合と p-d のみを持つ場合で比較すれば, p-d

の伝導率への寄与を抽出できる. さらに従来, 異常 Hall 効果は相対論的スピン軌道結合と交換相互作用に
起因すると理解されているため [88], 三次元バルクの III-V 族半導体で現れる Dresselhaus スピン軌道結
合と交換相互作用 (s-d交換) の系で Hall 伝導率を計算する. Dresselhaus スピン軌道結合の場合と p-d

交換のみの場合を比較することで交換スピン軌道結合の効果を相対論的スピン軌道結合の効果と比較でき
る. 特に p-d 交換スピン軌道結合は異常 Hall 効果に必須の時間反転対称性の破れとスピン自由度-軌道自
由度の結合を同時に与えるため, 交換スピン軌道結合は異常 Hall 効果で重要な起源になりうると期待で
きる.

5.2 Dresselhaus スピン軌道結合による Hall 伝導率
5.2.1 二準位系の Berry曲率
ハミルトニアンと固有状態
Dresselhaus スピン軌道結合を持つ系で Hall 伝導率を計算するために二準位系の Berry 曲率を導く.

対象とする系は

H = εkσ̂0 + n · σ̂ =

[
εk + nz n−
n+ εk − nz

]
, n± = nx ± iny, (5.2)

の二準位系である. スピンの量子化軸は z 軸である. エネルギー固有値は固有値方程式∣∣∣∣εk + nz − λ n−
n+ εk − nz − λ

∣∣∣∣ = [λ2 − 2εkλ+ (ε2k − n2z)
]
− n−n+ = λ2 − 2εkλ+ ε2k − n2 = 0,

より

E± = εk ± n, n =
√
n2x + n2y + n2z,

である. 固有ベクトルは

|+⟩ =
√
n+ nz
2n

|↑⟩+ n+√
2n(n+ nz)

|↓⟩ ≡ a |↑⟩+ b+ |↓⟩ , (5.3)

|−⟩ = −b− |↑⟩+ a |↓⟩ . (5.4)

a =

√
n+ nz
2n

, b± =
n±√

2n(n+ nz)
, (5.5)
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である. これらのベクトルは実際にハミルトニアン [式 (5.2)] の固有値方程式

H |+⟩ =
[
εk + nz n−
n+ εk − nz

] √
n+nz

2n
n+√

2n(n+nz)

 =

 (εk + nz)
√

n+nz

2n + n+n−√
2n(n+nz)

n+

√
n+nz

2n + (εk − nz)
n+√

2n(n+nz)

 ,
=

 [
(εk + nz) +

n+n−
n+nz

]√
n+nz

2n

[n+ nz + (εk − nz)]
n+√

2n(n+nz)

 =

[ [nεk+(εk+n)nz+n2
z ]+(n2−n2

z)
n+nz

]√
n+nz

2n

(εk + n) n+√
2n(n+nz)

 ,
= (εk + n) |+⟩ ,

と

H |−⟩ =
[
εk + nz n−
n+ εk − nz

]− n−√
2n(n+nz)√
n+nz

2n

 =

−(εk + nz)
n−√

2n(n+nz)
+ n−

√
n+nz

2n

− n+n−√
2n(n+nz)

+ (εk − nz)
√

n+nz

2n

 ,
=

[(εk + nz)− (n+ nz)]
−n−√

2n(n+nz)[
−n+n−

n+nz
+ (εk − nz)

]√
n+nz

2n

 =

 (εk − n) −n−√
2n(n+nz)[

−(n2−n2
z)+[nεk+(εk−n)nz−n2

z ]
n+nz

]√
n+nz

2n

 ,
= (εk − n) |−⟩ .

を満たす. さらに規格直交性

⟨±|±⟩ = a2 + b+b− =
n+ nz
2n

+
n+n−

2n(n+ nz)
=

(n+ nz)
2 + (n2 − n2z)

2n(n+ nz)
=

(n2 + 2nnz + n2z) + (n2 − n2z)

2n(n+ nz)
= 1,

⟨+|−⟩ = (a ⟨↑|+ b− ⟨↓|)(−b− |↑⟩+ a |↓⟩) = −ab− + ab− = 0.

も満たす.

二準位系の Berry 曲率
Bloch 波数 k をハミルトニアンのパラメータとして Berry 曲率

Bn = ∇k ×An, An = i ⟨Ψn|∇k|Ψn⟩ .

を変形していく. n はエネルギー固有値の指標など任意の量子数 (の組)であり, |Ψn⟩ はその固有ケット
である. An を Berry 接続という.

⟨Ψn|∂ki
∂kj

Ψn⟩ = ⟨Ψn|∂kj
∂ki

Ψn⟩ を用いて Berry 曲率を

Bn = (∂kx
ex + ∂ky

ey + ∂kz
ez)× i ⟨Ψn|(∂kx

ex + ∂ky
ey + ∂kz

ez)|Ψn⟩ ,
= i(⟨∂ky

Ψn|∂kz
Ψn⟩ − ⟨∂kz

Ψn|∂ky
Ψn⟩)ex

+ i(⟨∂kzΨn|∂kxΨn⟩ − ⟨∂kxΨn|∂kzΨn⟩)ey
+ i(⟨∂kx

Ψn|∂ky
Ψn⟩ − ⟨∂ky

Ψn|∂kx
Ψn⟩)ez, (5.6)
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の形に変形できる. ei(i = x, y, z) は i 方向の単位ベクトルである. さらに |Ψn⟩ に関する完全性を用いて

⟨∂kiΨn|∂kjΨn⟩ − ⟨∂kjΨn|∂kiΨn⟩ ,

=
∑
m

⟨∂ki
Ψn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kj

Ψn⟩ − c.c,

=

∑
m ̸=n

⟨∂ki
Ψn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kj

Ψn⟩ − c.c

+
[
⟨∂ki

Ψn|Ψn⟩ ⟨Ψn|∂kj
Ψn⟩ − c.c

]
,

である. 次に ⟨Ψn|Ψn⟩ = 1 であるために

⟨∂kiΨn|Ψn⟩+ ⟨Ψn|∂kiΨn⟩ = 0,

なので ⟨Ψn|∂ki
Ψn⟩ = ia

(n)
i が成り立つ. a

(n)
i は実数である. この結果を代入して, 先の行列要素の差は

⟨∂kiΨn|∂kjΨn⟩ − ⟨∂kjΨn|∂kiΨn⟩ ,

=

∑
m ̸=n

⟨∂ki
Ψn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kj

Ψn⟩ − c.c

+
[
(ia

(n)
i )∗ · ia(n)j − (ia

(n)
j )∗ · ia(n)i

]
,

=
∑
m ̸=n

(
⟨∂ki

Ψn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kj
Ψn⟩ − ⟨∂kj

Ψn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂ki
Ψn⟩

)
, (5.7)

である.

最後に ⟨∂kiΨn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kjΨn⟩ を変形する. まず Schrödinger 方程式 H |Ψn⟩ = En |Ψn⟩ を ki で微
分して, その結果は

(∂ki
H) |Ψn⟩+H |∂ki

Ψn⟩ = (∂ki
En) |Ψn⟩+ En |∂ki

Ψn⟩ ,

である. 左から ⟨Ψm| を n ̸= m,Em ̸= En のもとでかけて

⟨Ψm|∂ki
H|Ψn⟩+ Em ⟨Ψm|∂ki

Ψn⟩ = En ⟨Ψm|∂ki
Ψn⟩ ,

⟨Ψm|∂ki
Ψn⟩ =

⟨Ψm|∂ki
H|Ψn⟩

En − Em
,

を得られる. この表式を式 (5.7) に代入して∑
m ̸=n

(
⟨∂kiΨn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kjΨn⟩ − ⟨∂kjΨn|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kiΨn⟩

)
,

=
∑
m ̸=n

⟨Ψn|∂ki
H|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kj

H|Ψn⟩ − ⟨Ψn|∂kj
H|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂ki

H|Ψn⟩
(En − Em)2

,

最後にこの表現を式 (5.6) へ代入して, En ̸= Em のもとでの Berry 曲率の一般的な表現

Bn = i
∑
m ̸=n

⟨Ψn|∂kyH|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kzH|Ψn⟩ − ⟨Ψn|∂kzH|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kyH|Ψn⟩
(En − Em)2

ex

+ i
∑
m ̸=n

⟨Ψn|∂kz
H|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kx

H|Ψn⟩ − ⟨Ψn|∂kx
H|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kz

H|Ψn⟩
(En − Em)2

ey

+ i
∑
m ̸=n

⟨Ψn|∂kx
H|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂ky

H|Ψn⟩ − ⟨Ψn|∂ky
H|Ψm⟩ ⟨Ψm|∂kx

H|Ψn⟩
(En − Em)2

ez.
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を得られる.

一般的な表現を二準位系 [式 (5.2)] に用いると, Berry 曲率は

B+ = i
⟨+|∂ky

H|−⟩ ⟨−|∂kz
H|+⟩ − ⟨+|∂kz

H|−⟩ ⟨−|∂ky
H|+⟩

(E+ − E−)2
ex

+ i
⟨+|∂kz

H|−⟩ ⟨−|∂kx
H|+⟩ − ⟨+|∂kx

H|−⟩ ⟨−|∂kz
H|+⟩

(E+ − E−)2
ey

+ i
⟨+|∂kxH|−⟩ ⟨−|∂kyH|+⟩ − ⟨+|∂kyH|−⟩ ⟨−|∂kxH|+⟩

(E+ − E−)2
ez, (5.8)

B− = −B+,

である.

Berry 曲率の使いやすい形への変形
この節ではハミルトニアンの波数微分

∂ki
H = ∂ki

εkσ̂0 + (∂ki
n) · σ̂, E+ − E− = 2n, n′

ij ≡ ∂ki
nj , (5.9)

を用いて Berry 曲率を使いやすい形へ変形していく.

Berry 曲率 [式 (5.8)] に現れる各ブラケットを計算するために固有ベクトル [式 (5.3-5.5)] を用いて, ブ
ラケットは

⟨+|∂kiH|−⟩ ,

= (a ⟨↑|+ b− ⟨↓|)
(
∂ki

εkσ̂0 + (∂ki
n⃗) · ˆ⃗σ

)
(−b− |↑⟩+ a |↓⟩) ,

= (a ⟨↑|+ b− ⟨↓|)
(
n′ixσ̂x + n′iyσ̂y + n′izσ̂z

)
(−b− |↑⟩+ a |↓⟩) ,

= (a2 − b2−)n
′
ix − i(a2 + b2−)n

′
iy − 2ab−n

′
iz,

=

(
n+ nz
2n

−
n2x − n2y − 2inxny

2n(n+ nz)

)
n′ix − i

(
n+ nz
2n

+
n2x − n2y − 2inxny

2n(n+ nz)

)
n′iy −

n−
n
n′iz,

≡ (p− + iq)n′ix − i(p+ − iq)n′iy − r−n
′
iz, (p±, q, r±) =

(
n+ nz
2n

±
n2x − n2y

2n(n+ nz)
,

nxny
n(n+ nz)

,
n±
n

)
,

である. ただし, r∗± = r∓, p
∗
± = p± である. この結果, ブラケットの積は

⟨+|∂kiH|−⟩ ⟨−|∂kjH|+⟩ ,
=
[
(p− + iq)n′ix − i(p+ − iq)n′iy − r−n

′
iz

] [
(p− − iq)n′jx + i(p+ + iq)n′jy − r+n

′
jz

]
,

= (p2− + q2)n′ixn
′
jx + i(p− + iq)(p+ + iq)n′ixn

′
jy − (p− + iq)r+n

′
ixn

′
jz

− i(p+ − iq)(p− − iq)n′iyn
′
jx + (p2+ + q2)n′iyn

′
jy + i(p+ − iq)r+n

′
iyn

′
jz

− r−(p− − iq)n′izn
′
jx − ir−(p+ + iq)n′izn

′
jy + r+r−n

′
izn

′
zz, (5.10)

である. ここで Berry 曲率で ⟨+|∂ki
H|−⟩ ⟨−|∂kj

H|+⟩ が −c.c とともに現れていることから,

⟨+|∂ki
H|−⟩ ⟨−|∂kj

H|+⟩ の虚部さえ計算すればよい. (p2− + q2)n′ixn
′
jx といった実数の項は Berry 曲率

に現れない.
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虚部を与える項の係数を順に計算すると, 計算して実数になる項を (Real part) と略記して

i(p− + iq)(p+ + iq) = i(p−p+ − q2)− (p+ + p−)q,

= i

(n+ nz
2n

)2

−

(
n2x − n2y

2n(n+ nz)

)2

−
(

nxny
n(n+ nz)

)2
+ (Real part),

= i
(n+ nz)

4 − (n2x − n2y)
2 − 4n2xn

2
y

[2n(n+ nz)]
2 + (Real part),

= i
(n+ nz)

4 − (n2x + n2y)
2

[2n(n+ nz)]
2 + (Real part),

= i

[
(n+ nz)

2 + (n2 − n2z)
] [

(n+ nz)
2 − (n2 − n2z)

]
[2n(n+ nz)]

2 + (Real part),

= i
2n(n+ nz) · 2nz(n+ nz)

[2n(n+ nz)]
2 + (Real part),

= i
nz
n

+ (Real part). (5.11)

(p− + iq)r+ = (p− + iq)
nx + iny

n
,

=
i(p−ny + qnx)

n
+ (Real part),

= i
(n+ nz)

2 − (n2x − n2y) + 2n2x
2n2(n+ nz)

ny + (Real part),

= i
n2 + 2nnz + n2z − n2x + n2y + 2n2x

2n2(n+ nz)
ny + (Real part),

= i
2n(n+ nz)

2n2(n+ nz)
ny + (Real part),

= i
ny
n

+ (Real part), (5.12)

i(p+ − iq)r+ = i(p+ − iq)
nx + iny

n
,

= i
i(p+ny − qnx) + p+nx + qny

n
,

= i
p+nx + qny

n
+ (Real part),

= i
(n+ nz)

2 + (n2x − n2y) + 2n2y
2n2(n+ nz)

nx + (Real part),

= i
n2 + 2nnz + n2z + n2x − n2y + 2n2y

2n2(n+ nz)
nx + (Real part),

= i
2n(n+ nz)

2n2(n+ nz)
nx + (Real part),

= i
nx
n

+ (Real part), (5.13)
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−i(p+ − iq)(p− − iq) = [i(p+ + iq)(p− + iq)]
∗
= −inz

n
+ (Real part), (5.14)

r−(p− − iq) = [r+(p− + iq)]
∗
= −iny

n
+ (Real part), (5.15)

−ir−(p+ + iq) = [ir+(p+ − iq)]
∗
= −inx

n
+ (Real part), (5.16)

である.

式 (5.11-5.16) をブラケット [式 (5.10)] に代入して

⟨+|∂ki
H|−⟩ ⟨−|∂kj

H|+⟩ ,

= i
nz
n
(n′ixn

′
jy − n′iyn

′
jx) + i

ny
n
(n′izn

′
jx − n′ixn

′
jz) + i

nx
n
(n′iyn

′
jz − n′izn

′
jy) + (Real part),

= i
n

n
·
[
(∂kin)× (∂kjn)

]
+ (Real part), (5.17)

を得られる. 式 (5.17) を式 (5.8)に代入して Berry 曲率は n ̸= 0 のもとで

B+ =
i

4n2

[
2i
n

n
·
[
(∂ky

n)× (∂kz
n)
]
ex + 2i

n

n
· [(∂kz

n)× (∂kx
n)] ey + 2i

n

n
·
[
(∂kx

n)× (∂ky
n)
]
ez

]
,

=
−1

2n2

[n
n
·
[
(∂ky

n)× (∂kz
n)
]
ex +

n

n
· [(∂kz

n)× (∂kx
n)] ey +

n

n
·
[
(∂kx

n)× (∂ky
n)
]
ez

]
,

である. 成分をあからさまに書くと

(B+)x =
−1

2n2

[nx
n

(
n′yyn

′
zz − n′yzn

′
zy

)
+
ny
n

(
n′yzn

′
zx − n′yxn

′
zz

)
+
nz
n

(
n′yxn

′
zy − n′yyn

′
zx

)]
, (5.18)

(B+)y =
−1

2n2

[nx
n

(
n′zyn

′
xz − n′zzn

′
xy

)
+
ny
n

(n′zzn
′
xx − n′zxn

′
xz) +

nz
n

(
n′zxn

′
xy − n′zyn

′
xx

)]
, (5.19)

(B+)z =
−1

2n2

[nx
n

(
n′xyn

′
yz − n′xzn

′
yy

)
+
ny
n

(
n′xzn

′
yx − n′xxn

′
yz

)
+
nz
n

(
n′xxn

′
yy − n′xyn

′
yx

)]
, (5.20)

である.

5.2.2 Dresselhaus スピン軌道結合系への適用
n 型強磁性半導体で現れうる内因性異常 Hall 効果として Dresselhaus スピン軌道結合と s-d 交換相互

作用による効果が考えられる. そこで, その Hall 伝導率 σ
(D)
xy を計算する. この系のハミルトニアンとエ

ネルギー固有値は

H =
ℏ2k2

2m∗ +B(D) · σ̂ + 3As−dσ̂z,

B
(D)
i = γDki(k

2
j − k2k),

(i, j, k) = (x, y, z), (y, z, x), (z, x, y), (5.21)

E± =
ℏ2k2

2m∗ ±∆ED,

∆ED =

√(
B

(D)
x

)2
+
(
B

(D)
y

)2
+
[
B

(D)
z + 3As−d

]2
, (5.22)

である. m∗ は m∗
∥σ と m∗

zσ [式 (4.32)] で Bp−d = 0 として得られる伝導帯の有効質量である. γD は
Dresselhaus スピン軌道結合の係数であり, γD = 0.0271 eV·nm3 の値を用いる [1].
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Dresselhaus 系のハミルトニアンと一般の二準位系の対応は

n = B(D) +H, n = ∆ED, E± = εk ± n, εk =
ℏ2k2

2m∗ .

である. なお見やすさのために s-d 交換の有効的な磁場を一時的に H と書いた. 以下, 簡単のためにH

は z 方向を向いているとし

n =
√
γ2Dk

2
x(k

2
y − k2z)

2 + γ2Dk
2
y(k

2
z − k2x)

2 + [γDkz(k2x − k2y) +Hz]2,

とする.

Berry 曲率の各成分を計算していく. B+,x に関して式 (5.18) より
nx
n

(
n′yyn

′
zz − n′yzn

′
zy

)
∝ kx(k

2
y − k2z)

[
(k2z − k2x)(k

2
x − k2y)− (2kykz)(2kykz)

]
∝ kx,

ny
n

(
n′yzn

′
zx − n′yxn

′
zz

)
∝ ky(k

2
z − k2x)

[
(−2kykz) · (−2kxkz)− 2kxky · (k2x − k2y)

]
∝ kx,

nz
n

(
n′yxn

′
zy − n′yyn

′
zx

)
∝ kz(k

2
x − k2y)

[
(2kykx) · (2kykz)− (k2z − k2x) · (−2kxkz)

]
∝ kx,

である. B+,y に関して式 (5.19) より
nx
n

(
n′zyn

′
xz − n′zzn

′
xy

)
∝ kx(k

2
y − k2z)

[
(2kykz)(2kxkz)− (k2x − k2y)(−2kykx)

]
∝ ky,

ny
n

(n′zzn
′
xx − n′zxn

′
xz) ∝ ky(k

2
z − k2x)

[
(k2x − k2y)(k

2
y − k2z)− (−2kxkz) · (2kxkz)

]
∝ ky,

nz
n

(
n′zxn

′
xy − n′zyn

′
xx

)
∝ kz(k

2
x − k2y)

[
(−2kxkz) · (−2kxky)− (2kykz)(k

2
y − k2z)

]
∝ ky,

である. なお ∝ kx などは ∝ kx× (kxの偶数次, ky, kz による関数) を略記している. 以下においても同様
である. B+,x, B+,y はそれぞれ kx, ky の奇関数であり, エネルギー固有値は偶関数 (E±(−ki) = E±(ki),

i = x, y) であるため, 伝導率テンソルで σyz = σzx = 0 がいえる. 最後に B+,z に関して式 (5.20) より

nx
n

(
n′xyn

′
yz − n′xzn

′
yy

)
=
γ3D
n
kx(k

2
y − k2z)

[
(−2kxky)(−2kykz)− (2kxkz)(k

2
z − k2x)

]
,

=
2γ3D
n
kzk

2
x(k

2
y − k2z)

[
2k2y − (k2z − k2x)

]
ny
n

(
n′xzn

′
yx − n′xxn

′
yz

)
=
γ3D
n
ky(k

2
z − k2x)

[
(2kxkz)(2kxky)− (k2y − k2z)(−2kykz)

]
,

=
2γ3D
n
kzk

2
y(k

2
z − k2x)

[
2k2x + (k2y − k2z)

]
,

nz
n

(
n′xxn

′
yy − n′xyn

′
yx

)
=
γDkz(k

2
x − k2y) +Hz

n
· γ2D

[
(k2y − k2z)(k

2
z − k2x)− (−2kxky)(2kxky)

]
,

=
γDkz(k

2
x − k2y) +Hz

n
· γ2D

[
(k2y − k2z)(k

2
z − k2x) + 4k2xk

2
y

]
,

である.
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n = ∆ED であるから, 最終的に Hall 伝導率 [式 (5.1)] は

σ(D)
xy = −e

2

ℏ

∫
d3k

(2π)3
(f(E+)− f(E−))

× −γ2D
2(∆ED)3

{
2γDkzk

2
x(k

2
y − k2z)

(
k2x + 2k2y − k2z

)
+2γDkzk

2
y(k

2
z − k2x)

(
2k2x + k2y − k2z

)
+[γDkz(k

2
x − k2y) + 3As−d]

×
[
(k2y − k2z)(k

2
z − k2x) + 4k2xk

2
y

]}
, (5.23)

である.

5.3 p-d 交換スピン軌道結合による伝導率
Hall 伝導率の一般式 (5.1) をもとの k · p ハミルトニアンから計算するために波数微分を計算してい

く. その際, 交換相互作用は波数に依存しないことから半導体のハミルトニアン [式 (4.3)] の波数微分を
計算すればよい. それら波数微分は Berry 曲率の z 成分に現れる微分に関して

∂kx
H = ∂kx

H0, (5.24)

∂kxH0 =

[
∂kx

H0c ∂kx
H0cv

∂kx
H†

0cv ∂kx
H0v

]
, (5.25)

∂kx
H0c =

[
∂kxE

0
k 0

0 ∂kx
E0

k

]
, ∂kx

E0
k = ℏ2kx/m0 (5.26)

∂kx
H0v =


−∂kxE

0
k 0 0 0 0 0

0 −∂kxE
0
k 0 0 0 0

0 0 −∂kx
E0

k 0 0 0
0 0 0 −∂kx

E0
k 0 0

0 0 0 0 −∂kx
E0

k 0
0 0 0 0 0 −∂kx

E0
k

 , (5.27)

∂kx
H0cv =

[
− 1√

2
P 0 1√

6
P 0 0 − 1√

3
P

0 − 1√
6
P 0 1√

2
P − 1√

3
P 0

]
, (5.28)
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と

∂ky
H = ∂ky

H0, (5.29)

∂kyH0 =

[
∂kyH0c ∂kyH0cv

∂kyH
†
0cv ∂kyH0v

]
, (5.30)

∂ky
H0c =

[
∂ky

E0
k 0

0 ∂ky
E0

k

]
, ∂ky

E0
k = ℏ2ky/m0 (5.31)

∂ky
H0v =


−∂kyE

0
k 0 0 0 0 0

0 −∂ky
E0

k 0 0 0 0
0 0 −∂ky

E0
k 0 0 0

0 0 0 −∂ky
E0

k 0 0
0 0 0 0 −∂ky

E0
k 0

0 0 0 0 0 −∂kyE
0
k

 , (5.32)

∂ky
H0cv =

[
− i√

2
P 0 −i√

6
P 0 0 i√

3
P

0 − i√
6
P 0 −i√

2
P − i√

3
P 0

]
, (5.33)

である.

これら波数微分を用いて Hall 伝導率を計算する方法は

1. k 点を設定する
2. k · p ハミルトニアンを対角化して固有エネルギー En と固有ケット |n⟩ を得る
3. Berry 曲率の z 成分 Bn,z を計算する
4. Bn,z の統計平均を計算する

である. バンドパラメータは付録 H の値を用いた.

5.4 計算結果と議論
Γ 点近傍の電子状態による異常 Hall 伝導率に着目するため, 波数空間での積分範囲は 3.5 節で述べた

ように, ki(i = x, y, z)軸方向に −π/a から π/a の立方体とする.

図 5.1(a) はゼロ温度, 電子密度 1019 cm−3 (非磁性の場合に 0.7 eV の Fermi エネルギー εF に相当)

における Hall 伝導率 σxy を次の三つの場合で示している. 一つ目の伝導率は n 型強磁性半導体で Bp−d

と As−d 両方をともなう σ
(p+s)
xy (青実線), 二つ目の伝導率は Bp−d のみの σ

(p)
xy (黒破線), 三つ目の伝導

率は Dresselhaus スピン軌道結合と As−d による σ
(D)
xy (赤実線) である. 図 5.1(a) に示していないが,

これら三つの伝導率は小さい x の領域 (x < 0.5%) で増加し, これは伝導電子のスピンと磁化の結合が x

とともに増大するためである. しかし, より大きい x の領域で図 5.1(a) (x > 1%) が示すように σ
(D)
xy は

x の増加に対して減少し, σ
(p)
xy と σ

(p+s)
xy は増大し続けている.

σ
(D)
xy の減少は伝導帯のスピン分裂 ∆ED が As−d [式 (5.22)] の x に対する線形的な増加するためで

ある. 実際, f(E+) − f(E−) ≈ 1 である k 空間の領域が As−d とともに増加することを考慮しても, 式
(5.23) が示すように |B(D)| ≪ 3As−d ≪ εF の時に σ

(D)
xy は (As−d)

−1 依存性に漸近する.

一方で σ
(p)
xy と σ

(p+s)
xy の一方的な増加は伝導帯と価電子帯のエネルギー差の減少から説明できる. 図

5.1(b) は x = 10% で, k = 0 近傍におけるバンド構造を示しており, そのような比較的高い鉄濃度の
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(a) Hall 伝導率 (b) 𝑥Fe= 10 % でのバンド構造

図 5.1 (a) n型強磁性半導体 で p-d と s-d 両方を伴った内因性異常 Hall 伝導率 σ
(p+s)
xy (青実線),

p-d 交換相互作用のみによる Hall 伝導率 σ
(p)
xy (黒破線), そして s-d 交換と Dresselhaus スピン軌道

結合による Hall 伝導率 σ
(D)
xy (赤実線) である. (b) InFeAs, x = 10%, [101] 方向で p-d 交換を伴っ

たエネルギーバンド. 図は文献 [47] より引用 (©2022 American Physical Society).

Bp−d によるスピン分裂でバンドギャップが狭まっている様子が見て取れる. σxy の表式 (5.1) に従うと,

そのようなエネルギーギャップの減少が σxy のエネルギー分母で効き, 図 5.1(a) に示される大きい x で
の σ

(p)
xy と σ

(p+s)
xy の増加に帰結する.

この増加は p-d 交換スピン軌道結合の有効磁場 [式 (4.30)] からも理解できる. 有効磁場が Hall 伝導率
に重要な寄与をなし, その磁場はバンドギャップ [図 2.1] をまたいで現れるためにギャップの減少ととも
に大きくなる. 結果, ギャップを縮める鉄濃度の増加は Hall 伝導率を大きくする.
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第 6章

p-d交換スピン軌道結合の熱力学的特性 -

Curie温度

本章では n 型強磁性半導体の熱力学的性質, 特に p-d交換とバンド間遷移による複合過程 (p-d交換ス
ピン軌道結合)による磁気的な相転移, Curie 温度 Tc に着目して議論する. Tc の解析方法を議論したの
ちに代表的な物質例として InFeAs と InFeSb を取り上げる. 本理論は Bloch電子の介在する交換相互作
用のみ考慮するため, Tc の更なる一致を目指すなら 3.6 節で述べた無視した効果 (キャリア間 Coulomb

相互作用, 局在スピンとの交換相互作用以外の不純物ポテンシャル, 考慮した伝導帯以外の伝導帯, 超交換
相互作用など他の機構の交換相互作用など) を取り入れる必要があると考えられる.

6.1 Curie温度の解析方法とハミルトニアン
6.1.1 解析方法
Curie 温度 Tc の解析方法は 3.5 節に記した自己無撞着な局在スピン偏極 ⟨Ŝ⟩ の決定方法に従う. その

手順は

1. 物質パラメータ [付録 H], 局在スピン偏極 ⟨Ŝ⟩ の向きを決める
2. 局在スピン偏極の大きさ | ⟨Ŝ⟩ | の予測値を設定する
3. Schrödinger 方程式 [式 (3.16)] を解いてキャリアのバンド構造と固有ベクトルを得る
4. キャリアスピン偏極密度を計算する [式 (3.21) もしくは (3.22)]

5. 局在スピン偏極の状態方程式 [式 (3.20)] にキャリアスピン偏極密度を代入して, 新たに | ⟨Ŝ⟩ | を
得る

6. 予測値として用いた 2の | ⟨Ŝ⟩ |と 5で得た | ⟨Ŝ⟩ |を比較する.

7. 収束していれば, 次の温度に移り, 新たに得た | ⟨Ŝ⟩ | をその次の温度での初期予測値とする. 収束
していなければ, | ⟨Ŝ⟩ |を更新して 2から収束まで繰り返す

である. なお化学ポテンシャルが伝導帯を横切る金属の場合は 3.4 節で議論したように, 化学ポテンシャ
ルを母体半導体の伝導帯における有効質量を持つ電子ガスモデルで近似する [式 (3.15)]. そして, 各温度
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(a)Fe 0 %

𝐸𝑔

(b)6.5 % (c)10 %

図 6.1 鉄濃度 (a) 0, (b) 6.5, (c) 10% での InFeSb のエネルギーバンド. k は母体半導体の [100]

方向に平行であり, a は母体半導体の格子定数である. またエネルギーギャップ Eg と s, p-d 交換によ
る変化の様子を網掛けの領域で強調した. (a) 母体半導体はゾーン中心に Eg のギャップを持つ. (b)

鉄濃度 6.5% で s, p-d 交換によりギャップが閉じる. (c) 閉じたギャップはバンド反転で再び開く. 図
では簡単さのため, スピン縮退もしくはスピン分裂した CB, HH, LH のみをプロットした.

で局在スピン偏極 ⟨Ŝ⟩ を決定し, | ⟨Ŝ⟩ | が十分小さくなった温度を Tc の近似値とする. このようにして
各鉄濃度や電子密度で Tc を求め, p-d交換スピン軌道結合の熱力学的性質を解析する.

以下, 簡単さのために ⟨Ŝ⟩ の向きを母体半導体の [001] 方向に固定した. その向きを変えても大きさ
| ⟨Ŝ⟩ | に変化がない事を確かめた.

6.1.2 ハミルトニアン
本章のハミルトニアンは有効ハミルトニアン [式 (4.29)] でなく k · p ハミルトニアン [式 (3.16)] であ

り, 母体半導体のハミルトニアンは Remote バンドパラメータなどを含めた精密なハミルトニアンである
[式 (3.9)].

k · p ハミルトニアンを用いる理由は, たとえ Γ 点のエネルギーギャップ Eg [図 6.1 (a)] が s, p-d 交
換相互作用によって潰れ, 有効ハミルトニアンが適用可能でなくなったとしても, k · p ハミルトニアン
[式 (3.1)] は適用可能であるためである. 図 6.1 (a), (b), (c) それぞれに鉄濃度 0, 6.5, 10 % における
InFeSb のエネルギーバンドを示す. Γ 点におけるエネルギーギャップは鉄濃度とともに s, p-d交換相互
作用によって小さくなり, 6.5 % で閉じる [図 6.1 (b)]. こういった領域で有効ハミルトニアンは明らかに
適用可能でない. そして, 鉄濃度をさらに高くするとバンド反転によって再びギャップが開く [図 6.1 (c)].

Remote バンドパラメータを取り入れる理由は, それらのパラメータを取り入れないと 6.2.1 節で議論
するように Tc が現実的な値でなくなるためである.
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(a) 局在スピン偏極 (b) キャリアスピン偏極密度

Fe: 6 %
𝑛𝑒: 1019 cm-3

図 6.2 (a) InFeAs の鉄濃度 6%, 実験で典型的な電子密度 ne = 1019 cm−3 における局在スピン偏
極の大きさ | ⟨Ŝ⟩ | の温度依存性. スピン偏極の向きは母体半導体の [001] 方向とした. 縦軸が | ⟨Ŝ⟩ |
を, 横軸が温度を表す. | ⟨Ŝ⟩ | が十分小さくなった温度で Curie 温度 Tc = 29.8 K を求められる. (b)

伝導帯 (左パネル), 価電子帯 (右パネル) のバンド端表現によるキャリアスピン偏極密度の z 成分 [式
(3.21)] を表す. ⟨Ŝ⟩ を z 方向に設定しているため, キャリアスピン偏極密度の x, y 成分はゼロであ
り, 図では省いた.

6.2 InFeAs

代表的な物質として InFeAs を取り上げる. まず実際の Tc の抽出方法を示し, その後に Tc の鉄濃度,

電子密度依存性を議論する.

6.2.1 局在スピンとキャリアスピンのスピン偏極, Curie温度の鉄濃度依存性
図 6.2 （a）は, 実験的に典型的な鉄濃度 6%, 電子密度 ne = 1019 cm−3 [49, 55]における局在スピン

偏極の大きさ | ⟨Ŝ⟩ | を示したものである. 方向は母体半導体の [001] 方向とした. 低温（1ケルビン）で
の飽和値から, | ⟨Ŝ⟩ |は温度とともに減少し, ある点で十分小さいと見なせる. | ⟨Ŝ⟩ |が十分小さくなる温
度を Curie 温度 Tc の近似値とする.

図 6.2 (b)は伝導帯のバンド端表現 (左パネル)と価電子帯のバンド端表現 (右パネル) の両方でのスピ
ン偏極密度 [式 (3.21)] の z 成分を示している. z 成分は Curie 温度以下でノンゼロであり, [100], [010]

方向に平行な x, y 成分は, ⟨Ŝ⟩ を z 方向に設定したためにゼロである. ⟨Ŝ⟩ を他の方向に設定した際,

キャリアスピン偏極密度がその方向に追随し, Tc と | ⟨Ŝ⟩ | で変化は見られなかった.

図 6.3 は Tc の鉄濃度 xFe 依存性を示している. 電子密度は実験で典型的な 1019 cm−3 とした. 黒い
マーカーは同じ電子密度と推定された系での実験値である [55]. 赤い円が本研究での計算結果であり, 見
やすさのために赤実線で結んだ. Tc の計算値は xFe に線形に依存しており, この比例関係は平均場理論
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𝑛𝑒: 1019 cm-3

図 6.3 実験で典型的な電子密度 1 × 1019 cm−3 の InFeAs における Curie 温度 Tc の鉄濃度 xFe

依存性. 黒いマーカーは実験値 [55] である. 赤い円は本理論による Tc の理論値であり, 見やすさのた
めに赤い実線で結んだ. 1 ケルビンに引かれた黒破線は p-d 交換のない Tc である. なお注意として実
験 [55] で電子密度は測定されていないが, 典型的にドナー密度と同程度のオーダーであることから, そ
の文献は電子密度を 1× 1019 cm−3 と推定している.

[60, 61, 63] の特徴の一つである [式 (L.2)]. さらに赤の Tc の理論値は実験と同一のオーダーであり, 十
分合致しているとみなせる. なお注意として実験 [55] で電子密度の正確な値は測定されていない. しか
し, 典型的にドナー密度と同程度の電子密度であることから文献 [55] においても 1019 cm−3 の電子密度
と推定されており, さらに強磁性の発生する電子密度 [図 6.4] のオーダーとも一貫している.

図 6.3 の黒破線は p-d交換のない場合であり, Tc が 1 ケルビン以下であることを確認している. この
劇的な Tc の減少はトンネル分光 [55] で測定された s-d 交換のみと平均場理論による見積もりの結果と
一貫している. 以上から, p-d 交換相互作用は n型強磁性半導体の Tc に必須要素の一つである.

さらに, もし Remote バンドの効果を無視した場合 (γ′1 = −1, γ′2 = γ′3 = 0, B′ = 0), Tc の本理論によ
る値は鉄 1% で 127 ケルビンにも到達してしまう. この Tc の値は現実的ではない. 実際, 鉄 6% での Tc

の測定値は 42 ケルビンであるからである. それゆえに, Remote バンドの効果も Tc を説明するために必
要である.

6.2.2 Curie温度の電子密度依存性
Tc の電子密度 ne 依存性は実験で InFeAs の鉄濃度 5% に対して調べられており, ne = 0.6 × 1019

cm−3 で Tc の急激な立ち上がりが観測されている [49]. この挙動はドーピングされた半導体で典型的に
起こる金属絶縁体転移であると考えられる [78]. 一定のドーピング濃度以下では不純物ポテンシャルによ
る乱れと電子相関によって, 電子状態がバンドを形成する Bloch 状態から局在状態へ転移する. 一方で本
理論では局在スピンとの交換相互作用以外の不純物ポテンシャルを無視して Bloch 状態を仮定し, 電子間
相互作用は平均場的にバンドパラメータに繰り込まれて取り扱われていると見なせる. そのため, 局在状



第 6章 p-d交換スピン軌道結合の熱力学的特性 - Curie温度 77

態を取り扱ことはできず, 実験と比較可能な ne 依存性の範囲に金属絶縁体転移による下限が存在する. 例
えば, 鉄 5% の InFeAsなら電子密度 0.6×1019 cm−3 あたりが下限である.

さらに適用範囲には考慮していない他の伝導帯による上限も存在する. 本理論は Γ 点にバンド端を持
つバンドのみを考慮している. しかし, 比較的高い電子密度で他の伝導帯も Fermi エネルギーが横切る.

InAs であれば, 二番目に低い伝導帯は L 点にバンド端を持つ伝導帯であり, L 点の伝導帯の端は Γ 点の
伝導帯の端から 0.71 eV 高いエネルギー位置にある [67, 75]. Γ点の伝導帯の有効質量を持った Fermi ガ
スモデルから Fermi エネルギーを見積もると [式 (3.15)], 電子密度 2×1019 cm−3 あたりで Fermi エネ
ルギーは L 点の伝導帯を横切り始める.

上記の議論から, 本理論の電子密度依存性で実験と比較可能な範囲が明らかとなり, その範囲は鉄濃度
5% の InFeAs で 0.7×1019 cm−3 から 2×1019 cm−3 である.

図 6.4 は本理論で計算された Tc の電子密度依存性である. Tc は電子密度に対してほとんど変わらず,

本理論での Tc は小さい電子密度依存性を持つとわかる. この小さい電子密度依存性は Fermi面の位置に
敏感であるキャリア媒介型の強磁性と対照的である. 実際, 本モデルでの強磁性は p-d 交換スピン軌道
結合 (p-d 交換相互作用とバンド間遷移) に起源を持つため, Fermi 面が伝導帯に交差している必要はな
い. Tc の解析式 [式 (L.2)] で述べると, バンド間励起の項がバンド内励起の項よりも支配的であるために
Fermi 面での状態密度が重要でなくなり, 考慮した範囲の電子密度に対して Tc は一定といえる.

図 6.4 の水平方向の両矢印は適用範囲を示し, 垂直な破線はその下限を示す. その適用範囲の Tc の理
論値は実験値と同じオーダーである. 金属絶縁体転移の電子密度 0.6× 1019 cm−3 より低い領域で Tc の
実験値と理論値は乖離する. この乖離は本理論で考慮していない不純物ポテンシャルと電子相関による局
在状態の形成が原因と考えられる. 局在状態を解析するためには交換相互作用以外の不純物ポテンシャル
と電子相関を取り入れて Anderson 局在 [76] や Mott 転移 [77] を調べる必要があると予想される.

最後に本節では, 式 (3.21) の化学ポテンシャル µ を調節し, Tc に対する k · p モデルの挙動を理解す
る. n型強磁性半導体と鉄濃度は電子密度依存性の系と同一の鉄濃度 5% の InFeAs である. 図 6.5 に µ

全域 [図 6.5 (a)] と µがバルクギャップ中から伝導帯にかけての特定の領域における Tc を示す [図 6.5

(b)].

図 6.5 (a) で µ依存性の見る範囲を (a1-a3)の領域に分けた. (a1) と (a3) の外側では, それぞれの領
域で考慮したバンド全てが非占有か占有されている. そのため, Tc は (a1) と (a3) の外側でゼロである.

(a1) で µ が価電子帯 (HH, LH, SO [図 2.2 (b)]) と交差し, µ = −5 eV で HH, LH と交差した結果, 比
較的大きい状態密度のために Tc の解析式 [式 (L.2)] のバンド内励起項が支配的となり 100 ケルビン以上
の Tc を得られる. この大きい Tc は (III, Mn) As [61]のような p型のマンガンドープの強磁性半導体の
Tc と同程度である. 結果, 対象としているモデルは仮想的に p 型の強磁性半導体である. (a2) と (a3) で
µ がそれぞれバンドギャップ中にある状況, 伝導帯と交差している状況である.

図 6.5 (b) は 図 6.5 (a) の (a2-a3) 領域の拡大図である. Tc は (a2) 領域で 25 ケルビンほどある. µ

がバンドギャップ中にあるため, この強磁性発生は, その起源が p-d 交換とバンド間遷移にあることと一
貫している. 同様のバンド絶縁強磁性は量子異常 Hall 系で現れており, スピン帯磁率がバンド絶縁体の時
にノンゼロとなるために現れる [89]. (a3) で µ は伝導帯と交差し, Tc は伝導帯の完全な占有状態に向か
うにつれて減少する.
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Fe 5 %

図 6.4 鉄濃度 5% の InFeAs の Curie 温度 Tc における電子密度 ne 依存性. 黒い円は Tc の実験
値 [49] を, 赤い円は本理論による計算値である. 水平方向の両矢印と垂直な破線は本理論の適用範囲
および下限を指し示している. 適用範囲の下限は本理論で取り扱えない局在化した電子状態の出現に,

上限は本理論で考慮していない他の伝導帯の出現に対応している.

6.3 InFeSbの Curie温度と母体半導体依存性
さらに InFeSb の Curie 温度 Tc も解析し, 母体半導体依存性を考察する. 実際, 実験は InFeAs より

高い Tc を InFeSb で観測している [57, 59]. 図 6.6 (a) は Tc の計算値であり, InFeSb に対して青の円と
実線で鉄濃度の線形的な依存性が見て取れる. これらの理論値は図 6.6 (a) で 10% 程度までの低い鉄濃
度領域の黒マーカーで記された実験値と同じオーダーである. それより高い鉄濃度領域における不一致は
超交換相互作用など本理論で考慮していない機構による乖離と考えられる. ゆえに, InFeSb においても平
均場理論は強磁性を低鉄濃度領域で説明できている. InFeAs と同様に価電子帯の p-d 交換相互作用を落
とすと Tc は 1 ケルビンを下回り, InFeSb の Tc においても p-d 交換が本質的な要素の一つである.

引用した実験 [57, 59] で電子密度は 1 × 1017 cm−3 のオーダーと推測されており, 本計算で設定した
1× 1019 cm−3 と異なる. しかし, 本理論の Tc は図 6.4 で議論した通り Fermi エネルギーを伝導帯と交
差させる範囲でほとんど変化しない. そのため, 本計算では 1× 1019 cm−3 に固定した.

図 6.6 (a) では図 6.3 の InFeAs における Tc の計算値も載せており, Tc の母体半導体依存性を明
瞭に示している. InFeSb の Tc の計算値は InFeAs の Tc に対して高く, この母体半導体依存性は実験
[49, 55, 57, 59] と一貫している.

InFeSb と InFeAs の Tc の違いは交換相互作用の大きさの違いではなく, 主に母体半導体のバンド構造
の違いによる. InFeSb の s-d, p-d 交換相互作用は InFeAs のそれらに比べてわずかにしか異ならず, 平
均場理論による Tc は p-d 交換の二乗に比例することから [60, 61, 63] [式 (L.2)], 本計算で見られた Tc

の違いを生み出さない.

p-d 交換スピン軌道結合の発生機構にバンド間遷移が含まれているため, バンド構造の重要な因子は Γ
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(a2)

(a3)
(a1) (a3)

(a2)(a)全体 (b) (a2-a3)の拡大図

図 6.5 化学ポテンシャル µ に対する Tc の依存性. 対象とする系は電子密度依存性の系と同一であ
る. (a) は Tc の µ 依存性全体の図であり, (a1-a3)の領域に分けている. µ は (a1) で価電子帯, (a3)

で伝導帯と交差し, (a2) でバンドギャップ中に存在する. (b) は (a2-a3)領域の拡大図である.

点における母体半導体のエネルギーギャップ Eg である. 正確に述べると, p-d 交換スピン軌道結合の有
効磁場はバンドパラメータとして Eg と Kane の行列要素 P を含み [式 (4.30)], P は Eg ほど半導体間
で変動しないため一定と見なせ [1, 80], Eg が重要なバンドパラメータであるとわかる.

Tc の増大する様を Tc の解析式 [式 (L.2)] と p-d 交換スピン軌道結合の解析式 [式 (4.29)] の両方から
考察できる. Tc の解析式 [式 (L.2)]によると, Tc は帯磁率に比例し, その帯磁率はバンド内励起の項とバ
ンド間遷移の項からなる. バンド間遷移の項はエネルギー分母に Eg をもつため, Eg の減少とともに増大
する. その帯磁率の増加が母体半導体依存性で見られた Tc の増加として現れる. このようにして Tc の解
析式から母体半導体依存性が理解できる. p-d 交換スピン軌道結合の解析式 [式 (4.29)] による理解は次
のようにして得られる. p-d 交換スピン軌道結合の有効ハミルトニアンは Eg を最も大きいエネルギース
ケールと仮定した際, バンド間遷移によって E−1

g を最低次に持つ. それゆえに InSb のような比較的狭い
ギャップの母体半導体で InAsと比べ, p-d 交換が価電子帯のみならず伝導帯にも強く現れ, 伝導帯と価電
子帯全体で強いスピン偏極をもたらし, Tc が増加する.

先の母体半導体依存性の議論から Tc においてバンドギャップ Eg が重要なパラメータの一つであると
判明した. この振る舞いを定量的に調べるため, 仮想的に Eg の変化した InFeAs (Fe 5%) での Tc を図
6.6 (b) に示した. 化学ポテンシャル µは伝導帯と交差する必要がないため, 計算の際に電子数の固定し
やすい InFeAs のバンドギャップ中に µを固定した. 図 6.6 (b) が示す通り, Eg を減少させると Tc は増
加しており, この挙動から p-d 交換とバンド間遷移の機構から成る Tc では Eg が本質的な要素であると
確認できる.
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𝑛𝑒: 1019 cm-3

InFeAs @ Fe 5%

𝜇 in Energy Gap

(a) InFeSb vs. InFeAs (b) 𝐸𝑔依存性

図 6.6 (a) 電子密度 1 × 1019 cm−3 の InFeSb における Curie 温度 Tc の鉄濃度 xFe 依存性. 二
種類の黒いマーカーはそれぞれ鉄の一様なドーピングを施した系 [57], δ-ドーピングの系 [59] での Tc

の実験値である. 青い円は本理論による Tc の理論値であり, 見やすさのために実線で結んだ. また,

母体半導体依存性を見やすくするために図 6.3 の InFeAs に関する Tc を再掲した. (b) InFeAs (Fe

5%) の母体半導体のエネルギーギャップ Eg に対する Tc の依存性. 電子数を理論的に容易に固定で
きるため µ は InFeAs のバルクのギャップ中に固定している. 横軸は調整後の Eg [Eg(tuned)] と元
の Eg [Eg(original)] の比である. (a) は定性的, (b) は定量的に, Eg が Tc の母体半導体依存性にお
いて重要なバンドパラメータであることを示している.
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第 7章

まとめと展望

本論文は k · p 法に基づいて相対論的起源と交換相互作用起源の両方を同時に扱える統一的なスピン軌
道結合を提案し [2 章], 交換スピン軌道結合が研究されてきた従来の反強磁性体と異なる磁気秩序である
n 型強磁性半導体にその機構を適用することにより, 新規の交換スピン軌道結合を見出し, その基礎物性
を明らかにした. 平均場近似等を反映させた多バンド k · p ハミルトニアンの特定から始め [3 章], 価電子
帯の p-d 交換相互作用に誘起される p-d 交換スピン軌道結合を電子構造 (バンド構造, スピン分裂, スピ
ン構造)から示し [4 章], そのスピン軌道結合に特徴的な基礎物性として内因性異常 Hall 効果 [5 章], 強
磁性相の安定化 [6 章] を提示した.

まず 2 章では k · p 法に特徴的な k · p バンド間遷移, 着目したバンド以外でのスピン依存相互作用に
よる複合効果としてスピン軌道結合を統一的に定式化した [図 2.1 または図 2.2 (b1-b3)]. さらに, この機
構を価電子帯に p-d 交換相互作用のある n 型強磁性半導体に適用した [図 2.2]. n 型強磁性半導体を選択
した理由は二点あり, 一点目は交換スピン軌道結合の普遍性を示すために従来研究されてきた反強磁性体
と異なる磁性体であるためである. 二点目は p-d 交換スピン軌道結合が Fermi エネルギーの横切る伝導
帯と異なる価電子帯の, 空間的に一様な交換相互作用に起源を持ち, 非自明であるためである [2.2.2 節].

次に 2 章で提案した機構を解析するために, n 型強磁性半導体の電子構造と基礎物性解明に用いるハ
ミルトニアンを平均場近似等 [3.6 節] で構築した [3 章]. ハミルトニアンで半導体のハミルトニアンと局
在スピンとの交換相互作用から始め [3.1 節], 多バンドの半導体のハミルトニアン [3.2 節], 交換相互作用
を導き [3.3 節], 化学ポテンシャルの設定 [3.4 節] と合わせて強磁性秩序の自己無撞着方程式を決定した
[3.5 節].

続いて 3 章で導いたハミルトニアンを解析のしやすさのために簡単化し, p-d 交換スピン軌道結合によ
る電子構造を解析した [4 章]. 対称性解析と摂動論それぞれによる有効ハミルトニアンの導出 [4.3 節] と
元の多バンドハミルトニアンの数値的な対角化を行い, p-d 交換スピン軌道結合を定性的, 定量的に n 型
強磁性半導体の三次元バルクと量子井戸の両方で調べた [4.4 節]. p-d 交換スピン軌道結合の有効磁場は
母体半導体のエネルギーギャップ Eg に関して最低次 E−1

g であり, ギャップが狭いほど強くなると判明
した. さらに波数依存性は Rashba スピン軌道結合や Dresselhaus スピン軌道結合と異なり, 最低次とし
て二次から始まり, スピン分裂は放物線状に増加し, その大きさは典型的な電子密度での Fermi 波数に等
しい波数で数十 meV にも到達する. [三次元バルク : 図 4.8, 量子井戸 : 図 4.12 (a,b)]. この大きさは
III-V 族半導体での相対論的スピン軌道結合の 10倍以上の大きさである. 同時に有効ハミルトニアンから
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予想されたスピン配向は多バンドハミルトニアンでの数値計算で確かめられ, p-d 交換スピン軌道結合の
電子構造が明らかとなった [三次元バルク : 図 4.9 と図 4.11 (b,c), 量子井戸 : 図 4.12 (c)].

次に明らかにした電子構造を用いて 5 章で輸送特性, 特に内因性異常 Hall 効果を調べた. 従来の内因
性異常 Hall 効果の理解に基づくと, 必須要素は二点あり, スピンと軌道自由度の結合および磁気秩序との
交換相互作用である. その必須要素から, 従来の理解に基づくと n 型強磁性半導体での内因性異常 Hall

効果は三次元バルクなら Dresselhaus スピン軌道結合と伝導帯の s-d 交換に起因すると予想される. 一
方で, p-d 交換スピン軌道結合は単体で必須要素二点を同時に満たせる. そこで Dresselhaus スピン軌道
結合と s-d 交換の系, p-d 交換スピン軌道結合のみを持つ系, p-d 交換スピン軌道結合に加えて s-d交換相
互作用を持つ系で Hall 伝導率を計算し比較した [5.4 節]. その結果, n 型強磁性半導体の内因性異常 Hall

伝導率で p-d 交換スピン軌道結合による伝導率が支配的であり, さらに伝導率は鉄濃度が 1% 以上の領
域において鉄濃度とともに増加し, Dresselhaus スピン軌道結合の系と逆の鉄濃度依存性を示した. この
挙動はいずれも p-d 交換相互作用を持つ系の電子構造で, 鉄濃度によるバンドギャップの減少から理解で
きた.

6 章 は 3 章のハミルトニアンに立ち返って p-d 交換相互作用による n 型強磁性半導体の磁気相転移,

特に Curie 温度を鉄濃度, 電子密度, 母体半導体依存性から解析した. 代表的な物質として InFeAs [6.2

節] と InFeSb [6.3 節] で Curie 温度を調べた. その結果, Curie 温度の実験値を説明する上で p-d 交換相
互作用が必須要素の一つであると判明し, Curie 温度の計算値のオーダーが実験値と合致した. さらに p-d

交換相互作用を落とすと Tc は劇的に低下し, s-d 交換相互作用のみを考慮した先行研究 [55] とも一貫し
ている. さらに p-d 交換相互作用とバンド間遷移が重要であるために, 想定されてきたキャリア媒介型に
見られない電子密度依存性を明らかにした. 最後に InFeAs と InFeSb の Curie 温度の計算値から実験と
同一の傾向である母体半導体依存性を導き出し, 本モデルの Tc で p-d 交換スピン軌道結合が支配的であ
るために母体半導体依存性で重要な因子は母体半導体のエネルギーギャップであることも明らかにした.

これらの解析から k · p 法に基づく交換スピン軌道結合で交換相互作用のみならずバンドギャップが重
要であると判明した. バンドギャップが狭まることで p-d 交換スピン軌道結合が強まり, それが内因性異
常 Hall 伝導率の鉄濃度に対する単調増加, Curie 温度への支配的な寄与および特徴的な電子密度依存性,

母体半導体依存性へと結実した. このようにして交換スピン軌道結合制御にあたりバンドギャップ制御が
重要な理論的指針の一つである.

以上のようにして本研究では普遍性のある k · p 法に基づき交換スピン軌道結合を, 相対論的スピン軌
道結合も射程に捉えた機構から提案し, n 型強磁性半導体を例にその電子構造から基礎物性まで提示した.

本研究手法は金属反強磁性体 RuO2 [36–39], 有機反強磁性体 [35] で用いられた複雑な多軌道 Hubbard

モデルや第一原理計算などの理論手法と比較して, 交換スピン軌道結合を解明するのに役立つと期待でき
る. 他に本理論を応用するにあたり有望である系は n 型強磁性半導体の量子井戸 InFeAs/GaFeSb であ
る. Fe でなく Mn を用いた量子井戸 InMnAs/GaMnSb で理論計算から量子異常 Hall 効果 [90] が発生
すると予想されている [89]. しかし, Mn がアクセプターとして機能するため, 実験で実現することは困難
である [91]. Fe であれば磁性イオンとしてのみ機能し, GaFeSb は既に合成されている [92, 93]. そこで,

k · p 法に基づく本理論を用いれば, Mn 系よりも高い実現可能性を伴い, 特に交換スピン軌道結合の役割
も明らかにしながら量子異常 Hall 効果を探索できる.

他に二次元物質と強磁性体のヘテロ接合系も新規交換スピン軌道結合探索の物質群候補として有望で
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ある. 例えば遷移金属カルコゲナイド (TMDC) と強磁性体のヘテロ接合系である. 交換スピン軌道結合
は k · pバンド間遷移と交換相互作用を必要とする. TMDCはその電子構造に k · pバンド間遷移を持つ
[94]. さらに TMDCと強磁性体との接合も実験で実現している [95]. そして, TMDC でないが, 二次元
物質 (グラフェン) と強磁性体とのヘテロ接合でそのエネルギーバンドに交換相互作用が誘起されると第
一原理計算 [96] および異常 Hall 効果 [97], コンダクタンスの揺らぎ [98] の測定から提案されている. こ
のことから TMDC と強磁性体のヘテロ接合系は交換スピン軌道結合探索の舞台として有望である.

このようにして本理論は n 型強磁性半導体以外の物質でも交換スピン軌道結合を発見できると予想さ
れる. 本理論は強磁性秩序を取り扱ったが, 超伝導など他の秩序もあり, これら他の秩序によるスピン軌道
結合が存在するかといった課題も興味深い.
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付録 A

III-V族半導体の価電子帯バンド端の基底
関数

A.1 方針
この章で価電子帯のバンド端 Bloch 関数を角運動量の合成から構成する. 価電子帯のバンド端は p 軌

道の対称性と同一であるため, 軌道角運動量 L = 1, スピン角運動量 S = 1/2 の合成である. 以下, p 軌
道の状態を表すケット |X⟩ やスピンの状態ベクトル |↑⟩ の記号は本論の表 3.1 と同一である.

角運動量の合成を計算するため, p 軌道について |X⟩ などでなく磁気量子数による状態ベクトル
|ml = 1⟩ = − 1√

2
(|X⟩+ i |Y ⟩) ,

|ml = −1⟩ = 1√
2
(|X⟩ − i |Y ⟩) ,

|ml = 0⟩ = |Z⟩ ,

(A.1)

(A.2)

(A.3)

でバンド端の Bloch 関数を構成する.

全角運動量の大きさを j と書くと, j の範囲は

|L− S| = 1

2
< j < L+ S =

3

2
,

である. j = 3/2 のバンド端が Heavy Hole (HH) と Light Hole (LH) のバンド端であり, HH で z 成分
が jz = ±3/2, LH で z 成分が jz = ±1/2 である [図 2.2]. j = 1/2 のバンド端が split-off (SO) のバン
ド端である [図 2.2]. 角運動量の合成は z 成分の最も大きい固有状態

|3/2,+3/2⟩ = |ml = 1, ↑⟩ = − 1√
2
(|X, ↑⟩+ i |Y, ↑⟩),

から始め, 昇降演算子のうちで降ろす演算子

ĵ− |j,m⟩ =
√

(j +m)(j −m+ 1) |j,m− 1⟩ ,

で順に他の固有状態を導く. 導いたのちに式 (A.1, A.2, A.3) を用いて磁気量子数の固有ケットから |X⟩
などの表示に変換することで表 3.1 の HH, LH, SO のバンド端 Bloch 関数を得られる.
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A.2 HH, LH の固有状態の構成
A.2.1 |3/2,+1/2⟩ の構成
まず

ĵ− |3/2,+3/2⟩ =
(
l̂− + ŝ−

)
|ml = 1, ↑⟩ ,

=
√
2 |ml = 0, ↑⟩+ |ml = 1, ↓⟩ ,

である一方,

ĵ− |3/2,+3/2⟩ =
√
3 |3/2,+1/2⟩ ,

であるため, |3/2,+1/2⟩ は

|3/2,+1/2⟩ =
√

2

3
|ml = 0, ↑⟩+ 1√

3
|ml = 1, ↓⟩ ,

である.

A.2.2 |3/2,−1/2⟩ の構成
次に

ĵ− |3/2,+1/2⟩ =
(
l̂− + ŝ−

)[√2

3
|ml = 0, ↑⟩+ 1√

3
|ml = 1, ↓⟩

]
,

=

√
2

3

(√
2 |ml = −1, ↑⟩+ |ml = 0, ↓⟩

)
+

1√
3

√
2 |ml = 0, ↓⟩ ,

=
2√
3
|ml = −1, ↑⟩+ 2

√
2

3
|ml = 0, ↓⟩ ,

であり, 同時に

ĵ− |3/2,+1/2⟩ = 2 |3/2,−1/2⟩ ,

であるため, |3/2,−1/2⟩ は

|3/2,−1/2⟩ = 1√
3
|ml = −1, ↑⟩+

√
2

3
|ml = 0, ↓⟩ ,

である.
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A.2.3 |3/2,−3/2⟩ の構成
最後に

ĵ− |3/2,−1/2⟩ =
(
l̂− + ŝ−

)[ 1√
3
|ml = −1, ↑⟩+

√
2

3
|ml = 0, ↓⟩

]
,

=
1√
3
|ml = −1, ↓⟩+

√
2

3
·
√
2 |ml = −1, ↓⟩ ,

=
3√
3
|ml = −1, ↓⟩ ,

=
√
3 |ml = −1, ↓⟩ ,

であるが,

ĵ− |3/2,−1/2⟩ =
√
3 |3/2,−3/2⟩ ,

でもあるため, |3/2,−3/2⟩ は

|3/2,−3/2⟩ = |ml = −1, ↓⟩ ,

である.

A.3 SO の固有状態の構成
次に j = 1/2 の SO バンド端 Bloch 関数を構成する. |1/2,+1/2⟩ を

|1/2,+1/2⟩ = CA |ml = 0, ↑⟩+ CB |ml = 1, ↓⟩ , |CA|2 + |CB |2 = 1,

の形で展開する. この状態ベクトルは j = 3/2 の |3/2,+1/2⟩ と直交しなければならないため

⟨3/2,+1/2|1/2,+1/2⟩ =
√

2

3
CA +

1√
3
CB = 0,

CA = − 1√
2
CB ,

の関係式を得る. そして, 規格化条件から

3

2
|CB |2 = 1, (A.4)

CB ≡
√

2

3
,

である. ただし, 正の実数となる位相を取った. 以上から |1/2,+1/2⟩ は

|1/2,+1/2⟩ = − 1√
3
|ml = 0, ↑⟩+

√
2

3
|ml = 1, ↓⟩ ,
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である.

|1/2,−1/2⟩ を得るために |1/2,+1/2⟩ へ下降の演算子を作用させると

ĵ− |1/2,+1/2⟩ =
(
l̂− + ŝ−

)[
− 1√

3
|ml = 0, ↑⟩+

√
2

3
|ml = 1, ↓⟩

]
,

= − 1√
3

(√
2 |ml = −1, ↑⟩+ |ml = 0, ↓⟩

)
+

√
2

3
·
√
2 |ml = 0, ↓⟩ ,

=
1√
3
|ml = 0, ↓⟩ −

√
2

3
|ml = −1, ↑⟩ ,

である. 同時に

ĵ− |1/2,+1/2⟩ = |1/2,−1/2⟩ ,

である. よって, |1/2,−1/2⟩ は

|1/2,−1/2⟩ = 1√
3
|ml = 0, ↓⟩ −

√
2

3
|ml = −1, ↑⟩ ,

である.

A.4 構成まとめ
以上の結果をまとめると表 3.1 に対応させて表 A.4 である.

バンド端 |j,mj⟩ 基底関数
HH |3/2,+3/2⟩ |ml = 1, ↑⟩ = − 1√

2
(|X, ↑⟩+ i |Y, ↑⟩)

LH |3/2,+1/2⟩ 1√
3
|ml = 1, ↓⟩+

√
2
3 |ml = 0, ↑⟩ = − 1√

6
(|X, ↓⟩+ i |Y, ↓⟩) +

√
2
3 |Z, ↑⟩

LH |3/2,−1/2⟩ 1√
3
|ml = −1, ↑⟩+

√
2
3 |ml = 0, ↓⟩ = 1√

6
(|X, ↑⟩ − i |Y, ↑⟩) +

√
2
3 |Z, ↓⟩

HH |3/2,−3/2⟩ |ml = −1, ↓⟩ = 1√
2
(|X, ↓⟩ − i |Y, ↓⟩)

SO |1/2,+1/2⟩
√

2
3 |ml = 1, ↓⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↑⟩ = − 1√

3
(|X, ↓⟩+ i |Y, ↓⟩)− 1√

3
|Z, ↑⟩

SO |1/2,−1/2⟩ −
√

2
3 |ml = −1, ↑⟩+ 1√

3
|ml = 0, ↓⟩ = − 1√

3
(|X, ↑⟩ − i |Y, ↑⟩) + 1√

3
|Z, ↓⟩
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付録 B

価電子帯バンド端の基底関数によるスピ
ン演算子の行列表現

B.1 行列要素の計算方針
スピン演算子 ŝ = σ/2 の価電子帯バンド端の Bloch 関数 [表 3.1 もしくは表 A.4] による行列表現を

導く [式 (3.19) の ŝ
(p)
i ].

なお x, y 成分の計算にあたって ŝ± との関係式

ŝx =
ŝ+ + ŝ−

2
, ŝy =

ŝ+ − ŝ−
2i

= i
ŝ− − ŝ+

2
,

を用いて導く. さらに ŝ− = (ŝ+)
† であるため, スピンの成分の中で計算すべきは ŝ+ と ŝz である.

B.2 ŝz の行列要素
B.2.1 |3/2,±3/2⟩ の列

ŝz |3/2,±3/2⟩ = ±1

2
|3/2,±3/2⟩ .

B.2.2 |3/2,±1/2⟩ の列


ŝz |3/2,+1/2⟩ = 1

2

[
− 1√

3
|ml = 1, ↓⟩+

√
2

3
|ml = 0, ↑⟩

]
,

ŝz |3/2,−1/2⟩ = 1

2

[
+

1√
3
|ml = −1, ↑⟩ −

√
2

3
|ml = 0, ↓⟩

]
.
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|3/2,+1/2⟩ の列
⟨3/2,+1/2|　の行

⟨3/2,+1/2| ŝz |3/2,+1/2⟩ =

[
1√
3
⟨ml = 1, ↓|+

√
2

3
⟨ml = 0, ↑|

]
1

2

[
− 1√

3
|ml = 1, ↓⟩+

√
2

3
|ml = 0, ↑⟩

]
,

=
1

2

(
−1

3
+

2

3

)
,

=
1

6
.

⟨1/2,+1/2| の行

⟨1/2,+1/2| ŝz |3/2,+1/2⟩ =

[√
2

3
⟨ml = 1, ↓| − 1√

3
⟨ml = 0, ↑|

]
1

2

[
− 1√

3
|ml = 1, ↓⟩+

√
2

3
|ml = 0, ↑⟩

]
,

=
1

2

(
−
√
2

3
−

√
2

3

)
,

= −
√
2

3
.

|3/2,−1/2⟩ の列
⟨3/2,−1/2| の行

⟨3/2,−1/2| ŝz |3/2,−1/2⟩ =

[
1√
3
⟨ml = −1, ↑|+

√
2

3
⟨ml = 0, ↓|

]
1

2

[
+

1√
3
|ml = −1, ↑⟩ −

√
2

3
|ml = 0, ↓⟩

]
,

=
1

2

(
1

3
− 2

3

)
,

= −1

6
.

⟨1/2,−1/2| の行

⟨1/2,−1/2| ŝz |3/2,−1/2⟩ =

[
−
√

2

3
⟨ml = −1, ↑|+ 1√

3
⟨ml = 0, ↓|

]
1

2

[
+

1√
3
|ml = −1, ↑⟩ −

√
2

3
|ml = 0, ↓⟩

]
,

=
1

2

(
−
√
2

3
−

√
2

3

)
,

= −
√
2

3
.
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B.2.3 |1/2,±1/2⟩ の列


ŝz |1/2,+1/2⟩ = 1

2

[
−
√

2

3
|ml = 1, ↓⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↑⟩

]
,

ŝz |1/2,−1/2⟩ = 1

2

[
−
√

2

3
|ml = −1, ↑⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↓⟩

]
.

|1/2,+1/2⟩ の列
⟨3/2,+1/2| の行

⟨3/2,+1/2| ŝz |1/2,+1/2⟩ =

[
1√
3
⟨ml = 1, ↓|+

√
2

3
⟨ml = 0, ↑|

]
1

2

[
−
√

2

3
|ml = 1, ↓⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↑⟩

]
,

=
1

2

(
−
√
2

3
−

√
2

3

)
,

= −
√
2

3
.

⟨1/2,+1/2| の行

⟨1/2,+1/2| ŝz |1/2,+1/2⟩ =

[√
2

3
⟨ml = 1, ↓| − 1√

3
⟨ml = 0, ↑|

]
1

2

[
−
√

2

3
|ml = 1, ↓⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↑⟩

]
,

=
1

2

(
−2

3
+

1

3

)
,

= −1

6
.

|1/2,−1/2⟩ の列
⟨3/2,−1/2| の行

⟨3/2,−1/2| ŝz |1/2,−1/2⟩ =

[
1√
3
⟨ml = −1, ↑|+

√
2

3
⟨ml = 0, ↓|

]
1

2

[
−
√

2

3
|ml = −1, ↑⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↓⟩

]
,

=
1

2

(
−
√
2

3
−

√
2

3

)
,

= −
√
2

3
.
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⟨1/2,−1/2| の行

⟨1/2,−1/2| ŝz |1/2,−1/2⟩ =

[
−
√

2

3
⟨ml = −1, ↑|+ 1√

3
⟨ml = 0, ↓|

]
1

2

[
−
√

2

3
|ml = −1, ↑⟩ − 1√

3
|ml = 0, ↓⟩

]
,

=
1

2

(
−1

3
+

2

3

)
,

=
1

6
.

B.2.4 ŝz の行列表示

ŝz =



1
2 0 0 0 0 0

0 1
6 0 0 −

√
2
3 0

0 0 − 1
6 0 0 −

√
2
3

0 0 0 − 1
2 0 0

0 −
√
2
3 0 0 − 1

6 0

0 0 −
√
2
3 0 0 1

6


.

B.3 ŝ± の行列要素
B.3.1 |3/2,+3/2⟩ の列

ŝ+ |3/2,+3/2⟩ = 0.

B.3.2 |3/2,+1/2⟩ の列

ŝ+ |3/2,+1/2⟩ = 1√
3
|ml = 1, ↑⟩ .

⟨3/2,+3/2| の行

⟨3/2,+3/2| ŝ+ |3/2,+1/2⟩ = 1√
3
.

B.3.3 |3/2,−1/2⟩ の列

ŝ+ |3/2,−1/2⟩ =
√

2

3
|Z, ↑⟩ .
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⟨3/2,+1/2| の行

⟨3/2,+1/2| ŝ+ |3/2,+1/2⟩ = 2

3
.

⟨1/2,+1/2| の行

⟨3/2,−1/2| ŝ+ |3/2,+1/2⟩ = −
√
2

3
.

B.3.4 |3/2,−3/2⟩ の列

ŝ+ |3/2,−3/2⟩ = |ml = −1, ↑⟩ .

⟨3/2,−1/2| の行

⟨3/2,−1/2| ŝ+ |3/2,−3/2⟩ = 1√
3
.

⟨1/2,−1/2| の行

⟨1/2,−1/2| ŝ+ |3/2,−3/2⟩ = −
√

2

3
.

B.3.5 |1/2,+1/2⟩ の列

ŝ+ |1/2,+1/2⟩ =
√

2

3
|ml = 1, ↑⟩ .

⟨3/2,+3/2| の行

⟨3/2,+3/2| ŝ+ |1/2,+1/2⟩ =
√

2

3
.

B.3.6 |1/2,−1/2⟩ の列

ŝ+ |1/2,−1/2⟩ = 1√
3
|ml = 0, ↑⟩ .

⟨3/2,+1/2| の行

⟨3/2,+1/2| ŝ+ |1/2,+1/2⟩ =
√
2

3
.

⟨2/2,+1/2| の行

⟨2/2,+1/2| ŝ+ |1/2,+1/2⟩ = −1

3
.
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B.3.7 ŝ± の行列表示

ŝ+ =



0 1√
3

0 0 2√
6

0

0 0 2
3 0 0

√
2
3

0 0 0 1√
3

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −
√
2
3 0 0 − 1

3
0 0 0 − 2√

6
0 0


,

ŝ− = (ŝ+)
† =



0 0 0 0 0 0
1√
3

0 0 0 0 0

0 2
3 0 0 −

√
2
3 0

0 0 1√
3

0 0 − 2√
6

2√
6

0 0 0 0 0

0
√
2
3 0 0 − 1

3 0


.

B.4 ŝx,y の行列表示

ŝx =
ŝ+ + ŝ−

2
=



0 1
2
√
3

0 0 1√
6

0
1

2
√
3

0 1
3 0 0 1

3
√
2

0 1
3 0 1

2
√
3

− 1
3
√
2

0

0 0 1
2
√
3

0 0 − 1√
6

1√
6

0 − 1
3
√
2

0 0 − 1
6

0 1
3
√
2

0 − 1√
6

− 1
6 0


,

ŝy = i
ŝ− − ŝ+

2
= i



0 − 1
2
√
3

0 0 − 1√
6

0
1

2
√
3

0 − 1
3 0 0 − 1

3
√
2

0 1
3 0 − 1

2
√
3

− 1
3
√
2

0

0 0 1
2
√
3

0 0 − 1√
6

1√
6

0 1
3
√
2

0 0 1
6

0 1
3
√
2

0 1√
6

− 1
6 0


.
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付録 C

Quasi-Degenerate Perturbation Theory - 有
効ハミルトニアンの摂動論的構築

本章で Quasi-Degenerate Perturbation Theory と呼ばれている, 摂動論による有効ハミルトニアン
の構築方法を説明する. この手法は様々な系で応用されてきた経緯から, Löwdin 摂動 [1, 99, 100],

Schrieffer-Wolff 変換 [101] などとも呼ばれる. 実際, 半導体のバンド構造のための有効ハミルトニアン
構築 [1, 99, 102], van Vleck による二原子分子のスペクトル解析 [103], Foldy-Wouthuysen 変換 [104],

Anderson モデル [105] から局在スピンとの交換相互作用を導出する変換 [101] などで用いられてきた.

包括的な議論は文献 [106] で成されている.

C.1 一般的な有効ハミルトニアンの表式
C.1.1 前提
まず一般の全ハミルトニアンが

H = H(0) +H ′,

であるとする. そして, H(0) の固有値方程式
H(0) |ψ(0)

n ⟩ = E(0)
n |ψ(0)

n ⟩ ,

は解かれているとする. H(0) を無摂動項とし, 任意に縮退を含んでもよいとする. 摂動項 H ′ は条
件
∣∣∣⟨ψ(0)

n |H ′|ψ(0)
m ⟩ /(E(0)

n − E
(0)
m )
∣∣∣ ≪ 1(n ̸= m) を満たすとする. さらに全ハミルトニアンに対する

Schrödinger 方程式は
H |ψ⟩ = E |ψ⟩ , (C.1)

である.

ここで H(0) の固有エネルギーのうち, 特定のエネルギー領域 (例えば, 半導体のバンド構造なら Fermi

エネルギーに最も近い複数のバンド) の状態で摂動の受けた状態を抽出したい. そこで固有ベクトルを

|ψ⟩ =
∑
m∈A

Cm |ψ(0)
m ⟩+

∑
l∈B

Cl |ψ(0)
l ⟩ , (C.2)
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のように, 着目しているエネルギー領域のクラス A とそれ以外のクラス B に分ける. 指標について m,m′

はクラス A の状態, l, l′ はクラス B の状態を指定する. 式 (C.2) を式 (C.1) へと代入して, Schrödinger

方程式は
{
|ψ(0)

n ⟩
}
の表示で

H

[∑
m∈A

Cm |ψ(0)
m ⟩+

∑
l∈B

Cl |ψ(0)
l ⟩

]
= E

[∑
m∈A

Cm |ψ(0)
m ⟩+

∑
l∈B

Cl |ψ(0)
l ⟩

]
,

である. 行列表示は

HC = EC, (C.3)

である. なお以下では行列表示された演算子を見やすさのために H のようにローマン体で表記する.

C.1.2 ブロック対角化
続いて固有値方程式 [式 (C.3)] を図 C.1 に示すユニタリー変換によってクラス A について閉じた方程

式に変換していく. 要点は, 摂動項 H ′ が Aと Bクラス間を結びつける非対角ブロックの項を持ってお
り, その項をユニタリー変換 eS(S† = −S) で摂動的に消去する点である. そうすることで図 C.1 (b) の
右側に示すようにクラス A のみで閉じたブロックを得られ, そのクラス A のブロックを以て着目したエ
ネルギー領域の状態を記述する有効ハミルトニアンと定義できる.

まず固有値方程式 [式 (C.3)] をユニタリー変換して, その方程式は

H̃C̃ = EC̃,

H̃ = e−SHeS, C̃ = e−SC,

である. なお後に示すが, 反ユニタリー演算子 S の行列表示 S は非対角ブロックのみをノンゼロにもつ
行列である. そして, H ′ の中でブロック対角の項を H1, 非対角の項を H2 と書くと [図 C.1 (a)], 行列 H̃

は Baker-Campbell-Hausdorff 公式より

H̃ =

+∞∑
j=0

1

j!

[
H(0) +H1, S

](j)
+

+∞∑
j=0

1

j!
[H2, S]

(j)
,

eS = 1 + S +
1

2!
S2 +

1

3!
S3 + ... ,

であり, 略記のために

[A,B](j) = [...[[A,B], B]..., B]︸ ︷︷ ︸
j times

, e.g. [A,B](0) = A, [A,B](3) = [[[A,B], B], B],

を定義した. 現れる多重の交換関係において, S が非対角ブロックのみを含むため[
H(0) +H1, S

](j)
= [(ブロック対角) ただし j = 0, 2, 4, ...] , (C.4a)

[(ブロック非対角) ただし j = 1, 3, 5, ...] , (C.4b)

[H2, S]
(j)

= [(ブロック対角) ただし j = 1, 3, 5, ...] , (C.4c)

[(ブロック非対角) ただし j = 0, 2, 4, ...] , (C.4d)
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である.

条件 [式 (C.4a-C.4d)] を用いて, ハミルトニアン H̃ は対角ブロックの項 H̃d, 非対角ブロックの項 H̃off

H̃ = H̃d + H̃off ,

H̃d =

+∞∑
j=0

1

(2j)!

[
H(0) +H1, S

](2j)
+

+∞∑
j=0

1

(2j + 1)!
[H2, S]

(2j+1)
,

H̃off =
+∞∑
j=0

1

(2j + 1)!

[
H(0) +H1, S

](2j+1)

+
+∞∑
j=0

1

(2j)!
[H2, S]

(2j)
,

へと分解できる. そして, ブロック対角化は S を H̃off を消去するように決定すれば達成できる. つまり,

ブロック対角化のための S を決める方程式は

H̃off =

+∞∑
j=0

1

(2j + 1)!

[
H(0) +H1, S

](2j+1)

+

+∞∑
j=0

1

(2j)!
[H2, S]

(2j)
= 0, (C.5)

である.

厳密に方程式 (C.5) を解くことは数学的に困難であるため, 摂動的に解き S を決定する. まず S を

S = S(1) + S(2) + S(3) + ... , (C.6)

の形で摂動展開する. S(i) は摂動項 H ′ について i 次である. 続いて式 (C.6) を式 (C.5) へ代入して, S

の方程式は
+∞∑
j=0

1

(2j + 1)!

[
H(0) +H1, S

(1) + S(2) + S(3) + ...
](2j+1)

+

+∞∑
j=0

1

(2j)!

[
H2, S

(1) + S(2) + S(3) + ...
](2j)

= 0,

(C.7)

である. 各 j の項を書き出すと j = 0 の項は[
H(0) + H̃1, S

(1) + S(2) + S(3) + ...
]
+H2,

であり, 摂動の一次が最低次である. j = 1 は

1

3!

[[[
H(0) +H1, S

(1) + S(2) + S(3) + ...
]
, S(1) + S(2) + S(3) + ...

]
, S(1) + S(2) + S(3) + ...

]
+

1

2!

[[
H2, S

(1) + S(2) + S(3) + ...
]
, S(1) + S(2) + S(3) + ...

]
,

であり, 最低次は三次である. 以上から摂動の次数で方程式 (C.7) を分割して連立方程式に変換すると,
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𝐴

𝐵
= + +

𝐻 𝐻(0) 𝐻1 𝐻2

𝐻′

(a) ハミルトニアン

𝐻 ෩𝐻 = 𝑒−𝑆𝐻𝑒𝑆

𝑒𝑆

𝑒−𝑆

(b) ブロック対角化

𝐴

𝐵

𝑆† = −𝑆

図 C.1 Quasi-Degenerate Perturbation Theory による有効ハミルトニアン構築の概念図. 黒丸で
一般にノンゼロの成分を表す. 空白の成分はゼロである. (a)ハミルトニアンがある基底で行列表現さ
れ , 注目するエネルギー準位に対応する状態の部分空間を記述するブロック A とそれ以外のブロッ
ク B に分ける. そして, ハミルトニアンを対角成分のみの H(0), 対角ブロックかつ非対角成分を含む
H1, 非対角ブロック成分のみを持つ H2 に分ける. (b)H1 +H2 を摂動項 H ′ とし, 反ユニタリー演算
子 S によるユニタリー変換 eS でブロック対角化する. 得られたブロック A のみを取り出して有効ハ
ミルトニアンとする.

方程式は

[
H(0), S(1)

]
+H2 = 0, (摂動一次)[

H(0), S(2)
]
+
[
H1, S

(1)
]
= 0, (摂動二次)[

H(0), S(3)
]
+
[
H1, S

(2)
]
+

1

3!

[[[
H(0), S(1)

]
, S(1)

]
, S(1)

]
+

1

2!

[[
H2, S

(1)
]
, S(1)

]
= 0, (摂動三次)

... = ...

(C.8)

である. この方程式を指定した次数まで系統的に解くことで S を得られ, その S を H̃d に代入することで
有効ハミルトニアンを構築できる.
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C.1.3 摂動二次までの有効ハミルトニアン
後のために, ここでは摂動二次までの有効ハミルトニアンを導く. まず式 (C.8) を ⟨ψ(0)

m | (m ∈ A) と
|ψ(0)

l ⟩ (l ∈ B) もしくは |ψ(0)
m′ ⟩ (m′ ∈ A) によって行列表示して, S の摂動一次の項は H2 の定義から

S
(1)
ml = − H ′

ml

E
(0)
m − E

(0)
l

, S
(1)
mm′ = 0, (C.9)

である. (H2)ml = H ′
ml と (H1)mm′ = H ′

mm′ である.

一方, 有効ハミルトニアンの対角ブロックは摂動二次まで書くと H̃d の, ⟨ψ(0)
m | (m ∈ A) と |ψ(0)

m′ ⟩ (m′ ∈
A) による行列表示で

H
(0)
mm′ = (H̃

(0)
d )mm′ = H

(0)
mm′ ,

H
(1)
mm′ = (H̃

(1)
d )mm′ = (H1)mm′ ,

H
(2)
mm′ = (H̃

(2)
d )mm′ =

1

2

[[
H(0), S(1)

]
, S(1)

]
mm′

+
[
H2, S

(1)
]
mm′

,

である. 式 (C.9) から, 最終的に有効ハミルトニアンの摂動二次の項は

H
(2)
mm′ =

1

2

[[
H(0), S(1)

]
, S(1)

]
mm′

+
[
H2, S

(1)
]
mm′

,

=
1

2

[
H2, S

(1)
]
mm′

,

=
1

2

[
⟨ψ(0)

m |H2

( ∑
M ′∈A

|ψ(0)
M ⟩ ⟨ψ(0)

M |+
∑
l∈B

|ψ(0)
l ⟩ ⟨ψ(0)

l |

)
S(1) |ψ(0)

m′ ⟩

− ⟨ψ(0)
m | S(1)

( ∑
M ′∈A

|ψ(0)
M ⟩ ⟨ψ(0)

M |+
∑
l∈B

|ψ(0)
l ⟩ ⟨ψ(0)

l |

)
H2 |ψ(0)

m′ ⟩

]
,

=
1

2

∑
l∈B

[
H ′

ml

−H ′
lm′

E
(0)
l − E

(0)
m′

− −H ′
ml

E
(0)
m − E

(0)
l

H ′
lm′

]
,

=
1

2

∑
l∈B

H ′
mlH

′
lm′

[
1

E
(0)
m′ − E

(0)
l

+
1

E
(0)
m − E

(0)
l

]
,

である. m = m′ とすれば, 量子力学で議論される二次摂動の結果が導かれる. 上式で重要な点はクラス
A に縮退を許す点である. 分母に現れるエネルギー差がクラス A, B 間のエネルギー差のみであり, 従来
の縮退のない場合の二次摂動で現れうる分母の発散を回避できている. このために III-V 族半導体の価電
子帯のように縮退が存在しても有効ハミルトニアンを構築できる.

C.2 半導体の 8バンドハミルトニアン導出の概略
本節では C.1 節の摂動二次までの有効ハミルトニアンを用い, III-V族半導体のバンドを記述する有効

ハミルトニアンを導出する.

また本章では略記のため, 相対論的スピン軌道結合を SOI と略す.
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C.2.1 方針
対称性, バンド端の状態
結晶は zinc-blende構造であり, 点群 Td [図 4.5 (a)]に従う. 既約表現は一重群なら

Γ1,Γ2,Γ3,Γ4,Γ5

で [1, 107], Fermi エネルギーに最も近い伝導帯のバンド端は Γ1 (エネルギー Ec), 価電子帯と次に高い
伝導帯のバンド端は Γ4 に従う (エネルギー Ev, E

′
c). 二重群なら

Γ6,Γ8,Γ7

で Fermi エネルギーに最も近い伝導帯のバンド端は Γ6, 価電子帯は Γ8 (四重縮退), SOIで分裂したバン
ド端は Γ7 (二重縮退) に従う.

Ev, Ec, E
′
c での状態を順に

|X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩ , ⟨r|X⟩ ∝ xf(r)

|S⟩
|X ′⟩ , |Y ′⟩ , |Z ′⟩

とする [図 3.2 (a) ]. ただし, |X ′⟩ などは p 軌道の反結合性軌道によるバンド端の軌道であり, k = 0 に
存在する. 対応するエネルギー準位は |S⟩ を持つ伝導帯の一つ上の伝導帯に関するバンド端である.

クラス A の取り方
図 3.2 (a) に示すようなバンドを記述する有効ハミルトニアンの構築を目指す. その際の基本的な方針

としてクラス Aに取り入れるバンド端を段階的に大きくし, かつスピン自由度を増やす. 具体的には

• (a) 伝導帯のみ. ただし, 価電子帯で SOIを無視する
• (a′′) 伝導帯のみ. ただし, 価電子帯の SOIを取り入れる
• (b)価電子帯のみ. ただし, SOIを無視する
• (b′) 価電子帯のみ. ただし, SOIを取り入れる
• (b′′) 価電子帯のみ. ただし, SOIによるギャップを対角化する表現基底にとる
• (c) 伝導帯と価電子帯をとる. ただし, SOIを無視する
• (c′′) 伝導帯と価電子帯をとり, SOIを取り入れる. ただし, (a′′)と (b′′)によってハミルトニアンを
組み立てる

とする. 各ケースでの表現基底は

• (a) |S⟩
• (a′′) |S⟩
• (b) |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩
• (b′) |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩ , |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩
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• (b′′) |3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v , |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v
• (c) |S⟩ , |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩
• (c′′) |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩ , |3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v , |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v

である. |3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v , |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v は |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ ,
|Y, ↓⟩ , |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩で表すと, 表 A.4 の通りである.

ハミルトニアンの組み立て方の概略
(a) などで得られる有効ハミルトニアンを H(a) などと書くことにする. 導出する順番は (a), (b), (c),

(b′), (b′′), (a′′), (c′′)とする.

後に示すように現れるパラメータは対称操作と表現基底の位相の取り方のみで定義できる. そのため,

クラス A をより大きくとった場合にパラメータの値をクラス A の取り方に合わせて再定義するのみで,

波数依存性などは同じ形である. 例えば, H(a) について

H(a) =
ℏ2k2

2mc

と求まったとする. mc は対称性と位相のみで定義できるパラメータとする. つづいて[
H1c Hcv

H†
cv H4v

]
という価電子帯を含めたクラス A の取り方の際, H1c の波数依存性はバンド端の対称性, 用いる基底関数
の位相のみで決まるため H(a) と同一の波数依存性だが, パラメータは Ev を含む H4v のバンドによる項
を含まない. そのため, (a)の mc のうち, 価電子帯の分を差し引くことで H1c のパラメータが得られる.

具体的には

H1c =
ℏ2k2

2m′
c

,
m0

m′
c

=
m0

mc
− (H4vの価電子帯との混成による項)

となる.

また, 表現基底を変える (b′)から (b′′)の場合には表 A.4から得られるユニタリー変換を用いる. こう
することで, (c′′)の場合の価電子帯における波数に関する関数形が得られる.

最終的な目標は (c′′)の場合の有効ハミルトニアンである.
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有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアンは Quasi-Degenerate Perturbation Theoryより

Heff
νν′

σσ′
= Hνν′

σσ′
+

1

2

∑
β,σβ∈B

H ′
νβ
σσβ

H ′
βν′

σβσ
′

[
1

Eν − Eβ
+

1

Eν′ − Eβ

]

Hνν′

σσ′
=

[
Eν′ +

ℏ2k2

2m0

]
δνν′δσσ′ +H ′

νν′

σσ′

H ′
νν′

σσ′
=

ℏ
m0

k · Pνν′

σσ′
+∆νν′

σσ′

Pνν′

σσ′
= ⟨ν|p|ν′⟩ δσσ′ +

ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r)|ν′⟩

　∆νν′

σσ′
=

ℏ
4m2

0c
2
⟨σ|σ|σ′⟩ · ⟨ν|∇V0 × p|ν′⟩

である. Eν′ はバンド端のエネルギーで判明しているとし, (a) などの場合で E
(a)
ν′ などと記述する. ただ

し, ν, ν′, β はスピンを含まない. この式は (b′)で用いる. (a), (b)なら SOIを無視するため有効ハミルト
ニアンに

Heff
νν′ = Hνν′ +

1

2

∑
β∈B

H ′
νβH

′
βν′

[
1

Eν − Eβ
+

1

Eν′ − Eβ

]

Hνν′ =

[
Eν′ +

ℏ2k2

2m0

]
δνν′ +H ′

νν′

H ′
νν′ =

ℏ
m0

k · Pνν′

Pνν′ = ⟨ν|p|ν′⟩

を用いる.

価電子帯で SOIを取り入れる (a′′)では有効ハミルトニアン

Heff
jj′ = Hjj′ +

1

2

∑
jβ∈B

H ′
jjβ
H ′

jβj′

[
1

Ej − Ejβ

+
1

Ej′ − Ejβ

]

Hjj′ =

[
Ej′ +

ℏ2k2

2m0

]
δjj′ +H ′

jj′

H ′
jj′ =

ℏ
m0

k · Pjj′

Pjj′ = ⟨j|p+
ℏ

4m0c2
σ ×∇V0(r)|j′⟩

を用いる. ただし, {|j⟩}は ∆νν′

σσ′
を対角化する表現基底のため, Ej′ に取り入れた.

注意点として,

• 有効ハミルトニアンの表式は {|j⟩} の方が単純であるが, 点群 Td の対称性を反映させて機械的に
計算する際は {|ν, σ⟩}の方が便利である. そのため, {|j⟩}の有効ハミルトニアンはクラス Aが最
小かつ SOIを価電子帯で取り入れる (a′′)にのみ用いる.
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• k0 = 0におけるエネルギー Ej や Eν の定義は用いる表現基底で変わってくる. そのため, ケース
(a), (b)などごとに再定義する.

• なお k · p 法の仮定から Ej などには実験や第一原理計算といった他の手法による結果を入力す
る. さらに Ej の絶対値でなく差がエネルギーギャップを与えるため, 基準を設定してエネルギー
ギャップといったパラメータが有効ハミルトニアンに現れる.

記号と注意点
後で必要になるため記号の定義と注意点を書いておく.

• 以下, p 軌道と同じ対称性の軌道を p-like や, px-likeなら X-like な軌道と呼ぶ.

• β 和の中で X-likeな軌道を βX などと書くことにする.

• s-likeや p-likeな軌道の厳密な意味は点群 Td の既約表現 Γ1,Γ4 の基底関数という意味である.

• クラス Bはクラス Aの取り方で変化するため, (a)などクラス Aの取り方に対して数式中で B(a)

などと書くことにする.

• クラス Bによる摂動項で現れるパラメータを一般に Remote バンドパラメータと呼ぶ.

• クラス Aを拡大した際, そこまでに定義してきた Remote バンドパラメータから今までクラス B

としてきたバンドの項を差し引くことになる. その差し引いたパラメータを Reduced バンドパラ
メータと呼ぶ.

• 計算で頻繁に Td の対称操作 Gに関し, G |S⟩などの表現が現れる. この表現は厳密に考えると位
置表示した波動関数 S(r)への作用

G |S⟩ =
∫
dr |r⟩ ⟨r|G|S⟩ =

∫
dr |r⟩S(G−1r)

である. しかし, 毎回その等式を書くことは煩わしいため, S(G−1r) = S(r) のもと, 簡略して
G |S⟩ = |S⟩と書くことにする.

SOIの注意点は

• クラス B のバンドの SOIを無視する. この近似は SOI自体比較的小さい効果が, Remote バンド
パラメータでさらに小さくなると予想されるためである

• SOIはクラス A内の効果のみ取り入れる
• こうすると SOIについてクラス Aの効果に関しては厳密になる

である

基底関数の位相の取り方
ハミルトニアンが他の文献と一貫するように, 位相の取り方として |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩の位置表示が実数と

なるようにとり, 残りの |S⟩ , |X ′⟩ , |Y ′⟩ , |Z ′⟩ の位置表示は純虚数となるようにとる. より具体的には,

|X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩の位置表示である球面調和関数 Yl,m について Y1,1 + Y1,−1 と (Y1,1 − Y1,−1)/i, Y1,0 がそれ
ぞれ実数となるように位相を取る.
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この取り方によって Kaneのパラメータ ℏ ⟨S|px|X⟩ /m0 は実数となる. また, Dresselhaus SOIはよく
知られた関数形となり, 係数は文献 [1] より

b6c6c41 = i ⟨S|px|X⟩ ⟨S|px|X ′⟩ ⟨X|py|Z ′⟩ × (実数)

であり, 実数に取れる. このように実験と比較しやすいパラメータが実数となるように位相を決める. ま
た異なる位相の取り方はユニタリー変換で結びつく有効ハミルトニアンを与える [1, 108].

C.2.2 運動量演算子の行列要素
対称性のみを反映した行列要素
有効ハミルトニアンに現れる行列要素は点群 Td の対称操作で変換できる行列要素である. 例えば

⟨S|px|X⟩ = ⟨S|py|Y ⟩ = ⟨S|pz|Z⟩

である.

逆に現れないパラメータの例は Td の対称操作から

⟨S|px|S⟩ = −⟨S|px|S⟩ = 0

である.

C.2.3 位相の取り方も取り入れた行列要素
位相の取り方と対称性から価電子帯間の ⟨ν|pi|ν′⟩はゼロになる. ⟨X|py|Z⟩を例に考えてみる.

⟨X|py|Z⟩ = ⟨X|σ−1
101σ101pyσ

−1
101σ101|Z⟩ = ⟨Z|py|X⟩

(⟨X|py|Z⟩)∗ = ⟨Z|py|X⟩
(⟨X|py|Z⟩)∗ = −⟨X|py|Z⟩ ∵ |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩の位相の取り方

よって, ⟨X|py|Z⟩ = 0 である. なお |X ′⟩ などは位置表示で純虚数のため, ⟨X|py|Z ′⟩ などはノンゼロで
ある.

C.2.4 (a)伝導帯のみを記述する有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアン
用いる有効ハミルトニアンは

Heff
νν′ = Hνν′ +

1

2

∑
β∈B(a)

H ′
νβH

′
βν′

[
1

Eν − Eβ
+

1

Eν′ − Eβ

]
,

Hνν′ =

[
E

(a)
ν′ +

ℏ2k2

2m0

]
δνν′ +H ′

νν′ ,

H ′
νν′ =

ℏ
m0

k · Pνν′ ,

Pνν′ = ⟨ν|p|ν′⟩ ,
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である. クラス B(a) は伝導帯以外のバンド全てである.

表現基底は s-likeな軌道 |S⟩である (ν = ν′ = S).

摂動一次
摂動の一次は ⟨S|p|S⟩である. しかし, この行列要素は対称性からゼロに等しい. たとえば, Td の対称

操作の一つである i軸周りの π 回転 C2i を施すと

⟨S|pj |S⟩ = ⟨S|C−1
2i C2ipjC

−1
2i C2i|S⟩ = ⟨S| − pj |S⟩ ,

C2ipjC
−1
2i = −pj , C2i |S⟩ = |S⟩ , i ̸= j,

である.

摂動二次
摂動二次の項は

1

2

∑
β∈B(a)

H ′
νβH

′
βν′

[
1

Eν − Eβ
+

1

Eν′ − Eβ

]
,

=
1

2

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(a)

⟨S|pi|β⟩ ⟨β|pj |S⟩ ×
1

Ec − Eβ
× 2,

=
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(a)

⟨S|pi|β⟩ ⟨β|pj |S⟩
Ec − Eβ

,

である.

β として例えば価電子帯の X をとると, 行列要素の部分は ⟨S|pi|X⟩ ⟨X|pj |S⟩である. この行列要素は
i ̸= j である限り, どちらかの行列要素が対称性からゼロである. よって, i = j である. 同様に対称性か
ら i = j = x の時, ノンゼロの行列要素は β = X,X ′ など X-like な軌道 βX によってのみ与えられる.

i = j = y, z の時は Y, Z-like軌道である.

さらに, Td の対称操作として, 例えば S4z を取ると

⟨S|px|X⟩ = ⟨S|S−1
4z S4zpxS

−1
4z S4z|X⟩ = ⟨S|py|Y ⟩ = ⟨S|pz|Z⟩ ,

である. 以上から, 摂動二次の項は

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(a)

⟨S|pi|β⟩ ⟨β|pj |S⟩
Ec − Eβ

,

=

 ℏ2

m2
0

∑
βX∈B(a)

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − EβX

 (k2x + k2y + k2z),

である.



付録 C Quasi-Degenerate Perturbation Theory - 有効ハミルトニアンの摂動論的構築 106

ハミルトニアン H(a) は

H(a) = E(a)
c +

ℏ2k2

2m0
+

 ℏ2

m2
0

∑
βX∈B(a)

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − EβX

 k2 ≡ E(a)
c +

ℏ2k2

2mc
,

m0

mc
= 1 +

2

m0

∑
βX∈B(a)

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − EβX

,

である.

C.2.5 (b)価電子帯のみを記述する有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアン
用いる有効ハミルトニアンの表式は (a) と同じである. クラス B(b) は価電子帯以外のバンド全てであ

る. 表現基底は p-likeな軌道 {|X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩}である (ν, ν′ = X,Y, Z).

摂動一次
摂動の一次に含まれる行列要素は ⟨ν|p|ν′⟩である. |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩の位置表示が実数となるようにとっ

ているため現れない.

摂動二次
ハミルトニアンは

1

2

∑
β∈B(b)

H ′
νβH

′
βν′

[
1

Eν − Eβ
+

1

Eν′ − Eβ

]
,

=
1

2

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(b)

⟨ν|pi|β⟩ ⟨β|pj |ν′⟩ ×
1

Ev − Eβ
× 2,

=
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(b)

⟨ν|pi|β⟩ ⟨β|pj |ν′⟩
Ev − Eβ

,

である.

ν = ν′ = X とする. Y, Z の場合は Td の C3 の操作によって x, y, z の巡回置換で得られる.

ゼロかどうか判定する行列要素の積は ⟨X|pi|β⟩ ⟨β|pj |X⟩である.

• i ̸= j なら二つの行列要素どちらかが対称性からゼロである.

• i = j = xなら任意の β に対してノンゼロである.

• i = j = y なら β = βZ でノンゼロである.

• i = j = z の場合は, i = j = y の時の値と等しい. 例えば, Td の対称操作の内, σ011 (yz 平面に直
交し, z = −y を含む平面の鏡映)を用いると xは変えず, y → −z, z → −y という形で y, z を入れ
替えられる. そのため,

⟨X|py|βZ⟩ ⟨βZ |py|X⟩ = ⟨X| − pz(− |βY ⟩)(−⟨βY |)− pz |X⟩ = ⟨X|pz|βY ⟩ ⟨βY |pz|X⟩ ,
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である. 結果, i = j = y, z は行列要素の部分で一致する. i = j = xの場合は任意の β を取れたた
め, 一般に i = j = y, z の場合と行列要素の部分は異なる.

以上から ν = ν′ = X の場合, 摂動の二次の項は

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(b)

⟨X|pi|β⟩ ⟨β|pj |X⟩
Ev − Eβ

　 = Lk2x +M(k2y + k2z),

L =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(b)

⟨X|px|β⟩ ⟨β|px|X⟩
Ev − Eβ

,

M =
ℏ2

m2
0

∑
βZ∈B(b)

⟨X|py|βZ⟩ ⟨βZ |py|X⟩
Ev − EβY

,

である. ν = ν′ = Y, Z の場合は Td の C3 の操作によって x, y, z の巡回置換で得られる. また, Td の対称
操作によって Y, Z の場合でも L,M は変わらない.

ν = X, ν′ = Y とする. 他の場合は Td の C3 の操作によって x, y, z の巡回置換で得られる.

ゼロかどうか判定する行列要素の積は ⟨X|pi|β⟩ ⟨β|pj |Y ⟩である.

• i = x, j = y なら任意の β に対してノンゼロである.

• それ以外の場合は任意の β に対してゼロである.

以上から ν = X, ν′ = Y の場合, 摂動の二次の項は

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(b)

⟨X|pi|β⟩ ⟨β|pj |Y ⟩
Ev − Eβ

　 = Nkxky,

N =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(b)

⟨X|px|β⟩ ⟨β|py|Y ⟩
Ev − Eβ

,

である. 他の場合は Td の C3 の操作によって x, y, z の巡回置換で得られる. また, Td の対称操作によっ
て他の場合でも N は変わらない.

(b)の場合のまとめ
ハミルトニアン H(b) は

H(b) =

(
E(b)

v +
ℏ2k2

2m0

)
1̂3 +

Lk2x +M(k2y + k2z) Nkxky Nkzkx
Nkykx Lk2y +M(k2z + k2x) Nkykz
Nkxkz Nkzky Lk2z +M(k2x + k2y)

 ,
L =

ℏ2

m2
0

∑
β∈B(b)

⟨X|px|β⟩ ⟨β|px|X⟩
Ev − Eβ

,

M =
ℏ2

m2
0

∑
βZ∈B(b)

⟨X|py|βZ⟩ ⟨βZ |py|X⟩
Ev − EβY

,

N =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(b)

⟨X|px|β⟩ ⟨β|py|Y ⟩
Ev − Eβ

,
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である. 1̂3 は 3× 3の単位行列, 表現基底の並びは列に関して |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩である.

C.2.6 (c)での有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアンの式と表現基底
用いる有効ハミルトニアンの表式は (a)と同じである. クラス Bは伝導帯と価電子帯以外のバンド全て

である. 表現基底は s, p-likeな軌道 {|S⟩ , |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩}である (ν, ν′ = S,X, Y, Z).

有効ハミルトニアンのブロック分け
有効ハミルトニアンをブロックに分けた表記は

H(c) =

[
H1c Hcv

H†
cv H4v

]
,

である. 表現基底の並びは列に関して {|S⟩ , |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩} である. H1c は伝導帯のバンド端を持つブ
ロックで, 行列のサイズは 1× 1である. 一重群でバンド端は Γ1 の既約表現に従うため, 1cという添え字
をつけた. H4v は価電子帯のバンド端を持つブロックで, 行列のサイズは 3 × 3である. 一重群でバンド
端は Γ4 の既約表現に従うため, 4v の添え字をつけた. Hcv は k · p項によってノンゼロの波数で伝導帯
と価電子帯のバンド端を混成するブロックで, 行列のサイズは 1× 3である.

伝導帯のバンド端を持つブロック
H(a) の形が対称性のみで決まったことから, H1c の波数に関する関数形は H(a) と同一である. 結果,

H1c は

H1c = E(c)
c +

ℏ2k2

2m′
c

,

m0

m′
c

= 1 +
2

m0

∑
βX∈B(c)

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − EβX

,

である. パラメータ m′
c を (a)でのパラメータ mc を用いて表しておく. (c)ではクラス Bに価電子帯を

取り入れないため, パラメータで価電子帯の項を (a)でのパラメータから差し引かなければならない. そ
うすることでm′

c とmc の関係が得られる. 実際, その関係は

m0

m′
c

= 1 +
2

m0

∑
βX∈B(c)

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − EβX

,

= 1 +
2

m0

∑
βX∈B(a)

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − EβX

− 2

m0

⟨S|px|X⟩ ⟨X|px|S⟩
Ec − Ev

,

=
m0

mc
− 2

m0

⟨S|px|X⟩ ⟨X|px|S⟩
Ec − Ev

,

である.
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価電子帯のバンド端を持つブロック
H4v の形もH1c と全く同じように考えればよい. H(b) と波数依存性は同じでH(b) のパラメータから伝

導帯の項を差し引けば, H4v である. よって

H4v =

(
E(c)

v +
ℏ2k2

2m0

)
1̂3 +

L′k2x +M ′(k2y + k2z) N ′kxky N ′kzkx
N ′kykx L′k2y +M ′(k2z + k2x) N ′kykz
N ′kxkz N ′kzky L′k2z +M ′(k2x + k2y)

 ,
L′ =

ℏ2

m2
0

∑
β∈B(c)

⟨X|px|β⟩ ⟨β|px|X⟩
Ev − Eβ

= L− ℏ2

m2
0

⟨X|px|S⟩ ⟨S|px|X⟩
Ev − Ec

,

M ′ =
ℏ2

m2
0

∑
βZ∈B(c)

⟨X|py|βZ⟩ ⟨βZ |py|X⟩
Ev − EβZ

=M,

N ′ =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(c)

⟨X|px|β⟩ ⟨β|py|Y ⟩
Ev − Eβ

= N − ℏ2

m2
0

⟨X|px|S⟩ ⟨S|py|Y ⟩
Ev − Ec

,

である. M ′ は単に記号を統一的に書くために書いた. M は Z-likeな軌道でノンゼロとなるため, Z-like

な軌道を含まない伝導帯がクラス Aに入っても変わらない.

非対角ブロックの摂動一次
摂動の一次は

ℏ
m0

∑
i=x,y,z

ki ⟨ν|pi|ν′⟩ ,

である. 話を固定するために ν = S, ν′ = X とする. すると, 対称性から

ℏ
m0

kx ⟨S|px|X⟩ ,

のみが残るとわかる. ν′ = Y, Z の場合も単に px をそれぞれ py, pz に置き換えるのみである. さらに対称
性から

⟨S|px|X⟩ = ⟨S|py|Y ⟩ = ⟨S|pz|Z⟩ ,

である. 結果, 摂動の一次による項は [
Pkx Pky Pkz

]
,

P =
ℏ
m0

⟨S|px|X⟩ ,

である.
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非対角ブロックの摂動二次
話を固定するために ν = S, ν′ = X とする. ν′ = Y, Z は下記の i = j, i ̸= j それぞれで議論する. ハミ

ルトニアンは

1

2

∑
β∈B(c)

H ′
SβH

′
βX

[
1

Ec − Eβ
+

1

Ev − Eβ

]
,

=
ℏ2

2m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

β∈B(c)

⟨S|pi|β⟩ ⟨β|pj |X⟩
[

1

Ec − Eβ
+

1

Ev − Eβ

]
,

である.

i = j のとき
⟨S|pi|β⟩ ̸= 0であるためには |β⟩が i-likeな軌道である必要がある. しかし, その場合では ⟨β|pi|X⟩が

対称性からゼロになる. よって, i = j のときの項は現れない. ν′ = Y, Z の時でも同様である.

i ̸= j のとき

• i, j のどちらかが xの時
– i = xの時: j = y, z に対して対称性から ⟨βX |pj |X⟩ = 0である.

– j = xの時: 対称性から ⟨βS |px|X⟩ ̸= 0だが, ⟨S|pi|βS⟩ = 0である.

• i = y, j = z の時: 対称性から ⟨S|py|βY ⟩ ⟨βY |pz|X⟩ ̸= 0である.

• i = z, j = y の時: 対称性から ⟨S|pz|βZ⟩ ⟨βZ |py|X⟩ ̸= 0である.

さらに対称性から ⟨S|py|βY ⟩ ⟨βY |pz|X⟩ = ⟨S|pz|βZ⟩ ⟨βZ |py|X⟩ である. そのため, i = y, j = z と
i = z, j = y のパラメータは等しい.

ν′ = Y, Z の時は巡回置換で得られる.

結果, 摂動の二次の項は[
Bkykz Bkzkx Bkxky

]
,

B =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(c)

⟨S|py|βY ⟩ ⟨βY |pz|X⟩
[

1

Ec − Eβ
+

1

Ev − Eβ

]
,

である. なおこの B は Kaneの B パラメータと呼ばれており, 空間反転対称性のあるダイヤモンド構造
(点群 Oh)でゼロになる. なぜなら, パリティ奇の因子が奇数個あるためである. また, 位相の取り方から
純虚数 B∗ = −B である.

(c)のまとめ
ハミルトニアン H(c) は

H(c) =

[
H1c Hcv

H†
cv H4v

]
,
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である. 対角ブロックは

H1c = E(c)
c +

ℏ2k2

2m′
c

,

m0

m′
c

=
m0

mc
− 2

m0

⟨S|px|βX⟩ ⟨βX |px|S⟩
Ec − Ev

,

および

H4v =

(
E(c)

v +
ℏ2k2

2m0

)
1̂3 +

L′k2x +M ′(k2y + k2z) N ′kxky N ′kzkx
N ′kykx L′k2y +M ′(k2z + k2x) N ′kykz
N ′kxkz N ′kzky L′k2z +M ′(k2x + k2y)

 ,
L′ = L− ℏ2

m2
0

⟨X|px|S⟩ ⟨S|px|X⟩
Ev − Ec

,

M ′ =M,

N ′ = N − ℏ2

m2
0

⟨X|px|S⟩ ⟨S|py|Y ⟩
Ev − Ec

,

である. mc は H(a) で, L,M,N は H(b) で定義されているパラメータである. 非対角ブロックは

Hcv =
[
Pkx +Bkykz Pky +Bkzkx Pkz +Bkxky

]
,

P =
ℏ
m0

⟨S|px|X⟩ ,

B =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(c)

⟨S|py|βY ⟩ ⟨βY |pz|X⟩
[

1

Ec − Eβ
+

1

Ev − Eβ

]
,

である.

C.2.7 (b′)での有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアン
用いる有効ハミルトニアンの表式は

Heff
νν′

σσ′
= Hνν′

σσ′
+

1

2

∑
β,σβ∈B

H ′
νβ
σσβ

H ′
βν′

σβσ
′

[
1

Eν − Eβ
+

1

Eν′ − Eβ

]
,

Hνν′

σσ′
=

[
E

(b′)
ν′ +

ℏ2k2

2m0

]
δνν′δσσ′ +H ′

νν′

σσ′
,

H ′
νν′

σσ′
=

ℏ
m0

k · Pνν′

σσ′
+∆νν′

σσ′
,

Pνν′

σσ′
= ⟨ν|p|ν′⟩ δσσ′ +

ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r)|ν′⟩ ,

　∆νν′

σσ′
=

ℏ
4m2

0c
2
⟨σ|σ|σ′⟩ · ⟨ν|∇V0 × p|ν′⟩ ,

である. クラスB(b′)は価電子帯以外のバンド全てである. 表現基底は |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩ , |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩
である (ν, ν′ = S,X, Y, Z と σ, σ′ =↑, ↓).
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SOIの取り扱い
有効ハミルトニアンは

H(b′) = (SOIによらない項) + (SOIによる項),

である.

H ′
νν′

σσ′
の項を摂動とみなして有効ハミルトニアンを導く. すると, 現れる項は

• H ′
νν′

σσ′
の一次

– k · ⟨ν|p|ν′⟩ δσσ′ の一次: (SOIによらない項)に含められる
– Pνν′

σσ′
の中の SOI一次: (SOIによる項)に含められる

– ∆νν′

σσ′
の一次: (SOIによる項)に含められる

• H ′
νν′

σσ′
の二次

– k · ⟨ν|p|ν′⟩ δσσ′ の二次: (SOIによらない項)に含められる
– Remote バンドの SOI

である.

ここでは SOIに関して Remote バンドの項を無視する. この近似は次の予想に基づく. SOIの表式を
見ればわかる通り, 分母に真空中のエネルギーギャップが存在し, そのギャップは 0.5 MeV 程度である.

さらに Remote バンドはエネルギー分母の分, さらに小さくなる. そのため, 無視する. 計算は可能であ
るが, 群論を用いた系統的な解析 [1] ですら載っておらず, パラメータの値も未知である.

結果, SOIは H ′
νν′

σσ′
のクラス A内の項のみ計算していく.

SOIによらない項
(SOI によらない項) は Hνν′

σσ′
の δνν′δσσ′ の項, そして H ′

νν′

σσ′
の二次から現れる k · ⟨ν|p|ν′⟩ δσσ′ の二

次である. 結果, 各スピン ↑, ↓ ごとに H(b) と全く同じ計算をすることで得られる. H(b) の行列要素を
|X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩ , |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩の順番に並べて

|X, ↑⟩ |X, ↓⟩ |Y, ↑⟩ |Y, ↓⟩ |Z, ↑⟩ |Z, ↓⟩

(SOIによらない項) =


hLM
x 0 hNz 0 hNy 0

hLM
x 0 hNz 0 hNy

hLM
y 0 hNx 0

† hLM
y 0 hNx

hLM
z 0

hLM
z

 ,

hLM
p = E(b′)

v +
ℏ2k2

2m0
+ Lk2p +M(k2q + k2r),

hNp = Nkqkr,

である. 左下三角部分の † は右上三角部分に対してエルミート共役を取ることで得られると示している.

ただし, hLM
p と hNp で p, q, r は x, y, z の巡回置換でとる.
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SOI による項 - ∆ の項
計算すべきハミルトニアンの行列要素は H ′

νν′

σσ′
の一次に現れる SOIの項から

ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r)|ν′⟩ ,

　∆νν′

σσ′
=

ℏ
4m2

0c
2
⟨σ|σ|σ′⟩ · ⟨ν|∇V0 × p|ν′⟩ ,

である.

計算対象は

　∆νν′

σσ′
=

ℏ
4m2

0c
2
⟨σ|σ|σ′⟩ · ⟨ν|∇V0 × p|ν′⟩ ,

(∇V0 × p)x =
∂V0
∂y

pz −
∂V0
∂z

py,

(∇V0 × p)y =
∂V0
∂z

px − ∂V0
∂x

pz,

(∇V0 × p)z =
∂V0
∂x

py −
∂V0
∂y

px,

である. 以下, ν, ν′ = X,Y, Z と取って行列要素を調べていく. ∇V0 × pの成分から調べていく演算子は
∂V0

∂y pz,
∂V0

∂z px,
∂V0

∂x py である. 残りの項はそれらの演算子の行列要素と同一の変換則に従う.

ゼロ, ノンゼロとなる行列要素を判定する際に ∀g ∈ Td の対称操作に対して

V0(g
−1r) = V0(r),

である. (結晶ポテンシャルが点群 Td の対称性を持つという意味である.)

対角 ν = ν′ の例として ν = ν′ = X の時

• ⟨X|∂V0

∂y pz|X⟩は y 軸周りの π 回転 C2y によって

⟨X|∂V0
∂y

pz|X⟩ = (−⟨X|)
∂V0(C

−1
2y r)

∂y
(−pz)(− |X⟩) = −⟨X|∂V0

∂y
pz|X⟩ ,

であるため, ⟨X|∂V0

∂y pz|X⟩ = 0である.

• ⟨X|∂V0

∂z px|X⟩は z 軸周りの π 回転 C2z によって

⟨X|∂V0
∂z

px|X⟩ = −⟨X|∂V0
∂z

px|X⟩ ,

であるため, ⟨X|∂V0

∂z px|X⟩ = 0である.

• ⟨X|∂V0

∂x py|X⟩は x軸周りの π 回転 C2x によって

⟨X|∂V0
∂x

py|X⟩ = −⟨X|∂V0
∂x

py|X⟩ ,

であるため, ⟨X|∂V0

∂x py|X⟩ = 0である.
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ν = ν′ = Y, Z の時でも同様にゼロである. よって, ∆ νν
σσ′ = 0である.

非対角 ν ̸= ν′ の例として ν = X, ν′ = Y の時, Td の対称性から

⟨X| (∇V0 × p)x |Y ⟩ = ⟨X|∂V0
∂y

pz −
∂V0
∂z

py|Y ⟩ = 0,

⟨X| (∇V0 × p)y |Y ⟩ = ⟨X|∂V0
∂z

px − ∂V0
∂x

pz|Y ⟩ = 0,

⟨X| (∇V0 × p)z |Y ⟩ = ⟨X|∂V0
∂x

py −
∂V0
∂y

px|Y ⟩ ̸= 0,

である. そのため

∆XY
σσ′

=
ℏ

4m2
0c

2
⟨σ|σz|σ′⟩ ⟨X| (∇V0 × p)z |Y ⟩ ,

≡ ∆g

3i
⟨σ|σz|σ′⟩ ,

∆g =
3iℏ

4m2
0c

2
⟨X| (∇V0 × p)z |Y ⟩ = − 3iℏ

4m2
0c

2
⟨X| (∇V0 × p)y |Z⟩ ,

である.

他の行列要素は

∆XZ
σσ′

=
ℏ

4m2
0c

2
⟨σ|σy|σ′⟩ ⟨X| (∇V0 × p)y |Z⟩ = −∆g

3i
⟨σ|σy|σ′⟩ ,

∆Y Z
σσ′

=
ℏ

4m2
0c

2
⟨σ|σx|σ′⟩ ⟨Y | (∇V0 × p)x |Z⟩ =

∆g

3i
⟨σ|σx|σ′⟩ ,

である.

以上をまとめると,

∆νν′

σσ′
=

∆g

3i

 O σz −σy
−σz O σx
σy −σx O


νν′

σσ′

,

である. ブロックの並びは |X⟩ , |Y ⟩ , |Z⟩である. O は 2×2のゼロ行列である.

SOI による項 - P に含まれる項
計算対象は

　 ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r)|ν′⟩ ,

である.

対角 ν = ν′ の例として ⟨X|∇V0(r)|X⟩について

⟨X|∂V0
∂x

|X⟩ = 0,

⟨X|∂V0
∂y

|X⟩ = 0,

⟨X|∂V0
∂z

|X⟩ = 0,
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である. ν = ν′ = Y, Z の時でも同様にゼロである. よって, ⟨ν|∇V0(r)|ν⟩ = 0である.

非対角 ν ̸= ν′ の例として ν = X, ν′ = Y

⟨X|∂V0
∂x

|Y ⟩ = 0,

⟨X|∂V0
∂y

|Y ⟩ = 0,

⟨X|∂V0
∂z

|Y ⟩ ̸= 0,

である. そのため

　 ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨X|∇V0(r)|Y ⟩ ,

=
ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

[
⟨σ|σy|σ′⟩ ⟨X|∂V0

∂z
|Y ⟩ ex − ⟨σ|σx|σ′⟩ ⟨X|∂V0

∂z
|Y ⟩ ey

]
,

= C ′
k ⟨σ|kxσy − kyσx|σ′⟩ ,

C ′
k ≡ ℏ

m0

ℏ
4m0c2

⟨X|∂V0
∂z

|Y ⟩ ,

である.

ν = X, ν′ = Z

⟨X|∂V0
∂x

|Z⟩ = 0,

⟨X|∂V0
∂y

|Z⟩ ̸= 0,

⟨X|∂V0
∂z

|Z⟩ = 0,

である. そのため

　 ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨X|∇V0(r)|Z⟩ ,

=
ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

[
−⟨σ|σz|σ′⟩ ⟨X|∂V0

∂y
|Z⟩ ex + ⟨σ|σx|σ′⟩ ⟨X|∂V0

∂y
|Z⟩ ez

]
,

= C ′
k ⟨σ| − kxσz + kzσx|σ′⟩ ,

⟨X|∂V0
∂y

|Z⟩ = ⟨X|∂V0
∂z

|Y ⟩ ∵ [011]面に関する鏡映操作σ011,

である.

ν = Y, ν′ = Z

⟨Y |∂V0
∂x

|Z⟩ = ⟨X|∂V0
∂y

|Z⟩ ̸= 0 ∵ [110]面に関する鏡映操作σ011,

⟨Y |∂V0
∂y

|Z⟩ = 0,

⟨Y |∂V0
∂z

|Z⟩ = 0,
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である. そのため

　 ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨Y |∇V0(r)|Z⟩ ,

=
ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

[
⟨σ|σz|σ′⟩ ⟨Y |∂V0

∂x
|Z⟩ ey − ⟨σ|σy|σ′⟩ ⟨Y |∂V0

∂x
|Z⟩ ez

]
,

= C ′
k ⟨σ|kyσz − kzσy|σ′⟩ ,

である.

以上から

　 ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r)|ν′⟩ ,

= C ′
k

 O kxσy − kyσx −kxσz + kzσx
kxσy − kyσx O kyσz − kzσy
−kxσz + kzσx kyσz − kzσy O


νν′

σσ′

,

である.

まとめ
有効ハミルトニアンは

H(b′) = (SOIによらない項) + (SOIによる項),

であり

|X, ↑⟩ |X, ↓⟩ |Y, ↑⟩ |Y, ↓⟩ |Z, ↑⟩ |Z, ↓⟩

(SOIによらない項) =


hLM
x 0 hNz 0 hNy 0

hLM
x 0 hNz 0 hNy

hLM
y 0 hNx 0

† hLM
y 0 hNx

hLM
z 0

hLM
z

 ,

hLM
p = E(b′)

v +
ℏ2k2

2m0
+ Lk2p +M(k2q + k2r),

hNp = Nkqkr,

と SOIに関しては一次までで

(SOIによる項) =
ℏ
m0

k · ℏ
4m0c2

⟨σ|σ|σ′⟩ × ⟨ν|∇V0(r)|ν′⟩+∆νν′

σσ′
,

= C ′
k

 O kxσy − kyσx −kxσz + kzσx
kxσy − kyσx O kyσz − kzσy
−kxσz + kzσx kyσz − kzσy O


νν′

σσ′

+
∆g

3i

 O σz −σy
−σz O σx
σy −σx O


νν′

σσ′

,

である.



付録 C Quasi-Degenerate Perturbation Theory - 有効ハミルトニアンの摂動論的構築 117

C.2.8 (b′′)での有効ハミルトニアン
次に (b′)での表現基底 |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩ , |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩を |3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v,

|3/2,−3/2⟩v , |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v にユニタリー変換する.

有効ハミルトニアンとユニタリー変換
|3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v , |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v による有効ハミルトニ

アン Heff を H(b′′) と書く. |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩ , |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩で表現したハミルトニアンを H(b′)

と書く.

ユニタリー変換 U は

⟨jMj |Heff |j′M ′
j⟩ =

∑
ν,σ

∑
ν′,σ′

⟨jMj |νσ⟩ ⟨νσ|Heff |ν′σ′⟩ ⟨ν′σ′|j′M ′
j⟩ ,

=
∑
ν,σ

∑
ν′,σ′

⟨νσ|jMj⟩∗ ⟨νσ|Heff |ν′σ′⟩ ⟨ν′σ′|j′M ′
j⟩[

H(b′′)

]
jj′

MjM
′
j

=
∑
ν,σ

∑
ν′,σ′

U∗
νj

σMj

[
H(b′)

]
νν′

σσ′
U ν′j′

σ′M ′
j

,

=
∑
ν,σ

∑
ν′,σ′

[U†] jν
Mjσ

[
H(b′)

]
νν′

σσ′
U ν′j′

σ′M ′
j

,

で定義される. 行列で書くと

H(b′′) = U†H(b′)U,

である. U の定義は

U ν′j′

σ′M ′
j

= ⟨ν′σ′|j′M ′
j⟩ ,

であり, あからさまに成分を書くと

U =



−1/
√
2 0 1/

√
6 0 0 −1/

√
3

0 −1/
√
6 0 1/

√
2 −1/

√
3 0

−i/
√
2 0 −i/

√
6 0 0 i/

√
3

0 −i/
√
6 0 −i/

√
2 −i/

√
3 0

0
√

2/3 0 0 −1/
√
3 0

0 0
√
2/3 0 0 1/

√
3

 ,

である.
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SOIによる項のユニタリー変換
(b′)の (SOIによる項)をユニタリー変換すると

(SOIによる項)(b′′) = C ′
kU

†

 O kxσy − kyσx −kxσz + kzσx
kxσy − kyσx O kyσz − kzσy
−kxσz + kzσx kyσz − kzσy O

U
+

∆g

3i
U†

 O σz −σy
−σz O σx
σy −σx O

U,
である.

∆g の項は

∆g

3i
U †

 O σz −σy
−σz O σx
σy −σx O

U =
∆g

3
diag [1, 1, 1, 1,−2,−2] ,

である. diag[x, y, · · · ] は x, y, · · · を対角成分に持つ対角行列である.

C ′
k の項では, 後の表式の見やすさのために C ′

k を

C ′
k = −

√
3

2
Ck,

によって Ck へ変換する. ユニタリー変換すると

−
√
3

2
CkU

†

 O kxσy − kyσx −kxσz + kzσx
kxσy − kyσx O kyσz − kzσy
−kxσz + kzσx kyσz − kzσy O

U,

= Ck



0 − 1
2k+ kz −

√
3
2 k−

1
2
√
2
k+

1√
2
kz

0
√
3
2 k+ −kz 0 −

√
3

2
√
2
k+

0 − 1
2k+

√
3

2
√
2
k− 0

0 1√
2
kz − 1

2
√
2
k−

† 0 0
0


,

である. 左下三角にある †は右上三角のエルミート共役であることを表す.

以上をまとめると

(SOIによる項)(b′′) =
∆g

3
diag [1, 1, 1, 1,−2,−2] + Ck



0 − 1
2k+ kz −

√
3
2 k−

1
2
√
2
k+

1√
2
kz

0
√
3
2 k+ −kz 0 −

√
3

2
√
2
k+

0 − 1
2k+

√
3

2
√
2
k− 0

0 1√
2
kz − 1

2
√
2
k−

† 0 0
0


,

である.
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SOIによらない項のユニタリー変換
計算するユニタリー変換は

(SOIによらない項)(b′′) = U†(SOIによらない項)(b′)U,

|X, ↑⟩ |X, ↓⟩ |Y, ↑⟩ |Y, ↓⟩ |Z, ↑⟩ |Z, ↓⟩

(SOIによらない項)(b′) =


hLM
x 0 hNz 0 hNy 0

hLM
x 0 hNz 0 hNy

hLM
y 0 hNx 0

† hLM
y 0 hNx

hLM
z 0

hLM
z

 ,

hLM
p = E(b′′)

v +
ℏ2k2

2m0
+ Lk2p +M(k2q + k2r),

hNp = Nkqkr,

である.

|3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v , |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v をそれぞれ 1, 2, 3, 4,

5, 6と番号づける.

HH, LHの対角成分は

(1, 1) =
L+M

2

(
k2x + k2y

)
+Mk2z + E(b′′)

v +
ℏ2k2

2m0
,

(2, 2) =
L+ 5M

6

(
k2x + k2y

)
+

2L+M

3
k2z + E(b′′)

v +
ℏ2k2

2m0
,

(3, 3) = (2, 2),

(4, 4) = (1, 1),

である.

HH, LHの非対角成分は

(1, 2) = −
√
3

3
Nkzk−,

(1, 3) = −
√
3

6
(L−M)

(
k2x − k2y

)
+ i

√
3

3
Nkxky,

(1, 4) = 0,

(2, 3) = 0,

(2, 4) = (1, 3),

(3, 4) = −(1, 2),

である.
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SOの対角と非対角成分は

(5, 5) =
L+ 2M

3
k2 + E(b′′)

v +
ℏ2k2

2m0
,

(6, 6) = (5, 5),

(5, 6) = 0,

である.

HH, LH-SOの非対角ブロックの成分は

(1, 5) =

√
6

6
Nkzk−,

(1, 6) =

√
6

6
(L−M)

(
k2x − k2y

)
−

√
6

3
iNkxky,

(2, 5) =

√
2

6
(L−M)

(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

(2, 6) = −
√
2

2
Nkzk−,

(3, 5) = (2, 6)∗,

(3, 6) = −(2, 5),

(4, 5) = −(1, 6)∗,

(4, 6) = (1, 5)∗,

である.

Luttinger パラメータの導入
次に Luttingerパラメータを導入する. 定義は

− ℏ2

2m0
γ1 =

L+ 2M

3
+

ℏ2

2m0
,

− ℏ2

2m0
γ2 =

L−M

6
,

− ℏ2

2m0
γ3 =

N

6
,

である.

Luttingerパラメータを使うと, HH, LHの対角成分に現れているパラメータは

− ℏ2

2m0
(γ1 + γ2) =

L+M

2
+

ℏ2

2m0
,

− ℏ2

2m0
(γ1 − 2γ2) =M +

ℏ2

2m0
,

− ℏ2

2m0
(γ1 − γ2) =

L+ 5M

6
+

ℏ2

2m0
,

− ℏ2

2m0
(γ1 + 2γ2) =

2L+M

3
+

ℏ2

2m0
,
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である. よって

(1, 1) =
L+M

2

(
k2x + k2y

)
+Mk2z + Ev +

ℏ2k2

2m0
,

= − ℏ2

2m0
(γ1 + γ2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ1 − 2γ2)k

2
z + Ev,

(2, 2) =
L+ 5M

6

(
k2x + k2y

)
+

2L+M

3
k2z + Ev +

ℏ2k2

2m0
,

= − ℏ2

2m0
(γ1 − γ2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ1 + 2γ2)k

2
z + Ev,

(3, 3) = (2, 2),

(4, 4) = (1, 1),

である.

Luttingerパラメータを使うと, HH, LHの非対角成分で現れているパラメータは

2
√
3

ℏ2

2m0
γ3 = −

√
3

3
N,

√
3

ℏ2

2m0
γ2 = −

√
3

6
(L−M),

− 2i
√
3

ℏ2

2m0
γ3 = i

√
3

3
N,

である. よって

(1, 2) = −
√
3

3
Nkzk− = 2

√
3

ℏ2

2m0
γ3kzk−,

(1, 3) = −
√
3

6
(L−M)

(
k2x − k2y

)
+ i

√
3

3
Nkxky =

√
3

ℏ2

2m0
γ2
(
k2x − k2y

)
− 2i

√
3

ℏ2

2m0
γ3kxky,

(1, 4) = 0,

(2, 3) = 0,

(2, 4) = (1, 3),

(3, 4) = −(1, 2),

である.

Luttingerパラメータを使うと, SOの対角と非対角成分は

(5, 5) =
L+ 2M

3
k2 + Ev +

ℏ2k2

2m0
= − ℏ2

2m0
γ1k

2 + Ev,

(6, 6) = (5, 5),

(5, 6) = 0,

である.
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Luttingerパラメータを使うと, HH, LH-SOの非対角ブロックで現れているパラメータは

−
√
6

ℏ2

2m0
γ3 =

√
6

6
N,

2i
√
6

ℏ2

2m0
γ3 = −

√
6

3
iN,

3
√
2

ℏ2

2m0
γ3 = −

√
2

2
N,

−
√
6

ℏ2

2m0
γ2 =

√
6

6
(L−M),

−
√
2

ℏ2

2m0
γ2 =

√
2

6
(L−M),

である. よって

(1, 5) =

√
6

6
Nkzk−,

= −
√
6

ℏ2

2m0
γ3kzk−,

(1, 6) =

√
6

6
(L−M)

(
k2x − k2y

)
−

√
6

3
iNkxky,

= −
√
6

ℏ2

2m0
γ2
(
k2x − k2y

)
+ 2i

√
6

ℏ2

2m0
γ3kxky,

(2, 5) =

√
2

6
(L−M)

(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

= −
√
2

ℏ2

2m0
γ2
(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

(2, 6) = −
√
6

2
Nkzk−,

= 3
√
2

ℏ2

2m0
γ3kzk−,

(3, 5) = (2, 6)∗,

(3, 6) = −(2, 5),

(4, 5) = −(1, 6)∗,

(4, 6) = (1, 5)∗,

である.

まとめ
有効ハミルトニアンは

H(b′′) = U†H(b′)U,

= (SOIによらない項)(b′′) + (SOIによる項)(b′′),
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であり

(SOIによらない項)(b′′) =


(1, 1) (1, 2) (1, 3) 0 (1, 5) (1, 6)

(2, 2) 0 (1, 3) (2, 5) (2, 6)
(2, 2) −(1, 2) (2, 6)∗ −(2, 5)

† (1, 1) −(1, 6)∗ (1, 5)∗

(5, 5) 0
(5, 5)

 ,

(1, 1) = − ℏ2

2m0
(γ1 + γ2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ1 − 2γ2)k

2
z + E(b′′)

v ,

(2, 2) = − ℏ2

2m0
(γ1 − γ2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ1 + 2γ2)k

2
z + E(b′′)

v ,

(5, 5) = − ℏ2

2m0
γ1k

2 + E(b′′)
v ,

(1, 2) = 2
√
3

ℏ2

2m0
γ3kzk−,

(1, 3) =
√
3

ℏ2

2m0
γ2
(
k2x − k2y

)
− 2i

√
3

ℏ2

2m0
γ3kxky,

(1, 5) = −
√
6

ℏ2

2m0
γ3kzk−,

(1, 6) = −
√
6

ℏ2

2m0
γ2
(
k2x − k2y

)
+ 2i

√
6

ℏ2

2m0
γ3kxky,

(2, 5) = −
√
2

ℏ2

2m0
γ2
(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

(2, 6) = 3
√
2

ℏ2

2m0
γ3kzk−,

そして,

(SOIによる項)(b′′) =
∆g

3
diag [1, 1, 1, 1,−2,−2]

+ Ck



0 − 1
2k+ kz −

√
3
2 k−

1
2
√
2
k+

1√
2
kz

0
√
3
2 k+ −kz 0 −

√
3

2
√
2
k+

0 − 1
2k+

√
3

2
√
2
k− 0

0 1√
2
kz − 1

2
√
2
k−

† 0 0
0


,

である.

任意の値 E
(b′′)
v を E

(b′′)
v = −∆g/3にとることで HH, LHの対角ブロックでの k = 0におけるエネル

ギーを基準に取れる.

Luttinger パラメータにおける伝導帯の項
Luttingerパラメータにおける伝導帯の項を特定しておく.
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Luttingerパラメータは再掲すると

− ℏ2

2m0
γ1 =

L+ 2M

3
+

ℏ2

2m0
,

− ℏ2

2m0
γ2 =

L−M

6
,

− ℏ2

2m0
γ3 =

N

6
,

である. パラメータ L,M,N は伝導帯の項をあからさまに取り出しておくと, その定義から

L′ = L− ℏ2

m2
0

⟨X|px|S⟩ ⟨S|px|X⟩
Ev − Ec

,

M ′ =M,

N ′ = N − ℏ2

m2
0

⟨X|px|S⟩ ⟨S|py|Y ⟩
Ev − Ec

,

である. M は対称性から β 和の中で伝導帯の項を含まない. Kaneの行列要素 P = ℏ ⟨S|px|X⟩ /m0 を用
いると

L′ = L− P 2

Ev − Ec
,

M ′ =M,

N ′ = N − P 2

Ev − Ec
,

である. さらに伝導帯下端と価電子帯頂上で形成されるエネルギーギャップ Eg を用いると, Ev − Ec =

−Eg であるため

L′ = L+
P 2

Eg
,

M ′ =M,

N ′ = N +
P 2

Eg
,

である.

L′,M ′, N ′ に対応する Reduced バンドパラメータ γ′1, γ
′
2, γ

′
3 を

− ℏ2

2m0
γ′1 =

L′ + 2M ′

3
+

ℏ2

2m0
,

− ℏ2

2m0
γ′2 =

L′ −M ′

6
,

− ℏ2

2m0
γ′3 =

N ′

6
,

で定義する.
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γ′1, γ
′
2, γ

′
3 を γ1, γ2, γ3 で表すと

γ′1 = γ1 −
1

3

EP

Eg
,

γ′2 = γ2 −
1

6

EP

Eg
,

γ′3 = γ3 −
1

6

EP

Eg
,

である. ただし

EP ≡ 2m0

ℏ2
P 2,

とした. γ1, γ2, γ3, EP , Eg は測定値である.

C.2.9 (a′′)での有効ハミルトニアン
次に (a′′)での表現基底 |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩ の有効ハミルトニアンを導く. (a)での有効ハミルトニアンは SOI

を無視したが, (b′′)で見たように SOIはバンド端のギャップ ∆g を開くため, (a)での有効ハミルトニア
ンをユニタリー変換してもエネルギー分母で SOIを取り入れられない. そこで改めて計算する.

有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアンの表式は

Heff
jj′ = Hjj′ +

1

2

∑
jβ∈B

H ′
jjβ
H ′

jβj′

[
1

Ej − Ejβ

+
1

Ej′ − Ejβ

]
,

Hjj′ =

[
E

(a′′)
j′ +

ℏ2k2

2m0

]
δjj′ +H ′

jj′ ,

H ′
jj′ =

ℏ
m0

k · Pjj′ ,

Pjj′ = ⟨j|p+
ℏ

4m0c2
σ ×∇V0(r)|j′⟩ ,

である. またバンド端のインデックス j, jβ は j = (S, σ), jβ = (3/2, 3/2)v · · · である.

|jβ⟩として HH, LH, SOをとると (b′′)で見たように σ · (∇V0 × p̂)を対角化する基底であるため, 上
記の表式で σ · (∇V0 × p̂)は Ej に既に含まれている. エネルギー分母は SOIを考慮すると例えば

ES − EHH,LH = Eg,

ES − ESO = Eg +∆g,

である.

摂動一次
摂動の一次は ⟨S|p|S⟩ , ⟨S|∇V0|S⟩に比例する. しかし, この行列要素は対称性からゼロに等しい.
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摂動二次
SOIとして非自明な項は k · pと ⟨S|∇V0|p−like⟩の積の項である. しかし, この項は (b′′)で無視した

オーダーの項であるため, ここでも無視する.

ここでは後の (c′′)のため, k · p二次による有効質量まで導く. 特に

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈Ba′′

⟨S, σ|pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, σ′⟩
Ec − Ejβ

,

で

|jβ⟩ = |3/2, 3/2⟩v , · · · |1/2,−1/2⟩v ,

の項を計算する.

計算の際には

⟨S, σ|pi|X⟩ = ⟨S, σ|px|X⟩ δi,x,

などを用いる.

HHでの行列要素は

⟨S, σ|pi|3/2, 3/2⟩v ⟨3/2, 3/2|pj |S, σ
′⟩ ,

= ⟨S, σ| pi
−1√
2
(|X, ↑⟩+ i |Y, ↑⟩)−1√

2
(⟨X, ↑| − i ⟨Y, ↑|)pj |S, σ′⟩ ,

=
1

2
δσ↑δσ′↑| ⟨S|px|X⟩ |2(δix + iδiy)(δjx − iδjy),

=
1

2
δσ↑δσ′↑| ⟨S|px|X⟩ |2(δixδjx + δiyδjy − iδixδjy + iδiyδjx),

と

⟨S, σ|pi|3/2,−3/2⟩v ⟨3/2,−3/2|pj |S, σ′⟩ ,

=
1

2
δσ↓δσ′↓| ⟨S|px|X⟩ |2(δixδjx + δiyδjy + iδixδjy − iδiyδjx),

である.

LHでの行列要素は

⟨S, σ|pi|3/2, 1/2⟩v ⟨3/2, 1/2|pj |S, σ
′⟩ ,

= | ⟨S|px|X⟩ |2
[
−1√
6
δσ↓(δix + iδiy) +

√
2

3
δσ↑δiz

]
·

[
−1√
6
δσ′↓(δjx − iδjy) +

√
2

3
δσ′↑δjz

]
,
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そして [
−1√
6
δσ↓(δix + iδiy) +

√
2

3
δσ↑δiz

]
·

[
−1√
6
δσ′↓(δjx − iδjy) +

√
2

3
δσ′↑δjz

]
,

= δσ↓δσ′↓ ×
1

6
(δix + iδiy)(δjx − iδjy)

+ δσ↓δσ′↑ ×
−1

3
(δix + iδiy)δjz

+ δσ↑δσ′↓ ×
−1

3
δiz(δjx − iδjy)

+ δσ↑δσ′↑ ×
2

3
δizδjz,

である. また,

⟨S, σ|pi|3/2,−1/2⟩v ⟨3/2,−1/2|pj |S, σ′⟩ ,

= | ⟨S|px|X⟩ |2
[

1√
6
δσ↑(δix − iδiy) +

√
2

3
δσ↓δiz

]
·

[
1√
6
δσ′↑(δjx + iδjy) +

√
2

3
δσ′↓δjz

]
,

そして [
1√
6
δσ↑(δix − iδiy) +

√
2

3
δσ↓δiz

]
·

[
1√
6
δσ′↑(δjx + iδjy) +

√
2

3
δσ′↓δjz

]
,

= δσ↑δσ′↑ ×
1

6
(δix − iδiy)(δjx + iδjy)

+ δσ↑δσ′↓ ×
−1

3
(δix − iδiy)δjz

+ δσ↓δσ′↑ ×
−1

3
δiz(δjx + iδjy)

+ δσ↓δσ′↓ ×
2

3
δizδjz,

である.

以上から

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈HH,LH

⟨S, ↑ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↑⟩
Ec − Ejβ

,

=
ℏ2

m2
0

| ⟨S|px|X⟩ |2

Ec − Ev

×
∑

i,j=x,y,z

kikj

[
1

2
(δixδjx + δiyδjy + iδixδjy − iδiyδjx) +

2

3
δizδjz +

1

6
(δix − iδiy)(δjx + iδjy)

]
,

=
P 2

Eg

[
k2x + k2y + ikxky − ikykx

2
+

2

3
k2z +

k2x + k2y − ikykx + ikxky

6

]
,

=
2

3

P 2

Eg
k2,

である.
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また

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈HH,LH

⟨S, ↓ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↓⟩
Ec − Ejβ

,

=
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈HH,LH

⟨S, ↑ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↑⟩
Ec − Ejβ

,

=
2

3

P 2

Eg
k2,

であり,

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈HH,LH

⟨S, ↑ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↓⟩
Ec − Ejβ

,

=
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈HH,LH

⟨S, ↓ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↑⟩
Ec − Ejβ

,

= 0,

である.

SOでの行列要素は

⟨S, σ|pi|1/2, 1/2⟩v ⟨1/2, 1/2|pj |S, σ
′⟩ ,

=
| ⟨S|px|X⟩ |2

3
[δσ↓(δix + iδiy) + δσ↑δiz] · [δσ′↓(δjx − iδjy) + δσ′↑δjz] ,

そして

[δσ↓(δix + iδiy) + δσ↑δiz] · [δσ′↓(δjx − iδjy) + δσ′↑δjz] ,

= δσ↓δσ′↓ × (δix + iδiy)(δjx − iδjy)

+ δσ↓δσ′↑ × (δix + iδiy)δjz

+ δσ↑δσ′↓ × δiz(δjx − iδjy)

+ δσ↑δσ′↑ × δizδjz,

である. また

⟨S, σ|pi|1/2,−1/2⟩v ⟨1/2,−1/2|pj |S, σ′⟩

=
| ⟨S|px|X⟩ |2

3
[δσ↑(δix − iδiy)− δσ↓δiz] · [δσ′↑(δjx + iδjy)− δσ′↓δjz] ,

そして

[δσ↑(δix − iδiy)− δσ↓δiz] · [δσ′↑(δjx + iδjy)− δσ′↓δjz] ,

= δσ↑δσ′↑ × (δix − iδiy)(δjx + iδjy)

− δσ↑δσ′↓ × (δix − iδiy)δjz

− δσ↓δσ′↑ × δiz(δjx + iδjy)

+ δσ↓δσ′↓ × δizδjz,
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である.

以上から
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈SO

⟨S, ↑ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↑⟩
Ec − Ejβ

=
ℏ2

m2
0

1

3

| ⟨S|px|X⟩ |2

Ec − ESO
×

∑
i,j=x,y,z

kikj [δizδjz + (δix − iδiy)(δjx + iδjy)]

=
1

3

P 2

Eg +∆g
k2,

である. また
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈SO

⟨S, ↓ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↓⟩
Ec − Ejβ

,

=
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈SO

⟨S, ↑ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↑⟩
Ec − Ejβ

,

=
1

3

P 2

Eg +∆g
k2,

であり,

ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈SO

⟨S, ↑ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↓⟩
Ec − Ejβ

,

=
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈SO

⟨S, ↓ |pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, ↑⟩
Ec − Ejβ

,

= 0,

である.

まとめると
ℏ2

m2
0

∑
i,j=x,y,z

kikj
∑

jβ∈HH,LH,SO

⟨S, σ|pi|jβ⟩ ⟨jβ |pj |S, σ′⟩
Ec − Ejβ

=

[
2

3

P 2

Eg
+

1

3

P 2

Eg +∆g

]
k2δσσ′ ,

である. よって, クラス Aに HH, LH, SOを入れる (c′′)で, 伝導帯のパラメータは SOIを取り入れると
m0

m′
c

=
m0

mc
− EP

3

(
2

Eg
+

1

Eg +∆g

)
,

のm′
c である. mc は (a′′)のパラメータであり, 実験や第一原理計算の値を用いる.

C.2.10 (c′′)での有効ハミルトニアン
有効ハミルトニアンの構成
有効ハミルトニアンは

H(c′′) =

[
Hc Hcv

H†
cv Hv

]
,
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である. 表現基底の並び |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩ , |3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v, |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v
である.

(c′′) での有効ハミルトニアンを得るためには |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩ , |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩, |Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩
を用いた表現

H̃(c′′) =

[
H̃c H̃cv

H̃†
cv H̃v

]
,

を |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩ , |3/2, 3/2⟩v , |3/2, 1/2⟩v , |3/2,−1/2⟩v , |3/2,−3/2⟩v, |1/2, 1/2⟩v , |1/2,−1/2⟩v の表現
H(c′′) に変換する. そのためには, (b′′)での 6× 6のユニタリー変換を U(b′′) と書くと,[

1̂2
U(b′′)

]
,

のユニタリー変換を H̃(c′′) に施せばよい. より具体的には
[
Hc Hcv

H†
cv Hv

]
=

[
1̂2

U(b′′)

]† [
H̃c H̃cv

H̃†
cv H̃v

] [
1̂2

U(b′′)

]
=

[
H̃c H̃cvU(b′′)

U†
(b′′)H̃

†
cv U †

(b′′)H̃vU(b′′)

]
,

を計算する.

ただし, 対角ブロックでのユニタリー変換の結果は (a′′), (b′′)からわかっている. 非対角ブロックでの
SOIの項は後で説明するように, 比較的小さいとして取り入れない.

対角ブロック
対角ブロック Hc,Hv はそれぞれ (a′′), (b′′)でクラス Aに入れていなかったバンド端を取り入れ, パラ

メータを再定義するだけである. そのため Hc は (a′′)より

Hc = E(c′′)
c +

ℏ2k2

2m′
c

,

m0

m′
c

=
m0

mc
− EP

3

(
2

Eg
+

1

Eg +∆g

)
,

であり, mc は測定値である.
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そして, Hv は (b′′)より

Hv =


(1, 1) (1, 2) (1, 3) 0 (1, 5) (1, 6)

(2, 2) 0 (1, 3) (2, 5) (2, 6)
(2, 2) −(1, 2) (2, 6)∗ −(2, 5)

† (1, 1) −(1, 6)∗ (1, 5)∗

(5, 5) 0
(5, 5)


+

∆g

3
diag [1, 1, 1, 1,−2,−2]

+ Ck



0 − 1
2k+ kz −

√
3
2 k−

1
2
√
2
k+

1√
2
kz

0
√
3
2 k+ −kz 0 −

√
3

2
√
2
k+

0 − 1
2k+

√
3

2
√
2
k− 0

0 1√
2
kz − 1

2
√
2
k−

† 0 0
0


,

であり, ただし

(1, 1) = − ℏ2

2m0
(γ′1 + γ′2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ′1 − 2γ′2)k

2
z + E(c′′)

v ,

(2, 2) = − ℏ2

2m0
(γ′1 − γ′2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ′1 + 2γ′2)k

2
z + E(c′′)

v ,

(5, 5) = − ℏ2

2m0
γ′1k

2 + E(c′′)
v ,

(1, 2) = 2
√
3

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

(1, 3) =
√
3

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x − k2y

)
− 2i

√
3

ℏ2

2m0
γ′3kxky,

(1, 5) = −
√
6

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

(1, 6) = −
√
6

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x − k2y

)
+ 2i

√
6

ℏ2

2m0
γ′3kxky,

(2, 5) = −
√
2

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

(2, 6) = 3
√
2

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

である. パラメータは

γ′1 = γ1 −
1

3

EP

Eg
,

γ′2 = γ2 −
1

6

EP

Eg
,

γ′3 = γ3 −
1

6

EP

Eg
,

EP =
2m0

ℏ2
P 2,



付録 C Quasi-Degenerate Perturbation Theory - 有効ハミルトニアンの摂動論的構築 132

であり, γ1, γ2, γ3, EP , Eg, Ck,∆g は測定値である.

非対角ブロック
右上の非対角ブロックであれば, U(b′′) が右からかかるので

Hcv = H̃cvU(b′′),

である.

SOI の項を計算すると, SOI の一次で HH,LH ブロックと SO ブロックで Kane の行列要素が変わる.

しかし, その区別は文献 [1] の群論による系統的な解析ですら現れていない. おそらく SOI であるため,

Kaneの行列要素に比べて十分小さいとして無視されていると考えられる.

他にも SOIの二次の項が文献 [1] で示されているが, そもそも一次を無視しているため二次を取り入れ
る理由がない.

以上から, Hcv で SOIのゼロ次とする.

Hcv は (b′′)と同様にユニタリー変換から求める.

(c)からユニタリー変換前の非対角ブロックは |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩を行のラベルにし, |X, ↑⟩ , |X, ↓⟩ , |Y, ↑⟩ , |Y, ↓⟩,
|Z, ↑⟩ , |Z, ↓⟩を列の並びとして

H̃cv =

[
h1 0 h2 0 h3 0
0 h1 0 h2 0 h3

]
,

である. ただし

h1 = Pkx +Bkykz,

h2 = Pky +Bkzkx,

h3 = Pkz +Bkxky,

である.

ユニタリー変換すると

Hcv =

hcv1 hcv2
1√
3
hcv3 0 −1√

2
hcv2 −

√
2
3hcv3

0 1√
3
hcv1 hcv2 hcv3

√
2
3hcv1

1√
2
hcv2

 ,
であり,

hcv1 = − 1√
2
Pk+ +

1√
2
B′kzk−,

hcv2 =

√
2

3
Pkz + i

√
2

3
B′kxky,

hcv3 =
1√
2
Pk− +

1√
2
B′kzk+,

である. ただし, 位相の取り方と B の定義

B =
ℏ2

m2
0

∑
β∈B(c)

⟨S|py|βY ⟩ ⟨βY |pz|X⟩
[

1

Ec − Eβ
+

1

Ev − Eβ

]
,
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から B が純虚数なので, 実数 B′ ≡ −iB とした.

文献 [1] は SOIの二次の効果のために B′ を B±
8v, B7v と区別している. しかし, SOIを無視するため,

ここで区別する必要はない. 文献 [1] との整合性は

B′ = (B+
8v +B7v)/2, B−

8v = 0,

で取れると予想されるが, 比較的小さい効果のためこれ以上の検証を行わない. 実際, この関係式は III-V

族半導体で近似的に成り立っている (文献 [1]の p.74参照).

エネルギーの原点の取り方
k = 0の固有値

E(c′′)
c , E(c′′)

c − Eg, E
(c′′)
c − Eg −∆g, E(c′′)

v = E(c′′)
c − Eg,

からエネルギーの原点は E
(c′′)
c = 0とする.

まとめ
有効ハミルトニアンは

H(c′′) =

[
Hc Hcv

H†
cv Hv

]
,

である. 各ブロックは

Hc =
ℏ2k2

2m′
c

,

m0

m′
c

=
m0

mc
− EP

3

(
2

Eg
+

1

Eg +∆g

)
,

Hv =


(1, 1) (1, 2) (1, 3) 0 (1, 5) (1, 6)

(2, 2) 0 (1, 3) (2, 5) (2, 6)
(2, 2) −(1, 2) (2, 6)∗ −(2, 5)

† (1, 1) −(1, 6)∗ (1, 5)∗

(5, 5) 0
(5, 5)


− diag [Eg, Eg, Eg, Eg, Eg +∆g, Eg +∆g]

+ Ck



0 − 1
2k+ kz −

√
3
2 k−

1
2
√
2
k+

1√
2
kz

0
√
3
2 k+ −kz 0 −

√
3

2
√
2
k+

0 − 1
2k+

√
3

2
√
2
k− 0

0 1√
2
kz − 1

2
√
2
k−

† 0 0
0


,
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であり, ただし

(1, 1) = − ℏ2

2m0
(γ′1 + γ′2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ′1 − 2γ′2)k

2
z ,

(2, 2) = − ℏ2

2m0
(γ′1 − γ′2)

(
k2x + k2y

)
− ℏ2

2m0
(γ′1 + 2γ′2)k

2
z ,

(5, 5) = − ℏ2

2m0
γ′1k

2,

(1, 2) = 2
√
3

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

(1, 3) =
√
3

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x − k2y

)
− 2i

√
3

ℏ2

2m0
γ′3kxky,

(1, 5) = −
√
6

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

(1, 6) = −
√
6

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x − k2y

)
+ 2i

√
6

ℏ2

2m0
γ′3kxky,

(2, 5) = −
√
2

ℏ2

2m0
γ′2
(
k2x + k2y − 2k2z

)
,

(2, 6) = 3
√
2

ℏ2

2m0
γ′3kzk−,

である. パラメータは

γ′1 = γ1 −
1

3

EP

Eg
,

γ′2 = γ2 −
1

6

EP

Eg
,

γ′3 = γ3 −
1

6

EP

Eg
,

EP =
2m0

ℏ2
P 2,

である. そして,

Hcv =

hcv1 hcv2
1√
3
hcv3 0 −1√

2
hcv2 −

√
2
3hcv3

0 1√
3
hcv1 hcv2 hcv3

√
2
3hcv1

1√
2
hcv2

 ,
であり,

hcv1 = − 1√
2
Pk+ +

1√
2
B′kzk−,

hcv2 =

√
2

3
Pkz + i

√
2

3
B′kxky,

hcv3 =
1√
2
Pk− +

1√
2
B′kzk+,

である. 以上で本論で用いた半導体のハミルトニアン H0 [式 (3.9)] が導かれた.
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付録 D

対称性による有効ハミルトニアンの別導
出法

D.1 Theory of Invariantsによる導出
この節では Theory of Invariants [1, 69, 86, 102, 109] を用いて n 型強磁性半導体の伝導帯の電子状態

に関する有効ハミルトニアン HCB を導く.

Theory of Invariants においても 4.3.1 節と同様に母体半導体の点群 Td の基本とし, 磁化と波数を摂
動的に取り入れる. なお以下の既約表現の記号や番号は文献 [1, 86] に合わせる. 有効ハミルトニアンの構
築方法は次の通りである. ハミルトニアンは一般にスピンなど自由度を表す行列と波数などの物理量の積
から成る. これらの物理量が属する群の既約表現を特定し, 積表現をとり既約分解する. そして, 全対称表
現を含む積の組み合わせを残し, 最後にバンド電子の時間反転対称性と合致する項のみがハミルトニアン
の項として許される.

Td の二重群の既約表現で伝導帯 (のバンド端)の対称性に対応する既約表現は Γ6 である. そして, HCB

はこの Γ6 の基底関数の行列表示で得られるが, HCB が全対称表現に属するために, その行列は積表現
Γ6 × Γ6 に従う. この積表現は Td の一重群の既約表現 Γ1 から Γ5 のうち一次元と二次元の既約表現
Γ1,Γ4 によって Γ6 × Γ6 = Γ1 + Γ4 の形に既約分解できる. Γ1 の基底関数はスピンに依存せず, この基
底関数による行列表示はスピン空間の 2 × 2の単位演算子 1̂σ に従う. Γ4 の基底関数はスピンに依存し,

z 軸方向を量子化軸として, この基底関数による行列表示は Pauli 行列 σ̂i(i = x, y, z) に従う. 以上から,

HCB の一般形は

HCB = HCB,1 +HCB,4,

HCB,I =
∑
νI

aI,νI

∑
λI

XλI
K∗

λI ,νI
, I = 1, 4,

である. I は Td の一重群の既約表現の番号の指標, XλI
は表現基底を表す行列であり, λ1 = 1 に対して

は 1̂σ, {Xλ4
} に対しては {σ̂λ4

: λ4 = x, y, z}である. K∗
λI ,νI

は波数や電磁場, 磁化の成分の積で構成さ
れるテンソル KλI ,νI

の複素共役である. 表 D.1 に波数 k 二次, 磁化M について一次までのテンソルを
まとめた. 指標 νI は同一の既約表現に属する複数のテンソルを区別するための指標である. aI,νI

は対称
性以外から決定できる係数であり, 物質パラメータを表す.
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表 D.1 各既約表現に属するテンソル {KλI ,νI } の表. I = 1 に対して単位行列Xλ1 = 1̂σ, I = 4 に
対しては Pauli 行列Xλ4 = σ̂λ4 , λ4 = x, y, z であり, I = 4 はもともと二重群の既約表現を分解して
出てきているため, 伝導帯のスピン自由度を表している. 伝導帯の有効ハミルトニアンはこれらテンソ
ルと対応する行列の積で構成される.

I λI KλI ,νI

1 1 1 (ν1 = 1), k2 (ν1 = 2)

4 x, y, z {Mx,My,Mz} (ν4 = 1)

{k2Mx, k
2My, k

2Mz} (ν4 = 2)

{k2xMx, k
2
yMy, k

2
zMz} (ν4 = 3)

{kx(kyMy + kzMz), ky(kzMz + kxMx), kz(kxMx + kyMy)} (ν4 = 4)

表 D.1 の行列とテンソルをかけ合わせると点群の対称性を満たした項が得られる. 物理的にはさらに波
数 k, スピン σ̂, 磁化 M を反転させる時間反転対称性も要請され, 時間反転対称性を反映させて符号の
変化しない項のみ残る.

以上から, HCB,I は

HCB,1 =
(
a1,11 + a1,2k

2
)
1̂2×2,

HCB,4 = a4,1(Mxσ̂x + c.p.) + a4,2k
2(Mxσ̂x + c.p.) + a4,3(k

2
xMxσ̂x + c.p.)

+ a4,4 [(kxkyMy + kxkzMz)σ̂x + c.p.] ,

である. k を二次で打ち切ったため, k 三次から始まる Dresselhaus スピン軌道結合 [5], k 四次から始
まる nonparabolicty を記述する項 [1, 86, 110–112] は現れない. c.p. は x, y, z の指標の巡回置換を表
す. HCB,1 の a1,1 の項は波数とスピン依存性からエネルギーの定数, a1,2 の項は運動エネルギーである.

HCB,4 の a4,1 は k に依存しない磁化と伝導電子のスピンの交換相互作用であり, s-d 交換相互作用であ
る. a4,2, a4,3, a4,4 は波数 k, 伝導電子のスピン σ̂, 磁化 M の結合項であり, 交換相互作用によるスピン
軌道結合項である. このスピン軌道結合は k 依存性を有するため, 図 2.2 (b) の k ·p バンド間遷移によっ
て現れる. よって, このスピン軌道結合をもたらす交換相互作用は価電子帯の p-d 交換相互作用である.

ここではスピン自由度を二重群の既約表現で取り入れた. 一方で基本とする群を一重群にとり, テンソ
ルにスピンを入れる方法もある [113, 114]. このようにスピンの取り入れ方に二重群か, テンソルに入れ
るか二通りの方法がある. 二つの方法で得られる有効ハミルトニアンは互いにユニタリー変換で結びつく
ため [113], 本質的に変わらない.

D.2 時間反転対称操作を要素に持つ群による導出
4.3 節では群を特定して物理量の変換則を調べ, 不変なハミルトニアンを特定し, 時間反転対称性まで反

映させた. ここでは時間反転操作 R をあからさまに群の要素として取り入れて同様の解析を行う. R は
電子の波数, スピン, 磁化を反転させる操作である. このもとで系全体を不変に保つ群は図 4.5 (b) の点群
S4 に R を伴う二つの操作を加えた次の群
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𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏 𝑹𝑪𝟐(𝒙) 𝑹𝑪𝟐(𝒚)

𝑘𝑥 −𝑘𝑥 𝑘𝑦 −𝑘𝑦 −𝑘𝑥 𝑘𝑥

𝑘𝑦 −𝑘𝑦 −𝑘𝑥 𝑘𝑥 𝑘𝑦 −𝑘𝑦

𝑘𝑧 𝑘𝑧 −𝑘𝑧 −𝑘𝑧 𝑘𝑧 𝑘𝑧

𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏 𝑹𝑪𝟐(𝒙) 𝑹𝑪𝟐(𝒚)

𝜎𝑥 −𝜎𝑥 −𝜎𝑦 𝜎𝑦 −𝜎𝑥 𝜎𝑥

𝜎𝑦 −𝜎𝑦 𝜎𝑥 −𝜎𝑥 𝜎𝑦 −𝜎𝑦

𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧 𝜎𝑧, 𝑀𝑧

𝑬 𝑪𝟐 𝑺𝟒 𝑺𝟒
−𝟏 𝑹𝑪𝟐(𝒙) 𝑹𝑪𝟐(𝒚)

𝑘𝑥
2 𝑘𝑥

2 𝑘𝑦
2 𝑘𝑦

2 𝑘𝑥
2 𝑘𝑥

2

𝑘𝑦
2 𝑘𝑦

2 𝑘𝑥
2 𝑘𝑥

2 𝑘𝑦
2 𝑘𝑦

2

𝑘𝑧
2 𝑘𝑧

2 𝑘𝑧
2 𝑘𝑧

2 𝑘𝑧
2 𝑘𝑧

2

𝑘𝑥𝑘𝑦 𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑦 −𝑘𝑥𝑘𝑦

𝑘𝑦𝑘𝑧 −𝑘𝑦𝑘𝑧 𝑘𝑥𝑘𝑧 −𝑘𝑥𝑘𝑧 𝑘𝑦𝑘𝑧 −𝑘𝑦𝑘𝑧

𝑘𝑧𝑘𝑥 −𝑘𝑧𝑘𝑥 −𝑘𝑧𝑘𝑦 𝑘𝑧𝑘𝑦 −𝑘𝑧𝑘𝑥 𝑘𝑧𝑘𝑥

(b)キャリアスピン (パウリスピン)と
磁化 (𝑧成分のみ) (軸性ベクトル)

(a)キャリア波数 𝒌
(極性ベクトル)

(c) 波数 𝒌二次

図 D.1 点群 S4 に時間反転操作 R による対称操作を追加した群での対称操作に対する (a) キャリ
アの波数 k, (b) キャリアスピンと磁化 (z 成分), (c) 波数二次の変換則. 時間反転操作は k, キャリア
スピンや磁化の向きを反転させる操作である. (a-c) では各物理量に関して符号の変える項目で赤字の
強調表示をした.

• E: 恒等操作
• C2: z 軸に関して π 回転
• S4: z 軸に関して π/2 回転して, 回転軸に直交する平面で鏡映
• S−1

4 : z 軸に関して −π/2 回転して, 回転軸に直交する平面で鏡映
• RC2(x): x 軸で π 回転してから時間反転操作
• RC2(y): y 軸で π 回転してから時間反転操作

である. なお R は R−1 = R であり, 点群 S4 の対称操作すべてと可換であるため, 上記の操作の集合は
群の定義を満たす.

図 4.6 に示したように波数, キャリアスピン, 磁化, 波数二次の変換則を図 D.1 にまとめ, 符号の変化す
る項目を赤文字で強調表示した. この図 D.1 から符号を変えない項目の組み合わせが不変なハミルトニ
アンを構成できる. 簡単のため波数ゼロ次の結果を省いて, 結果は

• スピンと波数の一次で対応する赤項目がないため, ハミルトニアンに波数一次の項がない
• 波数二次について

– Mzσz と結びつく項目: k2x + k2y と k2z

– Mzσx と結びつく項目: kzkx

– Mzσy と結びつく項目: kzky

であり, 式 (4.23) と合致する.
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付録 E

内因性異常 Hall 伝導率の線形応答理論に
よる表式

j 方向に DC 電場を印加した際の i 方向に流れる電流密度の表式を導く. −e(e > 0) を電子の電荷とし,

eEx̂j を摂動項 (x̂i は位置演算子の i成分), それ以外のハミルトニアン H (例えば H0 +Hex [式 (4.2)])

を無摂動項とする.

摂動によって無摂動項 H の固有状態 |α⟩ は

|α′⟩ = |α⟩+
∑

β( ̸=α)

⟨β|eEx̂j |α⟩
Eα − Eβ

|β⟩+O(E2), (E.1)

の状態へと変化する. 以下, 簡単のため電場二次の項 O(E2)を無視する. また d 次元系の電流密度演算子
(i成分) を

ĵi =
−ev̂i
Ld

, v̂i =
−i
ℏ
[x̂i,H]. (E.2)

で定義する. v̂i は速度演算子 (の i成分) であり, x̂i の Heisenberg 方程式から決まる. なお ĵi は定義か
らわかるように電場を含まない.

式 (E.1, E.2) を用いて電流密度演算子の統計平均は電場ゼロ次の密度行列を ρ0 として

⟨ĵi⟩ = tr[ρ0ĵi],

=
∑
α

fFD(Eα) ⟨α′|ĵi|α′⟩

=
∑
α

fFD(Eα)

⟨α|+ ∑
β( ̸=α)

⟨α|eEx̂j |β⟩
Eα − Eβ

⟨β|

 −ev̂i
Ld

|α⟩+ ∑
β( ̸=α)

⟨β|eEx̂j |α⟩
Eα − Eβ

|β⟩

 ,
=
∑
α

fFD(Eα) ⟨α|
−ev̂i
Ld

|α⟩+
∑
α

fFD(Eα)

 ∑
β( ̸=α)

⟨α|eEx̂j |β⟩
Eα − Eβ

⟨β| −ev̂i
Ld

|α⟩+
∑

β( ̸=α)

⟨α| −ev̂i
Ld

|β⟩ ⟨β|eEx̂j |α⟩
Eα − Eβ

 ,
=

1

Ld

∑
α

fFD(Eα)
∑

β( ̸=α)

⟨α| − ev̂i|β⟩ ⟨β|eEx̂j |α⟩
Eα − Eβ

+ c.c, (E.3)
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である. c.c は前の項の複素共役を表す. また密度行列の電場一次の項 ρ1 を無視した. なぜなら, キャリ
アの自由度に関する平均操作を Tr で表して,

Tr[ρĵi] = Tr[(ρ0 + ρ1)ĵi],

Tr[ρ1ĵi] = Tr[(δfσ̂0 + (σxなどの線形結合で表される項)) ĵi],

= Tr[δf ĵiσ̂0],

∝
∑
α

δf ⟨α|v̂i|α⟩ ∝
∑
α

δf ⟨α|[x̂i,H]|α⟩ =
∑
α

δf(Eα − Eα) ⟨α|x̂i|α⟩ = 0,

から無視できるためである. なお δf は ρ1 のスピンに依存しない成分であり, ĵi はスピンに依存しない
ためスピンに関する平均操作 Trσ[ĵiσ̂x,y,z] = 0 を用いた.

電流密度をさらに物理的に理解しやすく使いやすい形へ変形していく. 速度演算子の行列要素を

⟨α|v̂i|β⟩ = ⟨α|−i
ℏ
[x̂i,H]|β⟩ = ⟨α|−i

ℏ
· i∂H
∂k̂i

|β⟩ = ⟨α|1
ℏ
∂H

∂k̂i
|β⟩ , (E.4)

へ変形できる. k̂i は正準運動量演算子を波数に変換した演算子であり, 例えば Bloch 電子なら Bloch 波
数である. 最後の変形で運動量演算子 p̂ の任意の関数 G(p̂)に対する恒等式

[x̂i, G(p̂)] = iℏ
∂G

∂p̂i
,

を用いた. 位置演算子の行列要素は

⟨β|v̂j |α⟩ = ⟨β|−i
ℏ
[x̂j ,H]|α⟩ = −i

ℏ
(Eα − Eβ) ⟨β|x̂j |α⟩ ,

へと変形される. ただし, Eα ̸= Eβ とした. ブラとケットを入れ替えた行列要素についても同様に

⟨β|v̂j |α⟩ = ⟨β|1
ℏ
∂H

∂k̂j
|α⟩ ,

と

⟨β|x̂j |α⟩ =
iℏ

Eα − Eβ
⟨β|1

ℏ
∂H

∂k̂j
|α⟩ , (E.5)

である. 以上の式 (E.4, E.5) を電流密度 [式 (E.3)] へ代入すると, 電流密度は

⟨ĵi⟩ =
−e2

Ld

∑
α

fFD(Eα)
∑

β( ̸=α)

⟨α|v̂i|β⟩ ⟨β|x̂j |α⟩
Eα − Eβ

E + c.c,

=
−e2

Ld

∑
α

fFD(Eα)
∑

β( ̸=α)

⟨α| 1ℏ
∂H
∂k̂i

|β⟩ iℏ
Eα−Eβ

⟨β| 1ℏ
∂H
∂k̂j

|α⟩

Eα − Eβ
E + c.c,

=
−i
Ld

e2

ℏ
∑
α

fFD(Eα)
∑

β( ̸=α)

⟨α| ∂H
∂k̂i

|β⟩ ⟨β| ∂H
∂k̂j

|α⟩

(Eα − Eβ)2
E + c.c, (E.6)

である.
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得られた電流密度 [式 (E.6)] から伝導率テンソルを Eα ̸= Eβ のもとで

σij = ⟨ĵi⟩ /E,

=
−1

Ld

e2

ℏ
∑
α

fFD(Eα) · i
∑

β( ̸=α)

⟨α| ∂H
∂k̂i

|β⟩ ⟨β| ∂H
∂k̂j

|α⟩ − ⟨α| ∂H
∂k̂j

|β⟩ ⟨β| ∂H
∂k̂i

|α⟩

(Eα − Eβ)2
,

の形に定義できる. 最後に伝導率テンソルに Berry 曲率 Bα,k が現れているため明示すると, 伝導率テン
ソルは

σij =
−1

Ld

e2

ℏ
∑
α

fFD(Eα)Bα,k(k), Bα,k = i
∑

β( ̸=α)

⟨α| ∂H
∂k̂i

|β⟩ ⟨β| ∂H
∂k̂j

|α⟩ − ⟨α| ∂H
∂k̂j

|β⟩ ⟨β| ∂H
∂k̂i

|α⟩

(Eα − Eβ)2
,

である. Bα,k(k) が Berry 曲率の k 成分であり, 例えば (i, j) = (x, y) なら k = z である. Berry 曲率は
無摂動項 H のみで決まる.

H の記述する系として Bloch 電子を採用すると, n,m をバンド指標として α = (n,k), β = (m,K)

である. もし H が本論文で扱う k · p ハミルトニアンのように波数 k について対角であるのなら,

β = (m,K) で α と一般に異なる波数を取りうる場合, ⟨k| ∂H
∂k̂i

|K⟩ = ∂H
∂ki

δk,K である. よって, β は α と
同一の波数に限られ, β = (m,k) のようにバンド指標のみ一般に異なる. Bloch 電子に対する伝導率テン
ソルは

σij =
−1

Ld

e2

ℏ
∑
n

∑
k

fFD(En,k)Bn,k(k), Bn,k(k) = i
∑

m( ̸=n)

⟨n| ∂H∂ki
|m⟩ ⟨m| ∂H∂kj

|n⟩ − ⟨n| ∂H∂kj
|m⟩ ⟨m| ∂H∂ki

|n⟩
(En − Em)2

.

= −e
2

ℏ
∑
n

∫
ddk

(2π)d
fFD(En,k)Bn,k(k). (E.7)

である. 波数和を後のために積分に直した. また, H が波数について対角であるため演算子 k̂i,j をスカ
ラーに直した. この伝導率テンソルの表式は久保公式による内因性異常 Hall 伝導率の表式と合致する
[88].
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付録 F

内因性異常 Hall 伝導率の母体半導体ハミ
ルトニアンに関する比較

精密なハミルトニアン [式 (3.9)] と簡単化したハミルトニアン [式 (4.3)] を用い, 5 章で述べた方法で
計算した Hall 伝導率を図 F.1 に載せた. 精密なハミルトニアンが実線で, 簡単化したハミルトニアンが
点線である. Γ 点近傍のバンド構造同様 [図 4.1], Hall 伝導率でも本質的な変化は見られない.

図 F.1 n 型強磁性半導体 での p-d と s-d 両方を伴った内因性異常 Hall 伝導率 (青), p-d のみの
Hall 伝導率 (赤) を精密な半導体のハミルトニアン (Ex. Kane, 実線) [式 (3.9)] と簡単化したハミル
トニアン (Simp. Kane, 点線) [式 (4.3)] で計算した結果.
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付録 G

主要な記号と用語一覧

交換スピン軌道結合: 交換相互作用を起源に持つスピン軌道結合
k: Bloch 波数ベクトル, または単に波数ベクトル, 波数を指す
Γ 点: III-V族半導体の第一 Brillouin ゾーンの原点 (波数 k = 0 の点)

H : 全ハミルトニアン
H0 : 母体半導体のバンド構造を記述するハミルトニアン
Hex : 交換相互作用を記述するハミルトニアン
Beff : 有効磁場
B

(p−d)
eff : p-d 交換スピン軌道結合による有効磁場

Eg : III-V 族半導体の基本的なエネルギーギャップ
P : Kane の行列要素
EP : Kane の行列要素をエネルギーに換算した物理量
∆g : split-off ギャップ
γi (i = 1, 2, 3) : Luttinger パラメータ
a: 母体半導体の格子定数
N0Js−d, N0Jp−d (As−d, Bp−d) : s-d, p-d 交換相互作用の係数
⟨Ŝ⟩: 局在スピンの統計平均, 局在スピン偏極
⟨P̂c(v)ŝ/V ⟩ : 伝導帯 (価電子帯) のバンド端 Bloch 関数で表現されたキャリアスピン偏極密度
Tc : Curie 温度
ϵr : 比誘電率
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付録 H

用いた物質パラメータ値

本研究で用いた三次元バルクのバンドパラメータを表 H.1 にまとめる. 量子井戸構造のパラメータは表
4.2 に載せた.

母体半導体のパラメータについて実験 [49–56] で鉄添加による主だった結晶構造の変化が観測されて
いないことから, 値を母体半導体での推奨値 [67] とした. 誘電率は文献 [20, 83] から引用した. ただし
B′ = (B+

8v +B7v)/2 と Ck は文献 [67] に記載されていないため, 別の文献 [1] (の Table 6.3, p.74) の値
を用いた. さらに H [式 (3.9)] に現れる Hc のパラメータ mc には伝導帯下端の有効質量の実験値を再現
する式

m0

mc
= 1 +

EP

3

(
2

Eg
+

1

Eg +∆g

)
,

を用いた.

s-d と p-d 交換相互作用の係数は第一原理計算による値 [72] を用いる. ただし, 符号は実験的にも不
明であるため (III,Mn)V 強磁性半導体で典型的な符号 [61] に従う. また第一原理計算の値は鉄濃度 3.7

% での値であり, 便利さのために鉄濃度に依存しない係数 N0Js−d, N0Jp−d の形へ式 (4.5) によって変換
する.

各記号とパラメータの意味は付録 G に述べた.
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表 H.1 本研究で用いた三次元バルクのバンド, 物質パラメータ. N0Js−d, N0Jp−d を計算する際に
As−d, Bp−d は鉄濃度 3.7 % (x = 0.037) の値, スピンの大きさ S = 5/2 とした. (· · · ) で物理量の
単位を記した. (· · · ) を伴わないパラメータは無次元量である. AlSbでの値は量子井戸の側壁と表 4.1

での Reduced バンドパラメータの見積もりに用いたため掲載した. その AlSbでの空白の部分は本論
で用いなかっため省いたことを表す. AlSb において量子井戸でのパラメータとしては X 点でのバン
ドギャップ EX

g と Γ 点でのスピン軌道分裂 ∆g を用い, Reduced バンドパラメータの見積もりには
Γ 点でのバンドギャップ Eg, EP , γ1, γ2, γ3 を用いた.

パラメータ In(Fe)As In(Fe)Sb AlSb

Eg (eV) 0.418 0.235 2.386 (EX
g = 1.696)

∆g (eV) 0.39 0.81 0.676

EP (eV) 21.5 23.3 18.7

a (nm) 0.605 0.6479

γ1 20 34.8 5.18

γ2 8.5 15.5 1.19

γ3 9.2 16.5 1.97

B′ (eV · nm2) -0.0329 -0.2999

Ck (eV · nm) -0.0011 -0.00082

As−d (Fe 3.7%) (eV) 0.02/6 0.03/6

Bp−d (Fe 3.7%) (eV) -0.22/6 -0.25/6

N0Js−d = 6As−d/(xS) (eV) 0.2162 0.3243

N0Jp−d = 6Bp−d/(xS) (eV) -2.3784 -2.7027

ϵr 12.3 16.8
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付録 I

有限差分化ハミルトニアンの詳細

この章で図 4.4 に示した有限差分化ハミルトニアンで, ノンゼロの成分を持つブロックの詳細な行列表
示を各ブロックごとに示す. 要点は, k̂z を含む成分に対応するブロックは非対角成分を持ち, それ以外の
成分のブロックは対角成分のみを持つ点である. ただし, ハミルトニアンはエルミートであるために対角
と右上のブロックのみ示す. また, 図をコンパクトにするために Hartree ポテンシャルなど井戸構造に関
わるポテンシャル [式 (4.10, 4.11)]は対角成分にのみ入るものとして省いている. 同時に As−d, Bp−d を
A,B と略記している. 各ブロックの図で zi(i = 1, 2, · · · , N) は離散化した z 軸上での位置を表す. また
もとの (i, j)成分などと述べた時は式 (4.2) の全ハミルトニアン (i, j)成分を指すとする.

I.1 (1, 1), (1, 2), (2, 2) ブロック
もとの (1, 1), (2, 2) 成分は

E0
k ± 3As−dez (+ : (1, 1), − : (2, 2))

である. ブロックを図 I.1 に示す.
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𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2
−

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

P | −
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

P | −
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

−
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2𝑘∥
2

2𝑚0
+
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

±3𝐴(𝑧1)𝑒𝑧(𝑧1)

ℏ2𝑘∥
2

2𝑚0
+
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

±3𝐴(𝑧2)𝑒𝑧(𝑧2)

ℏ2𝑘∥
2

2𝑚0
+
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

±3𝐴(𝑧3)𝑒𝑧(𝑧3)

ℏ2𝑘∥
2

2𝑚0
+
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

±3𝐴(𝑧𝑁−2)𝑒𝑧(𝑧𝑁−2)

ℏ2𝑘∥
2

2𝑚0
+
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

±3𝐴(𝑧𝑁−1)𝑒𝑧(𝑧𝑁−1)

ℏ2𝑘∥
2

2𝑚0
+
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

±3𝐴(𝑧𝑁)𝑒𝑧(𝑧𝑁)

⋯⋯ ⋯

図 I.1 図 4.4 の (1,1), (2,2) ブロック. 空白の成分はゼロである. P と F の書かれた成分で, 本論で
採用した固定端境界条件なら F の成分が, 周期境界条件なら P の成分が入る.

次にもとの (1,2) 成分は

3As−de−,

であり, ブロックの詳細は図 I.2 である.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

3𝐴(𝑧1)𝑒−(𝑧1)

⋯

3𝐴(𝑧2)𝑒−(𝑧2)

3𝐴(𝑧3)𝑒−(𝑧3)

3𝐴(𝑧𝑁−2)𝑒−(𝑧𝑁−2)

3𝐴(𝑧𝑁−1)𝑒−(𝑧𝑁−1)

3𝐴(𝑧𝑁)𝑒−(𝑧𝑁)

図 I.2 (1,2) ブロック.
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I.2 (1, 3), (1, 4), (1, 5), と (2, 4), (2, 5), (2, 6) ブロック
もとの (1, 3), (2, 4) と (2, 6), (1, 5) 成分は

−
(

1√
2
,
1√
6

)
Pk+ (1, 3), (2, 4),

+

(
1√
2
,
1√
6

)
Pk− (2, 6), (1, 5),

であり, ブロックの図は図 I.3 である.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

∓
1

2
,
1

6
𝑃𝑘±

⋯

∓
1

2
,
1

6
𝑃𝑘±

∓
1

2
,
1

6
𝑃𝑘±

∓
1

2
,
1

6
𝑃𝑘±

∓
1

2
,
1

6
𝑃𝑘±

∓
1

2
,
1

6
𝑃𝑘±

図 I.3 (1, 3), (2, 4) と (2, 6), (1, 5) ブロック.

もとの (1, 4) , (2, 5) 成分は √
2

3
P k̂z,

であり, 図 I.4 に詳細を示す.
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𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2
⋯

2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

−
2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

−
2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

−
2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

−
2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

P |−
2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

F | 0

P |
2

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

F | 0

図 I.4 (1, 4) , (2, 5) ブロック.

I.3 (1, 7), (1, 8) と (2, 7), (2, 8) ブロック
もとの (1, 8), (2, 7) 成分は

− 1√
3
Pk∓ (+ : (2, 7), − : (1, 8)) ,

であり, 図 I.5 に示す.
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𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

−
1

3
𝑃𝑘±

⋯

(1,8) | -
(2,7) | +

−
1

3
𝑃𝑘±

−
1

3
𝑃𝑘±

−
1

3
𝑃𝑘±

−
1

3
𝑃𝑘±

−
1

3
𝑃𝑘±

図 I.5 (1, 8) と (2, 7) ブロック.

もとの (1, 7), (2, 8) 成分は

∓ 1√
3
P k̂z (+ : (2, 8), − : (1, 7)) ,

であり, 図 I.6 に示す.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2
⋯

∓
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

±
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

P | ±
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

F | 0

P |∓
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

F | 0

∓
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

∓
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

∓
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

∓
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

±
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

±
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

±
1

3

−𝑖𝑃

2Δ𝑧

(1,7) | upper
(2, 8) | lower

図 I.6 (1, 7) と (2, 8) ブロック.
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I.4 (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6) と (3, 4), (4, 5), (5, 6) ブロック
もとの (3, 3), (6, 6) 成分は

−E0
k − Eg ± 3Bp−dez (+ : (3, 3), − : (6, 6)) ,

であり, 図 I.7 に示す.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

P | 
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

P | 
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 3𝐵𝑒𝑧)(𝑧1)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 3𝐵𝑒𝑧)(𝑧2)

⋯⋯ ⋯

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 3𝐵𝑒𝑧)(𝑧3)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 3𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁−2)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 3𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁−1)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 3𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁)

(3,3) | +
(6,6) | -

図 I.7 (3, 3) と (6, 6) ブロック.

もとの (4, 4), (5, 5) 成分は

−E0
k − Eg ±Bp−dez (+ : (4, 4), − : (5, 5)) ,

であり, 図 I.8 である.
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𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

P | 
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

P | 
ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

(4,4) | +
(5,5) | -

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 𝐵𝑒𝑧)(𝑧1)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 𝐵𝑒𝑧)(𝑧2)

⋯⋯ ⋯

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 𝐵𝑒𝑧)(𝑧3)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁−2)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁−1)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 ± 𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁)

図 I.8 (4, 4) と (5, 5) ブロック.

もとの (3, 4), (4, 5), (5, 6) 成分は
√
3Bp−de− : (3, 4), (5, 6), 2Bp−de− : (4, 5),

であり, 図 I.9 に示す.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

(3,4), (5,6) | 3
(4,5)|2

3, 2 𝐵(𝑧1)𝑒−(𝑧1)

⋯

3, 2 𝐵(𝑧2)𝑒−(𝑧2)

3, 2 𝐵(𝑧3)𝑒−(𝑧3)

3, 2 𝐵(𝑧𝑁−2)𝑒−(𝑧𝑁−2)

3, 2 𝐵(𝑧𝑁−1)𝑒−(𝑧𝑁−1)

3, 2 𝐵(𝑧𝑁)𝑒−(𝑧𝑁)

図 I.9 (3, 4), (4, 5), (5, 6) ブロック.
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I.5 (3, 7), (4, 7), (4, 8), (5, 7), (5, 8), (6, 8) ブロック
もとの (3, 7), (4, 8), (5, 7), (6, 8) 成分は

±
√
6Bp−de∓ (+,−) : (3, 7), (−,+) : (6, 8),

±
√
2Bp−de∓ (+,−) : (4, 8), (−,+) : (5, 7),

であり, 図 I.10 に示す.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

± 6𝐵(𝑧1)𝑒∓(𝑧1)

⋯

± 6𝐵(𝑧2)𝑒∓(𝑧2)

± 6𝐵(𝑧3)𝑒∓(𝑧3)

± 6𝐵(𝑧𝑁−2)𝑒∓(𝑧𝑁−2)

± 6𝐵(𝑧𝑁)𝑒∓(𝑧𝑁)

± 6𝐵(𝑧𝑁−1)𝑒∓(𝑧𝑁−1)

6 |(3,7), (6,8) | upper, lower

2 |(4,8), (5,7) | upper, lower

± 2𝐵(𝑧1)𝑒∓(𝑧1)

± 2𝐵(𝑧2)𝑒∓(𝑧2)

± 2𝐵(𝑧3)𝑒∓(𝑧3)

± 2𝐵(𝑧𝑁−2)𝑒∓(𝑧𝑁−2)

± 2𝐵(𝑧𝑁−1)𝑒∓(𝑧𝑁−1)

± 2𝐵(𝑧𝑁)𝑒∓(𝑧𝑁)

図 I.10 (3, 7), (4, 8), (5, 7), (6, 8) ブロック.

もとの (4, 7), (5, 8) 成分は

− 2
√
2Bp−dez,

であり, 図 I.11 に示す.
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𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

−2 2𝐵(𝑧1)𝑒𝑧(𝑧1)

⋯

−2 2𝐵(𝑧2)𝑒𝑧(𝑧2)

−2 2𝐵(𝑧3)𝑒𝑧(𝑧3)

−2 2𝐵(𝑧𝑁−2)𝑒𝑧(𝑧𝑁−2)

−2 2𝐵(𝑧𝑁−1)𝑒𝑧(𝑧𝑁−1)

−2 2𝐵(𝑧𝑁)𝑒𝑧(𝑧𝑁)

図 I.11 (4, 7), (5, 8) ブロック.

I.6 (7, 7), (7, 8), (8, 8) ブロック
もとの (7, 7), (8, 8) 成分は

−E0
k − Eg −∆g ∓Bp−dez (− : (7, 7), + : (8, 8)) , (I.1)

であり, 図 I.12 に示す.
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𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
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1
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F | 0

P | 
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2𝑚0

1

Δ𝑧2

F | 0

ℏ2

2𝑚0

1

Δ𝑧2

(7,7) | -
(8,8) | +

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 − Δ𝑔
∓ 𝐵𝑒𝑧)(𝑧1)

⋯⋯ ⋯

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 − Δ𝑔
∓ 𝐵𝑒𝑧)(𝑧2)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 − Δ𝑔
∓ 𝐵𝑒𝑧)(𝑧3)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 − Δ𝑔
∓ 𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁−2)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 − Δ𝑔
∓ 𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁−1)

−
ℏ2𝑘∥

2

2𝑚0
−
ℏ2

𝑚0

1

Δ𝑧2

(−𝐸𝑔 − Δ𝑔
∓ 𝐵𝑒𝑧)(𝑧𝑁)

図 I.12 (7, 7), (8, 8) ブロック.

もとの (7, 8) 成分は

−Bp−dez,

であり, 図 I.13 に示す.

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧𝑁𝑧𝑁−1𝑧𝑁−2⋯
𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧𝑁

𝑧𝑁−1

𝑧𝑁−2

−𝐵(𝑧1)𝑒−(𝑧1)

⋯

−𝐵(𝑧2)𝑒−(𝑧2)

−𝐵(𝑧3)𝑒−(𝑧3)

−𝐵(𝑧𝑁−2)𝑒−(𝑧𝑁−2)

−𝐵(𝑧𝑁−1)𝑒−(𝑧𝑁−1)

−𝐵(𝑧𝑁)𝑒−(𝑧𝑁)

図 I.13 (7, 8) ブロック.
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付録 J

ハミルトニアンに現れる行列 T と J の
表式

3.5 節とハミルトニアン [式 (4.2)] に現れる行列 T と J の表式は

Tx =
1

3
√
2

[
−
√
3 0 1 0

0 −1 0
√
3

]
,

Ty =
−i
3
√
2

[√
3 0 1 0

0 1 0
√
3

]
,

Tz =

√
2

3

[
0 1 0 0
0 0 1 0

]
,

Jx =
1

2


0

√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0

 ,

Jy =
i

2


0 −

√
3 0 0√

3 0 −2 0

0 2 0 −
√
3

0 0
√
3 0

 ,

Jz =
1

2


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

 (J.1)

.

である [1].
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付録 K

量子井戸での有効ハミルトニアンに現れ
る Rashba 型の項の係数

式 (4.34) と (4.35) における Rashba 型の項の係数は

P 2

3
C(z) = ηB

dBp−d

dz
+ ηH

dVH(z)

dz
− ηw

dhw
dz

,

であり, 各種係数は

ηB =
P 2

3

∆g(18Bp−d +∆g)[
Eg(Eg +∆g)−∆gBp−d − 9B2

p−d

]2 ,

ηH =
P 2

3
(η2 − η1), ηw =

P 2

3
(η2δ8 − η1δ7),

η1 =
(Eg −Bp−d) (Eg +∆g +Bp−d)

δ−

1

Eg +∆g +Bp−d

×
{

1

Eg −Bp−d
− ∆g

δ−

}
,

η2 =
(Eg −Bp−d) (Eg +∆g +Bp−d)

δ−

1

Eg −Bp−d

×
{

1

Eg +∆g +Bp−d
+

∆g

δ−

}
,

である.
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付録 L

Curie 温度の平均場理論による解析式

L.1 前提
Schrödinger 方程式 [式 (3.16)] を議論の開始点とする. 考える温度領域として

T ≃ Tc,

とすると, 局在スピン偏極の大きさについて

| ⟨Ŝ⟩ | ≪ 1,

が成り立つ. このためにハミルトニアンの中で
H = H0 + λHex,c, λ→ 1,

H0 = (無摂動項), Hex,c = (摂動項),

と扱える. 同時に密度行列も摂動項について
ρc = ρ(0)c + ρ(1)c +O(λ2),

ρ(0)c = fFD(H0),

の形に展開できる. ρ
(i)
c は摂動 i 次の項である. 無摂動項についての固有値方程式は

H0 |n0,k⟩ = En0k |n0,k⟩ ,

の形に解けているとする.

T ≃ Tc の下でキャリアスピン偏極密度は

⟨P̂c
ŝ

V
⟩ = 1

V
Trc

[
(P̂cs)ρc

]
,

=
1

V

∑
n0,m0

k,k′

⟨m0,k
′|P̂cs|n0,k⟩ ⟨n0,k|ρ(1)c |m0,k

′⟩+O(λ2),

であり, 非磁性半導体での偏極密度は
1

V
Trc

[
(P̂cs)ρ

(0)
c

]
= 0,

である. P̂c を P̂v にしても同様である.
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L.2 密度行列
次に密度行列 ρ

(1)
c を方程式

[H0 + λHex,c, ρ
(0)
c + ρ(1)c ] = 0,

から導く. 方程式を λの一次までで止めて, λ = 1 とすると

[H0, ρ
(1)
c ] + [Hex,c, ρ

(0)
c ] = 0,

である. 続いて {|n0,k⟩} で行列表示した密度行列は

⟨n0,k|ρ(1)c |m0,k
′⟩ = −⟨n0,k|Hex,cρ

(0)
c − ρ

(0)
c Hex,c|m0,k

′⟩
En0k − Em0k′

,

= ⟨n0,k|Hex,c|m0,k
′⟩ fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′
,

である. 分母がゼロに近づくとき

lim
En0k→Em0k′

fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′
=
dfFD(E)

dE
|E=En0k

,

である. 特にフェルミ縮退しているとき

lim
T/TF→0

lim
En0k→Em0k′

fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′
→ −δ(En0k − EF ),

である.

L.3 帯磁率の定義
キャリアスピンの統計平均は摂動項の一次までで

⟨P̂c
ŝ

V
⟩ = 1

V

∑
n0,m0

k,k′

⟨m0,k
′|P̂cs|n0,k⟩ ⟨n0,k|ρ(1)c |m0,k

′⟩ ,

=
1

V

∑
n0,m0

k,k′

⟨m0,k
′|P̂cs|n0,k⟩ ⟨n0,k| − P̂cŝ · heff,c − P̂vŝ · heff,v|m0,k

′⟩ ,

× fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′
,

である. ここで 8-バンドで P̂csの行列要素は |S, ↑⟩ , |S, ↓⟩ のブロックでのみノンゼロとなる. 同様に P̂vs

の行列要素は HH, LH, SOのブロックでのみノンゼロとなる. よって,

⟨m0,k
′|P̂cs|n0,k⟩ ⟨n0,k|P̂vŝ|m0,k

′⟩ = 0, (L.1)

である [図 L.1].
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×

図 L.1 式 (L.1) を説明する概念図. 各行列で斜線部がノンゼロのブロックを指し, 空白はゼロの成分を指す.

以上から

⟨P̂c
ŝ

V
⟩ = − 1

V

∑
n0,m0

k,k′

⟨m0,k
′|P̂cs|n0,k⟩ ⟨n0,k|P̂cŝ · heff,c|m0,k

′⟩ ,

× fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′
,

である. 帯磁率の定義しやすい形
1

V
⟨(P̂cŝ)i⟩ ,

= − 1

V

∑
n0,m0

k,k′

fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′
⟨m0,k

′|(P̂cŝ)i|n0,k⟩
(
⟨n0,k|P̂cŝ|m0,k

′⟩ · heff,c

)
,

=
∑

j=x,y,z

−1

V

∑
n0,m0

k,k′

fFD(En0k)− fFD(Em0k′)

En0k − Em0k′

× ⟨m0,k
′|(P̂cŝ)i|n0,k⟩ ⟨n0,k|(P̂cŝ)j |m0,k

′⟩heff,c,j ,

≡
∑

j=x,y,z

χc
ijheff,c,j ,

に直す. P̂v については上記の cを v に変更するのみである.

さらにスピン演算子は波数について対角であるため, キャリアスピン偏極密度は
1

V
⟨(P̂c,vŝ)i⟩ =

∑
j=x,y,z

χc,v
ij heff,c,v,j ,

χc,v
ij =

−1

V

∑
n0,m0,k

fFD(En0k)− fFD(Em0k)

En0k − Em0k
⟨m0,k|(P̂c,vŝ)i|n0,k⟩ ⟨n0,k|(P̂c,vŝ)j |m0,k⟩ ,

fFD = fFD(T = Tc),
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である.

L.4 Tc の解析式
T ≃ Tc なので Brillouin関数 [式 (3.20)] を引数について一次まで展開して

| ⟨Ŝ⟩ | = S(S + 1)

3kBTc
Heff ,

である. さらに

Heff =

∣∣∣∣Js−d ⟨P̂c
ŝ

V
⟩+ Jp−d ⟨P̂v

ŝ

V
⟩
∣∣∣∣ ,

1

V
⟨(P̂c,vŝ)i⟩ =

∑
j=x,y,z

χc,v
ij heff,c,v,j , heff,n = xN0Jn−d ⟨Ŝ⟩ ,

である.

式を簡単にするため, 局在スピンの統計平均が

⟨Ŝ⟩ = | ⟨Ŝ⟩ |ez,

というように z 方向に向くとする. すると局在スピン偏極がキャリアスピン偏極密度による Zeeman 相
互作用をうけるために, 自己無撞着であるためにはキャリアスピン偏極密度も z 成分のみである. そのた
めに帯磁率は zz 成分のみ残り Heff は

Heff =
∣∣∣[xN0J

2
s−dχ

c
zz + xN0J

2
p−dχ

v
zz

]
| ⟨Ŝ⟩ |

∣∣∣ ,
=
∣∣xN0J

2
s−dχ

c
zz + xN0J

2
p−dχ

v
zz

∣∣× | ⟨Ŝ⟩ |,

である.

| ⟨Ŝ⟩ | の方程式は

| ⟨Ŝ⟩ | = S(S + 1)

3kBTc

∣∣xN0J
2
s−dχ

c
zz + xN0J

2
p−dχ

v
zz

∣∣× | ⟨Ŝ⟩ |,

である. この方程式が成り立つためには右辺の | ⟨Ŝ⟩ | の係数が 1に等しければよい. この意味で自己無撞
着に Tc が

Tc =
S(S + 1)

3kB

∣∣xN0J
2
s−dχ

c
zz + xN0J

2
p−dχ

v
zz

∣∣ (L.2)

と決まる. もし Jp−dχ
v
zz ≫ Js−dχ

c
zz であれば, Tc ∝ J2

p−d である. さらに帯磁率の表式からわかるよう
に, 帯磁率は一般にバンド内とバンド間励起の二種類の項からなる. よく知られた Pauli帯磁率は Fermi

エネルギーが伝導帯を横切ることで得られるバンド内励起の項である. 同時に帯磁率はバンド間励起の項
を含むため, Fermiエネルギーがエネルギーギャップ中に存在する際, バンド内励起の項がゼロであって
もバンド間の項で帯磁率がノンゼロになりえて, バンド絶縁体で Tc がノンゼロになりえる. なおバンド
間励起の項は原子の常磁性に現れる van Vleck 常磁性の帯磁率に相当する項であるため, 量子異常 Hall

系の研究 [89] では van Vleck 機構と呼ばれる.
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Tc を決定するためには, まず χc,v
zz を非磁性半導体のバンド構造によって

χc,v
zz =

−1

V

∑
n0,m0,k

fFD(En0k)− fFD(Em0k)

En0k − Em0k
⟨m0,k|(P̂c,vŝ)z|n0,k⟩ ⟨n0,k|(P̂c,vŝ)z|m0,k⟩ ,

fFD = fFD(T = Tc),

に従って決定する. 数値的に Tc を決定する際は Tc の方程式の右辺で fFD = fFD(T )として様々な温度
に対して計算する. そして, 横軸を温度にして右辺の値をプロットする. 同時に縦軸を y とすると, y = T

の直線も引く. 結果, それら曲線と直線の交点が Tc を決める.
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