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学 位 論 文 題 名 

 

Various maximum principles for elliptic equations on unbounded domains 

（非有界領域上の楕円型方程式に対する種々の最大値原理） 

 

偏微分方程式の解が持つ性質として, 最大値原理は最も基礎的な性質の一つといえる. し

かし, 非有界領域上で方程式を考える場合, 最大値原理は一般には成り立たない. 本学位論文

は, 非有界領域上の完全非線形楕円型偏微分方程式の粘性解を対象とした最大値原理と, そ

れに関連する性質が成り立つことを示したものである． 

第一章では, 次の初期値境界値問題(DBP)を考える.  

(DBP)
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⎧ 𝐹(𝑥, 𝑡,𝐷𝑢(𝑥, 𝑡),𝐷ϵ𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0 in  Ω × (0, 𝑇 ),

𝜕֏𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐵ॕ𝑥,𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)ॖ = 0 on  𝜕Ω × (0, 𝑇 ),
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|֓|=ճӴ֓∈ᇝျ

𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 0 for all  𝑅 > 0.
 

ここで, Ωは境界が滑らかな非有界領域, 𝑇は正定数, 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)を未知関数とし, 𝐷𝑢, 𝐷ϵ𝑢は

それぞれ空間変数に関する勾配と Hesse 行列, 𝜕֏𝑢は時間変数に関する偏微分とする. (DBP)

第二式のように, 時間変数に関する微分項を含む境界条件は動的境界条件とよばれ, 固体と

流体の接触による熱交換などの物理現象を記述する際に現れることが知られている.  

非有界領域上の方程式の解に対する最大値原理に近い主張として，Phragmén–Lindelöf

の定理と呼ばれるものがある. これは解に遠方での増大度の仮定をした場合に，解が非正値

となることを主張するものである. 本研究では, (DBP)の連続な粘性劣解に対して, 空間遠方

で高々一次増大であることを仮定した場合の Phragmén–Lindelöf の定理を, 領域Ωの形状と

方程式の構造を変えて二種類証明した. 一つは, 𝐹が一様楕円型で, 領域Ωがエピグラフの場

合である. この場合は有界領域上の問題に帰着させた後, 強最大値原理を適用することで示

すことができた. もう一つは, 𝐹が方向楕円型で, 領域Ωがスラブ状領域の場合である. この場

合は有界領域上の問題に帰着させたとしても強最大値原理が適用できるとは限らない. しか

し, 方程式の粘性劣解を, 粘性不等式を狭義の意味で満たす劣解で近似することで示すこと

ができた. これらの結果は[1]の内容に基づくものである.  

第二章では次の楕円型方程式を全空間で考える.  

𝒫ႛӴ်
+ ५𝐷ϵ𝑢(𝑥)६ + σ(|𝑥|)|𝐷𝑢(𝑥)|ֆ = 0 in 𝐑։. 



 

ここで, 𝒫ႛӴ်
+ は定数0 < λ ≤ Λに対して定まる Pucci 作用素で, σは非負値連続関数, 1 < 𝑘 ≤ 2

は定数, 𝑢 = 𝑢(𝑥)を未知関数とする. 本研究では, 半連続な粘性優解に対して Hadamard の三

円定理を証明した.  

𝑟φを正定数とし, 𝑚(𝑟) = min
֍ȯ≤|֓|≤֍

𝑢(𝑥)と定める. 古典的な Hadamard の三円定理とは, 𝑢が優

解のとき, 𝑚(𝑟)がある種の凸性をもつという主張のことである. 本研究ではこの主張を円環

領域上の球対称解による下からの評価と解釈し, 比較定理を用いることで三円定理を導いた. 

また, 三円定理と強最小値原理を組み合わせることで, Liouville の定理, すなわち非負値粘性

優解は定数関数に限ることを証明した. 元の楕円型方程式を常微分方程式の境界値問題に帰

着させることで球対称解を構成することができるが, 方程式が非線形であるため, その球対

称解は陰的なパラメータを含む. そのパラメータを適切に評価することで, Liouville の定理

の必要十分条件を得ることができた. さらに, ここで用いた手法は𝑝-ラプラシアンなどの特

異性のある楕円型作用素を含む方程式に対しても適用することができる. これらの内容は, 

北海道大学の浜向直氏との共同研究である[2]に基づくものである． 
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