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博士の専攻分野の名称 博士（理 学）  氏 名  長谷川 蒼 

 

 

 

学 位 論 文 題 名 

 
Associated groups of involutive quandles and their second quandle homology 

(対合的カンドルの付随群とその 2 次カンドルホモロジー) 
 

 カンドルとは結び目理論のライデマイスター移動を背景に導入された代数系である. カンドル

は結び目理論のみならず, Yang-Baxterの方程式集合論的解, 対称空間等の研究で応用がなされ

ている. 任意のカンドル𝑄に対してその付随群As(𝑄)が群の表示を用いて定義される. 付随群の

構造を調べることはカンドルの構造を調べるのに有効であるが, 付随群は群の表示を用いて定義

されているため, 付随群の構造を調べることは一般には難しい. また, カンドルホモロジーは状

態和における結び目不変量を定義するために導入された概念である. Eisermann[1]によって2次

カンドルホモロジーを計算するための定理が得られたが, それを使って2次カンドルホモロジー

を計算する場合, 連結なカンドルの場合であっても、付随群の安定化部分群と交換子部分群を調

べる必要があるため、2次カンドルホモロジーの具体的な計算を完遂することは一般には難しい.  

 本論文は 2 部構成となっている. 前半では, 本論文では秋田-長谷川-丹野[2]に着想を得て, 

対合的なカンドル𝑄に対してAs(𝑄)の剰余群であるAs௙(𝑄)を導入する. それにより, 以下のよう

なAs௙(𝑄)に関する結果を得た: 

(1) 対合的カンドル𝑄が有限集合ならば, As௙(𝑄)は有限群である. (命題3.3) 

(2) As(𝑄)からAs௙(𝑄)への射影が, As(𝑄)の交換子部分群からAs௙(𝑄)の交換子部分群への同

型写像を誘導する (定理3.8). 

(3) 𝐴𝑠(𝑄)はAs௙(𝑄) → As௙(𝑄)௔௕ ← As(𝑄)௔௕による引き戻しである. ただし, 𝑎𝑏はアーベ

ル化を表す. さらに, 𝐾(As(𝑄), 1)は𝐾൫As௙(𝑄), 1൯ → 𝐾൫As௙(𝑄)௔௕, 1൯ ← 𝐾(As(𝑄)௔௕, 1)

のホモトピー引き戻しである. ただし, 群𝐺に対して(𝐺, 1)型のEilenberg-Mac Lane空

間を𝐾(𝐺, 1)とする (定理3.10). 

(4) 𝑄を連結で対合的なカンドルとし, 𝑥଴ ∈ 𝑄とする. このとき𝑄の 2 次カンドルホモロジ

ーは, (Stab୅ୱ೑(ொ)(x଴) ∩ [As௙(𝑄), As௙(𝑄)])௔௕と同型である. ただし, Stab୅ୱ೑(ொ)(𝑥଴)は

As௙(𝑄)作用に関する𝑥଴の安定化部分群, ൣAs௙(𝑄), As௙(𝑄)൧はAs௙(𝑄)の交換子部分群で

あり, 群𝐺のアーベル化を𝐺௔௕とする (定理4.7). 

後半では(4)の結果を応用して、特定の Coxeter カンドルに対してその 2 次カンドルホモロジー

を計算する. Coxeter群𝑊に関するCoxeterカンドル𝑄ௐに対して, 𝐴s௙(𝑄ௐ)は𝑊同型である (命

題 5.8). ある特定のCoxeterカンドルに関して次のような主張が成立する: 

(5) 𝑊を奇Coxeterグラフが木であるCoxeter群, 𝑄ௐをそのCoxeterカンドル, 𝑥଴ ∈ 𝑄ௐ

とする. このとき, 𝑄ௐの2次カンドルホモロジーは(𝑍ௐ(𝑥଴) ∩ [𝑊, 𝑊])௔௕と同型であ

る. ただし, 𝑍ௐ(𝑥଴)は𝑥଴の中心化部分群である (定理5.10). 

 (𝑊, 𝑆)を Coxeter グラフが木である Coxeter 系とし, 𝑥଴ ∈ 𝑆とする. このとき, 𝑥଴の中心化部分

群は、𝛤(𝑥଴) ∪ {±𝛼௫బ
}から得られる𝑊の部分群である. ここで, 𝛼௫బ

は𝑥଴が𝛼௫బ
の鏡映となるような

ルートであり, 𝛤(𝑥଴)は𝛼௫బ
に直交するルートの集合である (定理 5.4). さらに, 𝑍ௐ(𝑥଴) ∩

[𝑊, 𝑊]は特定の群の表示を持つ群と同型である (定理 5.6). したがって, 𝑄
𝑊
の 2 次カンドルホ

モロジーを具体的に計算することができる. 特に, 特定の種類の Coxeter 群について, 2 次カンド

ルホモロジーを計算した: 
(6) 𝑊が𝐴௡(𝑛 ≥ 1), 𝐷௡(𝑛 ≥ 4), 𝐸଺ , 𝐸଻ ,  𝐸଼ , 𝐼ଶ(𝑛) ൫𝑛 ≥ 3 かつ奇数൯, 𝐻ସ , 𝐻ଷ 型の

Coxeter群であるとき, そのCoxeterカンドルの2次カンドルホモロジー𝐻ଶ(𝑄ௐ)は表1
の通りになる.  (定理 6.1) 



 

型 𝑨𝒏(𝒏 ≥ 𝟏) 𝑫𝒏(𝒏 ≥ 𝟒) 𝑬𝟔 𝑬𝟕 

𝑯𝟐(𝑸𝑾) 0(𝑛 ≤ 2) 
ℤଶ(𝑛 ≥ 3) 

ℤଶ
ଷ(𝑛 = 4) 

ℤଶ
ଶ(𝑛 ≥ 5) 

ℤଶ ℤଶ 

 

型 𝑬𝟖 𝑰𝟐(𝒏) (𝒏 ≥ 𝟑 ) 𝑯𝟒 𝑯𝟑 

𝑯𝟐(𝑸𝑾) ℤଶ 0 ൫𝑛は奇数൯ ℤଶ ℤଶ
ଶ 

表1 Coxeterカンドルの 2 次カンドルホモロジーの計算結果 

 

本論文は全部で 14 節からなる. 2 節ではカンドルとAs(𝑄)を定義し, As(𝑄)が成り立つ性質につい

て述べる. 3 節ではAs௙(𝑄)の定義と(1), (2), (3)の証明を述べる. 4 節ではカンドルホモロジーを定義

し, (4)の証明を述べる. 5 節ではCoxeter群の定義とその性質について復習し, (5)の証明を述べる. 
6 節では, 7 節から 14 節で使用される記号を導入し, 2 次カンドルホモロジーの計算結果を述べる. 
7 節から 14 節までで(6)の計算過程を述べる.  
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