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論文要旨

核データは、原子核の構造および反応、壊変関わるデータであり、原子核が反応を起こ

す確率を表す反応断面積，放射性壊変の半減期、その際に放出される放射線のエネルギー

や強度等、原子核に固有の物理的事象に関する情報が該当する。ほぼ全ての安定な核種、

および半減期の長い主要な不安定核種に対して、広範囲のエネルギー領域における核デー

タを収容したものが核データベースである。核データベースは様々な科学技術分野で利用

されているが、その作成には膨大な人的および時間的コストがかかるという問題がある。

近年、機械学習を活用することでそのコスト削減が試みられているが、多くの場合、背景

にある物理法則が十分に考慮されておらず、信頼性に問題がある。この問題を解決するた

め、機械学習による直接的な推定ではなく、核反応モデルを組み合わせることにより、信

頼性の高い核データを、コストを抑えて作成することを発想した。この手法を用いれば、

核反応理論に基づいた核データを作成できることに加え、核反応模型により標的核の粒子

数依存性を推定することができることから、実験データが無い反応における断面積の推定

を高精度に行う事が期待される。本研究では、検証の対象を核子-原子核散乱の断面積に定

め、このアプローチがどれほど有用であるかを確認する。機械学習アルゴリズムを用いて

核反応モデルのパラメータの最適化を行い、得られた最適なパラメータを基に、任意の入

射エネルギーおよび標的核に対する最適値の推定を行った。推定したパラメータを使用し

て断面積を計算し、実験値と比較することで、本研究の有用性を示す。

　核反応モデルにはチャネル結合光学モデルを採用し、計算プログラムとして CCONEを

用いた。また、機械学習アルゴリズムにはガウス過程回帰を採用した。CCONEによる計

算値が実験値を再現するように、ガウス過程回帰によって光学ポテンシャルのパラメータ

を最適化および推定するシステムを開発した。断面積の実験値と CCONEによる計算値

との差異を示す評価関数を導入し、その関数を最小化することで光学ポテンシャルのパラ

メータの最適値を決定した。この方法で得られたパラメータの最適値を使用することで、

実験データを十分に再現する。また、この手法は、様々な入射エネルギーや標的核、入射

粒子に対して有効であることを確認した。

　次に、同じ標的核と入射粒子を用い、入射エネルギーが異なる実験データに対して最適

なパラメータの値を求めた。その後、求めたパラメータの最適値のセットをガウス過程回

帰に入力し、任意の入射エネルギーにおけるパラメータの最適値を推定した。この場合に



も、十分な精度で実験値を再現した。同様の方法で、中性子数と入射粒子が同じだが、入射

エネルギーと陽子数が異なる反応の実験データから、任意の陽子数および入射エネルギー

におけるパラメータの最適値を推定した。この場合にも、十分な精度で入力として用いて

いない反応の実験値を再現した。

　さらに、入力データの分布に応じて推定結果がどの程度変化するのかを議論した。推定

したい反応の条件に近い入力データがある場合には推定精度は高いものの、入力データか

ら大きく異なる反応の推定は、再現性が低く、推定誤差も大きくなる。ただし、データに

挟まれ内挿の推定が行われる場合には、推定精度は比較的良好であることがわかった。

　以上の結果から、機械学習に入射エネルギーの異なる実験値から求めたパラメータの最

適値を入力し、任意の入射エネルギーにおける核子-原子核散乱の断面積を推定する試み

が有用であることが示された。標的核が異なる場合でも、陽子数の異なる実験値から求め

たパラメータの最適値を入力することで、任意の陽子数を有する標的核における核子-原

子核散乱の断面積を推定することも可能であるとわかった。しかし、本研究で議論した手

法を用いて実用的な精度で断面積を算出するためには、追加で 2点検証するべきことがあ

る。1点目は、任意の中性子数を持つ標的核、任意の入射粒子に対する反応においても、同

様の手法でパラメータの推定が可能かどうか、である。この検証はガウス過程回帰が複数

入力の推定に対しても有効であり、エネルギー、陽子数の依存性を同時に推定することが

できたことから、本論文で示した手法で推定可能だと考えられる。2点目は同時に推定す

るパラメータの数を増やしても推定が可能かどうか、である。本研究では推定対象のパラ

メータを 1つに限定したが、光学ポテンシャルを構成する全てのパラメータを調整しなけ

れば、核データの評価としては不十分である。しかし、本論文で機械学習に使用している

ガウス過程回帰は複数の出力には対応していないため、複数出力に対応したガウス過程回

帰 (MOGP)を利用するなど、機械学習の手法を改善する必要がある。
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Chapter 1

背景

　核データは、原子核の構造および反応、壊変関わるデータの総称である [1]。原
子核が反応を起こす確率を表す反応断面積のほかにも、放射性壊変の半減期、その
際に放出される放射線のエネルギーや強度等、原子核に固有の物理的事象に関する
情報が核データに該当する。ほぼ全ての安定な核種および半減期の長い主要な不安
定核種に対して、広範なエネルギー領域における核データを収容したライブラリを
核データライブラリと呼び、各国それぞれで作成が行われている (日本で作成され
た JENDL [2]、米国で作成された ENDF [3]が有名である)。核データは、原子炉
の設計 [4] [5]はもちろん、星の内部での起きる核融合のシミュレーション [6]、放
射線治療施設で発生する放射性核種の見積もり [7]といった、工学、理学、医学を
はじめとするさまざまな分野で用いられている。実際に用いられる核データには、
用途に合わせたエネルギー範囲や核種に対して、極めて精度の高い核反応情報が
集められている。例えば、原子炉の設計には、0.001 eV～10 MeVと 1010 のオー
ダーにわたるエネルギー範囲において、中性子と炉心を構成する陽子数 80 前後の
原子核の全断面積、中性子捕獲断面積、核分裂断面積、核分裂生成物の収量、1回
の核分裂当たりに発生する中性子数といったデータが必要となる。一方、恒星で
の核融合シミュレーションで必要になるのは鉄 (陽子数 26) より軽い核であり、必
要とされるエネルギーも、もっぱら数 10 meV から数 10 keV の範囲である。この
様に、核データの用途が変われば、必要となるデータの種類、反応する原子核の種
類、エネルギー範囲などが変わる。そのため、様々な分野の需要に応じた核データ
を作成することが求められている。しかし、核データの作成には大きな人的、時間
的コストが必要である。膨大な数の実験データを、信頼度や精度評価をもとに取捨
選択し、核反応模型を用いた数値計算結果に基づいて専門家がデータの補間、補外
を行う必要があるためである [1]。
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　こうした中、近年のデータサイエンスと機械学習の進展を背景に、核データ生成
に機械学習を活用することで、核データの精度向上と作成コストの大幅な削減が期
待されている。例えば、機械学習を用いて実験データから生成断面積や核分裂にお
ける質量収率を予測するといった試みが行われている [9][10][11][12][13]。多くの先
行研究では、実験データを直接機械学習に入力して核データを作成している。生
成断面積のエネルギー依存性推定を主目的としたシステムである [9]を例に挙げる
と、生成断面積を推定したい反応における既知の実験値を機械学習に入力すること
で、実験値が得られていないエネルギー範囲について、内挿や外挿を行っている。
ほかの先行研究でも、推定する物理量と同じ種類の実験データ、あるいは理論値を
入力している。機械学習は入力するデータの数に伴い精度が向上することが知られ
ているが、先に上げた手法では推定に使用できるデータの数は限られるため、予測
できる核データの種類、範囲が限られ、推定の精度にも上限がある。この傾向は機
械学習の推定精度が低くなることが知られている外挿において顕著になることが考
えられる。そこで、この課題を解決するために、私は様々な種類の反応断面積を推
定する核反応模型に注目した。
　核反応模型は核子―原子核反応、あるいは原子核―原子核反応を理論的に計算す
る模型である。核反応は直接過程と複合核過程の 2つの過程に分けることができ
る ( [14]をはじめとした核反応論の文献で紹介されている)。それらを大まかに説
明するのが、Figure 1.1である。Figure 1.1に描かれた器は核内部のエネルギー準
位とその準位を占有している粒子を示している。色の塗られている部分が粒子の占
有しているエネルギーである。始め、標的核に粒子が入射された状態は図中 (a)の
ようになっている。この際、入射粒子が内部の核子と相互作用し、入射粒子は標的
核の核子にエネルギーを与え、逆にエネルギーをもらった核子は励起し、もといた
エネルギー準位に穴が開いた状態になる（図中の (b)のような状態）。直接過程で
は、このエネルギーのやり取りがほとんど起きず、入射粒子が標的核の作るポテン
シャルの影響を受けながら通過する過程として記述することができる。一方、複合
核過程では、このエネルギーのやり取りが頻繁に起き、図中の (b)、(c)のような
状態を長時間にわたって行き来する。このエネルギーのやり取りが行われる中で、
ある核子にたまたまエネルギーが集中すると、核内から飛び出す。直接過程を記述
する代表的な模型としては光学模型がある。複合核過程に対しては、特定の始状態
から終状態に移行する確率から複合核過程における断面積を算出する統計模型が存
在する。
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Figure 1.1: 核反応の模式図

　機械学習と核反応模型を組み合わせるという観点から、本研究では、チャネル
結合光学模型に含まれる光学ポテンシャルに注目する。チャネル結合光学模型で
は、核反応のエネルギー依存性や標的核、入射粒子への依存性といったものを、標
的核が作るポテンシャルである光学ポテンシャルで表し、それを構成するパラメー
タに入射エネルギーや粒子数依存性を持たせることで表現する。そこで、このエネ
ルギー依存性、標的核、入射粒子の依存性を機械学習で推定し、任意の反応におけ
る断面積を推定できるのではないかと考えた。機械学習と物理的背景を考慮した核
反応モデルを組み合わせることで、物理的に妥当な結果を得るとともに、機械学習
に入力するデータが増えることで推定精度の向上が期待できる。加えて、機械学習
を用いることで計算コスト、人的コストの削減も期待できる。
　本論文では、この方法の有用性を確かめるために、光学ポテンシャルのパラメー
タを機械学習によって推定することで、核子-原子核散乱の断面積を算出し、実験
値と比較した。機械学習の手法としてガウス過程回帰を、核反応模型計算コードと
して CCONE [15]を採用し、それらを組み合わせた枠組みを開発した。これを用
いて、弾性散乱の角度分布、または全断面積の実験データを再現するように、光学
ポテンシャルのパラメータの最適化を行った。また、求めたの最適値を入力として
用いて、パラメータのエネルギー、核子数依存性を推定し、任意のエネルギー、任
意の標的核における断面積の予測を行った。
　本論文では、まず、核反応模型として採用したチャネル結合模型、及び CCONE

内部で行われている計算、機械学習の手法であるガウス過程回帰とベイズ最適化の
概要について解説する。その後、光学ポテンシャルのパラメータを最適化する手法
を説明する。次に、得られた最適値をもとにパラメータのエネルギー、核子数依存
性を推定し、未知の反応条件に対する断面積を予測した。それを実験データと比較
し、この枠組みの有用性を検証する。また、入力するデータの分布が断面積の予測
にどのような影響を与えるかも示す。
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Chapter 2

理論的枠組み

　本研究で提案する手法は散乱断面積を算出する核反応模型と機械学習との 2つの
要素に分けられる。Section 2.1では、直接過程における散乱問題の概要とそれを記
述するチャネル結合光学模型について、Section 2.2では複合核過程とそれを記述す
る統計模型について解説する。Section 2.3では、パラメータの最適化に用いるベイ
ズ最適化とパラメータの推定に用いるガウス過程回帰について解説し、Section 2.4

では本研究でそれらをどのように用いて散乱断面積を予測するかを解説する。

2.1 チャネル結合光学模型

　核子-原子核散乱における直接過程を記述するには、標的核が作るポテンシャル
によって、入射核子が散乱される様子をシュレディンガー方程式で解けばよい。標
的核は、入射された核子のエネルギーを吸収し、励起状態になる場合があるため、
散乱の前後で入射核子が持つエネルギーが保存されるとは限らない。そのため、核
子-原子核散乱の直接過程を計算するためには、核子-原子核間の相互作用を表現す
るだけでなく、吸収の効果を考慮した複素ポテンシャルを用いる (光学模型)。ま
た、入射した核子を標的核が取り込み複合核を形成することがある（複合核過程）。
複合核過程を完全に微視的に記述することは困難なため、統計模型を用いて記述す
る。
　実際の計算には、核反応計算コードの１つであるCCONE [15]を用いた。CCONE

は、チャネル結合光学模型計算を行う部分 (CCOM)と、励起子模型による前平衡
過程の記述、及び Hauser-Feshbach統計模型 [16]によって複合核過程を計算をす
る部分 (CCSM)からなっている。
　CCOMで用いられる光学模型は参考文献 [17]に基づいており、標的核の回転励
起状態へのチャネル結合は回転剛体模型によって考慮されている。CCOMでは核
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子と標的核の相対運動のハミルトニアンは以下のように与えられる。

H = HA + T + V (2.1)

ここで、HA は標的核のハミルトニアン、T, V はそれぞれ相対運動の運動エネル
ギーと光学ポテンシャルである。入射粒子と標的核は各々スピンをもっているため、
式 (2.1)の解となる散乱状態の波動関数Φは、相対運動の波動関数と入射粒子、標的
核の波動関数を角運動量合成して得られる。標的核の固有状態をΨn(HAΨn = ϵnΨn

を満たす)、入射粒子のスピン波動関数を χsとし、散乱状態を記述する波動関数Φ

を以下のように部分波展開する。

Φ =
∑
c,J,M

ϕJMc r−1fJMc (r), (2.2)

ϕJMc =
[
[ilYl ⊗ χs]j ⊗Ψn(I)

]
JM

(2.3)

cは量子数 n, l, j(nは主量子数,lは軌道角運動量,j は全角運動量)を持つ反応チャ
ネルを表し、Iは標的核のスピン、fcはチャンネル cにおける動径波動関数、Ylは
球面調和関数を表す。また [ϕj1 ⊗ ϕj2 ] =

∑
m1,m2

⟨j1j2m1m2|JM⟩ϕj1ϕj2 である。
式 (2.1)と式 (2.2)から散乱波に対するシュレディンガー方程式は次のように書き
下せる。∑

c,J,M

(
d2

dr2
− lc(lc + 1)

r2
+ k2c

)
fJMc (r)ϕJMc =

∑
c,J,M

2mV

ℏ2
fJMc (r)ϕJMc (2.4)

ここで、lcは散乱状態の波動関数がもつ軌道角運動量であり、kcは反応チャネル c

における波数である。特定のチャネル c′に対する動径波動関数 fJMc′ (r)求めるため
に、式 (2.4)の両辺の左から ϕJMc′

∗を掛けて角度積分することで、動径成分のシュ
レディンガー方程式が以下のように得られる。(

d2

dr2
− lc(lc + 1)

r2
+ k2c

)
fJMc (r) =

∑
c′

⟨ϕc|V |ϕc′⟩fJMc′ (r) (2.5)

　式 (2.5)はチャネルごとの連立微分方程式となっており、それらを解くことで
fJMc (r)を求めることができる。
次に、fJMc (r)と断面積の関係を示す。以下に示す議論は散乱問題を取り扱う様々
な文献（ [18]など）で取り扱われている。球対称ポテンシャル V (r)に粒子が入射
し、散乱している状態を考える。散乱の波動関数の無限遠方での様子は、入射粒子
が作る平面波と球対称ポテンシャルによって作られた球面波の重ね合わせで書くこ
とができるため。

ψk(r) −−−→
r→∞

(2π)−3/2

[
exp(ikz) +

F (θ)

r
exp(ikr)

]
(2.6)
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ここで F (θ)は散乱振幅と呼ばれる量である。このとき、入射粒子の単位面積当た
りの粒子数は、平面波の確率密度流より

N =
v

(2π)3
(2.7)

となる。一方、散乱角方向に散乱される粒子の密度の流れは、式 (2.6)の球面波
より、

jk =
v

(2π)3r2
|F (θ)|2 (2.8)

が成り立つ。これによってよって、面要素立体角 dSを垂直に通過する粒子数が求
められ、微分散乱断面積 σ(θ)は、

σ(θ)dΩ =
jdS

N
= |F (θ)|2 dΩ (2.9)

より散乱振幅の 2乗であるとわかる。このことより、散乱振幅が分かれば断面積を
求めることができるとわかる。ここで、ポテンシャル V (r)の外側におけるシュレ
ディンガー方程式 (

d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+ k2

)
R(r) = 0 (2.10)

の一般解である球面Hankel関数を用いると、式 (2.6)は、

ψk(r) = (2π)−3/2
∞∑
l=0

il
2l + 1

2

[
ηl(k)h

(1)
l (ρ) + h

(2)
l (ρ)

]
Pl(cosθ) (2.11)

ここで、ρ = krであり、hlは球面Hankel関数であり、Pl(x)はルジャンドル多項
式である。また、ηl は展開係数であり、散乱振幅は完全系 Pl(cosθ)で展開したと
きに、係数 ηlを用いて

F (θ) =
∞∑
l=0

il
(2l + 1)

2ik
[ηl(k)− 1]Pl(cosθ) (2.12)

と書ける。式 (2.11)の動径成分は、球面Hankel関数の線形結合で書かれている部
分であり、この部分が fJMc (r)に対応している。球面 Hankel関数は既知の関数で
あるため、fJMc (r)の具体的な関数が与えられば係数 ηlを決定することができる。
よって、散乱振幅の値を定めることができ、断面積を算出することができる。結果
として、fJMc (r)が分かれば、断面積を求めることができる。(2.10)では井戸型ポ
テンシャルのような遠方においてポテンシャルが働かない場合を考えた。しかし、
遠方においてもポテンシャルが影響を及ぼすクーロンポテンシャルの場合を考慮し
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ても、同様の議論で散乱振幅を決めることができる。クーロンポテンシャル下にお
ける動径成分のシュレディンガー方程式として(

d2

dρ2
− 2Cc

ρ
− l(l + 1)

ρ2
+ 1

)
χr(ρ) = 0 (2.13)

を考える。ここで、χrはχr = R/rをみたす関数とした。Ccはクーロンポテンシャ
ルの 1/ρにかかる係数であり、標的核の陽子数 Z、入射粒子の陽子数 Z ′、標的核
と入射粒子の相対質量 µ、高速 c、微細構造定数αを用いてCc =

ZZ′αcµ
ℏ を満たす。

式 (2.13)の一般解は coulomb関数 Fl、Gl の線形結合で表すことができる。ここ
で、Fl、Glの無限遠方における漸近形は

Fl(ρ) −−−→
r→∞

sin(ρ− Cclog2ρ−
lπ

2
+ σl) (2.14)

Gl(ρ) −−−→
r→∞

cos(ρ− Cclog2ρ−
lπ

2
+ σl) (2.15)

となる。ただし、σl はガンマ関数を使って、σl = argΓ(l + 1 + iCc) を満たす。
式 (2.14)、式 (2.15)より、Fl、Glの線形結合の無限遠方における漸近形は、オイ
ラーの公式を使うことで、exp(iρ)と exp(−iρ)の線形結合に書き換えることがで
きる。式 (2.11)は式 (2.6)を Pl(cosθ)で展開した解を、Hankel関数を用いた一般
解と比較して係数を決定して求められる。そのため、fJMc (r)を満たすような Flと
Glの線形結合にかかる係数が決まれば、同じような手法を用いて係数 ηlを決定す
ることができる。
係数 ηlが物理的にどのような意味を持つか議論する。球面Hankel関数の漸近形は、

h
(1)
l (ρ) −−−→

r→∞
(−i)l+1 exp(iρ)

ρ
(2.16)

h
(2)
l (ρ) −−−→

r→∞
(i)l+1 exp(−iρ)

ρ
(2.17)

で与えられ、h(1)l (ρ)がポテンシャル中心から外側向きの球面波、h(2)l (ρ)が内向き
の球面波に対応してる。h(1)l (ρ)と h

(2)
l (ρ)の振幅の絶対値は同じであるため、係数

ηlの絶対値が 1である場合、式 (2.11)で記述された散乱状態の波動関数は、ポテ
ンシャルを作っている標的核の中に入ってくる粒子と、標的核から出ていく粒子の
数が一致している状態に対応する。逆に、係数 ηlの絶対値が 1よりも小さい場合、
標的核の中に入る粒子数に対して、標的核から出ていく粒子の数が少ない状態、つ
まり入射された粒子の一部が標的核に内部に吸収される状態を表している。この時
に、入射する粒子に対する吸収される粒子の割合を透過係数 T と呼び

T = 1− |η|2 (2.18)
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で算出される。吸収された粒子は標的核とともに一体になり複合核を形成する。そ
のため、透過係数は複合核を形成する割合を示す係数であり、複合核過程における
断面積の計算に用いられる。複合核過程についての詳細は Section3.2で行う。
　本研究では、核子-原子核散乱の弾性散乱チャネルを記述する光学ポテンシャル
として、論文 [17]で提案されたものを元にした次の関数形を用いる。

V (r) = K

[
−VRUR(r) + i

(
4WDaD

d

dr
UD(r)−WV UV (r)

)
+ VCoul(r)

]
+

(
ℏ
mπc

)2

(VSO + iWSO)
1

r

d

dr
USO(r)L · σ, (2.19)

ここで、

Ui(r) =
1

1 + exp{(r −Ri)/ai}
, i = R,D, V, SO, (2.20)

Ri = riA
1/3

1 +
∑

l=2,4,···
βlYl0(r̂)

 , i = R,D, V, SO. (2.21)

である。各パラメータの添え字、R,D, V, SO,Coul,はそれぞれ、ポテンシャルの実
部体積部分、虚部表面部分、虚部体積部分、実部及び虚部のスピン軌道部分、クー
ロン力部分を示す。また、因子Kは、相対論的運動学の補正項、L、及びσはそれ
ぞれ、相対運動の角運動量、スピンを示す。Yl0(r̂)は球面調和関数を示し、r̂は物
体固定系における角度座標、βは角運動量 lにおける変形度を示すパラメータ、A
は標的核の質量を表す。また、式 (2.19)における VR,WD,WV ,VSO,WSOは具体的
に以下のような形で与えられる。

VR(E) = (V 0
R + V 1

RE + V 2
RE

2 + V 3
RE

3 + V DISP
R e−λRE)

×
[
1 +

1

V 0
R + V DISP

R

(−1)Z
′+1Cviso

N − Z

A

]
+ CCoul

ZZ ′

A1/3
φCoul(E), (2.22)

φCoul = (λRV
DISP
R e−λRE − V 1

R − 2V 2
RE − 3V 3

RE
2)

×
[
1 +

1

V 0
R+

DISP
R

(−1)Z
′+1Cviso

N − Z

A

]
, (2.23)

WD(E) =

[
WDISP

D + (−1)Z
′+1Cwiso

N − Z

A

]
e−λDE E2

E2 +WID2
D

, (2.24)

WV (E) =WDISP
V

E2

E2 +WID2
V

, (2.25)

VSO(E) = V 0
SO exp−λSOE , (2.26)

WSO(E) =WDISP
SO

E2

E2 +WID2
SO

, (2.27)
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ここで、Eはフェルミエネルギーに対する入射粒子のエネルギー、φCoulはクーロン
項のエネルギー依存性、N,Z,Z ′はそれぞれ、標的核の中性子数、陽子数、核子の電
荷を表わしている。また、V 0,1,2,3,DISP

R ,λR,D,W
DISP
D ,WIDD,Cviso,CCoul, Cwisoは

パラメータであり、その値は実験データを再現するように調整される。論文 [17]で
は、1 keVから 200 MeVのエネルギー範囲で、様々な標的核の実験データをフィッ
トすることでこれらのパラメータの値を決定している。
　実際の核データ評価では多数のパラメータを同時に決定する。しかし、本研究の
目的は機械学習と核反応模型を組み合わせた新しい方法の有効性を検証することで
あるため、決定するパラメータを少数に限定し、残りのパラメータの値は論文 [17]

のTable.6に示された値を用いた。本研究で最適化と推定を行うパラメータは弾性
散乱の角度分布と全断面積に対して感度の大きい、中心力体積項の深さ VR(E)を
選んだ。エネルギー、核子数の依存性を機械学習で直接推定するために、最適化、
推定を行う際には、式 (2.22)を入射エネルギー、粒子数に依存しない定数

VR(E) = VR (2.28)

として扱い計算を行った。

2.2 複合核過程の記述

　標的核に核子が入射された際に、標的核と一体となって複合核を形成する場合が
ある。複合核が１度形成された後に崩壊し、粒子を放出する過程を複合核過程とい
う。複合核では、エネルギーを持った粒子を取り込んだことで、多数の核子が励起
しほかの核子とエネルギーのやり取りを繰り返す複雑な過程が起こる。この最中
に、一部の核子にエネルギーと運動量が集中すると、核内から飛び出す。これが複
合核過程のメカニズムである。
　複合核過程と Section2.1で述べた直接過程には大きな差異がある。直接過程は入
射粒子が標的核が作るポテンシャル中を通過するため、反応時間は、入射核子が標
的核の半径を通過する時間ほどのスケールである。一方で、複合核過程は、構成す
る核子がエネルギーと運動量のやり取りを繰り返したのち偶発的に崩壊するため、
入射したから放出するまでの時間が 103∼108倍ほど長い。また、複合核過程で放
出される粒子は複合核を形成するいずれかの核子であるため、入射粒子と放出され
る粒子が同一種とは限らない。このため、複合核過程の記述には光学模型とは別の
模型が必要となる。
本研究では、複合核過程を記述するために、Hauser-Feshbach統計モデルを用いる。
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Compound

  Nucleus⇒a

⇒ ⇒

⇒

b c

d…

⇒a
⇒b

⇒a ⇒b ⇒c ⇒

d+ + + +…+=

Figure 2.1: Hauser-Feshbach統計モデルの概念図。図中の矢印は添え字のチャン
ネルを通って粒子が標的核に吸収、もしくは放出する確率を示す

式 (2.18)で示した通り、入射した粒子のうち散乱されず吸収される割合を透過係
数と呼ぶ。透過係数は入射粒子、標的核それぞれがどの励起状態にあるかによって
変化する。そのため、特定のチャネル aにおける透過係数を Taと示す。透過係数
は始状態と終状態が入れ替わっても同じ値を持つことに留意する。この時、チャネ
ル aを経由してチャネル bから崩壊するときの確率は、Figure 2.1のイメージ図の
ようにチャネル aが選ばれる確率に崩壊するすべてのチャネルの中からチャネル b

が選ばれる確率を掛けることで得られる。複合核断面積は断面積の単位を持つた
め、断面積の次元を持たせる項とスピン分の縮退分を考慮する項に加え崩壊幅のゆ
らぎの補正項が必要である。以上のことを考慮した結果、Hauser-Feshbach統計モ
デルにおいて複合核断面積は以下のように表わされる。

σa,b =
π

k2a

∑
Jπαβ

gJα
T Jπ

α T Jπ

β

T Jπ W Jπ

αβ . (2.29)

ここで 因子 T Jπ

α と T Jπ

β は始状態と終状態の透過係数である。中性子の透過係数は
CCOMの計算結果から算出され、それ以外の軽い粒子の透過係数は RIPL-3 [19]

で記載されているグローバルポテンシャルをもとに計算される。W Jπ

αβ は崩壊幅の
揺らぎの補正項、gJα はスピン統計因子 gJα ≡ (2J + 1)/(2sa + 1)(2IA + 1)である。
また、saと IAは入射粒子と標的核のスピンである。

2.3 ガウス過程回帰とベイズ最適化

　本研究で提案する手法は、光学ポテンシャルのパラメータを最適化する工程とパ
ラメータのエネルギー、核子数依存性を推定する工程の 2つに分けられる。エネ
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ルギー、核子数依存性を推定するために、機械学習の手法であるガウス過程を用
いた。ガウス過程回帰は回帰問題を解くアルゴリズムの一つであり、関数形を仮定
することなく、回帰結果と予測誤差を同時に求められるという特徴を持つ。そのた
め、光学ポテンシャルのパラメータがエネルギー、核子数に対して複雑に変化して
いても、高精度な推定を行うことが期待できる。パラメータの最適化を行う際に
は、ガウス過程回帰に基づくベイズ最適化を用いる。ガウス過程回帰による推定結
果をもとに目的関数を最小にするパラメータを予測するのがベイズ最適化である。
ガウス過程回帰に関する文献は数多く存在する（ [20]など)。本論文ではそれら内
容を簡潔に説明する。
　ガウス過程とは、ある入力の集合 (x1, x2 · · ·xn)に対して、対応する出力 (y1, y2 · · · yn)

の同時分布 p(y)が多変量のガウス分布に従うことを意味する。ガウス過程回帰では
これが任意の個数の入力とそれに対応する出力に対して成り立つと仮定する。つま
り、n次元の入力 (x1, x2 · · ·xn)に新しくm次元の入力 (xn+1, · · ·xn+m)が加わっ
た場合、それに対応する出力 (y1, y2, · · · yn), (yn+1, · · · yn+m)の同時分布は以下の
ように与えられると考える。

p(y,y∗|θ) = N

 µ

µ∗

∣∣∣∣∣∣ Σ(θ) =

 K K∗

KT
∗ K∗∗

 , (2.30)

(K)ij ≡ k(xi, xj), (K∗)ij ≡ k(xi, x
∗
j ), (K∗∗)ij ≡ k(x∗i , x

∗
j ), (2.31)

ここで、N は多変量ガウス分布である。

N (µ|Σ) =
1

(
√
2π)D

√
|Σ|

exp

(
−1

2

{
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

})
(2.32)

θはカーネル関数のハイパーパラメータであり、µ,µ∗、は出力の確率分布の平均値
である。µ,µ∗それぞれはn次元、m次元のベクトルであり、本研究ではµ,µ∗ = 0

とする。また、カーネル関数は任意の 2点の入力点の間の共分散を示す関数であ
り、入力点の空間的な距離に対応するものが選ばれる。本研究ではカーネル関数と
して以下のように定義される動径基底関数カーネルを用いた。

k(xi, xj) = θ1 exp

{
−θ2

2
∥xi − xj∥2

}
, (2.33)

ハイパーパラメータ θ＝ (θ1, θ2)はカーネル関数の形状を制御するパラメータであ
る。本研究ではハイパーパラメータの初期値を θ1, θ2 = 1とした。
　 n次元の入力 xは、それまでにサンプリングした入力点に対応し、追加したm

次元の入力 x∗は確率分布を予測したい入力点に対応する。式 (2.30)から入力 xに
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おける出力 yが与えられたとき、任意の入力点 x∗における出力の条件付き確率分
布は以下のように表される。

p(y∗|y) = N (KT
∗ K

−1y,K∗∗ −KT
∗ K

−1K∗) ≡ N (M(x∗),Σ∗), (2.34)

式 (2.34)の導出は付録にある。この様にして、事前に複数個の入力点をサンプル
することで、任意の入力点における関数の平均値と推定誤差を求めることができ
る。最後に、条件付き確率が入力データに対して適切になるように、データの入力
点における最尤度が最小となるように、ハイパーパラメータの値を最適化する。
　ベイズ最適化は式 (2.34)で推定した結果をもとに出力 yの最小値を与える入力
xを求める手法である。ガウス過程回帰で求めた推定結果から、実際の最小値とな
る点は、予測された平均値が最小である点、あるいは誤差が大きい点であると予想
できる。そこで、本研究では、新たなサンプリング点 xnewを決定する獲得関数と
して Lower Confidence Bound(LCB)を用いた。

xnew = argmink=n+1,...,n+m(M(x∗k)− κσ∗k), (2.35)

ここで κは平均値と誤差を評価する重みを調整する係数であり、本研究では κ=2

とした。また、σ∗kは入力 x∗における推定誤差であり、式 (2.34)のΣ∗の−1/2乗
(σ∗k = 1/

√
(Σ∗)kk)である。獲得関数によって決定された入力点を新たにサンプリ

ングし、その結果を入力データとして追加することでガウス過程回帰の予測を更新
する。これを繰り返すことで目的関数を最小化する入力点を求める。
　一般的に、誤差を持つ実験値との差異を評価する際には、目的関数として χ2検
定が用いられる。だが、今回の検証で取り扱う弾性散乱の角度分布は、103 ∼ 10−1

と広い範囲で値を取りうる。実験値との差異の 2乗を用いる χ2検定では、断面積
の値が大きい実験データを重く評価する。そのため、今回の研究では、実験値のス
ケールに関係なく等しく評価するために、以下のような評価関数を用いた。目的関
数には以下で示す評価関数を用いた。

f(x) =
1

N

N∑
i

(
σ
(i)
exp

∆σ
(i)
exp

log10
σ
(i)
th (x)

σ
(i)
exp

)2

, (2.36)

ここで、σthは CCONEを用いて計算した断面積、σexpと∆σexpは実験値とその
誤差であり、添え字 iはデータ点を区別するインデックスである。因子 σexp/∆σexp

によって、誤差の小さい実験データがより重要視される。
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2.4 数値計算による検証の概要説明

　本研究の目的は、機械学習を用いて光学ポテンシャルのエネルギーや粒子数への
依存性を推定し、任意の入射エネルギー、標的核における断面積の推定を行うこと
である。そのために、次の 2つの研究、開発を行った。

1：ベイズ最適化により、実験データを再現する光学ポテンシャルのパラメータの
最適値を求める。
　ガウス過程回帰を用いて光学ポテンシャルのパラメータの最適値を推定するため
には、既存の実験データから光学ポテンシャルのパラメータの最適値を求めておく
必要がある。そのため、CCONEの計算値と実験値との差異を、Section 2.3で述
べた評価関数 (式 (2.36))で表し、その値を最小にするパラメータを、ベイズ最適
化を用いて求める。その詳細な手順と有用性については Section 3.1で議論する

2：1で求めた光学ポテンシャルのパラメータの最適値から、任意のエネルギー、陽
子数における光学ポテンシャルの最適値を推定する。
　 1の手法で獲得したパラメータの最適値から、パラメータが持つ入射エネルギー、
陽子数依存性の推定を行う。ガウス過程回帰を用いて、推定したパラメータの値を
用いて断面積を計算し、既知の実験値と比較することで、この手法の有用性を示
す。また、ガウス過程回帰による推定は、入力データの分布によって異なるため、
入力データの分布の変化が推定の精度にどれだけ影響をするかについても検証し
た。入射エネルギーの依存性を推定した結果、および入力するデータの分布に対す
る推定の変化を検証した結果を Section 3.2、入射エネルギーに加え陽子数依存性
の推定を行った結果を Section 3.3で述べる。
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Chapter 3

結果と議論

3.1 機械学習によるポテンシャル最適化の過程

　ここでは前節で説明した手順によって、光学ポテンシャルのパラメータを最適化
する手順を詳しく説明する。例として、7 MeVの中性子と 58Ni標的の弾性散乱角
度分布を示す実験データ [21]を再現するために、光学ポテンシャルの中心力の強
さ VR(式 (2.28)）を最適化する例を紹介する。
　まず、VRの値をランダムに複数とり、その値での断面積と評価関数（式 (2.36)）
を計算する。今回の例では VRを 3点選び、それぞれに対して断面積を計算した。
その結果が、Figure 3.1に示された灰色の実、破線である。この結果から評価関数
の値を求めると、Figure 3.2 (a)の〇印のようになる。この 3点を入力データとし
てガウス過程回帰を行い、評価関数の値を推定した結果が Figure 3.2 (a)の実線と
赤く塗りつぶされた領域である。この結果に、式 (2.35)の獲得関数を適用するこ
とで、次のサンプル点となる VRの値を決定する。Figure 3.2 (a)の場合では、次
のサンプル点は、(b)に示した●であった。Figure 3.2の (b)の実線と赤く塗りつ
ぶされた領域は、この新たなサンプル点を加えることで推測した評価関数の値であ
り、予測誤差が減少していることがわかる。
　上記の操作を繰り返すことで、評価関数の推定が正確になり、評価関数の値を最
小にする VRの値を求めることができる。Figure 3.2の例では、この過程を 4回繰
り返すと、VRの最適値は収束した。こうして得た VRの最適値を用いた光学ポテ
ンシャルから求めた弾性散乱の角度分布は、Figure 3.1の赤線のように実験データ
をよく再現する。
　この手法は、入射エネルギー、標的核、入射粒子の種類が異なっていても有効で
ある。他の実験データに対して同様に VRの値を求め、弾性散乱断面積の実験デー
タと比較した（Figure 3.3)。Figure 3.3から分かる通り、この手法を用いること
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[4]

58Ni(n,n),En=7MeV 

Figure 3.1: 最適化の際に選ばれた VR の値を用いて計算した 7 MeVの中性子と
58Ni標的の弾性散乱の角度分布。黒実、破線が最初にランダムに決めた VRの値、
赤実線はFigure 3.2 (b)の●印、青実線は最適化された VRの値を用いて計算した。

VR [MeV]

50 55 604540

E
v

a
lu

a
ti

o
n

 f
u

n
c
ti

o
n

 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

uncertainty (1s)

mean prediction

initial sampling

(a)

VR [MeV]

50 55 604540

E
v

a
lu

a
ti

o
n

 f
u

n
c
ti

o
n

 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

uncertainty (1s)

mean prediction

initial sampling

sampling for iteration

(b)

Figure 3.2: 最適化の過程。実線と赤い領域はガウス過程回帰によって推定された
評価関数の値と推定誤差。〇印は最初にランダムにサンプリングされた３つの VR

の値とその時の評価関数の値。●印は最適化の過程でサンプリングされた点。
(a)初期サンプリングから求めた評価関数の推定値。(b)サンプル点を 1つ追加し
推定した評価関数。
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Figure 3.3: 異なる入射エネルギーにおける、中性子-54Fe、陽子-54Fe、中性子-208Pb

の弾性散乱の角度分布

で、入射エネルギー、標的核、入射粒子の種類が異なっていても十分な精度で実験
データを再現することができる。一方で、Figure 3.3内の 54Fe(p,p)の 17.9 MeV

や 208Pb(n,n)の 7 MeVの結果で見られる通り、一部の計算結果では、後方角の実
験値を再現できていない。これは、評価関数の誤差評価が原因で前方角の再現が優
先され、後方角の再現度が落ちたこと、また最適化したパラメータが VRのみであ
るためすべてのケースを再現するには、自由度が足りないことなどが原因である。
この問題は論文 [17]で示した虚数部のパラメータWDや半径 rRといった、VR以
外のパラメータも最適化することで解決が見込める。

3.2 機械学習による光学ポテンシャルの推定

3.2.1 弾性散乱の角分布データを用いた VRのエネルギー依存性の推定

　 Section 3.1では実験データを再現する VR の最適値を求める方法を説明した。
こうして求めた VRの最適値をガウス過程回帰に入力することで、任意の入射エネ
ルギーにおける VR の最適値の推定を試みた。検証のため、まず 58Niの弾性散乱
の実験データを異なる入射エネルギーで用意し、それぞれの実験データに対して
VRの最適値を求めた。検証に用いた実験データの入射エネルギーと VRの最適値
は Table. 3.1にまとめている。
こうして得られた VR の最適値が Figure 3.4に示した黒点である。Figure 3.4

には比較のために、論文 [17]で与えられている VR の推奨値を青破線で示してい
る。Figure 3.4を見ると、実験値を再現するように最適化して獲得した VRの値は
論文 [17]で与えられている推奨値に近いことが分かる。だが同時に、獲得した VR

16



入射エネルギー (MeV) 引用論文 VRの最適値（MeV） 内挿 外挿

6 [22] 52.44 〇 〇
7 [22] 51.38 〇 〇
7.9 [23] 51.03 - 〇
10 [23] 50.25 - 〇
12 [23] 49.41 - 〇
14 [23] 48.32 〇 -

14.7 [24] 48.67 〇 -

17 [25] 47.2 〇 -

24 [26] 45.89 - -

Table 3.1: 標的核 58Niの弾性散乱角度分布における実験データと VRの最適値。内
挿の欄で〇になっているデータはFigure 3.5の推定で、外挿の欄で〇になっている
データは Figure 3.7の推定においてガウス過程回帰に入力されたデータである。

の最適値は、論文 [17]で与えられている値のようになめらかに減衰しているわけ
ではなく、単調減少する関数の周りを点在している。本研究の手法では誤差を含む
実験データ 1つ 1つに対し、最もその実験値を再現する VRの値を求めている。そ
のため、獲得した VRの最適値がなめらかに変化する保証はない。ガウス過程回帰
による推定精度を評価するために、得られた最適値の中から数点を選び、ガウス過
程回帰に入力し、任意の入射エネルギーにおける VRの最適値を推定する。こうし
て推定された VRの最適値を用いて、弾性散乱の角度分布を計算し、入力に用いな
かった実験値をどれだけ再現しているかを検証する。

まず最初に、内挿の結果を見るために、Figure 3.5に示す赤点 [6,7,14,14.7,17 MeV]

をガウス過程回帰に入力し、58Ni標的、中性子入射におけるVRの最適値を、0∼30 MeV

の範囲で推定した。こうして推定された VRの最適値を示したものが Figure 3.5で
ある。Figure 3.5の黒線と赤く塗られた領域はそれぞれ、ガウス過程回帰による推
定の平均値と推定誤差である。また、Figure 3.5で示す VRの推定結果を用いて計
算した、58Ni標的、入射エネルギー 12 MeVにおける中性子入射の弾性散乱角度
分布が Figure 3.6である。Figure 3.6には比較のために、論文 [17]の推奨値を用
いて計算した断面積を青破線で示している。論文 [17]では推奨値を求める際、再
現する実験データに 12 MeV [23]の実験値を使用している。Figure 3.6を見ると、
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Figure 3.4: ガウス過程回帰を用いて VR のエネルギー依存性を推定するために用
意した VRの最適値。図中の黒点はいずれも、58Niに中性子を入射したときの弾性
散乱の角度分布の実験データを再現するように最適化して求めた。

推定によって計算された断面積は、27個ある実験データのうち約 2/3のデータを
よくに再現していることが分かり、ほぼすべて実験値の誤差範囲に収まっているこ
とが分かる。また、12 MeVでの VRの推定値は論文 [17]の推奨値に近いため、両
者の断面積はほぼ一致している。今回の検証では、12 MeVの実験値を最適化して
得たデータはガウス過程回帰に与えずに推定を行った。その推定結果として、実験
値 [23]を直接評価した論文 [17]の推奨値と極めて近い値を得ることができた。こ
のことから、本研究で提案する手法を用いれば、直接評価しなくても、周囲の入射
エネルギーに関する実験データを提供することで、実験値を十分に再現できること
が期待される。
　次に、外挿の精度を見るために、Figure 3.7に示した赤点 [6,7,7.9,10,12 MeV]をガ
ウス過程回帰に入力し、58Ni標的、中性子入射におけるVRの最適値を、0∼30 MeV

の範囲で推定した。得られた VR の推定結果と断面積を示したものが Figure 3.7、
Figure 3.8である。Figure 3.7を見ると、入射エネルギーが入力したデータから離
れるほど、推定誤差は大きくなっていることが分かる。ただし、推定の平均値は
Figure 3.5と比べても大きな差異はない。推定の誤差のみが大きくなった原因は、
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Figure 3.5: ガウス過程回帰による VRエネルギー依存性の推定結果（内挿）。入力
データには図中の赤点を用いた。黒実線はガウス過程回帰の推定の平均値、赤く
塗られた領域はガウス過程回帰による推定の誤差値であり、色の濃いものから 1σ、
2σ、3σ

ガウス過程回帰の共分散行列を見ることで理解できる。Figure 3.7の場合、入力
データが 5∼12 MeVの範囲に限られているため、12 MeVよりエネルギーが大き
くなるほど、式 (2.34)の共分散行列、K∗,K

T
∗ の各成分が大きくなる。それに伴っ

て、各入射エネルギーの推定誤差が大きくなる。ただし、VRの推定値から求めた
弾性散乱の角度分布は依然として実験値をよく再現している。ただし、特に後方
散乱において、推定誤差に由来する不定性が大きくなっている。弾性散乱の角度分
布においては、入射粒子がポテンシャルを受け軌道を変えながら通過する系を考え
る。後方角に散乱する粒子の方が前方に散乱する粒子と比べて、ポテンシャル内部
を動く距離が長くなり、その分ポテンシャルの影響を多く受けることになる。その
ため弾性散乱の角度分布においては、VRの大きさの違いは後方角に大きく現れる
ことが知られている。後方角に現れたこの不定性は、推定の誤差値が大きくなり、
それに伴う VRの変化が後方角に現れたからだと考えられる。この不定性は推定の
不定性が大きくなるに伴い増加するため、さらにエネルギーが大きくなると増加す
る。以上より、入力データに挟まれた内挿の推定結果と比べて、入力データから離
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Figure 3.6: Figure 3.5によるVRの推定を用いて計算した、入射エネルギー 12 MeV

における 58Ni中性子入射の弾性散乱の角度分布。黒実線は推定の平均値を用いて
計算した断面積であり、赤く塗られた領域は推定誤差の範囲で角度分布が取りうる
領域であり、Figure 3.5の 12 MeVにおいて赤く塗られた領域に対応している。

れた外挿の推定結果の方が再現度が低い傾向にある。
　以上の結果より、パラメータの最適値をガウス過程回帰に入力し VR の最適値
を推定することで、任意のエネルギーにおける断面積をある程度の精度で再現でき
ることがわかった。また、断面積の再現度とガウス過程回帰が与える不確かさは、
VRの推定結果が内挿か外挿か、与えられた入力データからどれだけ離れているか
に影響することがわかった。

3.2.2 より大規模な全断面積データを用いた推定

　ガウス過程回帰に入力するデータの違いによる推定の変化をより広いエネルギー
範囲で見るために、データが十分に揃っている、58Niに中性子を入射した場合の
全断面積の実験データを検討した。用いた実験データはFigure 3.9に示したもので
ある。これらは論文 [27]で記述されている実験結果のうち、おおよそ 5∼200 MeV

の範囲のものを取り出しており、さらにデータ点の間隔が約 1 MeV刻みになるよ
うにデータを間引いてある。まず、ベイズ最適化により、Figure 3.9に示している
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Figure 3.7: ガウス過程回帰による VRエネルギー依存性の推定結果（外挿）。入力
データには図中の赤点を用いた。黒実線はガウス過程回帰の推定の平均値、赤く
塗られた領域はガウス過程回帰による推定の誤差値であり、色の濃いものから 1σ、
2σ、3σ

それぞれの実験値に対して VR の最適値を求めた。その結果は、Figure 3.10に示
している。この VRの最適値の中から以下で説明するパターンに従い数点を選び、
それらをガウス過程回帰の入力として、58Niと中性子の反応に対する VRの最適値
を 0∼200 MeVの範囲で推定する。その推定値を用いて入力として用いていないエ
ネルギーでの全断面積を計算し、実験値と比較することで、入力データの選択方法
の違いに応じて、予測精度にどの程度影響するのかを検証した。

入力するデータの選び方として、以下の 5つのパターンを試した。下記に記述
するパターンは、Figure 3.11、及び Table 3.2にもまとめている。

　パターン 1: Figure 3.10の横軸を 20 MeV間隔で区切り、各区間から 1点ずつ、
合計 10点をランダムに選ぶ取り方
　パターン 2: Figure 3.10の横軸を 40 MeV間隔で区切り、各区間から 1点ずつ、
合計 5点をランダムに選ぶ取り方
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Figure 3.8: Figure 3.7によるVRの推定を用いて計算した、入射エネルギー 24 MeV

における 58Ni中性子入射の弾性散乱の角度分布。黒実線は推定の平均値を用いて
計算した断面積であり、赤く塗られた領域は推定誤差の範囲で角度分布が取りうる
領域であり、Figure 3.7の 24 MeVにおいて赤く塗られた領域に対応している。

　パターン 3: Figure 3.10の横軸を 20 MeV間隔で区切り、60∼200 MeVの各区間
から 1点ずつ、合計 7点をランダムに選ぶ取り方
　パターン 4: Figure 3.10 の横軸を 20 MeV 間隔で区切り、0∼60 MeV、及び
120∼200 MeVの各区間から 1点ずつ、合計 7点をランダムに選ぶ取り方
　パターン 5: Figure 3.10の横軸を 20 MeV間隔で区切り、0∼120 MeVの各区間
から 1点ずつ、合計 6点をランダムに選ぶ取り方

パターン 1であれば、0∼20 MeVの区間からランダムに 1点、20∼40 MeVの
区間からランダムに 1点、· · · と入力データを選ぶ。Figure 3.12内の白抜きの黒
点はそのようにして選ばれた入力データの 1例であり、そのデータをガウス過程回
帰に入力して推定した VRの最適値が Figure 3.12の赤実線である。この推定値を
用いて計算した全断面積が Figure 3.13に示されている。こうして計算した全断面
積と実験値との差異を評価するために、χ2値を計算し、データ数で平均を取った。
Figure 3.12で取った場合の χ2値は 3.17であった。もちろん、入力するデータの
選び方が変わると VRの推定結果と全断面積の計算値、及び χ2値は変化する。入
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Figure 3.9: 入力データの分布と推定の精度の相関を検証するために用いた実験デー
タ。58Ni、中性子入射の全断面積 [27]からデータ点の間隔が一定になるようにデー
タ点を抽出した
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Figure 3.10: Figure 3.9中の実験値に対する VRの最適値
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Figure 3.11: パターン 1∼5における点の取り方。点を取る際には図の枠線と青破
線で区切られた区間からランダムに 1点ずつ取る。点を取る際には白く塗られた区
間からのみ取る。

力するデータの取り方で推定の仕方がどのように変化するかを見るためには、各パ
ターンにおいて、ランダムにデータ点を取ったときの推定の精度とそのばらつきの
傾向を評価する必要がある。そこで、同じ条件で入力データを選ぶ操作を 200回
行い、各サンプルでの χ2値を求め、200回分の平均値と標準偏差を求めた。χ2値
の平均値が小さい場合には、推定の精度は高く、標準偏差が小さい場合には、推定
の精度は入力データの選ばれ方によらないと言える。200回分の推定結果とそれに
対応する計算値をすべて示したものが、Figure 3.13、および Figure 3.14である。
Figure 3.13の左の列がパターン 1、右の列がパターン 2の結果を、Figure 3.14の
左の列がパターン 3、真ん中の列がパターン 4、右の列がパターン 5の推定結果を
示している。また、Figure 3.13、Figure 3.14の図はどのパターンにおいても 1番
上の図が VR の推定値、上から 2番目の図が全断面積の計算値である。また、VR
の推定値を用いて、全断面積以外に 58Niと中性子の 7 MeV、24 MeVでの弾性
散乱角度分布も計算した。つまり、入力データは全断面積だが、同じ光学ポテン
シャルを用いて弾性散乱角度分布を記述できるか検証した訳である。その結果は、
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Figure 3.13、および Figure 3.14の下 2つの図に示している。また、それぞれのパ
ターンにおけるは χ2値の 200回分に対する平均値と標準偏差は Table 3.3にまと
めている。比較のために、論文 [17]の推奨値を使った計算結果も示している。論文
[17]は、7 MeV、24 MeVにおける角度分布の実験値をパラメータフィッティング
に用いているため、実験値をよく再現することは当然であることを留意されたい。
　まず、パターン 1の結果を評価する。そのあと、入力するデータの間隔が離れた
場合に推定の結果がどうなるかを評価するために、パターン 2とパターン 1の推定
結果を比較する。最後に、入力するデータが 1部の入射エネルギーに偏った場合、
推定結果にどう影響するかを評価するために、パターン 3、4、5、とパターン 1の
推定結果をそれぞれ比較する。

　 Figure 3.13の左列の上から 2つ目の図である全断面積のパターン 1での推定結
果は、200回分すべてが実験値の誤差範囲に収まっていることが見て取れる。今回
用いている実験値の誤差は、3∼5%の範囲である。よって、200回分の計算値は大
きく見積もっても実験値の誤差 5%に収まる程度の精度で再現が出来ていることが
分かる。次に角度分布の再現性について、χ2値を論文 [17]の推奨値と比較して評
価する。論文 [17]はパラメータフィッティングに 7 MeV、24 MeVの角度分布を用
いているため、Figure 3.13下 2つの図中の青波線は実験値をよく再現する。（光学
ポテンシャルを構成する数多くのパラメータのうち VRを動かすだけで再現できる
範囲は限られている。論文 [17]における VRの推奨値は、その条件下において角度
分布をよく再現する値であるといえる。）24 MeVにおける χ2値は論文 [17]の推
奨値に近いことが分かる。今回の検証では入力するデータに全断面積に関するデー
タしか与えていないが、ほとんどの推定結果において、弾性散乱角度分布を再現す
る論文 [17]と同等の精度で実験値を再現することができた。このことより、全断面
積の実験データから弾性散乱の角度分布を十分な精度で推定ができることが示され
た。一方で、7 MeVの方は、論文 [17]における χ2値の 4倍ほどまで大きくなって
いる。これは、20 MeV間隔でデータを取ったため、7 MeVよりも低い入射エネ
ルギーでのデータが入力として選ばれない場合が多く発生し、7 MeVにおける VR

の推定が外挿になったためである。それに対して 24 MeVの場合は 20 MeV以下
の領域に入力データが必ず 1点あるため、内挿的になる。そのため、今回の条件で
は 7 MeVにおける角度分布の推定精度が低くなる。
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　次に、パターン 2と 1の推定結果を比較し、入力データの間隔が広がった場合に
おける推定の変化を確認する。Figure 3.13の右列には、パターン 2の推定の結果
を示している。VRの推定結果と全断面積を示した Figure 3.13の上から 1番目、2

番目の図を比較すると、パターン 2はパターン 1よりも推定結果のばらつきが大
きくなっていることが分かる。このばらつきは 40 MeV以下、あるいは 160 MeV

以上の領域において特に大きくなっている。これは、入力データを取る間隔が広が
り、最もエネルギーが高い区間と低い区間が広がったためである。これにより外挿
となるエネルギー領域が拡大し、推定のばらつきが大きくなったと考えられる。一
方でパターン 2はパターン 1と比較すると、40∼160 MeVの範囲では、VRの推定
結果と全断面積のばらつきが全てのエネルギーにおいて同程度である。外挿を除く
と、推定のばらつきが大きくならないのは、入力データをすべてのエネルギー区間
から取っているためである。推定の精度とばらつきを評価するために χ2値の平均
値と標準偏差をパターン 1と比較する (Table 3.3)パターン 2はパターン 1と比べ
て、全断面積、角度分布すべてにおいて、平均値、標準偏差ともに大きくなった。
　続いて角度分布について評価する。Table 3.3の角度分布における χ2値の平均値
と標準偏差を見ると、パターン 2の値はパターン 1のもの比べて、7 MeV、24 MeV

のいずれもが大きくなっているが、その増加量はデータの種類によって異なる。特
徴的なのが、24 MeVの標準偏差の増加である。パターン 2における 7 MeVの角
度分布での標準偏差はパターン 1の約 2.5倍であるが、24 MeVに関しては 4倍以
上大きくなっている。一方で、χ2 値の平均値は 7 MeVの方は 2倍ほどまで大き
くなっているが、24 MeVの場合は、1.2∼1.3倍程度に収まっている。このことよ
り、24 MeVの角度分布は χ2の平均値はほぼ変化しておらず、標準偏差だけが大
きくなったことが理解できる。実際に、Figure 3.13の 1番上の VR の推定結果を
24 MeV付近で見ると、赤い線の束の中心はパターン 1、2ともに青破線のあたり
に来るが、パターン 2はパターン 1よりもばらつきが大きくなっている。これはパ
ターン 2の 24 MeVにおいて、外挿による推定が増えたためである。一方で、入力
するデータの取り方次第ではパターン 2でも内挿となる場合がある。そのため、パ
ターン 2において VRの平均値が大きく変動しなかったと考えられる。さらに、外
挿であっても、24 MeVに近いエネルギーが入力に用いられた場合には、実験値を
よく再現する。これらの事より、24 MeVにおける χ2値の平均値は、入力データ
を取るエネルギーの間隔が広くなってもあまり変わらなかったのに、標準偏差は大
きくなったと考えられる。
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　パターン 1と 2を比較した結果をまとめると、入力データ点の間隔が大きくなる
と、外挿になるケースが増えることに加え、内挿するエネルギーが広くなり実験値
を再現できない確率も高くなることから、推定のばらつきが大きくなる。一方で、
外挿となる低、高エネルギー領域を除くと、精度の劣化やばらつきはエネルギーに
よらず一様に増加しており、特定のエネルギーだけ精度が大きく変化するというこ
とはなかった。

　次に、入力データの偏りが推定の結果にどう影響するかを評価するために、パ
ターン 3、4、5、及びパターン 1を比較する。Figure 3.14の 3列の上 2つの図（VR
の推定結果と全断面積）を確認すると、いずれのパターンでも入力データ点がな
いエネルギー領域における推定が大きくばらついていることが分かる。パターン 3

とパターン 5は、パターン 4と比べてばらつきが大きいことが分かる。このことは
Table 3.3の全断面積の標準偏差を見ることでも確認できる。パターン 3と 5の全
断面積における χ2 の平均値はパターン 1の比較しても 20倍近く大きくなってい
る。一方で、パターン 4の χ2 の平均値はパターン 1と 3倍程度に収まっている。
この傾向は標準偏差でも同様であり、パターン 3と 5の標準偏差は、パターン 1の
20倍以上、パターン 4はパターン 1の 5倍程度に収まっている。これは、パター
ン 4の推定が内挿になっていることが原因だと考えられる。
　次に角度分布の計算結果について評価する。Figure 3.14の 3列の下 2つの図を
見ると、パターン 3の 7 MeV、24 MeVにおける角度分布はパターン 4、5の推定
結果と比べてばらつきが非常に大きいことが分かる。Table 3.3を見ると、パター
ン 3における χ2の平均値と標準偏差はパターン 4、5のものと比べて、χ2値が 10

倍、標準偏差が 6倍以上と非常に大きくなっている。一方で、パターン 4、5の χ2

値の平均値、標準偏差は非常に小さく、大きいものでもパターン 1の 1.5倍程度に
収まっている。これは、7、24 MeVの角度分布を計算する際に参照する 0∼40 MeV

において、ガウス過程回帰に与えられるデータがパターン 1とパターン 4、5で同
じだからである。逆に、パターン 3において角度分布の χ2値の平均値、標準偏差
が大きいのは、0∼40 MeVの範囲においてデータを入力できておらず、推定値が
すべて外挿から来たものだからである。
　以上のことをまとめると、推定の精度は、推定を行うエネルギー付近に入力デー
タがあるか、ない場合は最も近い入力データがどれだけ離れているかに依存する。
精度の良い推定を行うためには、まんべんなくすべてのエネルギーにおいてデータ
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Figure 3.12: Figure 3.10中のデータ点から、パターン 1の取り方で選ばれた入力
データの 1例、及びそれをガウス過程回帰に入力して推定した VRの最適値。白抜
きの黒点が選ばれたデータ点であり、赤実線がガウス過程回帰の推定の平均値であ
る。また、ガウス過程回帰の推定誤差も図中には記述しているが、このデータの取
り方では誤差が小さく目視できない。

を入力する必要がある。また、もしも推定を行うエネルギー付近にデータがない場
合も、より高エネルギー、及びより低エネルギーにおいてデータが与えられてる場
合、推定が内挿的になり精度が比較的向上する。また、入力データがない、もしく
はデータの間隔が大きくなると、入力データの選択により推定がばらつく。このた
め、精度の良い推定を行うためには、細かい間隔でデータを取ることが望ましい。
ここで述べた傾向は、89Y中性子入射の全断面積についてもいえる (Table 3.4)。

3.3 エネルギー依存性、陽子数依存性の同時推定

　 Section 3.2では、ガウス過程回帰を用いて光学ポテンシャルのパラメータが持
つ入射エネルギー依存性を推定し、任意の入射エネルギーにおける断面積を求め
た。光学ポテンシャルは、Section 2.1でも述べた通り、入射エネルギー依存性の
他に、核子数依存性も持っている。そのため、精度の高い核データベースを作成す
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Figure 3.13: Figure 3.10中のデータ点からガウス過程回帰に入力するデータを選
んだ時の VRの推定結果（1番上）と、推定結果に対応する全断面積（上から 2番
目）、及び弾性散乱の角度分布（下 2つ）。左側の列はパターン 1の取り方、右側の
列はパターン 2の取り方で入力データを選んだ結果。図中には入力データを選び断
面積を計算する操作を 200回行った結果をすべて記載している。図中にはガウス過
程回帰の推定の平均値、及び平均値を用いて計算した断面積のみを記載している。
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Figure 3.14: Figure 3.10中のデータ点からガウス過程回帰に入力するデータを選
んだ時の VRの推定結果（1番上）と、推定結果に対応する全断面積（上から 2番
目）、及び弾性散乱の角度分布（下 2つ）。左側の列はパターン 3、真ん中の列はパ
ターン 4、右側の列はパターン 5の選び方で入力データ点を選んだ結果。図中には
入力データを選び断面積を計算する操作を 200回行った結果をすべて記載してい
る。図中にはガウス過程回帰の推定の平均値、及び平均値を用いて計算した断面積
のみを記載している。

30



エネルギー領域を区切る間隔 データ点を取るエネルギー領域 入力するデータ点の数

パターン 1 20 MeV 0∼200 MeV 10

パターン 2 40 MeV 0∼200 MeV 5

パターン 3 20 MeV 60∼200 MeV 7

パターン 4 20 MeV 0∼60 MeV、及び 120∼200 MeV 7

パターン 5 20 MeV 0∼120 MeV 6

Table 3.2: Section 3.2.2の検証におけるデータ点の取り方

58Ni(n,total) 58Ni(n,elastic),7 MeV 58Ni(n,elastic),24 MeV

χ̄2 STD χ̄2 STD χ̄2 STD

論文 [17] 3.98 - 8.83 - 24.29 -

パターン 1 5.76 4.81 31.16 29.82 27.47 5.23

パターン 2 14.14 20.78 66.04 78.66 35.12 22.73

パターン 3 91.35 76.6 313.8 185.4 255 275

パターン 4 18.17 25.97 39.31 38.5 27.97 6.17

パターン 5 133.58 107.54 46.27 49.59 28.3 8.41

Table 3.3: 標的核 58Niの全断面積における実験値を対象とした検証結果のまとめ。
各パターンにおける入力データ点の取り方は Table 3.2に記載

89Y(n,total) 89Y(n,elastic),7.75 MeV 89Y(n,elastic),21.6 MeV

χ̄2 STD χ̄2 STD χ̄2 STD

論文 [17] 9.45 - 3.9 - 13.85 -

パターン 1 7.64 3.67 5.53 1.75 22.19 14

パターン 2 16.22 12.93 8.2 5.56 31.1 25.89

パターン 3 238.99 139.09 38.18 12.52 427.56 138.58

パターン 4 10.79 5.53 6.18 2.26 20.81 25.25

パターン 5 718.8 659.41 6.76 2.12 24.86 21.21

Table 3.4: 標的核 89Yの全断面積における実験値を対象とした検証結果まとめ。各
パターンにおける入力データ点の取り方は Table 3.2に記載

31



るためには、核子依存性も推定する必要がある。ガウス過程回帰に入力するデータ
の入力 (Section 2.3で紹介したガウス過程回帰に与えるデータの n次元の入力)は
複数の変数に対しても有効である。そのため、入力情報を入射エネルギーと核子数
にすることで、光学ポテンシャルのエネルギー依存性、核子数依存性を同時に推定
することができる。この章では光学ポテンシャルのエネルギー依存性、核子数依存
性の同時推定を試みた検証結果を示す。
　検証の対象には、実験値が十分に揃っており、標的核の中性子が同じ実験データ
として、48Ca、50Ti、51V、52Cr、54Fe（すべて中性子数が 28）を選んだ。また、
広いエネルギー範囲において推定を行うために陽子入射の弾性散乱角度分布を採用
した。実験データを再現する VRの最適値をすべて示したものが Figure 3.15であ
る。これらの最適値と用いた実験データは Table 3.5にまとめている。
　まず、入射エネルギーと核子数依存性の推定が可能かどうかを検証する。48Ca

を除くすべて標的核 (Z=22∼26)の最適値をガウス過程回帰に入力し、VR の最適
値を、入射エネルギー 0∼200 MeV、陽子数 20∼26の範囲で推定した。その結果を
3次元平面図で示したのが Figure 3.16である。Figure 3.16内の色塗りされた平面
の高さはガウス過程回帰による VRの推定の平均値を示し、平面の色は推定の誤差
を示している。Figure 3.16から、入力データがある核子数、入射エネルギーの領
域では、平面図が入力データを通るように推定されている。また、エネルギーの値
が入力データから離れるに伴い推定の誤差が増加するという、前 Section3.2で議論
したものと同じ傾向が確認できる。
　次に、Figure 3.16の 48Ca(陽子数が20)における推定結果に注目する。48Caに対す
るエネルギー依存性の推定結果のみを描画したのがFigure 3.17である。Figure 3.17
の推定結果を見ると、Figure 3.4の青破線で示した単調減少と似た振る舞いをし
ていることが分かる。これは、論文 [17]で示されている VR の関数形 (式 (2.22))

より、陽子数が変化しても入射エネルギーに対する VRの振る舞いは変化しないこ
とから理解できる。こうして推定した VRの最適値を用いて計算した 48Ca標的の
65 MeVにおける陽子散乱の角分布が Figure 3.18である。Figure 3.18から、VR
の推定値を用いて計算した断面積は、22個のある実験値の 4/5以上のデータよく
再現できていることが分かる。Figure 3.18の推定結果は 48Ca標的のデータを入力
していないにもかかわらず、十分な精度で推定ができている。このことから、本研
究の手法はエネルギー依存性、陽子数数依存性の複数の依存性の同時推定に対して
も有効であることが確認できた。
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標的核 陽子数 入射エネルギー (MeV) 引用論文 VRの最適値（MeV）
48Ca 20 9 [28] 55.04

48Ca 20 12 [28] 56.36

48Ca 20 14 [29] 53.76

48Ca 20 15 [29] 52.36

48Ca 20 15.6 [29] 53.54

48Ca 20 21 [30] 51.81

48Ca 20 25 [30] 50.1

48Ca 20 30 [30] 49.57

48Ca 20 35 [30] 46.92

48Ca 20 40 [30] 44.80

48Ca 20 45 [30] 43.77

48Ca 20 48.4 [30] 41.75

48Ca 20 65 [31] 37.06

50Ti 22 11 [32] 53.16

50Ti 22 14.2 [33] 50.18

50Ti 22 15.4 [33] 51.17

50Ti 22 16 [34] 52.1

50Ti 22 18 [32] 51.83

50Ti 22 18.2 [35] 48.56

50Ti 22 18.6 [36] 50.99

50Ti 22 65 [37] 36.44

50Ti 22 100 [38] 25.96

51V 23 5.96 [39] 55.99

51V 23 7.5 [40] 55.43

51V 23 10.8 [33] 54.44

51V 23 11 [41] 54.07

51V 23 15.2 [33] 52.08
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51V 23 17.5 [42] 50.95

52Cr 24 5.8 [43] 51.83

52Cr 24 5.96 [43] 58.65

52Cr 24 6 [44] 44.09

52Cr 24 6.1 [43] 54.85

52Cr 24 6.8 [45] 50.07

52Cr 24 10.77 [29] 53.38

52Cr 24 11 [41] 53.49

52Cr 24 15.35 [29] 52.50

52Cr 24 17.5 [42] 49.81

52Cr 24 18.6 [36] 50.8

52Cr 24 24 [46] 47.63

52Cr 24 65 [47] 38.13

54Fe 26 3.73 [48] 56.28

54Fe 26 4.95 [48] 64.58

54Fe 26 5.55 [49] 55.96

54Fe 26 5.95 [49] 51.8

54Fe 26 6 [50] 56.28

54Fe 26 6.06 [48] 64.52

54Fe 26 6.16 [49] 57.8

54Fe 26 7.74 [48] 56.28

54Fe 26 9.69 [51] 51.45

54Fe 26 10 [52] 49.89

54Fe 26 10.8 [33] 52.38

54Fe 26 12 [54] 54.28

54Fe 26 15.1 [33] 54.04

54Fe 26 16 [55] 51.55

54Fe 26 17.2 [56] 52.51

54Fe 26 17.9 [35] 48.3

54Fe 26 18.6 [36] 49.57

54Fe 26 19.6 [57] 51.31
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Figure 3.15: 中性子数が 28、陽子数が 20∼26の陽子入射における実験データを再
現するように最適化した VRの値。再現の対象とした実験データは Table 3.5に記
載している。

54Fe 26 20.4 [56] 50.98

54Fe 26 24.6 [56] 51.03

54Fe 26 28.8 [58] 48.65

54Fe 26 30.4 [59] 48.5

54Fe 26 35.2 [60] 45.29

54Fe 26 38.8 [58] 45.06

54Fe 26 39.8 [61] 45.68

54Fe 26 40 [62] 44.91

54Fe 26 49.4 [63] 44.75

54Fe 26 61.5 [58] 37.94

54Fe 26 65 [31] 37.9

Table 3.5: 陽子数依存性の推定に用いた、中性子数 28、陽子
入射の弾性散乱の角度分布の実験データと、実験データを再現
するように最適化した VRの値
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Figure 3.16: ガウス過程回帰に陽子数 22∼26のデータを入力して求めた、中性子
数 28、陽子数 20∼26の標的核、陽子入射における VRの最適値の推定結果。高さ
は推定の平均値を示し、平面図の色は推定の誤差値に対応している。
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Figure 3.17: 陽子数=20におけるFigure 3.16の推定結果。黒実線は推定の平均値、
赤く塗られた領域は推定の誤差値を示す。
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Figure 3.18: Figure 3.17の入射エネルギー 65 MeVにおける推定結果を用いて計
算した、48Ca陽子入射における弾性散乱の角度分布。黒実線、赤い領域はそれぞ
れ、Figure 3.17の黒実線、赤く塗られた領域に対応している。

最後に、入力データの陽子数に対する内挿と外挿の推定精度について確認する。
まず、内挿の推定精度を確認する。48Ca、54Feのデータを入力し、50Ti、51V、52Cr

における VRの値を入射エネルギー 0∼200 MeVの範囲で推定した。各陽子数にお
いて、入射エネルギーに対する VRの推定結果を示したものが Figure 3.19である。
Figure 3.19内の 3つのグラフを比較すると、推定の平均値、推定誤差、ともに大
きな違いはないように見える。陽子数が 1変化した程度では、VRの推定の結果は
大きく変化しないことが理解できる。Figure 3.19における VR の推定値を用いて
弾性散乱の角度分布を計算したものが Figure 3.20である。Figure 3.20の 52Crに
おける弾性散乱の角度分布は、29個ある実験値の 4/5以上を再現できていること
が分かる。一方で、50Ti、51Vに対する角度分布は、実験データの半分程度しか実
験値の真値を再現できていない。しかし、実験値の真値を再現ができていない入射
エネルギーでは、不定性が大きくなっており、実験値のほぼすべては不定性の範囲
に収まっている。これより、陽子数の変化に対しても、内挿に関しては十分な精度
で実験値を再現できることが確認できた。
　最後に外挿の推定結果を示す。51V、52Cr、54Feのデータをガウス過程回帰に
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Figure 3.19: 中性子数 28、陽子数 20、26における VRの最適値をガウス過程回帰
入力したときの、中性子数 28、陽子数 22、23、24における VRの推定結果。入力
データは Table 3.5の陽子数 20、26のデータを用いた。黒実線はガウス過程回帰
の推定の平均値、赤く塗られた領域はガウス過程回帰による推定の誤差値であり、
色の濃いものから 1σ、2σ、3σ
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Figure 3.20: Figure 3.19の推定結果を用いて計算した、中性子数 28、陽子数 22、
23、24、陽子入射における弾性散乱の角度分布。黒実線、赤い領域はそれぞれ、
Figure 3.19の黒実線、赤く塗られた領域に対応している。

入力し、48Caにおける VR の値を入射エネルギー 0∼200 MeVの範囲で推定した
結果が Figure 3.21である。Figure 3.17は Figure 3.21に 50Tiのデータを加えて
推定を行った 48Caにおける VRの推定値であるため、入力するデータの減少に伴
う推定の変化を見るためにこの 2つを比較する。Figure 3.21は Figure 3.17より
も、推定の誤差が全体的大きくなっていることが見て取れる。これは、48Ca(陽子数
20)から最も陽子数の近い入力データが 50Ti(陽子数 22)から 51V(陽子数 23)に変わ
り、陽子数に対する入力データからの距離が離れたためである。また、Figure 3.21

は Figure 3.17と比較して、100 MeV以上の入射エネルギーにおける VRの推定誤
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差が大きくなっていることが分かる。これは、Figure 3.21で入力しなかった 50Ti

のデータの中に入射エネルギー 100 MeVにおけるデータが存在するためである。
Figure 3.21ではこのデータを入力していないため、入射エネルギーが 100 MeV以
上における入力データが無くなる。その結果、入力データにおける入射エネルギー
の最大値が 65 MeVとなり、エネルギー方向における外挿の推定を行う領域が広く
なったからだと考えられる。推定した VRの値を用いて 48Caにおける弾性散乱の
角度分布を計算したものが Figure 3.22である。Figure 3.22の推定結果は、22個
ある実験値のうち 4/5以上をよく再現できていることが分かる。Figure 3.17の推
定値を使って同じ入射エネルギーにおける角度分布を計算した Figure 3.18と比較
しても、二つグラフの黒実線 (推定の平均値に対する計算値)はほぼ一致している
ことが分かる。一方で、推定の誤差値は Figure 3.18よりも Figure 3.22の方が大
きくなっていることが分かる。これは、推定を行う陽子数（陽子数 20）が入力し
たデータから離れたことによる VRの推定誤差の増加し、角度分布の不定性に反映
された結果である。以上より、内挿、外挿における推定の傾向は、陽子数依存性に
対しても、Section 3.2.1で議論した傾向と同じであると考えられる。
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Chapter 4

まとめ

　本研究では、作成コストを削減しつつ精度の高い核データを生成することを目指
し、機械学習と核反応モデルを組み合わせて、核子-原子核散乱における断面積の
推定を試みた。核反応モデルとしてチャネル結合光学モデルを、機械学習手法とし
てガウス過程回帰を採用した。任意の入射エネルギーおよび標的核において、核反
応モデルで算出される断面積が実験値を再現するように、光学ポテンシャルのパラ
メータをガウス過程回帰を用いて推定するシステムを開発した。
　光学ポテンシャルのパラメータ推定において、ガウス過程回帰に入力するデータ
には、ベイズ最適化を用いて実験値を再現するように最適化されたパラメータ値を
使用した。ベイズ最適化を用いたパラメータ最適化の手法が、入射エネルギー、標
的核、入射粒子に関わらず有効であることを本論文で示している。入射エネルギー
および陽子数が異なる実験データを用いてパラメータの最適値を求め、それらをガ
ウス過程回帰に入力することで、任意のエネルギーおよび陽子数におけるパラメー
タの最適値を推定した。推定の精度を評価するため、実験データのある入射エネル
ギー、陽子数における断面積を核反応モデルで計算し、実験値と比較した。特定の
標的核および入射粒子における入射エネルギーが異なる実験データから推定され
た光学ポテンシャルのパラメータを使用することで、直接パラメータを最適化して
いないエネルギーにおいても、実験値を十分な精度で再現できることが分かった。
さらに、中性子数が同じで陽子数が異なる反応におけるパラメータの最適値をガウ
ス過程回帰に入力することで、任意の入射エネルギーおよび陽子数における断面積
の計算値が実験データを十分な精度で再現できることが示された。また、入力デー
タの分布が推定精度に与える影響についても評価した。推定する入射エネルギーお
よび陽子数に近いデータが機械学習に入力されていた場合、推定精度が向上するこ
とが分かった。さらに、推定する入射エネルギーおよび陽子数に近いデータが入力
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されていない場合でも、入力データに挟まれている内挿のケースでは、挟まれてい
ない外挿の場合と比較して推定精度が高いことが確認された。
　本研究では、精度の高い核データの生成を目指しているが、実用的な核データを
作成するためには、光学ポテンシャルを構成するすべてのパラメータの最適値を推
定する必要がある。本研究では、光学ポテンシャルのパラメータの 1つである VR

の入射エネルギーおよび標的核の陽子数依存性の推定までしか行っていない。研究
目標を達成するためには、光学ポテンシャルを構成する他のパラメータも同時に
推定し、本研究では推定していない標的核の中性子数依存性や入射粒子の依存性
についても推定を行う必要がある。Section 3.3の結果から、ガウス過程回帰を用
いた複数入力に対する推定は有効であることが示されている。この手法を用いれ
ば、標的核の中性子数および入射粒子に対する依存性も推定ができると考えられ
る。一方で、本研究で機械学習の手法として採用したガウス過程回帰は、複数の出
力に対する推定に対応していないため、本研究で提案した手法のままでは複数のパ
ラメータの推定はできない。この問題を解決するために、Multi-output Gaussian

process regression [64]などの複数出力の推定に対応した機械学習を適用し、推定
を試みる。また、本研究では詳しく言及しなかったが、ガウス過程回帰における推
定の誤差は、核データの誤差評価への活用が期待できる。核データの誤差情報は、
核データを使用するにあたり重要な役割を果たしている [4]。ガウス過程回帰によ
る推定誤差を核データの誤差評価と対応付けることで、より実用に足る核データの
作成が期待できる。
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Chapter 6

付録

6.1 行列の分割と逆行列

　ブロックに分けられた行列
 A B

C D

 の逆行列について、A−1, D−1が存在す

る場合、以下の式が成り立つ。 A B

C D

−1

=

 A−1 +A−1BMCA−1 −A−1BM

−MCA−1 M

 (6.1)

ただし、M = (D−CA−1B)−1である。式 (6.1)の証明は、両辺の右辺から実際に A B

C D

 を書けることで示される。

6.2 多変量ガウス分布の条件付き分布

　入力の組 x1が与えられた時、任意の入力 x2を取る条件付き確率 p(x2|x1)を多
変量ガウス分布に従って計算する。本研究では各入力の確率分布の平均値をすべて
０としたが、一般的な場合について取り扱うために、入力 x1, x2での確率分布の平
均値をそれぞれµ1,µ2とする。また、計算を簡単にするために、まず、多変量ガウ

ス分布の共分散行列Σの逆行列をΛ =

 Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

として考える。p(x2|x1)
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は x2の関数として同時分布 p(x1,x2)に比例するため、

p(x2|x1) ∝ p(x1,x2)

∝ exp

−1

2


 x1 − µ1

x2 − µ2

T  Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

 x1 − µ1

x2 − µ2





= exp

(
−1

2

{
(x1 − µ1)

TΛ11(x1 − µ1) + (x1 − µ1)
TΛ12(x2 − µ2)

+ (x2 − µ2)
TΛ21(x1 − µ1) + (x2 − µ2)

TΛ22(x2 − µ2)
})

∝ exp

(
−1

2

{
(x2 − µ2)

TΛ22(x2 − µ2) + 2(x2 − µ2)
TΛ21(x1 − µ1)

})
∝ exp

(
−1

2

{
x2

TΛ22x2 − 2x2
TΛ22µ2 + 2x2

TΛ21x1 − 2x2
TΛ21µ1

})
= exp

(
−1

2

{
x2

TΛ22x2 − 2x2
T (Λ22µ2 −Λ21x1 +Λ21µ1)

})
∝ exp

(
−1

2

{
(x2 −Λ22

−1(Λ22µ2 −Λ21x1 +Λ21µ1)
TΛ22(x2 −Λ22

−1(· · · ))
})

= exp

(
−1

2

{
(x2 − (µ2 −Λ22

−1Λ21(x1 − µ1)))
TΛ22(x2 − (· · · )))

})
(6.2)

と平方完成することができる。よって、

p(x2|x1) ∼N
(
(µ2 −Λ22

−1Λ21(x1 − µ1),Λ22
−1
)

(6.3)

となる。ここで、Λを共分散行列の成分Σを用いて示すと、Λ = Σ−1であるから、
式 (6.1)に当てはめてM = (Σ22 −Σ21Σ11

−1Σ21)
−1とおくと、

Λ22 = (Σ22 −Σ21Σ11
−1Σ21)

−1 (6.4)

Λ22
−1Λ21 = −Σ21Σ11

−1 (6.5)

となるため、式 (6.3)をΣを使ってあらわすと

p(x2|x1) ∼N
(
µ2 +Σ21Σ11

−1(x1 − µ1),Σ22 −Σ21Σ11
−1Σ21

)
(6.6)

となる。
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