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A Study on Structured Low-Rank Approximation Algorithms
and Their Initialization Strategy

In real-world data, prior structural properties often arise from physical laws or sys-

tem configurations, and these properties are frequently expressed as linear equations

involving structured matrices as coefficient matrices. For such equations to hold, the

associated matrices must satisfy both structural constraints and prescribed rank condi-

tions. However, due to measurement noise and numerical errors, observed matrices are

typically full rank and may not admit an exact solution. In this context, it is essential

to adjust the matrices without violating the underlying structural properties. Specifi-

cally, finding a nearby low-rank matrix while preserving the original structure is known

as Structured Low-Rank Approximation (SLRA), which appears as a fundamental and

critical problem in various fields such as signal processing, system identification, and

time-series analysis. The simplest approach to low-rank approximation is based on

singular value decomposition (SVD), where small singular values are truncated. How-

ever, this method does not preserve the structure of the original matrix, resulting in

approximations that do not correspond to any valid model or system. The difficulty

of structure-preserving low-rank approximation lies in the fact that, except for special

cases, the set of structured matrices with a given rank cannot be explicitly described,

and this set is non-convex. Consequently, expressing optimization constraints explic-

itly is challenging, and no direct method exists to compute the global optimum. Even

iterative methods applicable to a wide range of cases remain largely unexplored. For

these reasons, numerous algorithms have been proposed to address SLRA problems,

tailored to the characteristics and requirements of specific applications. This study

focuses on SLRA methods based on null-space representations of low-rank structure.

Although these approaches have demonstrated practical effectiveness, they lack suffi-

cient theoretical and implementation frameworks, leaving several aspects without clear

design guidelines. The objective of this dissertation is to address these gaps by pro-



viding theoretical insights and proposing improvements for two unresolved issues in

SLRA using null-space representation. First, we analyze the formulation of the Struc-

tured Total Least Norm method (STLN-SLRA) and derive a criterion for selecting

initial equations that minimizes computational error. This criterion significantly re-

duces computational complexity compared to existing methods, achieving substantial

efficiency gains. Second, we identify the vulnerability of initialization strategies in

SLRA algorithms, particularly their sensitivity to noise due to the phenomenon of sin-

gular value swapping. To overcome this issue, we propose new initialization strategies

that mitigate this effect. Numerical experiments confirm that the proposed methods

maintain accuracy comparable to conventional approaches while improving computa-

tional efficiency and robustness. Numerical experiments demonstrate that the proposed

approaches improve efficiency and estimation accuracy under noisy conditions.
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第1章 序論

1.1 本研究の背景
現代社会では，計算機の性能向上とそれに支えられた情報技術の普及により，私た
ちが日々扱うデータの量と多様性が飛躍的に増大している．その結果，データが持つ
価値はかつてないほど高まり，データの解析や処理の重要性も一層増している．実世
界のデータには，物理法則やシステム構造，経済法則といった背後の仕組みに由来す
る規則性が存在することが多い．このような規則性は，しばしばデータを要素とする
構造化行列を係数とする斉次線形方程式の形で記述でき，数理モデルとして体系的に
取り扱われる．その結果，モデルに基づく解析や処理が可能となり，データから信頼
性の高い知見を得たり，計算の安定性や効率を高めたりすることが期待される．しか
し，現実には観測データは必然的に雑音や数値計算誤差の影響を受けるため，そのよ
うな場合，データから構成される行列はフルランクとなり，上述の方程式が成立しな
い．このような状況下では，背後にある構造的性質を損なわないように行列を補正す
る必要がある．特に，もとの構造を保持しつつ，近傍の低ランク行列を求める操作は，
構造化低ランク近似（Structured Low-Rank Approximation: SLRA）と呼ばれる．以
下では，SLRAの重要性を自己回帰（Autoregressive: AR）モデルを例に説明する．

例 1 (ARモデルとHankel行列の SLRA). 時系列 c ∈ Rnpが式 (1.1)で表される次
数 d� npのARモデルによって生成される状況を考える．

ck = −θ1ck−1 − θ2ck−2 − · · · − θdck−d (1.1)

4



1.1本研究の背景

k = d+ 1 . . . , nP について上式を連立することで，次式を得る:
c1 c2 · · · cd+1

c2 c3 · · · cd+2

...
...

...

cnp−d cnp−d+1 · · · cnp



θd
...

θ1
1

 =


0

0
...

0

 . (1.2)

ここで上式左辺に現れる係数行列は，窓長 d+1のHankel行列と呼ばれ，Hd+1(c)

で表される．この記号により上式はHd+1(c)θ = 0 と整理され，Hd+1(c)は少なく
とも一次元の零空間を持つことが明らかとなり，モデルに従う時系列の行列はラン
クが欠損することになる．また，その零空間の基底としてモデル係数 θを推定可
能である．
しかしながら，cに誤差や雑音が含まれる場合，それはもはや式 (1.1)を満たさ

ない．この時 rankHd+1(c) = d + 1，つまりHd+1(c)はフルランクである．所望
の線形関係を満たさない cに対して，Hd+1(ĉ)のランクが dとなるような修正を加
えたベクトル ĉを求められたとする．そのようなベクトル ĉは式 (1.1)を満たすた
め，Hd+1(ĉ)の一次元零空間の基底ベクトルの係数がモデル係数の推定値として妥
当となる．

Hd+1(c) : fullrank
SLRA−−−−→ rankHd+1(ĉ) = d

そのような近似は，様々存在する．その中でも近似差分Hd+1(c) −Hd+1(ĉ)の大
きさをFrobeniusノルムで評価し，これが最小であるようなものを求めることに価
値があるという立場をとることで，次のようなHankel行列の低ランク近似問題が
導かれる．

min
ĉ
‖c− ĉ‖F subject to rankHd+1(ĉ) ≤ d (1.3)

このように，SLRAによって抽出された低ランクなデータは，そのデータが本来準
拠すべきモデルのパラメータを推定することを可能にする．例えば，線形時不変シス
テムのインパルス応答から構築されるHankel行列のランク欠損は，システムの次数や
最小状態表現の次数を決定するために用いられる [5, 6]．また，多項式の係数にノイズ
が含まれる場合，それらから構成される Sylvester行列に対して SLRAを適用すること
で，近似多項式最大公約数（AGCD）を計算する問題として定式化される [7, 8]．この
ほかにも，信号処理 [9, 10, 11]，時系列解析 [12, 13, 14]など多くの分野で基本的かつ重
要な課題として現れる．このように、SLRAは、雑音を伴う観測からでも、問題の本
質的な構造を保ちつつ、ロバストかつ効率的にパラメータ推定を行う能力を提供する．

- 5 -



1章 - 序論

1.1.1 SLRA問題の定式化

本研究では，低ランク近似の対象を次のAffine行列構造に限定する．以降，単に行
列構造と述べた場合には，Affine行列構造を指すものとする．� �
定義 1 (Affine行列構造 [2]). 所与の行列 Sk ∈ RK×L (k = 1, . . . , np)に対して以下
のように定義される，構造化パラメータ空間Rnp から行列空間 RK×L へのAffine

写像
S : c ∈ Rnp 7→ S(c) := S0 +

np∑
i=1

ckSk (1.4)

をAffine行列構造と定める．� �
本論文では，Affine行列構造を持つ行列をAffine構造化行列と呼称する．Hankel行列
構造がAffine行列構造の一種であることは容易に確認可能である．例えば任意の 4× 3

Hankel行列は，次に示すように，行列 Sk ∈ R4×3 の線形結合として表現できるため，
Affine構造化行列の一種である．

例 2 (Hankel行列).
c1 c2 c3
c2 c3 c4
c3 c4 c5
c4 c5 c6

 = c1


1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

S1

+c2


0 1 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

S2

+c3


0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

S3

+ c4


0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0


︸ ︷︷ ︸

S4

+c5


0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 1 0


︸ ︷︷ ︸

S5

+c6


0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

S6

. (1.5)

Affine構造化低ランク近似問題は，次のように定義される．� �
問題 2 (Affine構造化低ランク近似 [2]). {Sk}k=1,...,nz で指定される所与の Affine

行列構造，パラメータベクトル c ∈ Rnz，ノルム ‖ · ‖W, そして整数 r であって
(0 < r < L)を満たすものが所与であるとし，次を求めよ:

arg min
ĉ∈Rnz

∥∥∥ĉ− c
∥∥∥2
W

subject to rankS(ĉ) ≤ r. (1.6)

� �
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1.1本研究の背景

ここで，式 (1.6) において目的関数が近似差分 S(c) − S(ĉ) の Frobeniusノルムでは
なく，パラメータベクトル間の重み付きノルム ‖c − ĉ‖W で定式化されていることに
は理由がある．実際，W を適切に選ぶことで，このノルムは行列表現の差分に関して
‖c− ĉ‖W = ‖S(c)−S(ĉ)‖F を満たすようにすることが可能である．この関係により，
元の最小化問題は構造化行列の近似差分のFrobeniusノルムの最小化と同等でありなが
ら，より簡潔で扱いやすい表現としてベクトルノルムを用いて定式化されている．以
降，本論文ではAffine行列構造のみを対象とするため，単に構造化低ランク近似又は
SLRAと記述する場合は，Affine構造化低ランク近似を指すものとする．

1.1.2 関連研究

最もよく知られた行列の低ランク近似手法は，所与の行列の特異値分解 (Singular

Value Decomposition)を行い，いくつかの小さな特異値を 0で置き換えるもの (trun-

cated SVD) であるが，一般にこの手法は，行列構造を保たないため，近似結果の行列
に対応するモデルやシステムが存在しない点で不適である．
構造を保持した低ランク近似問題の難しさは，一部の特殊な場合を除き，所定のラ
ンクを持つ構造化行列の集合の要素を陽に記述できない点と，その集合が凸ではない
ことに由来する．そのため，最適化の制約条件を明示的に表現することが困難であり，
最適解を直接求める方法が存在しないだけでなく，反復計算による方法であっても幅
広く適用可能なものは知られていない．こうした背景から，SLRAに帰着させる問題
の性質や要求に合わせて，多様なアルゴリズムが提案されてきた．これらの手法は次
の二つのクラスに大別される：

1. 制約条件を緩和する手法；

2. 局所最適化手法．

制約条件を緩和する手法は，解析解を持つ問題に緩和するものである．特に行列の低
ランク性に関する制約を核ノルム緩和する研究例が多数存在し，例えば行列補完 [15, 16]，
システム同定 [17, 18]への応用で有効性が示されている．
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表 1.1: 構造化低ランク近似問題における低ランク性の定式化方法の比較:

Comparison of Formulations for Low-Rank Properties in SLRA Problems

像空間表現 零空間表現
行列構造制約 × ©
ランク制約 © 4

他方局所的最適化手法は，問題の構造を保持したまま解を求めることができる点で
緩和手法に比べてより良好な解が得られる可能性があるものの，初期値依存性が高い
点が課題となる．SLRA問題を局所最適化手法により解く手法として，像空間表現と
零空間表現の二つの代表的な定式化が存在する．表 1.1では，両者が行列構造の制約と
ランク制約を扱うのにどちらが適しているかを比較している．
像空間表現では，近似結果となる行列を二つの行列の積として表すことで，低ラン
ク性を自然に課すことができる [3]．しかしこの方法では，近似結果の行列が元の行列
構造を保持する保証がないという問題がある．さらに，この表現において得られる行
列の積は一意に定まらず，最適化変数の探索空間が広くなるため，計算効率の面でも
不利であることが指摘されている．
零空間表現では，式 (1.6)の制約条件をS(ĉ)x = Oで置き換えた，

min
ĉ∈Rnz

∥∥∥ĉ− c
∥∥∥2
W

subject to S(ĉ)x = O (1.7)

という定式化を用いる．ただし，上式においてOは，演算に適合するサイズの行列で
あって，そのすべての要素が 0で埋め尽くされているもの（零行列）とする．上式の
rankS(ĉ) ≤ r という制約は，S(ĉ)x = O を満たす最大列階数を有する x ∈ RL×(L−r)

が存在することから従う定式化である．本論文では，このような零空間表現に着目する．
文献 [19] では，勾配降下型の SLRA手法が提案されており，この手法の反復は二次
収束する性質を持つ．また，このアルゴリズムが近似最大公約多項式（近似GCD）計
算，行列補完，雑音除去といった実用的な問題に対して有効に機能することが数値例
により示されている．
近年では，変数射影 (Variable Projection: VP) 原理に基づいた SLRA問題へのアプ
ローチ（VP-SLRA）が盛んに研究されている [20, 21, 1, 22]．この手法では，式 (1.7)

を 2段階の最小化問題に分割する．第 1段階は変数の数を削減する最小二乗問題であ
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り，第 2段階は削減後の変数に対する局所最適化問題を解くものである．変数射影法に
よるHankel行列の構造化低ランク近似は，主に時系列解析に適用されている [20, 23]．
加えて，近似GCD問題に対する応用も報告されている [21, 1]．
また，近似GCD問題を SLRA問題に帰着することで求解するものには，構造化全
最小ノルム（structured total least norm: STLN）法に基づくもの（STLN-SLRA）の
適用例が報告されている [8, 24, 25, 26, 27, 10]．
これらの手法には計算精度や計算時間の面でそれぞれ長所と短所があり，実用上は

SLRA 問題の求解を通して解決すべき課題や，使用する計算機の性能，問題の規模な
どの条件を総合的に考慮した上で，最も適した SLRA 計算手法を選択することが求め
られる．
近似GCD計算を例にとると，文献 [28] では，複数の SLRA 計算手法を比較した結
果，多くの場合において UVGCD [29] が有力な選択肢であることを結論づけている．
UVGCD は，2 つの実係数多項式に対して近似GCDを計算する手法であり，特定の条
件下で高い計算精度と安定性を示す上に，計算コストも比較的抑えられるという特徴
がある．また，VP-SLRAについても，近似精度や収束性の観点から同等の性能を示す
ことが文献 [1] で述べられている．この方法の大きな利点は，複数の複素係数多項式に
対しても 近似GCD を計算できることであり，より広範な問題設定に適用可能である．
さらに，対象の多項式の次数が大きい場合には，計算効率が重要となる．特に STLN

に基づく Sylvester行列の SLRA は，高次の多項式に対する計算時間の点で，他の手
法と比較して有力な選択肢であることが報告されている [28]．この手法は，多項式の次
数が増大した場合でも効率的な計算が可能であり，従来の手法に比べて実用的な利点
があると言える．
また，Hankel行列の SLRA に関しては，特にVP-SLRA [21, 5, 30] およびその派生
手法 [20, 23] が近年盛んに研究され，それらの手法が計算精度や収束性の面で優れた
性能を持つことが報告されている．
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1.2 本論文の目的
本論文では，STLN-SLRAや VP-SLRAをはじめとする，低ランク性の零空間表現
を用いる SLRA計算手法に着目する．これらの手法については，有効性が多数報告さ
れているものの，現時点では理論・実装の両面で十分に体系化されているとは言いが
たい．特に，数理的な基盤が未整備な部分がいくつか存在し，手法の設計や選択にお
いて明確な指針を欠いているのが現状である．
本論文の目的は，こうした現状を踏まえ，低ランク性の零空間表現を用いる SLRA

手法において未解決のまま残されている以下の二点に焦点を当て，その理論的理解と
改善を図ることである.

STLN-SLRAにおける初期方程式の選択方法

STLN-SLRAでは，制約条件
S(c)x ≈ 0 (1.8)

を，S(c)の列ベクトルのうち 1本を右辺に移動させ，次の線型方程式（初期方程式と
呼称）に変換して解を求める：

A(c)y ≈ b(c). (1.9)

ここで，b(c)は移動された列ベクトル，A(c)はそれ以外の列ベクトルから構成される
行列である．実際の計算においては，精度や収束速度の観点から，どの列ベクトルを右
辺に移動させるかという選択が重要となる．しかし，この問題を考慮した既存の選択
基準 [25] は計算量が大きく，その理論的妥当性も十分には検証されていない．本論文
の第一の目的は，元の制約式 (1.8)と初期方程式 (1.9)との関係を理論的に解析し，従
来法よりも計算負荷の少ない新たな選択基準を提案することである．この内容につい
ては，第 5章で詳述する．第 5章の内容は，著者らによる研究 [4] に基づく．

低ランク性を零空間表現する SLRAにおける初期値構成問題

VP-SLRAをはじめとする，低ランク性を零空間表現する SLRAでは，所与の構造
化行列S(c)の最小特異値に対応する右特異ベクトルをxの初期値として用いる手法が
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一般的である．しかし，最小特異値は行列の摂動に対して敏感であり，この初期値構
成法は雑音に対して脆弱であるという問題がある．本論文の第二の目的は，雑音に対
して頑健な新たな初期値構成法を構築することである．これについては，著者らによ
る研究 [31]及び [32]に基づき，第 6章で説明する．
これらを通じて，SLRA手法の数理的基盤の整備と，より実用的なアルゴリズムの
構築を目指す．

1.3 記号の定義
本論文では，ベクトルは太字の斜体を用いて表す．また，多項式はアルファベット
の小文字を非斜体の太字で表す．行列を成分表示する際に，空白で表されている部分
の要素は 0で占められるものとする．表 1.2 にて頻出する記号の定義を与える．
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表 1.2: 主要な記号 : Notation

vi ベクトル vの第 i要素
Ai,j 行列Aの (i, j)要素
Ai,: 行列Aの第 i行ベクトル
A⊤ 行列Aの転置
A† 行列AのMoore-Penrose一般逆行列 [33]

col(c(1), . . . , c(N)) 縦ベクトル c(i)を縦に連結したベクトル
diag(a1, . . . , aN) スカラ a1, . . . , aN を対角成分に持つ対角行列
blkdiag(A(1), . . . ,A(N)) 行列A(1), . . . ,A(N)により構成されるブロック対角行列
IK サイズ K ×K の単位行列
ei 第 i要素が 1であるような単位ベクトル
OK×L K × Lの零行列
rank (A) 行列Aの階数
A � 0 行列 A が非負定値行列であることを意味する
dim(V ) （部分）空間 V の次元
Im(A) 行列Aの像空間
Ker(A) 行列Aの零空間
deg p(t) 多項式 p(t)の最高次数
F[t] F を係数体とし，tを変数とする 1変数多項式全体の集合
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第2章 数理モデルと構造化行列

実際の問題に対して工学的アプローチを行う際，観測データに数理モデルを仮定す
ることは少なくない．そのようなデータの要素間の関係が過決定の線形斉次方程式で
表される場合がある．この時，その係数行列はモデルに対応する特定の行列構造を持
つ．本章では，その代表例である Hankel行列と Sylvester行列に焦点を当て，それら
と密接に関連する線形漸化関係および最大公約多項式に関する既知の性質を概説する．
なお，第 5 章および第 6章で行う数値実験は，本章で紹介する性質を参照する．

2.1 低ランクHankel行列と線形漸化関係
c ∈ Rnp を長さ np のベクトルとする．このベクトルから，窓長 L に基づいて構成
されるHankel行列 HL(c) ∈ RK×L を次のように定義する:

HL(c) :=


c1 c2 · · · cL

c2
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

cK · · · · · · cK+L−1

 . (2.1)

ここで，K = np − L+ 1 とする．このようにして得られる行列は，ベクトル c の連続
する部分系列を行として並べたものであり，特異スペクトル解析（Singular Spectrum

Analysis: SSA）の文脈では，L を「窓長」と呼ぶ [34]．なお，行数 K を明示したい場
合には，式 (2.1) の行列を HK,L(c) と表記することとする．
低ランクなHankel行列HL(ĉ) のパラメータベクトル ĉ（rankHL(ĉ) = r）は，線形
漸化式（Linear Recurrence Relation: LRR）[35] と密接に関連している．このような
関係式を満たす任意の実ベクトルの各要素は，以下のように多項式と指数減衰する正
弦波の積の和として表現できることが知られている：
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ĉt =
R∑

j=1

pj(t) exp(djt) sin(2πωjt+ ϕj), t = 1, . . . , np. (2.2)

ここで，pj(t) は実数値多項式であり，r = 2R である [23]．
この定式化は，工学分野で頻繁に現れる 1. (指数的に減衰する)正弦波 と 2. 純粋な
多項式成分 という二つの基本的な信号を含んでいる．これら異なる振る舞いを統一的
な枠組みで表現できることから，式 (2.2) は信号処理における一般的なモデリング構造
として機能する．その結果，このような信号構造を活用するHankel行列は，以下のよ
うな問題に対する有効な手法として広く研究されている：

• スペクトル推定 [36, 37]

• スパース信号復元 [11, 38]

• 制御理論 [2, 17]

• モーメントからの形状復元 [39]

• 近似 Prony 法 [40]

さらに，磁気共鳴画像法（MRI）[41, 13] や耐震性の解析 [42, 14] といった高度な応用
においても，Hankel行列の低ランク構造が活用されている．これらの応用では通常，
多次元信号が関与するため，より複雑な依存関係を捉えるためにブロック型Hankel行
列が用いられる．これらの応用分野において，Hankel行列の SLRA (1.6) は，所与の
信号 c を式 (2.2) で記述されるモデルへの当てはめあるいは近似として機能し，近似
結果を用いて内部変数の推定などが行われる．
Hankel行列の代数的性質は，Sylvester [43] による二項形式の分解の研究や，Prony

[44] の研究にさかのぼる．本節では，文献 [23]に基づき，Hankel行列とLRRの関係性
について概説する．より包括的な文献については，[45]及び [35, Ch.5 and 8] を参照さ
れたい．
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2.1低ランクHankel行列と線形漸化関係

2.1.1 Hankel行列のランク特性と有限ランクベクトル

Hankel行列の重要な性質の一つは，窓長に応じた階数の変化である．パラメータベ
クトルの長さ np を固定し，窓長 L を変化させた場合において，次の補題が知られて
いる：� �
補題 3 ([35, Corollary 5.1]). 任意のベクトル c ∈ Cnp に対して，L′ = b(np− 1)/2c
および r = rankHL′(c) とすると，以下が成り立つ：

rankHL(c) = min(L,K, r).� �
この補題は，対応するHankel行列 HL(c) が，広い範囲の窓長 L に対して一定のラ
ンクを保つようなベクトル c が存在することを保証する．ただし，行列が極端に縦長
または横長になる場合，すなわち，L が非常に小さいか np に非常に近い場合は除く．
この結果は，そのようなベクトル c が，極端に短いあるいは長い窓長の場合を除いて，
Hankel行列のランクが不変となるような構造的性質を持つことを示している．Hankel

行列に関する上述の性質に基づき，ベクトル c のランクは，rankHr+1(c) = r を満た
す整数 r（ただし r < np/2）として定義される．なお，この定義は時系列解析の分野
で用いられる「時系列のランク」に対応するものである [20]．
Hankel行列の縦横比に関する曖昧さを避けるために，ここでは L ≤ np − L+ 1，す
なわち L ≤ np+1

2
の場合に限定して議論を行う．この仮定は，一般性を失うことなく定

式化を簡素化する．
特に r = np+1

2
の場合，Hankel行列はどの Lに対してもフルランクであり，L = np+1

2

では正則行列となる．一方，r < np+1

2
の場合，行列は特定の構造を持つ．このような

c を文献 [46] に倣い有限ランクであると定める．

2.1.2 LRR

低ランクHankel行列は，LRR と密接な関係を持つ．ベクトル c ∈ Cnp が次数 r の
LRR を満たすとは，非零ベクトル θ = (θ1, . . . , θr+1) ∈ Cr+1 \ {0} が存在し，次の関
係が成り立つことを指す：

θ1ck + · · ·+ θr+1ck+r = 0, for all k = 1, . . . , np − r. (2.3)
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LRRの特性は，Hankel行列のランクとして現れる．

注 4. 式 (2.3) は次のように行列表現が可能である:

Hr+1(c)θ = 0. (2.4)

なお，ここで考えるHankel 行列Hr+1(c)は縦長であることから，Hankel 行列がラン
ク欠損している場合，元のベクトルは LRR を満たすことが分かる． �

式 (2.3)に関して θr+1 6= 0 である時，θ̄k := −θk/θr+1 と定めると，次の形に変形で
きる：

cj = θ̄rcj−1 + θ̄r−1cj−2 + · · ·+ θ̄1cj−r. (2.5)

式 (2.5) は，ベクトル cが時系列である場合には，その過去の値から次の値を再帰的に
計算する方法を提供する．この性質は，時系列予測の基礎として利用される．

2.1.3 LRRと変調指数関数の和

本節では，有限ランクベクトルと，変調複素指数関数の和の関係について説明する．
この関係は無限長の時系列ではよく知られている（詳しくは [47] を参照されたい）．本
節及び後続する節では，有限次元のベクトルに対する挙動について示す．
LRRの性質を理解する上で需要な道具立ては，LRR の 特性多項式 で，これは

θ(z) := θr+1z
r + θrz

r−1 + · · ·+ θ2z + θ1 (2.6)

として定められる．ここに最初と最後の係数が零でないと仮定すると，代数の基本的
な知見により，次のように特性多項式を因数分解可能である [48, 定理 4.17.1]:

θ(z) = (z − λ1)ν1(z − λ2)ν2 · · · (z − λs)νs . (2.7)

ただし，νiは根 λiの重合度であり，ν1 + · · · + νs = r である．さらに，ベクトルの形
式は，次の補題が示すように，その根から決定される．
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� �
定理 5. 複素数値のベクトル c ∈ Cnp は，次のように表現できる場合にのみ，θ1 6= 0

および θs 6= 0 の LRRを満たす．

ck =
s∑

j=1

p(j)(k)λkj , k = 1, 2, . . . , np (2.8)

ここで，p(j)(k)は，最大次数が νj−1の多項式で，λj ∈ C\{0}は，(2.7)の多項式
の根である．(2.8) の多項式 p(j)(t)の係数は，ベクトルの最初の s 個の値によって
決定される．さらに，パラメータの組 (p(j)(t), λj) が jに対して相異なる場合，ベ
クトル cのランク rは

r =
s∑

j=1

(deg p(j) + 1) (2.9)

で与えられる．� �
この補題の前半は [23, Theorem 3.1] ，後半は [20, Appendix] より直ちに従う．
定理 5 により，低ランクな Hankel 行列のパラメータベクトルについて次の解釈が
可能である．Hankel 行列 HL(ĉ) が特異である場合，注 4 の事実により，ベクトル ĉ

は次数 L− 1 の LRRを満たし，その形式は（LRR の係数の先頭 θ1 または末尾 θL が
0 である場合を除き）式 (2.8) によって与えられる．
特性多項式が重複しない根を持つ場合，すなわち (2.7) で s = r および νj = 1であ
る場合に対象を限定することで，次の式が導かれる．

ck =
r∑

j=1

ajλ
k
j , k = 1, 2, . . . (2.10)

これは，時系列解析の分野では，sum-of-exponentialモデルとして知られている [11, 49]．
LRRの係数が実数に限定されている場合，その特性多項式は実多項式である．この
時，代数学の基本的な知見により，非実の根は複素共役の対をなす．この事実により，
定理 5 の系を得る．
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� �
系 6 ( [23, Corollary 3.2] ). 実数値のベクトル cが実係数ベクトル θ ∈ Rr+1，θ1，
θr+1 6= 0により LRR (2.3) を満たすのは，次のような和として記述できる場合に
限られる [50]:

ck =

q∑
j=1

p(j)(k) exp(dkk) sin(2πωjk + ϕj), k = 1, . . . , np (2.11)

ここで p(j)(k) は実多項式であり，信号処理の文脈においては，dj は減衰率，ωj は
周波数，ϕj は位相に相当する．� �
項数 q は，θ(z) の実根の数と複素共役対の数の合計に等しい．系 6 の詳細については，
たとえば [46, 45, 12, 51] を参照されたい．

2.1.4 最小LRR

定理 5 と系 6 はいくつかのケースのベクトルの形式を提示するが，表現の一意性に
ついては情報を提供しない．加えて，θ1 = 0 および θr+1 = 0 の場合を扱えない．注 4

を踏まえ，補題 3 の系として得られる次の主張は，最小 LRR[52] が定義可能であり，
さらにそれが一意に定まることを示す．� �
補題 7 ([23, Lemma 3.2]). 有限ランク r′のベクトル cが満たす LRRのうち，最小
の次数は r′である．その係数を θ′ = (θ′1, . . . , θ

′
r′+1)

⊤とすると，これは定数倍を除
いて一意に定まり，対応する Hankel 行列の右零空間の元として存在する:

Hr′+1(c)θ
′ = 0.� �

実際，cに対してより小さな次数の LRRが存在すると仮定すると，対応する Hankel

行列 Hr′(c) はランク欠損となり，cのランクが r′ であるという事実と矛盾する．さら
に，Hr′+1(c) の右零空間の次元が 2 以上であると仮定すると，本章ではHankel 行列
が縦長であることを仮定しているため，rank (Hr′+1(c)) ≤ r′ − 1となり，これも cの
ランクが r′であることに矛盾する．
さらに，ベクトル cは，式 (2.10)に類似する，一意に定まる最小表現をもつ．以下
では，係数 θ′1や θ′r′+1が 0となることも許容する．λ1, . . . , λs ∈ C \ {0}，ν1, . . . , νs を
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2.1低ランクHankel行列と線形漸化関係

正の整数，ν0, ν∞ ∈ N を負でない整数とし，

ν0 + ν1 + · · ·+ νs + ν∞ = r′ (2.12)

とする．要素が

ck =

ν0∑
j=1

ajδj−1(k) +
ν∞∑
l=1

blδnp−l(k)︸ ︷︷ ︸
過渡項

+
s∑

j=1

p(j)(k)λkj , (2.13)

で表されるベクトル cを考える．ここで，各 p(j)(k) は次数 νk− 1 の複素係数多項式で
あり，δx(k) はKroneckerのデルタ

δx(k) =

{
1, x = k,

0, x 6= k;
,

および aν0 6= 0，bν∞ 6= 0 である．最後に，(θ′0, . . . , θ
′
r′) を最小の LRRの特性多項式の

係数とする．

θ′(z) = θ′0 + θ′1z + · · ·+ θ′r′z
r′ = zν0(z − λ1)ν1 · · · (z − λs)νs ; (2.14)

ν0 は根 0 の重複度を表し，ベクトル θ′ の要素列 θ′r′ , θ
′
r′−1, . . . , θ

′
0 の先頭から連続して

現れる 0の個数を ν∞ で表す．これは，文献 [35] の解釈では ∞ 根の重複度に対応す
る．θ′(z) は，補題 7 の最小 LRR θ′ の特性多項式と一致する．� �
定理 8 ([35, Theorem. 8.2]). ベクトル c が有限ランク r′ であるのは，ベクトル
c が (2.13) の形式で表される場合に限られる．さらに，r′ が (2.12) を満たす表現
（以降，正準表現） (2.13)は一意に定まる．� �
2.1.5 非最小LRRとHankel行列の右零空間

この節では，有限ランク r′のベクトル cが満たす次数 rのLRRを，r > r′ の場合に，
cが満たす最小 LRRから構成可能であることを説明する．
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� �
命題 9 ([35, Theorem 5.1] の特殊例). c を有限ランク r′ の複素ベクトルとし，
θ′ ∈ Cr′+1 をその最小LRR の係数とする．すると，任意の r ∈ {r′, . . . , np− r′} に
対して，c が満たす長さ r のすべての LRRの係数

(
θ1 · · · θr+1

)
は，次の形式

 θ1
...

θr+1

 =



θ′1 0 · · · 0

θ′2 θ′1
. . .

...
... θ′2

. . . 0

θ′r′+1

...
. . . θ′1

0 θ′r′+1 θ′2
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 θ′r′+1


︸ ︷︷ ︸

Mr−r′ (θ
′)


b1
b2
...

br−r′+1

 (2.15)

により表される．ここで，bk は複素係数である． (c が実ベクトルの場合，係数 bk
も実数の範囲内で選択可能である)．� �
注 4 により，このようなLRRは，行列Hr+1(c) の右零空間内に属するすべてのベク
トル（すなわち，Hr+1(c)θ = 0を満たすすべてのベクトル）に対応することが分かる．
したがって，r′ ≤ r ≤ np− r′ の範囲においては，式 (2.15) に現れる行列Mr−d(θ

′) の
列空間は，行列 Hr+1(c) の右零空間と一致する．この右零空間は，Cr+1 における次元
r − r′ + 1 の線形部分空間である．

2.1.6 Hankel行列のSLRAの解釈

大まかに言えば，Hankel行列の SLRA

ĉ∗ := arg min
ĉ

‖ĉ− c‖W

subject to rankHL(ĉ) ≤ L− 1
(2.16)

は，所与の信号 c を式 (2.8)

ck =
s∑

j=1

p(j)(k)λkj , k = 1, 2, . . . , np (2.8)

で表現される形式の信号で近似する，あるいはそのような形式に当てはめる問題とし
て解釈可能であることを，定理 2.8 は示す．これにより，Hankel行列に対する SLRA

は次のような応用例が存在する．
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2.1低ランクHankel行列と線形漸化関係

1. 雑音除去 / パラメータ推定

2. 欠損値推定 / 信号値予測

なお，このような信号のモデル化は一見複雑に見えるかもしれないが，例えば多項式
p(j)(k)を定数とすると，これは信号処理の分野において頻出する，指数的に減衰する
正弦波（あるいは単なる正弦波）の和である．

雑音除去 / パラメータ推定 ここでは，式 (2.8)を満たす信号 c̄ ∈ Cnp に対して，分
散共分散行列がC，平均が 0のGauss性雑音 ξ ∈ Cnpが重畳された信号 c = c̄+ ξが観
測される状況を想定する．このような状況において，未知である真の信号 c̄のランク
r′が既知であれば，W = C−1とした場合の重み付き最小二乗問題 (2.16) は真の信号 c̄

に対して最尤推定となることが知られている [20]．
さらに，真の信号が式 (2.10)の形式で表されるとき，そのパラメータ λ̄jは，最尤推
定値 ĉ∗を同じく式 (2.10)の形式で表した際のパラメータλ∗jとして推定される．λ∗jは，
ĉ∗が満たす最小LRRの係数 θ′

∗ の特性多項式の根より計算される．この方法は，Prony

の方法 [44, 40]として広く知られているものである．θ′
∗は，Hr′+1(ĉ∗)の唯一の零特異

値に対応する右特異ベクトルとして計算可能である．

欠損値推定 / 信号値予測 信号 c̄ ∈ Cnpが式 (2.8)の形式で表されることを仮定し，観
測に際して，そのうち l要素が欠損してしまう状況を想定する．欠落している要素の
番号を i1, . . . , ilとし，欠落した要素は，表記の便宜上，0 として扱うものとする．つ
まり，

ci =

{
0 if i ∈ {i1, . . . , il}
c̄i otherwise

(2.17)

が観測であるとする．この時，Hankel行列の SLRA(2.16)において，重み行列Wを要
素が次で指定される対角行列とすることで，欠損値推定が行われる [23]．

Wii =

{
1 if i ∈ {i1, . . . , il}
∞ otherwise

(2.18)

信号予測は，式 (2.8)でモデル化される所与の信号を c0 ∈ Cngiven とし，その先に続
く予測したい信号の要素数をnforecast，np = ngiven+nforecast，欠損値要素数 l = nforecast，
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その要素番号を i1 = ngiven + 1, . . . , il = ngiven + l = npで指定した際の欠損値推定問題
と見なすことができる [30, 23]．

2.1.7 Hankel構造より派生する行列構造

多変量時系列など複数の時系列を扱う場合は，式 (2.3)の関係が各時系列ごとに成
立することを想定することがある．特に，同じ長さの M 個の同一ランクの時系列
c(1), . . . , c(M) があるとき，各時系列に対応する Hankel行列を次のように並べた構造
(ストライプ型Hankel構造)が意味をなす場合がある．

[
HL(c

(1)) · · · HL(c
(M))

]
. (2.19)

ストライプ型Hankel行列に対するSLRAは，多変量 SSA[53]に用いられる．また，異な
る時系列が動的システムの入力および出力である場合，この構造を用いることで，ビヘ
イビアアプローチに基づく線形システムの理論を展開することができる [54, 17, 55, 56]．
一方，異なる長さの場合，(2.19) は，モザイク型Hankel行列のランク欠損を考える
ことになる．[57, 58]．モザイク型Hankel行列は近似最大公約多項式計算にも応用があ
り，第 2.2節でも取り扱うため，次に定義を掲載する．� �
定義 10 (モザイク型Hankel行列 [21]). i = 1, . . . ,M，j = 1, . . . , T に対して c(i,j) ∈
Rki+lj−1が定められているとき，モザイク型Hankel行列Hk,l(c

(k,l)) ∈ RK×Lを次
式で定める:

Hk,l(c
(k,l)) :=

 Hk1,l1(c
(1,1)) · · · Hk1,lT (c

(1,T ))
...

. . .
...

HkM ,l1(c
(M,1)) · · · HkM ,lT (c

(M,T ))

 . (2.20)

ただし，ここで c(k,l)は c(i,j)を結合したベクトル

c(k,l) := col(c(1,1), . . . , c(1,T ), . . . , c(M,T ))

を表し，np =
∑M

i=1

∑T
j=1(ki + lj − 1) である．� �

以降，c(k,l)がHk,l(c
(k,l))のようにモザイク型Hankel行列の構造化パラメータとなっ

ている場合に単に cと略記し（Hk,l(c
(k,l)) 7→Hk,l(c)），また同一数式内に現れる c(k,l)

も同様に cと略す．
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特殊なモザイク型Hankel行列に，次の形式を持つブロック型Hankel行列がある:
HL(c

(1)) HL(c
(2)) HL(c

(3)) · · · HL(c
(T ))

HL(c
(2)) HL(c

(3)) HL(c
(4)) · · · HL(c

(T+1))
...

...
...

HL(c
(M)) HL(c

(M+1)) HL(c
(M+2)) · · · HL(c

(T+M+1))


ブロック型Hankel行列の低ランク近似は，線形システム理論において広く使用されて
おり，線形システム実現 (system realization) やモデル縮約 (model reduction) の問題
と関連がある [59, 60, 17]．また，ブロック型Hankel行列は短時間Fourier変換（STFT:

Short-Time Fourier Transform）とも関係がある [61]．有限サイズのブロック型Hankel

行列に関する代数的理論も存在するが，この場合には複数の線形漸化式を考慮する必
要があるため，陽的なパラメータ化がより複雑になる [62]．

2.2 近似最大公約多項式計算
最大公約多項式（greatest common divisor: GCD）を求めることは，代数的計算に
おける基本的な問題である．この問題は通常，実数または複素数係数をもつ 2つの多
項式が与えられたとき，それらの最大公約数の係数を求める問題として定式化される．
この問題の応用範囲は非常に広く，以下にいくつかの例を挙げる．

多項式の根の計算 重解をもつ多項式 p(t) の根を求めることは悪条件問題である．し
かし，ロバストなGCD計算手法が利用可能であれば，p(t)そのものとその導関
数のGCDg(t)を計算することにより，この問題の解決に役立つ可能性がある．こ
れは，p(t)/g(t) の根のほうが，数値的に良好な条件をもつことが多いためである
[63]．

有理関数の簡約化 有理関数 g(t) = a(t)/b(t)に対して，計算や表現を行う際に，a(t)と
b(t) が互いに素である必要がある場合がある．このとき，w(t) = gcd(a(t), b(t))

を計算すれば，w(t) を ḡ(t) = ā(t)/b̄(t) に置き換えることができる．ここで，
ā(t) = a(t)/w(t)，b̄(t) = b(t)/w(t) である．この考え方は，Bézier曲線などの有
理曲線の次数削減などに応用される．この応用例については，例えば, 文献 [64]

を参照されたい．
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制御理論 多項式の互いに素である性質は，線形制御システムの可制御性と関係がある
[65, 6]．また，システム同定 [66, 67, 68]の分野にも応用可能である．

画像復元 多項式のGCD計算は，ブラインド画像ボケ除去（blind image deblurring）
にも利用される [10]．

本節では主に，一変数多項式のGCDを求める問題を扱う．この問題は，厳密な状況
（すなわち，多項式の係数が誤差を含まないと仮定した場合）については，Euclidの互
助法をはじめとした古くからの研究により深く理解されている．しかしながら，実際
の多くの応用では，入力データは浮動小数点数として与えられたり，物理実験や以前の
計算の結果に由来したりするため，何らかの誤差を含むのが一般的である．このよう
な多項式に対して通常の多項式計算を適用する場合，さらなる工夫が必要となる．し
かし，多項式の組が次数 1以上のGCDを持つ場合でも，係数にわずかな摂動が加わる
ことで互いに素となることがある．このため，数値表現の精度限界や観測誤差が存在
するこれらの応用分野では，多項式のGCDを近似的に計算する手法が必要となる．
本節では，多項式についての基本的な性質を説明し，その後に近似GCDの概念を導
入する．

2.2.1 数学的準備
多項式ベクトル空間

整数 n に対して，次数が高々 n の多項式全体の集合はベクトル空間を形成する．こ
のベクトル空間を

Pn = {p ∈ C[t] | deg(p) ≤ n}

と表す．この時，Pnは次に定める Φ : Pn → Rn+1によって Rn+1と全単射の関係に
ある．

p := Φ(p1 + p2t+ · · ·+ pn+1t
n). (2.21)

p(t) ∈Pnに対してノルムを ‖p(t)‖ := ‖Φ(p(t))‖ = ‖p‖と定める．
したがって，Pn の次元は次のように与えられる．

dim(Pn) =

{
0 for n < 0

n+ 1 for n ≥ 0
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本論文では，Pn の基底として単項式基底 {1, t, t2, . . . , tn} を用いる．この基底のも
とで，任意の多項式 p(t) は p(t) =

∑n
i=0 pi+1t

iの形で表され，その係数ベクトルは次
のように表現される．

p = (p0 · · · pn)⊤ ∈ Cn+1

ここで，pn = 0 となることもありうる．また，同じ多項式 p(t) は，より高次元のベ
クトル空間 Pm ⊃Pn に埋め込むことが可能であり，その際にはより高次元の係数ベ
クトルを持つ．
二つの多項式 p(1)(t) ∈Pn1と p(2)(t) ∈Pn2の乗算はRn1+1の元とRn2+1の元の畳み
込みと等価であり，次のように表される:

Φ(p(1)(t) · p(2)(t)) = Mn2+1(p
(1))p(2) = Mn1+1(p

(2))p(1). (2.22)

ここで，Mm(h)は次式で定める h ∈ Rd+1の畳み込み行列である．

Mm(h) :=


h1
...

. . .

hd+1 h1
. . .

...

hd+1

 ∈ R(m+d)×(m). (2.23)

p(t) ∈ Pnと h(t) ∈ Pd, (0 ≤ d ≤ n)について，p(t) = q(t) · h(t)を満たす q(t) ∈

Pn−dが存在する時，h(t)は p(t)の除数であるという．この定義のもとでは，全ての
h(t) ∈Pd \ {0}, (0 ≤ d ≤ n)は 0 ∈Pnの除数であり，また全ての h(t) ∈P0 \ {0}は
任意の多項式の除数である．
本論文では，2つの多項式だけでなく，3つ以上の多項式の組に対するGCDの計算
も議論の対象とする．そこで，表記の煩雑化を避けるため，N個の多項式の組の略記法
を定める [1]．n = [n1, n2, . . . , nN ]により，多項式たちの次数を並べたベクトルを表す．
p(i)(t) ∈Pni

(i = 1, . . . , N) に対し，p(n)(t) :=
(
p(1)(t), . . . , p(N)(t))

)
∈Pnと表すこと

とする．ここでPn := Pn1×· · ·×PnN
と定めた．また，p(n)(t)の係数を縦ベクトルと

して p(n) := col(p(1), . . . ,p(N)) ∈ Rnpと表すこととする．ただし np :=
∑N

i=1(ni + 1)と
した．N 個の多項式の組 g(n)(t) ∈Pn−d := Pn1−d × · · · ×PnN−dと多項式 h(t) ∈Pd

との積を次のように定義する:

(g(n) · h)(t) :=
(
(g(1) · h)(t), . . . , (g(N) · h)(t)

)
.

- 25 -



2章 - 数理モデルと構造化行列

� �
定義 11 (Greatest Common Divisor of polynomials [1]). 多項式の組 p(n)(t) ∈Pn

に対して h(t) ∈ Pd\{0}が p(1)(t), . . . , p(N)(t)全ての除数であるとき，h(t)はそれ
らの公約多項式であるという．特に，d′ > dなるPd′に公約多項式が存在しない場
合，h(t)は最大公約多項式 (Greatest Common Divisor of polynomials: GCD) で
あるという．� �
1 ∈P0は任意の多項式の組の公約多項式であるため，任意の多項式の組に対しGCD

は存在する．ここでは計算上の理由から，多項式に対してモニック（monic，最高次
係数が 1）の条件を課さない．この設定では，GCD は一意ではなく，同じ多項式対の
GCD は非零定数倍だけ異なる．このことから，我々は二つの多項式 p(t), q(t) の間に
次の同値関係を定義する．

p(t) ∼ q(t) ⇐⇒ p(t) = αq(t), α 6= 0

このとき，ある多項式対 p(n)(t) の GCD 全体の集合は，この同値関係 ∼ のもとでの
同値類を形成する．これを

gcd(p(n)(t))

と表す．なお，これは剰余環 C[t]/ ∼ のもとで一意に定まる．
特定の次数 k を持つ GCD を持つ多項式対の集合を次のように表記する．

Pk
n =

{
p(n)(t) ∈Pn | deg(gcd(p(n))) = k

}
2.2.2 フル・Sylvester行列

p(n)(t) ∈ Pd
n について，h(t) = gcd(p(n)(t))とすると，全ての i = 1, 2, . . . , N に対

して
p(i)(t) = h(t) · g(i)(t) (2.24)

を満たす商多項式 g(i)(t) ∈Pni−dが存在する．この時，

h(t) · g(i)(t) · g(j)(t) = p(i)(t) · g(j)(t) = p(j)(t) · g(i)(t)

が任意の i, j, (1 ≤ i < j ≤ N)に対して成立するため，連立方程式

Mnj−d+1(p
(i))g(j) −Mni−d+1(p

(j))g(i) = 0 (2.25)
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を得る．一般化 Sylvester行列を式 (2.26)で定める．

Syld(p
(n)) :=

Mf1(p
(2)) −Mf2(p

(1))
...

. . .

Mf1(p
(N)) −MfN (p

(1))

 ∈ RE×F . (2.26)

ここで fi := ni − d+ 1，および

F :=
N∑
i=1

fi, E := (N − 1)f1 +
N∑
i=2

ni (2.27)

である．一般化 Sylvester行列に対して

Syld(p
(n))

g(1)

...

g(N)

 = 0 (2.28)

が成立することは容易に確認できる．この事実より，p(1)が零多項式でない場合に1，式
(2.28)を利用して商多項式の係数 g(n)を計算可能である．ところが，一般化 Sylvester

行列をさらに拡張することで，p(1)に対する条件を取り除くことができる．N 個の多
項式の組に対して次の形で再帰的に定義される，フル・Sylvester行列

fSylNd (p
(n)) :=


[

Syld(p
(n))

O fSylN−1
d (p′(n′))

]
ifN > 2

Syld(p
(n)) ifN = 2

∈ REfull×F , (2.29)

を導入することで，式 (2.25)は次の形で表される [1]:

fSyld(p
(n))

g
(1)

...

g(N)

 = 0. (2.30)

ただし，n′ := [n2, . . . , nN ] ∈ NN−1，p′n′
:= col(p(2), . . . ,p(N))，Efull := (N − 1)(np −

1
2
N(d+ 1))である．例えばN = 3の場合，

fSyl3d(p
(n)) =

Mf1(p
(2)) −Mf2(p

(1))

Mf1(p
(3)) −Mf3(p

(1))

Mf2(p
(3)) −Mf3(p

(2))

 . (2.31)

である．

1このような場合には一般化 Sylvester行列は自明にランク欠損となってしまう
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フル・Sylvester行列は 2つ以上の多項式の組に対して定義される（N ≥ 2）．また，
通常自明な公約多項式は考察の対象にならないため d > 0が暗黙の条件となる．これ
ら 2つの条件下で，Efull > F であり，フル・Sylvester行列は縦長であると仮定できる．
次の補題は，フル・Sylvester行列を用いて，p(n)(t)を gcd(p(n)(t))で除した際の商多
項式 g(n)(t)を式 (2.30)の形式で計算可能であることを示している．� �
補題 12 ([1, Lemma 4.6]). deg gcd(p(n)(t)) = dかつ fSyld(p

(n))g(n) = 0（ただし
g(n) 6= 0）である時，p(k)(t) = g(k)(t) · h(t), h(t) = gcd(p(n)) である．� �
この補題を証明するために，先にいくつかの補題を準備する．� �
補題 13. N 個の非零の多項式の組 p(n)(t) ∈PnのGCDの次数が dであるとする．
この時

rank Syld′(p
(n)) < L, for d′ ≤ d (2.32)

rank Syld′(p
(n)) = L, for d′ > d, (2.33)

特に Syld(p
(n))は 1次元の零空間を持つ．ここで Lは Syld′(p

(n))の列数である．� �
証明. [63, Lemma 2.1]及び [1, Lemma 4.6]から容易に証明可能である．

注 14. 2つの多項式の組を考えるとき，すなわちN = 2である時，特に

Syld(p) :=
[
Mn2−d+1(p

(1)) Mn1−d+1(−p(2))
]

(2.34)

は単に Sylvester行列と呼ばれる． �

2.2.3 数値的な最大公約多項式

現実の問題では，多項式の組は係数の数値誤差や観測雑音の影響により互いに素と
なり，fSyld(p

(n))がフルランクとなる場合が少なくない．このような場合には，所与
の多項式に対して何らかの修正差分2を加えることで得る「近似多項式」たちに対し
て厳密に GCDが存在するように調整するという戦略を立てることができる．そのよ
うな数値的な最大公約多項式の定式化は，大きく 2つに分類 [28] される．1つ目は ϵ-

GCD[69, 70, 71, 29]と呼ばれるもので，修正差分の大きさがある基準以下に収まる範
2本論文では，所与の多項式と，それに対する近似多項式の差のことを修正差分と呼称する．
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囲の内で，近似多項式のGCDの次数を最大化するものである．もう 1つは，次数に関
する制約付きの近似GCD（approximate GCD with fixed degree, 以降単に近似GCD

と呼称）[69, 70, 7]で，近似多項式のGCDの次数が d以上になる条件の下で，その修
正差分の大きさを最小化するものである．これら 2つの近似GCDの定式化は双対の関
係にあり，片方の解がもう一方の部分問題の解として機能する．後者の近似は，GCD

の次数が事前に判明している場合に有用である．

ϵ-GCD [69]

2つの多項式の組に対する ϵ-GCDの定義を次に与える．� �
定義 15 (ϵ-GCD). p(1)(t) ∈Pn2と p(2)(t) ∈Pn2多項式，及び正の実数 ϵを所与と
する．修正を加えた多項式 p̂(1)(t) ∈Pn1 と p̂(2)(t) ∈Pn2 に対して多項式 h(t) が
次の式を満たすとき，p(1)(t) と p(2)(t) の ϵ-divisor と定める．

‖p̂(1)(t)− p(1)(t)‖ ≤ ϵ,

‖p̂(2)(t)− p(2)(t)‖ ≤ ϵ

h(t) = gcd(p̂(1)(t), p̂(2)(t))

(2.35)

ϵ-GCD は，次で定められる．

arg max
h(t)∈Pn

{
deg h(t) : h(t)は p(1)(t)と p(2)(t)のϵ-divisor} (2.36)

� �
近似GCD

二つ目の戦略は，deg gcd(p̂(n)(t)) ≥ dを満たすように修正が加えられた多項式 p̂(n)(t)

のうち，修正差分の大きさが最小となるものを求めるものである．これは次の最小化
問題に帰着する．
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� �
問題 16 (近似GCD[1]). p(n)(t) ∈ Pn 及び整数 d : 1 ≤ d ≤ min(n1, . . . , nN) に対
して，次に定めるノルム

‖p(n)(t)− q(n)(t)‖ :=

√√√√ N∑
i=1

‖p(i) − q(i)‖2 (2.37)

に関する以下の最小化問題を, 近似GCD問題と呼ぶ:

minimize
p̂(n)(t)∈Pn

‖p(n)(t)− p̂(n)(t)‖2

subject to deg gcd(p̂(n)(t)) ≥ d.
(2.38)

� �
注 17. 次に定義する「真のGCDの推定問題」において，摂動項 η(n) が平均 0の白色
Gauss性雑音であると仮定すると，式 (2.38) により定義される近似GCD（近似GCD）
問題は，真のGCDに対する最尤推定に一致することが知られている [67, 68]． �

� �
問題 18 (真のGCDの推定). 未知の「真の」多項式 ḡ(n)(x) ∈Pn−d及び h̄(x) ∈Pd

により構成される多項式の組

p̄(n)(x) = (ḡ(n) · h̄)(x) ∈Pn

を考える．ここで，degGCD(ḡ(n)(x)) = 0 であるとする．また，観測された多項
式の組 p(n)(x) は，雑音項 η(n)(x) を通じて

p(n)(x) = p̄(n)(x) + η(n)(x)

と表されるものとする．このような状況下で，観測 p(n)(x)から未知の「真のGCD」
h̄(x) を推定する．� �

2.2.4 Sylvester行列の零空間の性質を利用した近似GCD計算

近似GCD問題 (2.38)に対する解法の一つに，フル・Sylvester行列の性質を応用す
るものがある [8, 25, 10, 7, 63]．この手法では，問題 (2.38)内のGCDに関する次数の
制約を定理 12を援用して書き換えた次の最適化問題

minimize
p̂(n)(t)∈Pn

‖p(n) − p̂(n)‖2

subject to rank fSyld(p̂
(n)) ≤ F − 1.

(2.39)
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に取り組む．式 (2.39)は，フル・Sylvester行列の SLRA問題であり，その解法は第 4

章で説明する．

2.2.5 近似GCD問題の陽表現と変数射影 [1]

問題 16に対し，近似 GCDと商多項式に対応する新たな変数 ĥ(t) ∈ Pd, ĝ
(n)(t) ∈

Pn−dを導入することで，式 (2.38)の制約条件を満たす p̂(n)(t)は p̂(n)(t) = ĝ(n)(t) · ĥ(t)

と表現される．この表現方法に基づき，問題 16に類似する問題が定式化される．� �
問題 19. 問題 16と同様の p(n)(t)及び dに対し，次の最小化問題の解となる ĥ(t)及
び ĝ(n)(t) ∈Pn−d を計算する．

minimize
ĥ(t)∈Pd,

ĝ(n)(t)∈Pn−d

‖ĝ(n)(t) · ĥ(t)− p(n)(t)‖2 (2.40)

� �
式 (2.40)の目的関数は双線形であるため，式 (2.40)は ĥ(t)，または ĝ(n)(t)の一方を固
定した際にもう一方についての線形最小二乗問題となり，その解は陽に表される．こ
のような性質を持つ最適化問題については，変数射影原理 [72]の適用が可能である．
ĥに関する変数射影により，式 (2.40)は次の最適化問題として書き換えられる．

ĥに関する変数射影：VPĥ

ĥ∗ := arg min
ĥ∈Rd+1

L1(ĥ) (2.41)

ここで

L1(ĥ) := min
ĝ(n)∈RF

N∑
i=1

∥∥∥Mfi(ĥ)ĝ
(i) − p(i)

∥∥∥2
= min

ĝ(n)∈RF

∥∥∥M f ,[d+1](ĥ)ĝ
(n) − p(n)

∥∥∥2
=
∥∥(Π1 − Inp)p

(n)
∥∥2 (2.42)

であり，

M f ,[d+1](ĥ) :=

Mf1(ĥ)
. . .

MfN (ĥ)

 ∈ Rnp×F ,

Π1 := M f ,[d+1](ĥ)(M f ,[d+1](ĥ))
†
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表 2.1: 変数の対応関係
Variable correspondence between VPP , VPĥ and VPĝ(n) .

VPξ ξ L K y k M k,l(ξ)

VPĥ ĥ d+ 1 F ĝ(n) f M f ,[d+1](ĥ)

VPĝ(n) ĝ(n) F d+ 1 ĥ [d+ 1] M [d+1],f (ĝ
(n))

とした．また，ĝ(n)に関する変数射影により，次の最適化問題を得る．
ĝ(n)に関する変数射影：VPĝ(n)

ĝ(n)
∗ := arg min

ĝ(n)∈RF

L2(ĝ
(n)) (2.43)

ここで

L2(ĝ
(n)) := min

ĥ∈Rd+1

N∑
i=1

∥∥∥Md+1(ĝ
(i))ĥ− p(i)

∥∥∥2
= min

ĥ∈Rd+1

∥∥∥M [d+1],f (ĝ
(n))ĥ− p(n)

∥∥∥2
=
∥∥(Π2 − Inp

)
p(n)

∥∥2 (2.44)

であり，

M [d+1],f (g
(n)) :=

Md+1(ĝ
(1))

...

Md+1(ĝ
(N))

 ∈ Rnp×(d+1),

Π2 := M [d+1],f (ĝ
(n))(M [d+1],f (ĝ

(n)))†

とした．
VPĥとVPĝ(n)のどちらの変数射影を用いるかは，問題に含まれるベクトルの長さに
依存する．例えば，VPĥは，GCDの次数が小さい場合に用いられ [73]，VPĝ(n)は商多
項式の次数が小さい場合に用いられる [66, 67]．この使い分けは，要素数が少ない変数
について変数射影を行うことで，最適化問題全体の計算量が小さくなるという事実に
基づく [1]．
VPĥあるいはVPĝ(n) を，ξ ∈ RLに関する変数射影として式 (2.45)の形式で統一的
に表すこととする．その際の変数の対応関係を表 2.1に示す．
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ξに関する変数射影：VPξ

ξ∗ := arg min
ξ∈RL

L(LS)(ξ), (2.45)

ただし

L(LS)(ξ) := min
y∈RK

‖M k,l(ξ)y − p(n)‖2 (2.46)

であり，M k,l(ξ) ∈ Rnp×K である．
さらにUsevichらは，式 (2.45)，(2.46)により定められる最適化問題を，後述のモザ
イク型Hankel行列の低ランク近似問題に帰着させた [1]．この形式の問題は，高速かつ
高精度な計算パッケージ [57]によって求解可能であるため，近似GCD問題を求解する
にあたり，数値計算の観点で有利である．

2.2.6 変数射影法による近似GCD問題との関係 [1]

天下り的であるが，次の二段階最適化問題を考える:

x∗ := arg min
x∈RL×1\{0}

L(LN)(x) (2.47)

ただし
L(LN)(x) := min

ĉ∈Rnp
‖c− ĉ‖2 subject to Hk,l(ĉ)x = 0. (2.48)

ここで式 (2.48) の問題は，線形最小ノルム問題であり，閉形式解を持つことに注意さ
れたい．式 (2.46)と式 (2.48)との間に成立する関係について次の命題 20が知られてい
る．この命題は，式 (2.46)における最小化が式 (2.48)における最小化を介して計算可
能であることを意味する．後に第 4.4節で説明するように，上記の二段階最適化問題
は，モザイク型Hankel行列に対する SLRA問題を変数射影原理により変数の分離を施
したものと同一の形式である．そのためL(LS)の ξに関する最適化をモザイク型Hankel

行列の構造化低ランク近似の形式で計算可能となる．また，モザイク型Hankel行列の
SLRA問題については，先に述べたように計算パッケージ [57]が利用可能である．
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� �
命題 20 ([1, Proposition 6.5]). 式 (2.46)，及び式 (2.48)による最小化問題の解をそ
れぞれ y∗，ĉ

(k,l)
∗ と表し，c(k,l) = p(n)，t = 1，x = ξとすると，

L(LS)(ξ) =
∥∥c(k,l)∥∥2 − L(LN)(x), (2.49)

M k,l(ξ)y∗ = c(k,l) − ĉ(k,l)∗ . (2.50)� �
証明. ξ = ĥの場合について証明する．この時k = f，l = [d+1]，L(LS)(ξ) = L1(ĥ)であ
る．よく知られているように，ϵ := miny ‖Ay−b‖2と ϵ′ := minz ‖b−z‖2sub.toA⊤z = 0

の間には図 2.1のように ϵ+ ϵ′ = ‖b‖2なる関係があり，それらの最適解は，

y∗ = A†b, (2.51)

z∗ = b−Ay∗ (2.52)

となる．この関係を利用するために，L1(ĥ)に対して

L′(ĥ) := min
z∈Rnp

‖p(n) − z‖2

subject to M⊤
f ,[d+1](ĥ)z = 0

(2.53)

とおくと，L1(ĥ) = ‖p(n)‖2 − L′(ĥ) となる．ここで，Hankel行列Hk,l(c)と，h ∈ Rl

の畳み込み行列Mk(h) ∈ R(k+l−1)×kの間に存在する，

Hk,l(c)h = M⊤
k (h)c (2.54)

なる関係 [2]を用いることで

M⊤
f ,[d+1](ĥ)z = Hf ,[d+1](z)ĥ (2.55)

を得る．以上より，式 (2.53)は

L′(ĥ) := min
z∈Rnp

‖p(n) − z‖2

subject toHf ,[d+1](z)ĥ = 0
(2.56)

と表されL(LN)(ĥ)に一致し，式 (2.49)が成立する．また，式 (2.52)を変形すると，b−

z∗ = Ay∗となるため，命題の記号を当てはめると直ちに式 (2.50)が従う．
ξ = ĝ(n)の場合も，同様に証明可能である．
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図 2.1: 線形最小二乗問題と線形最小ノルム問題の最小値同士の関係: Relationship

between the Minimum Values of the Linear Least Squares Problem and the Linear

Minimum Norm Problem

注 21. 近似GCD問題の像空間表現では，最適化変数は ĝ(n)と ĥであり，p(n)の近似
多項式はそれらの畳み込みとして表される:

p̂(n) = M k,l(ξ)y. (2.57)

一方，ξ（ĥあるいは ĝ(n)）に関する変数射影を適用し，命題20によりモザイク型Hankel

行列の SLRA問題として解く場合，y（ĝ(n)あるいは ĥ）は陽には求まらないため，式
(2.57)を yについての線型方程式とみなして求解する必要がある．しかしながら，[1,

§ 6.5]でも指摘がなされているように，実用上はM k,l(ξ)の条件数が大きく，そのよう
な yの計算精度が悪い場合があることに注意が必要である． �

勾配ベースの手法により最適化問題 (2.47)の最適化にあたっては，変数 ξに対して
初期推定値を与える必要がある．近似GCD問題を VPĝ(n) により解く場合，ξ = ĝ(n)

であるので，商多項式の初期推定値を必要とする．GCDの次数に関する条件を満たす
近似多項式 p̂(n)について fSyld(p̂

(n))ĝ(n) = 0 が成立することから，商多項式の初期推
定値としては，fSyld(p

(n))ĝ(n) ≈ 0 の近似解を用いる．具体的には，fSyld(p
(n))の最小

特異値に対応する右特異ベクトル v1 ∈ RF を用いる．VPĥを用いる場合は，ξ = ĥの
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Algorithm 1 変数射影法に基づく近似GCD計算手法
(Conventional Approximate GCD Calculation Method based on Variable Projection

Approach)

Input: p(n)(t) ∈Pn, d ∈ N (1 ≤ d ≤ mini ni), v ∈ RF

Output: ξ∗(v) ∈ RL, y∗(v) ∈ RK , p̂
(n)
∗ (v) ∈ Rnp

1: 式 (2.58)を計算し，ĥの初期推定値とする．
2: 命題 20を利用し式 (2.45)を解き，その解を ξ∗(v)とする．
3: 手順 2で付随して計算される p(n)の近似値を p̂

(n)
∗ (v)とおく．

4: 式 (2.57)の解 y∗(v) = M †
k,l(ξ∗(v))p̂

(n)
∗ (v)を計算する．

初期値として
ĥini = arg min

ĥ∈Rd+1

N∑
i=1

‖Md+1(ĝ
(i)
ini)ĥ− p(i)‖2 (2.58)

を与える．ここで ĝ
(n)
ini は，何らかの方法によって与えた ĝ(n)の初期値である．このよ

うに，どちらの変数に関して変数射影を行う場合でも，商多項式の初期推定値を与え
る必要がある．
ĝ(n)の初期値を vとした際に計算される式 (2.45)の局所最適解を ξ∗(v)と表し，対
応する p(n)の近似多項式を p̂

(n)
∗ (v)と表す．ξ = ξ∗(v), p̂

(n) = p̂
(n)
∗ (v) に対し定まる式

(2.57)の，yについての解を y∗(v)と表す．
以上により説明される，商多項式の初期推定値を v で与えた際の VPξ による近似

GCD計算アルゴリズムを，Algorithm 1に示した．
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本章では，行列に対する構造を加味しない場合の実行列の重みつき低ランク近似に
ついて，既存の手法を概説する．これらの手法は，それ自体で工学的な応用が存在す
るだけでなく，本論文の主論点である「構造化」低ランク近似問題に対する局所最適
化手法に対して，妥当な初期推定値を与えるという点で有用である．
低ランク近似問題は，画像補完 [74, 75] や欠損値推定 [76]に代表されるように，工
学の様々な場面に応用が存在する [77, 78, 79]．文献 [80] では SVD（Singular Value

Decomposition）の線形代数及び線形システムにおける応用例の包括的な説明を行って
いる．また，文献 [81, 82, 83, 84]では，複素行列の低ランク近似による二次元フィル
タ設計手法が提案されている．
例えばデジタルフィルタの設計 [82, 83, 84]においては，まず所望の周波数応答を標
本化して得られる行列 D を用意し，この D に対して SVDを行うことで，二次元設
計問題を単純な一次元設計問題へと分解する．このとき活用される SVDの重要な性質
は，行列 D に対して SVDが，Euclidノルムおよび Frobeniusノルムの両方において
ランク r の最適な低ランク近似を提供するという点である．つまり，次に示す行列の
低ランク近似問題� �
問題 22 (低ランク近似問題).

D̂∗ = arg min
D̂

∥∥∥D− D̂
∥∥∥
F
subject to rank

(
D̂
)
= r (3.1)

� �
に対してD の SVDを

D = UΣV⊤ =
L∑
i=1

σiuiv
⊤
i (3.2)

と表す．ここで
Dr :=

r∑
i=1

σiuiv
⊤
i (3.3)

37
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と定めると，任意の 1 ≤ r ≤ Lに対して，

‖D−Dr‖F = min
D̂

∥∥∥D− D̂
∥∥∥
F

subject to rank
(
D̂
)
= r (3.4)

が成り立つ．
SVDを使用した低ランク近似はフィルタ設計手法として高い成功を収めているもの
の，その弱点として，標本化された周波数応答行列のすべての要素を等しく扱ってし
まうという点がある．このため，場合によっては設計の質が低下する可能性がある．こ
のように，データ行列に対して低ランク近似を行う際に，取り組んでいる課題の性質
を考慮し，データ行列中の要素の重要度を加味した近似を行いたいという動機が存在
する．行列の要素に対して重要度を導入するために，重みつきFrobeniusノルムを定義
する．� �
定義 23 (重み付き Frobeniusノルム). 行列D ∈ RK×L及び非負定値の重み行列
W ∈ R(KL)×(KL)に対し，次のように定める．

‖D‖W :=
√

(vec(D))⊤W vec(D) (3.5)� �
Wは非負定値行列であるから，W = L⊤

WLW を満たす W の平方根 LWが存在する.

このことから，

‖D‖2W = (vec(D))⊤W vec(D) = ‖LW vec(D)‖22 (3.6)

と書き換えることができるため，‖·‖Wが行列のノルムになっていることは容易に確認さ
れる．また，W = IKLとすることで‖D‖W =

√
vec⊤(D) vec(D) =

√∑K
i=1

∑L
j=1Di,j =

‖D‖Fを得，このことから ‖ · ‖Wは Frobeniusノルムに対する一般化である．
本章では，文献 [2]の内容をもとに，次に定義する (実行列の) 非構造化重み付き低
ランク近似問題に対する求解手法を紹介する．� �
問題 24.

D̂∗ = arg min
D̂

∥∥∥D− D̂
∥∥∥
W

subject to rank D̂ = r (3.7)

ここでW は サイズ (KL)× (KL)の非負定値の重み行列である．� �
表記の簡略化のため，式 (3.1)の目的関数内に現れる差分を表す記号∆Dを導入する:

∆D := D− D̂. (3.8)
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3.1重み付き低ランク近似問題

3.1 重み付き低ランク近似問題
近似基準に導入する重み行列Wの分類を行う．これに先立ち，次式によりWと関
連づけられる重み行列W を導入する：

‖∆D‖W =
∥∥∆D⊤∥∥

W
, for all ∆D ∈ RK×L. (3.9)

重み付き低ランク近似では，近似の評価に用いる重み行列が次の 3種類のブロック
対角構造をとることがある．

列ごとの重み付け

W = blkdiag (W1, . . . ,WL) , Wj ∈ RK×K , Wj � 0 (3.10)

行ごとの重み付け

W̄ = blkdiag (W1, . . . ,WK) , Wi ∈ RL×L, Wi � 0 (3.11)

要素ごとの重み付け

W = diag(w), wi ≥ 0 for i = 1, . . . , KL (3.12)

要素ごとの重み付けでは，近似基準は新たに導入する行列Ω，及びHadamard積 � を
用いて

‖∆D‖W = ‖D− D̂‖W = ‖Ω� (D− D̂)‖F =

√√√√ K∑
i=1

L∑
j=1

Ωij(Dij − D̂ij)2 (3.13)

と表せる．ここで，Ω ∈ RK×L は，式 (3.12)中のwに対して vec(Ω) =
√
w を満たす

ことに注意されたい．ただし√w は，非負ベクトル w の各要素の平方根を要素に持
つベクトルである．なお， Ωij = 0 とすれば，対応する D の要素 Dij は近似基準に影
響を与えず，欠損値として扱われる．
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3.2 特殊なケース:重みなし低ランク近似
重み行列が単位行列のスカラー倍（すなわち，すべての要素が同じ重みを持つ場合）
となる場合を考える．このとき，ノルム ‖ · ‖W はFrobeniusノルム ‖ · ‖F に比例し，低
ランク近似問題は行列 D の特異値分解を用いて解析的に解くことができる．この結果
は Eckart-Young-Mirsky の定理 [85, 86, 87]として知られている．� �
定理 25 (Eckart-Young-Mirsky). D = UΣV⊤ を D の特異値分解とし, 以下のよ
うにブロック分割を行う．

U =
[
U1 U2

]
∈ RK×K , Σ =

[
Σ1

Σ2

]
∈ RK×K , V =

[
V1 V2

]
∈ RK×L

ここで，U1 ∈ RK×r，U2 ∈ RK×(K−r)，Σ1 = diag(σ1, . . . , σr)，Σ2 =

diag(σm+1, . . . , σK)，V1 ∈ Rr×L，V2 ∈ R(K−r)×L である．このとき，打ち切り
特異値分解（truncated SVD）

D̂∗ = U1Σ1V
⊤
1 (3.14)

によりランク r の行列を計算すると，これはFrobeniusノルムに関する低ランク近
似問題 (3.1)の解である．この時の近似誤差は∥∥∥D− D̂∗

∥∥∥
F
= min

rank D̂≤r
‖D− D̂‖F =

√
σ2
r+1 + · · ·+ σ2

K (3.15)

となる．なお特異値が σr 6= σr+1 である場合に限り，D̂∗ が一意に定まる．� �
注 26 (ユニタリ不変ノルム). 定理 25は，任意のユニタリ不変ノルム ‖ · ‖ に対しても
成り立つ. すなわち，任意の直交行列 U,V に対して

‖U∆DV‖ = ‖∆D‖

が成り立つ場合，定理の結論がそのまま適用可能である． �

注 27 (スペクトルノルムでの近似). 行列 ∆D のスペクトルノルム ‖∆D‖2は∆Dの最
大特異値で定義される．この場合，最適なランク r のスペクトルノルム誤差は，最初
に無視された特異値と等しくなる．すなわち,

min
rank D̂=r

‖D− D̂‖2 = σr+1.
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この場合も，truncated SVDによって最適な近似が得られるが，Frobeniusノルムの場
合とは異なり，σr 6= σr+1 であっても最適解は一意ではないことに注意を要する． �

一般の重み付き低ランク近似問題に対する解析的解

定理 25 に示されたような解析解は，一般の重み付き低ランク近似問題 (‖ · ‖W) に
対しては知られていない．現時点で，解析解が得られる最も広いクラスの重み付き低
ランク近似問題は，重み行列 W が正定値で，以下の形を持つ場合であることが示さ
れている [88, Theorem 3]．

W = W2 ⊗W1, where W1 ∈ RK×K , W2 ∈ RL×L (3.16)

ここで，記号 ‘⊗ ’ はKronecker積を表し，A ∈ RK×L に対して，

A⊗B :=

A11B · · · A1LB
...

. . .
...

AK1B · · · AKLB

 (3.17)

で定義される．このような形式重み行列の設定では，近似基準が次の簡単な形に整理
される (導出は次段落)：

‖
√

W1∆D
√
W2‖F. (3.18)

近似基準の形式より，このような重み行列を採用した近似基準に基づく近似問題は両
側重み付き低ランク近似（two-side-weighted low rank approximation）と呼ばれる [2]．
この設定は，次の特殊ケースを含む．ただし，

√
Wは半正定値行列Wの主平方根を

表す．

• 式 (3.10)で全列に対して同じ重み行列W1 を用いる場合:

W1 = W2 = · · · = WLとすることに相当し，近似基準は ‖
√
W1∆D‖F である．

• 式 (3.11)で全行に対して同じ重み行列W1 を用いる場合:

W1 = W2 = · · · = WK とすることに相当し，近似基準は ‖∆D
√
W1‖F となる．

また，対角行列 W，すなわち要素ごとの重み付けを行う場合，解析解を持つ特別な
ケース (W2 ⊗W1) は，Ω によって重みが要素ごとに与えられる場合に対応する．
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重み行列を式 (3.16)の形式に設定した重み付き低ランク近似問題 (3.7)の目的関数が
式 (3.18)と等しいことは，次の恒等式

vec(AXB) = (B⊤ ⊗A) vec(X) (3.19)

(A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = (A1A2)⊗ (B1B2) (3.20)

を利用することで， 以下のように導出できる [2, 88]．
‖D− D̂‖W2⊗W1 =

√
vec⊤(∆D)(W2 ⊗W1) vec(∆D)

=
∥∥∥(√W2 ⊗

√
W1) vec(∆D)

∥∥∥
2

=
∥∥∥vec(√W1∆D

√
W2)

∥∥∥
2

=
∥∥∥√W1∆D

√
W2

∥∥∥
F

(3.21)

したがって，ノルム (‖ · ‖W2⊗W1) を持つ重み付き低ランク近似問題 (3.7)は，次に定
める両側重み付き低ランク近似問題と等価である [2, Chapter 4]．� �
問題 28 (両側重み付き低ランク近似).

minimize
D̂

∥∥∥√W1(D− D̂)
√
W2

∥∥∥
F

subject to rank (D̂) ≤ r
(3.22)

� �
上述の最小化問題 (3.22)は解析解を持つ．� �
定理 29 (両側重み付き低ランク近似 [2, Theorem 4.12]). 修正されたデータ行列を

Dm :=
√

W1D
√

W2 (3.23)

と定義し，Dm の最適（非重み付き）低ランク近似を D̂∗
m とすると，

D̂∗ :=
√

W1

−1
D̂∗

m

√
W2

−1
(3.24)

が式 (3.22)の解となる．この解は常に存在し，D̂∗
m が一意である場合に限り，一意

に定まる．� �
3.3 交互射影アルゴリズム
この節では，要素ごとに重み付けされた近似基準を用いた低ランク近似問題 (3.7)

を扱う．解法は局所最適化に基づき，交互射影アルゴリズム（alternating projections
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algorithm）を利用する．
まず，ランク制約の像表現を用いて低ランク性の制約を満たす行列を表現する．す
なわち，

rank D̂ ≤ r ⇐⇒ ∃Q ∈ RK×r, P ∈ Rr×L s.t. D̂ = QP (3.25)

この表現 (3.25)を用いることで，等価なパラメータ最適化問題を導出する．

minimize
Q∈RK×r, P∈Rr×L

‖Ω� (D−QP) ‖F (3.26)

3.3.1 交互射影法

この方法は，問題 (3.26)が双線形であることを利用する．すなわち，D̂ = QP とい
う構造のため，Q または P のいずれかを固定すれば，残りは線形最小二乗問題とな
る．この性質に基づいて問題 (3.26)を以下のようにQ と Pに関する 2つの部分問題に
分解する．
Q に関する最適化問題:

minimize
Q∈RK×r

‖Ω� (D−QP) ‖F (3.27)

P に関する最適化問題:

minimize
P∈Rr×L

‖Ω� (D−QP) ‖F (3.28)

交互射影アルゴリズムではこれら二つを交互に更新することで収束を目指す．

3.3.2 問題の分離

問題 (3.28)は，行列 P の各列 p1, . . . ,pL に対する独立した最小化問題に分離可能で
あり，

minimize
pi∈Rr

‖Ω:,i � (di −Qpi) ‖F (3.29)

となる．同様に問題 (3.27)も K 個の独立した最小化問題に分離可能である．この分離
性により，計算効率の良い実装が可能となる．
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3.3.3 欠損値推定

行列 Dに欠損値が含まれる場合も，交互射影法を用いた低ランク近似を適用できる．
ここで，欠損値として与えられた要素の添字集合を Ig とすることで，問題 (3.29)は
以下のように記述できる．

minimize
pi∈Rr

‖ΩIi,i � (DIi,i −QIi,:pi)‖F (3.30)

この修正を導入することで，要素ごとに重み付けされた低ランク近似に対する交互射
影法が，欠損値を含む場合にも適用可能となる．

3.3.4 初期近似値の構成

交互射影アルゴリズムは逐次計算アルゴリズムの一種であり，最適化変数Qに対し
て初期値を与える必要がある．初期値の与え方次第では，アルゴリズムの収束が遅く
なるなど望ましくない事象が生じるため，初期値の構成は重要である．ここでは，初
期値の構成方法として，Algorithm 2に示す，すべての欠損要素を 0で補完等加重低ラ
ンク近似問題を解く方法を紹介する．

Algorithm 2 欠損値を含むデータ行列に対する（非構造化）低ランク近似
:(Unstructured) Low-Rank Approximation with Missing Data.

Input: データ行列 D ∈ RK×L, 階数 r ≤ L，Dの各列D:,i中の要素が与えられている
添字集合I 1

i ，Dの各行Di,:中の要素が与えられている添字集合I 2
i ，

Output: Q ∈ RK×r, P ∈ Rr×Lであって，QPが (3.30)の最適解となっているもの
1: D中の欠損値を 0で置き換える.

2: 特異値分解によりDの最も大きい r個の特異値に対応する左特異ベクトルを計算
し，Qとする．

3: P := Q⊤D.

3.3.5 アルゴリズム

以上の議論により導出される，交互射影法に基づく欠損値を含む要素ごとの重み付
き低ランク近似のアルゴリズムを，Algorithm 3に掲載する．なお，j回目の反復計算
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3.4本章のまとめ

において手順 4及び手順 4で計算される近似誤差ベクトル r[j] は，次式で定められる 2

乗誤差を表す．
r[j] =

∥∥∥Ω� (D− D̂[j]
)∥∥∥2

F

Algorithm 3に示したアルゴリズム内での反復計算のたびに，近似基準値は単調減少
する．また局所最適解への収束が保証され，局所的な収束速度は線形である．収束判
定は，更新後の相対誤差の減少率に基づいて行う．これは，目的関数値の相対減少に
対する許容誤差 ε を設定することで実現される．より計算コストの高い収束判定の方
法としては，以下のようなものがある．

• 近似行列 D̂[j] の変化量の直接評価

• 目的関数の勾配の大きさを計算し，モデルパラメータに関する収束性を評価

3.4 本章のまとめ
本章では，行列に構造が与えられていない，あるいは構造を加味しない場合の重みつ
き低ランク近似手法について説明し，重みに対する考え方を拡張することでこれを欠
損値を含むデータ行列に対する低ランク近似へと拡張可能であることを概説した．本
章で紹介した低ランク近似アルゴリズムは，近似前の行列が構造化されていたとして
も，それを全く考慮しないで近似を行う．しかしながら，次章で説明する構造化低ラ
ンク近似アルゴリズム（非凸な問題に対して凸最適化手法を適用しているため，解の
初期値依存性が高い）に対してある意味で適切な初期値を与えるアルゴリズムとして
応用が可能である点を付け加えて説明する．
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Algorithm 3 交互射影法に基づく重み付き低ランク近似アルゴリズム
: Alternating Projections for Weighted Low-Rank Approximation.

Input: データ行列 D ∈ RK×L, Dの各列D:,i中の要素が与えられている添字集合I 1
i ，

Dの各行Di,:中の要素が与えられている添字集合I 2
i ，ランク制約 r，重み行列

Ω ∈ RK×L ≥ 0, 相対許容誤差 ε.

Output: 最適化問題 (3.26)に対する局所最適解 D̂ = D̂[j] := Q[j]P[j].

1: Algorithm 2によりQの初期近似値を計算し，Q[0]とする．
2: j := 0.

3: repeat

4: r[j] := 0. {近似誤差ベクトルの初期化 }
5: for i = 1, . . . , L do

6: c := diag(ΩI 1
i ,i
)DI 1

i ,i
= ΩI 1

i ,i
�DI 1

i ,i
.

7: Q := diag(ΩI 1
i ,i
)Q

[j]

I 1
i ,:

= (ΩI 1
i ,i
1r)�Q[j]

I 1
i ,:

8: p
[j]
i := (QTQ)−1QTc． {piの更新 }

9: r[j] := r[j] + ‖c−Qp
[j]
i ‖2． {近似誤差ベクトルの更新 }

10: end for

11: P[j] :=
[
p
[j]
1 . . . p

[j]
L

]
. {Pの構成 }

12: r[j+1] := 0. {近似誤差ベクトルの初期化 }
13: for i = 1, . . . , K do

14: γ := Di,I 2
i
diag(Ωi,I 2

i
) = Di,I 2

i
� Ωi,I 2

i

15: P := P
[j]

I 2
i ,:
diag(Ωi,I 2

i
) = P

[j]

I 2
i ,:
� (1⊤

r Ωi,I 2
i
).

16: q
[j+1]
i := γPT (PPT )−1. {qiの更新 }

17: r[j+1] := r[j+1] + ‖γ − q
[j+1]
i p‖2. {近似誤差ベクトルの更新 }

18: end for

19: Q[j+1] :=


q
[j+1]
1

...

q
[j+1]
K

. {更新された qiよりQを構成 }

20: j := j + 1.

21: until |r[j] − r[j−1]|/r[j] < ε.
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4.1 はじめに
構造化低ランク近似（Structured Low-Rank Approximation, SLRA）問題は，信号
処理や線形システム論といった応用分野において，データの背後にある構造やモデル
を抽出・推定するための有力な手法として近年注目されている [17, 55]．この問題を考
える主な動機は，「観測されたデータが，理想的には何らかのモデル（例えば再帰関係
やシステムのインパルス応答）に従って生成されているはずだが，ノイズや誤差によ
りそのモデルが完全には満たされていない」という問題が実用上様々な場面で発生す
るためである [17]．SLRA は，このような不完全なデータに対して，元の構造に最も
近い形で低ランクな行列を復元することを目指す．

SLRAの具体的な応用例とその動機

信号処理：スペクトル解析・ノイズ除去 ある信号が有限個の正弦波の線形結合として
表されると仮定した場合，対応するHankel 行列のランクはその正弦波の個数に
等しい．しかし実際には観測ノイズの影響でHankel行列のランクは増大する．こ
のとき，Hankel構造を持つ低ランク行列に近似することで，ノイズを除去し，信
号の本質的な成分（周波数成分など）を抽出できる．これは例えば耐震性の解析
[89, 14]に応用されている．

システム同定：モデル推定 SLRAは，離散時間線形システムの応答データを用いてシ
ステムの状態空間モデルを推定する問題においても，重要な役割を果たす．理論
的には，観測データから作成されるHankel行列が低ランクであることが期待さ
れる（システムの次数がランクに対応）．しかし，実際のデータには外乱や測定
誤差が含まれるため，得られた行列はフルランクとなってしまう．このような場

47



4章 - 構造化低ランク近似

合，SLRA によりランク制約を満たす構造化行列を復元し，システムモデルをよ
り正確に推定することが可能である [90, 91, 92]．

制御理論：モデル次数削減と予測制御 モデル予測制御などでは，状態や出力の予測に
基づいて制御入力を最適化するために，システムモデルの簡略化が求められるこ
とがある．ここでも SLRA により，高次のシステムをランクの低い近似モデル
に変換することで，制御の計算コストを削減しつつ，必要な精度を確保すること
が期待できる [59, 11]．

計算機代数：近似GCD問題の求解 数値計算において，丸め誤差のために厳密なGCD

が存在しないが，理論的には共通因子があると仮定されるときや，システム制御・
信号処理で，システムの共通極・共通零点などの構造を抽出したいときなど，近似
的にGCDを計算する必要がある場合がある．この計算問題に対して，Sylvester

行列の SLRAにより解が提供される [7, 6]．

このように，SLRA はノイズにより満たすべき性質を満たさなくなったデータを修
正し，その背後にある物理的・数学的モデルを復元するための強力な枠組みとして，多
くの実問題に対して応用されている．問題の性質や構造に応じた適切な近似を行うこ
とで，信号処理・制御・システム同定といったさまざまな分野において，より信頼性の
高い解析や設計が可能である．

4.1.1 構造化低ランク近似の定式化

Affine行列構造の定義を再掲する．� �
定義 30 (Affine行列構造 [2]). 体 Fに対して，以下のように定義される，構造化パ
ラメータ空間 Fnp から行列空間 FK×L へのAffine写像

S(c) := S0 +

np∑
i=1

ckSk, c ∈ Fnp , Sk ∈ FK×L (4.1)

をAffine行列構造と定める．� �
ほとんどの応用例において，体 Fは実数体Rまたは複素数体Cである．本論文の主目
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4.1はじめに

的は，SLRA手法の定式化とその初期化戦略の妥当性を改善することである．この目
的と本質的に関係しない部分で議論が煩雑になるのを避けるため，以下では F = Rと
して議論を進めるが，ほとんどの場合，これらの議論はそのままCへ拡張可能である．
また，多くの応用例では，S0が零行列で，1 ≤ k ≤ np に対しては，要素が 0 または 1

の行列 Skで指定されるような構造行列に関心がある．本論文では，次の仮定をおく．

仮定 31. Si (i = 1, .., np) の成分は 0 または 1 のいずれかであり，行列
[
vec(S0) . . . vec(Snp)

]
の各行には高々 1つの非零要素しか含まれないものとする．すなわち，構造化行列S(p)

の各要素は，p の要素のいずれか（高々 1 つ）に対応するか，あるいは固定値として
定まっている．

SLRA問題についても再掲する．� �
問題 32 (構造化低ランク近似（SLRA）[2]). {Sk}k=1,...,nz で指定される行列構造
(4.1)，パラメータベクトル c ∈ Rnz，ノルム ‖ · ‖W, そして整数 r であって (0 <

r < L)を満たすものが所与であるとする．（Affine）構造化低ランク近似問題を次の
最小化問題として定める:

minimize
ĉ∈Rnz

∥∥∥ĉ− c
∥∥∥2
W

subject to rankS(ĉ) ≤ r.
(4.2)

� �
本章においては，W が正定値対称行列であることを要請する．
例えば，Frobenius計量における S(c) の SLRAを求める場合, 次の最適化問題を考
える:

minimize
ĉ∈Rnp

∥∥∥S(ĉ)− S(c)
∥∥∥2
F

subject to rankS(ĉ) ≤ r.

(4.3)
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式 (4.3) の目的関数は，次のように展開される:

∥∥∥S(ĉ)− S(c)
∥∥∥2
F
=

∥∥∥∥∥
(

np∑
k=1

Skĉk + S0

)
−

(
np∑
k=1

Skck + S0

)∥∥∥∥∥
2

F

=

∥∥∥∥∥
np∑
k=1

Sk(ĉk − ck)

∥∥∥∥∥
2

F

=

∥∥∥∥∥
np∑
k=1

vec(Sk)(ĉk − ck)

∥∥∥∥∥
2

2

=
∥∥∥[vec(S1) vec(S2) . . . vec(Snp)

]
(ĉ− c)

∥∥∥2
2

= ‖ĉ− c‖2W.

ここで重み行列Wは，S ∈ RKL×npを

S :=
[
vec(S1) vec(S2) . . . vec(Snp)

]
(4.4)

として，
W = S⊤S

とした．以上に説明したように，式 (4.3)は式 (4.2) の形に帰着する．先の例のように，
S がHankel構造である場合, Wを，S(c)における ciの出現回数を対角要素に持つ対
角行列として選択することにより，適切な重み付けが行われる．
構造化行列S(c)と式 (4.4)で導入した行列Sの関係をvec作用素とその逆作用素vec−1

により記述する:

vec(S(c)) = vec (S0) + Sc, (4.5)

S(c) = S0 + vec−1(Sc). (4.6)

目的関数の 2ノルムでの表現

任意の問題 (4.2)は計量を含まない単純な 2ノルムの最小化の形式に表すことが可能
である．まず，重み行列の最大階数分解を行う:

W = L⊤
WLW. (4.7)

- 50 -



4.2低ランク性の零空間表現

ここで，Wの正定値性より，LWは正則であるため，その逆行列L−1
W が存在すること

を注記する．次に，
∆c := LW(ĉ− c) (4.8)

で問題 (4.2)の変数を置き換えると，

‖ĉ− c‖2W = (ĉ− c)⊤W(ĉ− c)

= (ĉ− c)⊤L⊤
WLW(ĉ− c)

= ‖∆c‖22 (4.9)

であるため，最小化問題 (4.2)は次の形に縮約される:

minimize
∆c∈Rnp

‖∆c‖22

subject to rank (S(c+ L−1
W∆c)) ≤ r.

(SLRA)

4.1.2 本章の構成

第 4.2節では，零空間表現に基づく SLRA問題の定式化について説明する．第 4.3節
では，構造化全最小ノルム法（STLN）に基づくAffine構造に対する SLRA手法 [93, 8]

（STLN-SLRA）を紹介する．この手法は，対象の行列がほぼ正方に近い場合に適してい
る．第 4.4節では，Affine構造を持つ行列に対して変数射影法を適用する手法 [21](VP-

SLRA) について，詳細に説明する．この手法は，一方の次元が小さく，もう一方が大
きいような行列に適しており，特にシステム同定のように，小さい次元がモデルの複
雑さによって，大きい次元がサンプル数によって決まる場面において有効である．
これらに加えて，構造化低ランク近似には，他にも低ランク制約の凸緩和に基づく
アプローチや，像空間表現に基づくアプローチなどが提案されている．本論文の主な
検討対象ではないものの，関連性が高いため，第 4.5節で簡単に紹介する．

4.2 低ランク性の零空間表現
行列のランクが欠損しているという条件 rankS(c+∆c) ≤ rは同値な条件

∃X ∈ RL×(L−r) such that S(c+ L−1
W∆c)X = OK,L−r, rankX = L− r (4.10)
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で置き換えられる．これは低ランク性の零空間表現と呼ばれる [88, 2]

本論文では，議論が煩雑になることを防ぎ，本質的な問題点に焦点を当てることを
目的とし，

r = L− 1 (4.11)

つまり，ランク 1落ちの場合のみを扱うこととする．この時対応する零空間の次元も 1

であり，零空間の基底行列はベクトルとみなすことができるため，Xの代わりに xを
記号として使用する．以後 SLRA問題 (SLRA)を次の形で取り扱う．

minimize
∆c∈Rnp , x∈RL

∥∥∥∆c
∥∥∥2
2

subject to S(c+ L−1
W∆c)x = 0 with x 6= 0.

(4.12)

低ランク性を零空間表現する SLRA計算手法として

• STLN-SLRA : 構造化全最小ノルム（Structured Total Least Norm: STLN）に
基づく手法 (第 4.3節で説明)

• VP-SLRA : 変数射影 (Variable Projection) に基づく手法 (第 4.4節で説明)

の二つが知られている．

4.3 STLN-SLRA

Affine構造に対して，STLN（Structured Total Least Norm : 構造化全最小ノルム）
法に基づいた SLRA[7]が知られている．STLNは，変動が想定されるベクトル cを構
造化パラメータに持つ構造化行列A(c)及び b(c)によって定められる，必ずしも解を
持たない過決定線形方程式

A(c)X = B(c) (4.13)

に対して cに微小な修正を加えるとともに，Xを求解する手法である．STLNに基づ
く SLRAでは，問題 (4.12)の制約条件を (4.13)の形式に変形する．この考えを実現す
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るために，まず単位行列の i列目を消去した行列 Ĩiを導入する:

Ĩi :=



1 1
...

. . .
... 1

i 0 0
... 1
...

. . .

n 1


∈ RL×(L−1). (4.14)

明らかな事実として ĨiĨ
⊤
i + eie

⊤
i = ILが成立する．この関係に基づき次のように問題

(4.12)の制約条件に対して同値変形を行う:

S(c+ L−1
W∆c)x = 0 ⇐⇒ S(c+ L−1

W∆c)(ĨiĨ
⊤
i + eie

⊤
i )x = 0 (4.15)

⇐⇒ S(c+ L−1
W∆c)ĨiĨ

⊤
i x = −xiS(c+ L−1

W∆c)ei. (4.16)

次に xi 6= 0を仮定し, (4.16) の両辺に −1/xi を乗算することで，問題 (4.12)の制約条
件S(c+ L−1

W∆c)x = 0と等価な方程式

S(c+ L−1
W∆c)Ĩix(i) = S(c+ L−1

W∆c)ei (4.17)

を得る．ここで
x(i) :=

−1
xi

Ĩ⊤
i x

である．以降式 (4.17)を第 i初期方程式と呼称する．制約条件を初期方程式で置き換え
ることにより新たな問題

minimize
x(i),∆c

‖∆c‖22

subject to S(c+ L−1
W∆c)Ĩix(i) = S(c+ L−1

W∆c)ei

(4.18)

を得る．

4.3.1 アルゴリズムの導出

新たな変数
∆c′ := L−1

W∆c (4.19)
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を導入し，式 (4.18)の（非線形）制約に対する残差 rを定める:

r(∆c′,x(i)) := S(c+∆c′)(Ĩix(i) − ei). (4.20)

この時 SLRA問題 (4.12) の制約条件は次の形となる:

r(∆c′,x(i)) = 0. (4.21)

δc′と δx(i)をそれぞれ∆c′と x(i)の微小変化とし，式 (4.21)を線形近似する:

r(∆c′ + δc′,x(i) + δx(i))

= S(c+∆c′ + δc′)(Ĩi(x(i) + δx(i))− ei)

= (S(c+∆c′) + S(δc′)− S0) (Ĩi(x(i) + δx(i))− ei)

= S(c+∆c′)(Ĩix(i) − ei)︸ ︷︷ ︸
r(∆c′,x(i))

+(S(δc′)− S0)(Ĩix(i) − ei) (4.22)

+ S(c+∆c′)Ĩiδx(i) + (S(δc′)− S0)Ĩiδx(i)

≈ r(∆c′,x(i)) + (S(δc′)− S0)(Ĩix(i) − ei) + S(c+∆c′)Ĩiδx(i). (4.23)

ここで，

(S(δc′)− S0)Ĩiδx(i) =

(
np∑
k=1

Skδck

)
Ĩiδx(i) (4.24)

=

 np∑
k=1

SkĨi δx(i)δck︸ ︷︷ ︸
≈0

 (4.25)

≈ 0 (4.26)

とした．ϕi : Rn−1 → Rn を x(i) の i 番目の要素に −1 を挿入する写像と定義する．す
なわち，

ϕi(x(i)) := Ĩix(i) − ei (4.27)

次に式 (4.23) の右辺 2 番目の項を展開する:

(S(δc)− S0)(Ĩix(i) − ei) =

(
np∑
k=1

Skδck

)
ϕi(x(i))

=

np∑
k=1

(Skϕi(x(i)))δck

= [S1ϕi(x(i)) . . . Snpϕi(x(i))]δc.
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さらに

TS (x) :=
[
S1x · · · Snpx

]
(4.28)

=
[
vec (S1x) · · · vec (Snpx)

]
(4.29)

=
[
vec (x⊤S⊤

1 ) · · · vec (x⊤S⊤
np
)
]

(4.30)

=
[
vec (x⊤S⊤

1 IK) · · · vec (x⊤S⊤
np
IK)
]

(4.31)

=
[
(IK ⊗ x⊤) vec (S⊤

1 ) · · · (IK ⊗ x⊤) vec (S⊤
np
)
]

(4.32)

=(IK ⊗ x⊤)
[
vec (S⊤

1 ) · · · vec (S⊤
np
)
]

︸ ︷︷ ︸
=:S

(4.33)

=(IK ⊗ x⊤)S (4.34)

と定め, 式 (4.23)を整理することにより，式 (4.21) の近似を行う:

[
TS(ϕi(x(i))) S(c+∆c′)Ĩi

]( δc

δx(i)

)
≈ −r(∆c′,x(i)). (4.35)

δc′, δx(i)を固定された∆c′とx(i)に対する代替変数として考えると，最適化問題 (4.12)

は，線形制約最小二乗問題となる [8] :

minimize
δc′,x(i)

∥∥∥∥∥[LW O
]( δc′

δx(i)

)
− (−LW∆c′)

∥∥∥∥∥
2

subject to
[
TSϕi((x(i))) S(c+∆c′)Ĩi

]( δc′

δx(i)

)
= −r(∆c′,x(i)).

(4.36)

なお，もともとの最適化問題は ‖∆c+ δc‖22 を目的関数として定式化されていたが，式
(4.36)においてはこれと恒等的に等価な表現 ‖LW∆c′ + LWδc′‖22 を用いている．式
(4.36)は線形な制約を持つ最小二乗問題であるため，零空間法 [87] によって最適解を
計算可能である．その具体的な計算手順は，Algorithm 4に示す．
式 (4.36)の最適化手法として，ペナルティ法を用いたアプローチが報告されている

[93, 94, 95]．この手法では，次のような最適化問題 (4.37) を解くことになる：

minimize
δc′,x(i)

∥∥∥∥∥
[

LW O

λTSϕi((x(i))) λS(c+∆c′)Ĩi

](
δc′

δx(i)

)
−

[
−LW∆c′

−λr(∆c′,x(i))

]∥∥∥∥∥
2

. (4.37)

この問題は単純な線形最小二乗問題であり，効率的に解くことが可能である．
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式 (4.36) (あるいは式 (4.37)) を解くことで得た解∆c′ + δc′ 及び x(i) + δx(i) は，制
約条件を一次近似したものを満たすのみであり，本来の条件

r(∆c′ + δc′,x(i) + δx(i)) = 0

は厳密には満たさない．したがって，許容誤差 ϵc および ϵx を与え，更新量 δc および
δx(i) がそれぞれ δc < ϵc および δx(i) < ϵx を満たすようになるまで，式 (4.36) (ある
いは式 (4.37)) を繰り返し解き，近似誤差を最小化する．ただし，反復が行われるたび
に，∆c及び x(i)を次の更新式

∆c′ ← ∆c′ + δc′,

x(i) ← x(i) + δx(i)

(4.38)

に従って更新する．以上の手順を Algorithm 5に掲載する.

式 (4.37)を基にした STLN-SLRA は，準Newton法と等価なアルゴリズムであるこ
とが知られており [93]，理論的な収束性を備えている点が大きな利点である．しかしな
がら，ペナルティ法では制約条件の充足を促すために，ペナルティ係数 λ を十分大き
く（たとえば 1012 程度）設定する必要がある．その結果として，式 (4.37)は悪条件化
し，求められる解が数値的に不安定になるという新たな問題が生じる [8]．加えて，実
際には式 (4.36)を最小化する手法の方が収束が速いことの方が多いという側面もあり，
ペナルティ法を用いるメリットよりもデメリットの方が多いことが指摘されている [8,

§3.1]．

4.3.2 初期方程式の選択における問題点

原理的には，xi 6= 0 である任意の整数 i に対して第 i 初期方程式を使用可能である．
しかし，x 自体が未知の変数であるため，Algorithm 5 の手順 3においては，この条件
を初期方程式選択の判断材料とすることができない．また，限定的な状況を除いて，適
切な初期方程式の選択が STLN の収束速度や近似精度に影響を及ぼすことが文献 [25]

により示されている．すなわち，選択する初期方程式によって STLN-SLRA の性能を
向上させることができる可能性がある．このように，初期方程式の選択は STLN-SLRA

の実用的な応用において重要な論点の一つである．具体的な選択手法については，第
5章で詳述する．
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Algorithm 4 零空間法（線形制約Cx = dを伴う線形最小二乗問題 ‖Ax − b‖2を最
小化する最小ノルム解を計算するアルゴリズム）:nullspace method [87]

Input: A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,C ∈ Rp×n,d ∈ Rp （m + p ≥ n ≥ p）, rankC = p，
rank

(
A

C

)
= n

Output: 線形制約Cx = dを伴う線形最小二乗問題minx ‖Ax− b‖2に対する最小ノ
ルム解

1: C⊤のQR分解を計算:

Q⊤
CC

⊤ =

(
RC

O(n−p)×p

)
, (4.39)

ただし，RC ∈ Rp×p.

2: 行列QCを次形式に分割:

QC =
(
Qs Qn

)
, (4.40)

ただし，Qs ∈ Rn×p，Qn ∈ Rn×(n−p).

3: 制約条件を満たす xの特殊解を計算:

x1 ← C†d = QpR
−⊤
C d. (4.41)

4: 上記特殊解に対し，一般解を計算するためのベクトルを計算:

x2 ← (AQn)
†(b−Ax1). (4.42)

5: 出力を構成:

x← x1 +Qnx2. (4.43)

4.4 VP-SLRA

Affine行列構造の SLRAに対し，変数射影 (Variable Projection: VP) 法の適用によ
り，SLRA問題を変数 ĉと xのそれぞれに関する最適化の二段階に分離する手法（以
後，VP-SLRA）が報告されている [2, 21]．本節では [21]に基づき，一般のAffine構造
S および重み付き 2ノルム ‖ · ‖2W に対して，最適化問題の明示的な表現を導出したの
ち，その問題を解くためのアルゴリズムであるVP-SLRAの高効率な実装に必要な勾
配の計算方法について紹介する．
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Algorithm 5 STLN-SLRA

Input: c, {Sk ∈ Rm×n}k=1,...,np ,W ∈ Rnp×np，及び閾値 ϵx, ϵz.

Output: ランクが n− 1 であるような行列S(c+∆c) ∈ Rm×n 及び x(i) ∈ Rn−1

1: 最大階数分解により LW を計算
2: ∆c← 0 (最適化変数の初期化)

3: いずれかの列選択基準により初期方程式 (4.17)を構成
4: 最小二乗法により ‖r(0,x(i))‖2 を最小化する x(i)を計算:

x(i) ← (S(c)Qi)
†S(c)ei.

5: while
∥δx(i)∥
∥x(i)∥

> ϵx OR ∥δc∥
∥c∥ > ϵc do

6: Algorithm 4 により，式 (4.36)を求解.

7: 最適化変数の更新:

x(i) ← x(i) + δx(i), (4.44)

∆c← ∆c+ δc. (4.45)

8: end while

4.4.1 VP-SLRAの定式化
最適化問題の書き換え

問題の制約を∆c の線形方程式として記述するために，ベクトル化演算の性質を用
いて方程式に対し同値な変形を行う．これに先立ち，S(c)xを，式 (4.34)で導入した
行列TS(x)を用いて表す．

S(c)x =

(
np∑
i=1

ciSi + S0

)
x (4.46)

=

np∑
i=1

(ciSix) + S0x (4.47)

=
[
S1x · · · Snpx

] c1...
cnp

+ S0x (4.48)

= TS(x)c+ S0x (4.49)
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この等式を利用することで，問題 (4.12)の等式制約部分は

S(c+ L−1
W∆c)x = 0 ⇐⇒ TS(x)(c+ L−1

W∆c) + S0x = 0

⇐⇒ TS(x)L
−1
W∆c = −TS(x)c− S0x (4.50)

と同値変形できる．新たに，

G(x) := TS(x)L
−1
W = (IK ⊗ x⊤)SL−1

W，

h(x) := −TS(x)c− S0 = S(c)x

とおくことで，式 (4.50)と同値な等式

G(x)∆c = h(x) (4.51)

を得，最適化問題 (4.12)は次のように書き換えられる:

minimize
∆c∈Rnp

‖∆c‖22

subject to G(x)∆c = h(x).
(4.52)

この最適化問題 (4.52)は，固定された xに対しては標準的な形の線形最小ノルム問
題であり，閉形式の解を持つことが知られている [96, Chapter 6]．もしG(x) が行フ
ルランクであれば，(4.52)の解は存在し，以下で与えられる:

∆c∗(x) := G⊤(x)G−1(x)h(x) (4.53)

L(x) := ‖∆c∗(x)‖22 = h⊤(x)G−1(x)h(x) (4.54)

ただし
G(x) := G(x)G⊤(x) ∈ RK×K (4.55)

である．

注 33. G(x) が行フルランクでない場合であっても，最適化問題 (4.52)に実行可能解
が存在すれば，解は上記の式において G(x) の逆行列をその擬似逆行列で置き換える
ことによって得られる． �

以降では，G(x) が行フルランクであると仮定する．これは，G(x) が可逆であるこ
とと同値であり，G(x) の行数が列数以下でなければならない．つまり np ≥ K.
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注 34. G(x) は x の成分に依存する多項式行列であるため，ある x に対して非特異で
あれば，記号的に逆行列を計算することができる．この場合，G(x) はG(x) が非特異
であるようなすべての x に対して無限回微分可能である [97]． �

以上の議論により，式 (2.47)は次の最小化問題に帰着される:

x∗ = arg min
x∈FL

h⊤(x)G−1(x)h(x). (4.56)

文献 [21]では，式 (4.56)を Levenberg–Marquardtアルゴリズムを用いて逐次的に求解
する手法が提案された．
G(x)の計算に関する計算過程の簡素化を目的として，新たに行列Γを次式で定める．

Γ := SW−1S
⊤ ∈ R(KL)×(KL). (4.57)

また，次のようにΓに対して区分分けを行う．

Γ =

Γ(1,1) · · · Γ(1,K)

...

Γ(K,1) · · · Γ(K,K)

 (4.58)

ただし，Γ(i,j) ∈ RL×Lである．ここで，

G(x) = G(x)G⊤(x) (4.59)

= TS(x)L
−1
WL−⊤

W T⊤
S(x) (4.60)

= (IK ⊗ x⊤)SW−1S
⊤
(IK ⊗ x) (4.61)

= (IK ⊗ x⊤)Γ(IK ⊗ x) (4.62)

であるため，G(x)の第 (i, j)要素 Gi,j(x)は

Gi,j(x) = xΓ(i,j)x
⊤ (4.63)

である．

4.4.2 目的関数の勾配及びヘシアン

この節では，頻繁にG−1(x)h(x)という因子が現れるため，次の表記を定める:

y = y(x) := G−1(x)h(x) (4.64)
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この記号を用いると，目的関数はL(x) = y⊤(x)h(x) と表せる．L(x)及び∆c∗(x)は，
Algorithm 6により計算可能である．

Algorithm 6 コスト関数の評価: Cost Function Evaluation

Input: S,W,Γ(i,j),G,x

Output: L(x)
1: h← S(c)x.

2: G(i,j) ← x⊤Γ(i,j)x
⊤.

3: yについての方程式Gy = hを解く.

4: L(x)← y⊤h.

5: ∆c∗ ← G⊤y.

� �
命題 35. 目的関数L(x)の勾配∇L(x)は以下で与えられる：

∇L(x) = −2S⊤(c)y − 2

(
K∑

i,j=1

yiyjΓ
⊤
(i,j)

)
x (4.65)

� �
証明. 目的関数L(x)の微分 dL(x)が

dL(x) = −2y⊤S(c)dx− 2x⊤

(
K∑

i,j=1

yiyjΓ(i,j)

)
dx (4.66)

で与えられることを示す．L(x) = y⊤(x)h(x)より，先に dh(x)及び dy(x)の展開を
行う．前者は容易に計算可能である:

dh(x) = S(c)dx. (4.67)

一方，yは xは複数の関数の合成として定められているため，最後まで展開してしま
うと表記が煩雑となる．よって dy(x)を途中まで展開する:

dy(x) = d
(
G−1(x)h(x)

)
(4.68)

=
(
dG−1(x)

)
h(x) + G−1(x)dh(x) (4.69)

= −G−1(x)(dG(x))G−1(x)h(x) + G−1(x)dh(x) (4.70)

= G−1(x) (−(dG(x))y(x) + dh(x)) . (4.71)
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目的関数の微分は

dL(x) = y⊤(x)dh(x) + dy⊤(x)h(x) (4.72)

= y⊤(x)dh(x) + h⊤(x)dy(x) (4.73)

= y⊤(x)dh(x) + h⊤(x)G−1(x) ((dG(x))y(x) + dh(x)) (4.74)

= 2y⊤(x)dh(x)− y⊤(x)(dG(x))y(x) (4.75)

として計算される．なお，G(x)は対称行列であるため

h⊤(x)G−1(x) = h⊤(x)G−⊤(x) (4.76)

= (G−1(x)h(x))⊤ = y⊤(x) (4.77)

と表せることを利用した．式 (4.75)の右辺第二項を展開するために，先んじて dG(x)

の計算を行う．dG(x) = (IK ⊗ dx⊤)SL−1
W より

dG(x) = (dG(x))G⊤(x) +G(x)(dG(x))⊤ (4.78)

= (IK ⊗ dx⊤)Γ(IK ⊗ x) + (IK ⊗ x⊤)Γ(IK ⊗ dx) (4.79)

である．ここで

(IK ⊗ dx⊤)Γ(IK ⊗ x) =

dx
⊤Γ(1,1)x · · · dx⊤Γ(1,K)x
...

dx⊤Γ(K,1)x · · · dx⊤Γ(1,K)x

 (4.80)

=

x
⊤Γ(1,1)dx · · · x⊤Γ(1,K)dx

...

x⊤Γ(K,1)dx · · · x⊤Γ(1,K)dx

 (4.81)

= (IK ⊗ x⊤)Γ(IK ⊗ dx) (4.82)

であることに留意すると，

dG(x) = 2(IK ⊗ x⊤)Γ(IK ⊗ dx) (4.83)
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であり，その第 (i, j)要素は 2x⊤Γi,jdxである．最終的に

y⊤dG(x)y = 2y⊤(IK ⊗ x⊤)Γ(IK ⊗ dx)y (4.84)

=
K∑

i,j=1

yi(2x
⊤Γi,jdx)yj (4.85)

= 2x⊤

(
K∑

i,j=1

yiyjΓi,j

)
dx. (4.86)

と展開でき，以上により主張が従う．

∆c∗(x) のヤコビ行列

∆c∗(x) のヤコビ行列を計算する．∆c∗ = G⊤(x)y(x)の微分を考える:

d∆c∗ = dG⊤(x)y(x) +G⊤(x)dy(x) (4.87)

= dG⊤(x)y(x) +G⊤(x)G−1(x) (dh(x)− (dG(x))y(x)) (4.88)

を得る．式 (4.88)の右辺の各項はそれぞれ次のように展開できる:

1. 第一項についてG(x)の定義G(x) = TS(x)L
−1
W = [S1x · · · Snpx]L

−1
W より

dG(x) = [S1dx · · · Snpdx]L
−1
W

と計算でき，

(dG⊤(x))y = L−⊤
W

dx
⊤S⊤

1
...

dx⊤S⊤
nc

y = L−⊤
W

dx
⊤S⊤

1 y
...

dx⊤S⊤
nc
y

 = L−⊤
W

 y⊤S1

...

y⊤Snc

 dx.

(4.89)
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2. 第二項のうち，(dG(x))y(x)は，次のように展開できる:

(dG(x))y(x) = (IK ⊗ x⊤)Γ(IK ⊗ dx)y

=

x
⊤

. . .

x⊤


Γ(1,1) · · · Γ(1,K)

...

Γ(K,1) · · · Γ(K,K)


dx . . .

dx

y

=

x
⊤Γ(1,1)dx · · · x⊤Γ(1,K)dx

...
...

x⊤Γ(K,1)dx · · · x⊤Γ(K,K)dx

y

=
K∑
i=1

x
⊤Γ(1,i)dx

...

x⊤Γ(K,i)dx

 yi

=


x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(1,i)

)
...

x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(K,i)

)
 dx. (4.90)

以上の式 (4.88)に対して式 (4.89)及び式 (4.90)，式 (4.67)（dh(x) = S(c)dx）を代入
することにより，

d∆c∗ =

L−⊤
W

 y⊤S1

...

y⊤Snc

+G⊤(x)G−1(x)

S(c)−


x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(1,i)

)
...

x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(K,i)

)


 dx

を得，ヤコビ行列はその係数行列

L−⊤
W

 y⊤S1

...

y⊤Snc

−G⊤(x)G−1(x)

S(c) +


x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(1,i)

)
...

x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(K,i)

)

 (4.91)

として計算できる．

Cholesky分解の利用

本節では，より計算量の少ない目的関数の評価方法と，ヘッセ行列の近似を与える．
G(x)のCholesky 分解

G(x) = L⊤
GLG (4.92)
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Algorithm 7 コレスキー分解を介した線形方程式G(x)u = vの求解
: Solution of the Linear System G(x)u = v via Cholesky Decomposition

Input: G,v
Output: u

1: G の Cholesky 分解 LG を計算.

2: L⊤
Gg = v および LGu = g を後退代入により求解.

は，次の恒等式
G−1(x) = L−⊤

G L−1
G (4.93)

に基づき連立一次方程式 G(x)u = v を数値的に安定に解く方法を与える．その手順を
Algorithm 7に示す．
Cholesky分解を利用することで，コスト関数は次のようにも表現される:

L(x) = ‖L−1/2
G h(x)‖22. (4.94)

この式変形により，目的関数は要素数 npのベクトルに対する二乗和から要素数Lのベ
クトルに対する二乗和になり，計算量が大きく削減される．

目的関数のヘッセ行列

最後に，目的関数のヘッセ行列に対する近似を行う．式 (4.94)に現れるベクトルを，
次のように定義する:

f(x) := L
−1/2
G h(x)． (4.95)

この記法を用いると，目的関数は L(x) = ‖f(x)|22 と書き表される．Gauss–Newton法
では，このような非線形最小二乗問題に対して，∇2L(x) の対称正定値な近似として
2J⊤f Jf（ただし Jf はf(x)のヤコビ行列）が用いられる．ここで，f(x)の全微分df(x)

は次のように与えられる:

df(x) = d
(
L

−1/2
G (x)h(x)

)
= L

−1/2
G dh(x) + (dL

−1/2
G )h(x)， (4.96)

しかしながら，dL
−1/2
G を解析的に計算することが困難であるため，Jf を明示的に表現

することができない．
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この問題に対し，文献 [21] では次のような近似を導入した:

d
(
L

−1/2
G (x)h(x)

)
≈ L

−1/2
G dh(x)− 1

2
L−⊤

G (dG(x))G−1(x)h(x)． (4.97)

この近似により定義される擬似ヤコビ行列（[98]を参照のこと）を用いることで，ヘッセ
行列の近似とする手法が考案されている．擬似ヤコビ行列Jpf は，yの定義式（G−1h(x) =

y）及び式 (4.90)を式 (4.97)に代入することにより，直ちに

Jpf = L
−1/2
G dS(c)− 1

2
L−⊤

G


x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(1,i)

)
...

x⊤
(∑K

i=1 yiΓ
⊤
(K,i)

)
 (4.98)

と計算できる．
さらに，この擬似ヤコビ行列を用いた勾配計算においては，∇L(x) = 2(Jpf )

⊤f(x)が
成立し，目的関数が，式 (4.56)のようにh⊤(x)G−1(x)h(x)の形を持つ場合には，この
擬似ヤコビ行列が通常のヤコビ行列と同じ停留点を与え，ヘッセ行列に対する近似も
同様に与えることが [98]で示されている．

4.4.3 勾配およびヤコビアンの計算効率化に向けた構造の活用

前節で導出した勾配及びヤコビアンは，構造化行列の構造を明示的に記述すること
で，計算手順の具体化および計算量の評価が可能となる．実際の問題に現れる構造化
行列は多種多様であるが，それら全てに対して個別に勾配及びヤコビ行列を計算する
必要があるわけではない．この主張は次の定理によって支持される．� �
定理 36 ([21, Lemma 3]). 行列構造 S ′ : Rnc → RK×L′ に対して，任意の行列
Ξ ∈ RL′×L が rankΞ = L ≤ L′ を満たすとする．このとき，

S(c) = S ′(c)Ξ (4.99)

と表される新たな構造 S : Rnc → RK×L に対して，

LS′(Ξx) = LS(x) (4.100)

が成り立つ．ここで LS′ および LS はそれぞれ対応する構造に基づく SLRA 問題
(4.12) の目的関数である．� �
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この定理は，ある行列構造に対して定められる SLRA 問題を，それと特定の線形関
係を持つ別の構造に帰着して解くことが可能であることを意味する．特に，実用上よく
現れる多くのAffine構造化行列 S(c)は，モザイク型Hankel行列Hm,n(c)と式 (4.100)

の関係にあることが知られている．例えば，Toeplitz行列や Sylvester行列がその一例
である [2]．
この関係性を活用し，文献 [21] ではモザイク型Hankel行列Hm,n(c) に対する目的
関数およびその勾配，最適化変数のヤコビアンの計算方法が詳細に述べられている．ま
た，同文献では，それらの評価が O(KL2) で実行可能であることが示された．ただし，
同文献では本論文とは異なり，横長の構造化行列を対象としているため，本論文と合
わせて議論する際には，行列及び関連する式を転置したものを考える必要があること
を付記する．

4.5 零空間表現以外の低ランク性の記述法
これまでに，SLRA問題に対する定式化として，零空間表現に基づく方法を紹介し
た．しかし，低ランク性を表現する手法はこれに限らず，他にも像空間表現や，核ノ
ルム最小化による凸緩和など，異なる特徴を持つ定式化が提案されている．本節では，
これら零空間表現以外の代表的なアプローチについて概説する．

4.5.1 像空間表現法 [3]

文献 [3] では，次の目的関数を最小化する手法が提案された．

min
Q,P
‖πS(QP)− S(c)‖2W + λ‖QP− πS(QP)‖2F, (4.101)

ここで，πS(D)は行列Dを写像Sの値域の要素のうち最も近いものへと移す写像であ
り，次の補題 37で与えられる．また，第 2項は構造を持つ行列との距離をペナルティ
として課す項であり，λ は小さい値から大きい値へと適応的に増加可能である．λ が固
定された場合，非構造化の場合と同様に，目的関数は交互最小二乗法により最小化さ
れる．この定式化において，目的関数の第一項は前節で扱った定式化とは異なり，行
列のノルムであることに注意が必要である．

- 67 -



4章 - 構造化低ランク近似

� �
補題 37 (構造化行列空間への直交射影 [3]). 仮定 31を満たす写像 Sが所与である
とする．その像空間 Im(S)への行列Dの直交射影 πS(D)は．

πS(D) := S(S† vec(D)) (4.102)

で与えられる．� �
補題 37 の証明. Im(S) に属する行列のうち，非構造化行列 D に Frobeniusノルムの
意味で最も近いものは，次の最小化問題の解として得られる：

min
ĉ∈Rnp

‖D− S(ĉ)‖2F. (4.103)

これはさらに，vec作用素を用いて以下のように表せる：

min
ĉ∈Rnp

‖ vec(D)− (vec(S0) + Sĉ ) ‖22. (4.104)

仮定 31より，S の列ベクトルたちは互いに線形独立であることにより S⊤ vec(S0) = 0

であるから，式 (4.104) は解が一意に定まる最小二乗問題となる．この解は，

ĉ∗ = (S⊤S)−1S⊤(vec(D)− vec(S0)) (4.105)

= (S⊤S)−1S⊤ vec(D) (4.106)

= S† vec(D) (4.107)

と表される．したがって，
πS(D) = S(S† vec(D)) (4.108)

となり，補題の主張が示された.

直交射影 πS に関して，行列構造の定義 4.5及び式 (4.4)より，

vec πS(D) = vec (S(S† vec (D)))

= vec(S(0)) + SS† vec (D)

であるため，次の等式が成立する：

vec πS(D) = vec (S(0)) + ΠS vecD. (4.109)
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ここで，ΠS = SS† = S(S⊤S)−1S⊤ は，S の像に対する直交射影を与える行列である．式
(4.109) はのちに補題の証明に用いる．

注 38 (直交射影の解釈). ベクトル化された K × L 行列 D に対して S† を適用する操
作は，構造パラメータベクトルを生成するものであり，それは D の中で同じ S(k) に
対応する要素の平均をとることに対応する．実際，S⊤ vec(D) は，各 Sk に対応する要
素の総和を含むベクトルである．また，仮定 31より，S⊤S は対角行列であり，その対
角成分はそれぞれの Sk に含まれる非零要素の個数と一致する．すなわち，

S⊤S =

‖S1‖2F 0
. . .

0 ‖Snp‖2F

 =

#nz(S1) 0
. . .

0 #nz(Snp)

 , (4.110)

ただし，#nzは非零要素数を表す．したがって，(S⊤S)−1S⊤ を掛ける操作は，構造パラ
メータの各要素に対応する行列成分の平均をとることに相当する．特に，構造化行列
をベクトル化したものに対して S† を適用すると，その構造パラメータが抽出される．
すなわち，

S† vec (S(c)) = (S⊤S)−1(S⊤S)c = c. (4.111)

�

式 (4.101) の目的関数第一項 ‖πS(QP)− S(c)‖2Wを行列ノルムからベクトルノルム
に書き換える．

vec (S(c)− πS(QP)) = Sc+ vec (S(0))−
(
ΠS vec (QP) + vec (S(0))

)
= Sc− SS† vec (QP) (4.112)

であるため，

‖S(c)− πS(QP)‖2W =
(
Sc− SS† vec (QP)

)⊤
W
(
Sc− SS† vec (QP)

)
=
(
c− S† vec (QP)

)
S⊤WS

(
c− S† vec (QP)

)
=
∥∥c− S† vec (QP)

∥∥2
W

(4.113)

と変形でき，(4.101)と同値な最小化問題として

min
Q,P

∥∥c− S† vec (QP)
∥∥2
W

+ λ‖QP− πS(QP)‖2F, (4.114)
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を得る．ここで
W := S⊤WS (4.115)

と定めた．以下での利用を想定し，Wに対する最大階数分解をW = L⊤
W
LWと表す．

アルゴリズム

本手法の基本的な考え方は，非構造化行列に対する交互射影を用いた低ランク近似
手法と同様に，最小化問題 (4.114) をQ を固定した下での P に関する最小化問題

min
P
‖c− S† vec(QP)‖2

W
+ λ‖QP− πS(QP)‖2F (4.116)

及び，P を固定した下での Q に関する最小化問題

min
Q
‖c− S† vec(QP)‖2

W
+ λ‖QP− πS(QP)‖2F (4.117)

を交互に解くことで近似解の更新を繰り返すことに基づく．� �
補題 39. 問題 (4.116) および (4.117)は，以下のような最小二乗問題と等価である：

(4.116) ⇔ min
P

∥∥∥∥∥
[
LW S†

√
λΠS⊥

]
(IL ⊗Q) vec (P)−

[
LWc

√
λ vec (S0)

]∥∥∥∥∥
2

2

,

(4.117) ⇔ min
Q

∥∥∥∥∥
[
LW S†

√
λΠS⊥

]
(P⊤ ⊗ IK) vec (Q)−

[
LWc

√
λ vec (S0)

]∥∥∥∥∥
2

2

,

(4.118)

ただし，ΠS⊥ は S⊤ の零空間に対する直交射影子を表す．� �
補題 39 の証明. 恒等式 (3.19)を用いると，次の関係が得られる：

vec(QP) = (IL ⊗Q) vec(P) = (P⊤ ⊗ IK) vec(Q). (4.119)

まず，問題 (4.116) を考える．式 (4.109) および (4.119) を用いると，式 (4.116)で定
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められる最小化問題は次のように書き換えられる：

min
P
‖c− S† vec(QP)‖2

W
+ λ‖QP− πS(QP)‖2F

⇐⇒ min
P
‖LW(c− S† vec(QP))‖22 + λ‖ vec(QP)− vec(πS(QP))‖22,

⇐⇒ min
P
‖LW(c− S† vec(QP))‖22 + λ‖ vec(QP)− vec(S(0))−ΠS vec(QP)‖22,

⇐⇒ min
P
‖LWS† vec(QP)− LWc‖22 + ‖

√
λΠS⊥ vec(QP)−

√
λ vec(S(0))‖22,

⇐⇒ min
P

∥∥∥∥∥
[
LW S†√
λΠS⊥

]
vec(QP)−

[
LWc√

λ vec(S(0))

]∥∥∥∥∥
2

2

,

⇐⇒ min
P

∥∥∥∥∥
[
LW S†√
λΠS⊥

]
(In ⊗Q) vec(P)−

[
LWc√

λ vec(S(0))

]∥∥∥∥∥
2

2

.

Q に関する導出も同様に行うことができる．

補題 39 における両方の問題は，いずれも最小二乗問題であり，解析解が閉形式で表
される．ここでは，固定された λ に対して，交互最小二乗法およびブロック座標降下
法（block coordinate descent）の枠組みに基づくアルゴリズムを紹介する．すなわち，
式 (4.118) に示された最小二乗問題を順次解くことで，P およびQ の近似解を交互に
改善する．アルゴリズムの概要を，Algorithm8 に示す．

Algorithm 8 行列因子分解による構造化低ランク近似
: Structured low-rank approximation by factorization

Input: c ∈ Rnp , S(0) ∈ RK×L, S ∈ R(KL)×np , W = L⊤
W
LW ∈ Rnp×np , r ∈ N, Q0 ∈

RK×r.

Output: 問題 (4.114) に対する局所最適解 Q ∈ RK×r 及び P ∈ Rr×L.

1: 次を計算: S† = (S⊤S)−1S⊤.

2: 初期化: Q = Q0, λ1 = 1，j = 0.

3: repeat

4: j = j + 1，k = 0

5: repeat

6: k = k + 1

7: 部分問題 (4.116)の求解によりPを更新.

8: 部分問題 (4.117)の求解によりQを更新.

9: until (停止基準を満たすまで)

10: ペナルティ係数 λj+1の値を λj+1 > λjとなるように更新.

11: until (停止基準を満たすまで)
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派生手法

このアプローチの拡張として，Lagrangeの未定乗数法に基づく手法が [99] で提案さ
れている．また，複数のランク制約を扱うために，近接法（Proximal Methods）を用
いた拡張が [100] により提案されている．一般的に，ランク r の行列の集合は多様体
を形成するが，この多様体上での最適化手法は，式 (4.101)ように定式化された SLRA

問題に適用可能である．

4.5.2 核ノルム緩和法

低ランク制約は特別な場合を除いて非凸な制約であり，最適化を難しくしている要
因の一つである．これを核ノルムの制約に置き換えることで，半正定値計画（Semi-

Definite Program）問題へと変換することが可能である1．文献 [101, 92]では，この考
えに基づいた SLRA手法が提案されている．半正定値計画問題は，既存のアルゴリズ
ムによって収束が保証された形で解くことができるため，高品質なソフトウェア実装
が容易である．特に CVX [102] パッケージがツールとして知られている．また，核ノ
ルム緩和法の利点の一つとして，問題設定の柔軟性が挙げられる．たとえば，問題に
Affine不等式制約を追加しても，問題の凸性は保持される．そのため，現実のさまざま
な制約条件を考慮しやすい．しかし，核ノルム緩和法を用いる際の欠点として，最適
化変数の数がデータ点の数の 2乗に比例して増加する点がある．そのため，この手法は
（パラメータベクトルの次元 np が 1000を超えるような）大規模な問題には適用が困難
である．このように，小規模な問題に適した手法であることには注意が必要である．

正則化項つき核ノルム最小化� �
定義 40. 行列 M の核ノルムは，その特異値の総和として定義される:

‖M‖∗ =
∑
i

σi(M) (4.120)

ここで，σi(M) は M の i番目に小さい特異値である．� �
1対象の行列が正定値対称であればトレース，対称行列に対しては固有値の絶対和を用いる．
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核ノルムを最小化することで，解の階数が低くなるように誘導可能であり，核ノル
ムに関する閾値 µを適切に与えることで，ランク制約 rankS(ĉ) ≤ rに近似可能な核ノ
ルム制約 ‖S(ĉ)‖∗ ≤ µを得る．この関係を用いることで，SLRA問題2

minimize
ĉ∈Rnz

∥∥∥ĉ− c
∥∥∥
2

subject to rankS(ĉ) ≤ r
(4.121)

を緩和（核ノルム緩和）した形式を得る:� �
minimize

ĉ
‖c− ĉ‖2

subject to ‖S(ĉ)‖∗ ≤ µ.
(4.122)

� �
核ノルムによるランク制約の緩和は，元の制約の凸緩和のうち最も厳密な凸緩和であ
ることが示されており [101, Theorem 1]，理論的な正当性がある．ここで新たな制約な
し最適化問題

minimize
ĉ

‖c− ĉ‖2 + γ‖S(ĉ)‖∗. (4.123)

を考えると，これは正則化された核ノルム最小化問題であり，適切な γ を選ぶことで
(4.122)で定められる問題の解と一致する．なお，式 (4.123)は次の最適化問題と等価
である [23]:

minimize
ĉ

‖S(ĉ)‖∗ + γ′‖c− ĉ‖2. (4.124)

これは SLRA問題の目的関数と制約条件を入れ替えた問題である，構造化行列のラン
ク最小化問題に対する核ノルム緩和問題 [103, 23, 90, 18, 101]

minimize
ĉ

‖S(ĉ)‖∗

subject to ‖c− ĉ‖2 ≤ τ.
(4.125)

に対し正則化を適用した最適化と解釈できる．
上述のように，核ノルム緩和を用いることの利点の一つに，Affine不等式制約の追加
に対する柔軟性があった．例えば，問題 (4.124)に対して新たな線形不等式制約Aĉ ≤ b

2本節では先行研究の記述に倣い，目的関数は単に 2ノルムとし，また二乗ではなく一乗を考える．
これは本章の冒頭で定めたものと異なっていることに注意が必要である
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を追加した，次の最適化問題を考える:

minimize
ĉ

‖c− ĉ‖2

subject to ‖S(ĉ)‖∗ ≤ µ,

Aĉ ≤ b.

(4.126)

核ノルム最小化問題と半正定値最小化問題の等価性

一般の行列Dに対する核ノルム制約 ‖D‖∗ ≤ µ は，次の補題が示すように，半正定
値制約に書き換えられる [101, Chapter 5]．� �
補題 41 ([101, Lemma 2]). 行列D ∈ RK×Lと µ ∈ Rに対して，‖D‖∗ ≤ µである
ことと，

1

2
(tr(E) + tr(F)) ≤ µ, (4.127)[

E D⊤

D F

]
� 0 (4.128)

なる二つの半正定値行列E ∈ RK×K 及びF ∈ RL×Lが存在することは同値である．
ここでM � 0は，行列Mが半正定値行列であることを表す．� �
これにより，式 (4.126)で定められる最適化問題を次のような半正定値計画問題とし
て解くことができる:� �

minimize ‖c− ĉ‖2

subject to

[
E S⊤(ĉ)

S(ĉ) F

]
� 0,

1

2
(trE+ trF) ≤ µ,

Aĉ ≤ b.

(4.129)

� �
半正定値計画問題は，凸最適化のための計算パッケージであるCVX [102]を使用する
ことで効率よく求解可能である．
一方，問題のサイズが増大すると半正定値行列のサイズが増大した場合には，計算量
が極端に増大してしまうため，半正定値最適化問題として扱うことも不適当となる．な
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お，双対な関係にある構造化行列のランク最小化問題に対する核ノルム緩和問題 (4.125)

に対しては，内点法を用いた研究や，交互乗数法（Alternating Direction Method of

Multipliers: ADMM）を用いた研究例が報告されている [90]．
さらに対象を限定した場合の手法として，特定の目的関数である場合に，その性質
を考慮した凸包に基づく，より厳密な緩和手法も提案されている [104, 105, 106], [107,

§VI]．

補題 41の証明 [101]. （十分性の証明）‖D‖∗ ≤ µを仮定する．UΣV⊤ = D（U ∈

RK×(K−r)，Σ ∈ Rr×r，V ∈ RL×(L−r)）を Dの SVDとする．E = UΣU⊤ + γIK，
F = VΣV⊤ + γILとおくと，γ > 0に対してこれら二つの行列は明らかに半正定値行
列であり，

trE+ trF = 2 trΣ+ γ(K + L) = 2‖D‖∗ + γ(K + L) (4.130)

が従う．不等式 (4.127)の成立を示すためには，このように定めたE,Fに対して

1

2
(trE+ trF)− µ ≤ 0 (4.131)

が成立する γ > 0が存在することを示す必要がある．不等式 (4.131)の左辺に式 (4.130)

を代入することで

1

2
(trE+ trF)− µ = ‖D‖∗ +

γ

2
(K + L)− µ (4.132)

を得る．仮定より µ− ‖D‖∗ ≥ 0であるため，

γ ≤ 2(µ− ‖D‖∗)
K + L

(4.133)

を満たす γを採用すれば，不等式 (4.131)が成立する．続いて式 (4.128)の左辺について[
E D⊤

D F

]
=

[
UΣU⊤ VΣU⊤

UΣV⊤ VΣV⊤

]
+ γ

[
IK O

O IL

]
(4.134)

=

[
U

V

]
Σ
[
U⊤ V⊤

]
+ γIK+L (4.135)

となるため，式 (4.128)が成立する．
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4章 - 構造化低ランク近似

（必要性の証明）E及びFが不等式 (4.127)及び式 (4.128)の条件を満たすことを仮
定する．新たに [

UU⊤ −UV⊤

−VU⊤ VV⊤

]
なる行列を考えると，この行列が半正定値であることは簡単な計算により確認できる．
半正定値行列同士の積のトレースは非負であるため，

tr

([
UU⊤ −UV⊤

−VU⊤ VV⊤

][
E D⊤

D F

])
≥ 0 (4.136)

である．この不等式の左辺を展開することで

trUU⊤E− trUV⊤D− trVU⊤D⊤ + trVV⊤F ≥ 0 (4.137)

を得る．Uは部分直交行列であるため，これを拡張することで直交行列を得る，すな
わち

∃Ũ such that [UŨ][UŨ]⊤ = UU⊤ + ŨŨ⊤ = IK . (4.138)

また同様に，
∃Ṽ such that [VṼ][VṼ]⊤ = UV⊤ + ṼṼ⊤ = IL (4.139)

である．仮定より trE ≥ 0であり，加えて tr ŨŨ⊤ ≥ 0 であることから tr ŨŨ⊤E ≥ 0

が従い，
trUU⊤E ≤ trUU⊤E+ tr ŨŨ⊤E = trE (4.140)

なる不等式を得る．同様に trVV⊤F ≤ trFも成立する．さらに，trVU⊤D = trVΣV⊤ =

trΣ，trUV⊤D⊤ = trUΣU⊤ = trΣであることを踏まえると，式 (4.137)より trE+

trF− 2 trΣ ≥ 0 が成立し，仮定している不等式 (4.127)より

trΣ = ‖D‖∗ ≤ µ (4.141)

が帰結し，題意が成立する．

4.5.3 常微分方程式の活用

近年，一連の研究 [108, 6, 109] により，SLRA の解を，固有値または特異値に関す
る微分方程式の解として求めることが可能であることが示された．このため，対応す
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4.5零空間表現以外の低ランク性の記述法

る常微分方程式 (Ordinary Differential Equation: ODE) を積分することで SLRA を解
く手法が提案されている．このアプローチは，ある種の行列構造（例えば，Sylvester

行列 [108, 6]）に対しては非常に良好に機能するが，Hankel行列の場合の挙動は完全に
は解明されておらず，アルゴリズムに対する適宜の調整が必要とされる [109]．

4.5.4 IRLSを適用する手法

階数の代替指標（サロゲート）の考えに基づき，IRLS（Iteratively Reweighted Least

Squares）による最適化を行う手法も提案されており，これらの手法は局所収束性や理
論的保証を備えている [110, 111]．また，これらの手法は高速に実装可能である点が優
れている [112]．しかしながら，著者の知る限り，この分野においてこの手法は主要な
方法論とは認識されていないのが現状である．
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第5章 STLN-SLRAにおける初期方
程式の選択方法

第 1章で述べたように，零空間表現に基づくSLRA問題では，以下の近似式を考える:

S(c)x ≈ 0. (5.1)

この式は，修正項 ∆c を含む厳密な等式S(c+∆c)x = 0 において，∆c = 0 を代入し
たものに由来する．この近似を用いることで，SLRA 問題を解くための数学的な枠組
みを定めることが可能となる．
STLN に基づく SLRA では，第 4.3節でも述べたように，低ランク性の制約式 (5.1)

の代わりに次の式（本論文では，第 i初期方程式と呼称）を用いる．
第 i初期方程式� �

S(i)x(i) = si. (5.2)� �
ここで，S(i) := S(c)Ĩi, si := −S(c)ei である．
歴史的な経緯を振り返ると，STLNに基づく SLRA（以下，STLN-SLRA）が提案さ
れた当初は，主に最初または最後の初期方程式が用いられていた [63, 7]．実際，これ
らが適切となる状況も存在するが，限定的である．文献 [25] では，初期方程式の選択
が STLN-SLRA の収束速度や近似精度に影響することが示されており，異なる初期方
程式を選択することで STLN-SLRA の性能向上が期待できる．したがって，初期方程
式の選択は，STLN-SLRA の実用的な応用において重要な要素である．しかし，文献
[25]で提案された初期方程式の選択基準は必要な計算量が大きく，S(c) の列数 L に対
して O(L4) を要し，理論的妥当性の検討も不十分である．本章1では元の問題と初期方
程式との関係を理論的に解析し，O(L3) の計算量で実現可能な新たな選択基準を提案
する．さらに，Sylvester行列及びHankel行列に対する数値実験を通じて，提案する選

1本章の内容は，著者らによる研究 [4] (Copyright(c)2025 Elsevir B.V.) に基づいて記述されている．
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5.1STLN-SLRAにおける問題点

択基準が初期方程式の選択にかかる時間のみならず，STLN-SLRA全体の計算時間の
短縮にも寄与することを確認する．

5.1 STLN-SLRAにおける問題点
本節では，ランク制約を表す元々の式から初期方程式への変形の過程（式 (4.15)–

(4.17)）に数値誤差を生み出す要因があることと，さらにその数値誤差が選択する初期
方程式によって変化することを具体例を用いて確認する2．

5.1.1 S(c)が雑音を含まない場合の各列ベクトルの線形従属性

SLRA問題 (4.12)において
S(c)x = 0 (5.3)

を厳密に満たす非零ベクトルxの存在を仮定すると，その最適解は明らかに∆c = 0で
あり，式 (5.3)は問題 (4.12)の特殊な形式であると言える．式 (5.3)に対して式 (4.15)か
ら (4.17)までと同様の変形を行い，式 (5.2)の形式で解いた際の計算誤差を比較する．

例 3 (xに零要素が含まれる場合). はじめに，選択するべきでない初期方程式につい
て説明する．これは，第 4.3節で説明した通り，xi = 0であるような第 i初期方程式で
ある．実際

S(c)x = 0 ⇐⇒ x1s1 + · · · xi−1si−1 + xisi + xi+1si+1 + · · ·+ xLsL = 0

⇐⇒ x1s1 + · · · xi−1si−1 + xi+1si+1 + · · ·+ xLsL = 0
(5.4)

となるため，式 (5.3)からは siがS(c)の他の列ベクトルたちの張る線形部分空間に属
するかどうかを判別できず，第 i初期方程式 S(i)x(i) = siに解が存在する保証がない．
より具体的な例として，二つの多項式の組

p(1)(t) = (t+ 1)(t− 1)(t− 2) = t3 − 2t2 − 1t+ 2

p(2)(t) = (t+ 0)(t− 1)(t− 2) = t3 − 3t2 + 2t+ 0

2本節は，著者らによる研究 [113](Copyright(c)2022 IEICE) に基づいて記述している．
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5章 - STLN-SLRAにおける初期方程式の選択方法

表 5.1: 線形方程式 (5.6) の解に基づく誤差の比較 (xに零要素が存在する場合)

: Error Comparison Based on Solutions of the Linear Equation (5.6) (with zero in

x)[113].

列番号 ‖S(i)x(i) − si‖2 ‖x− ϕi(x(i))‖
1 1.02× 10−15 2.94× 10−16

2 1.09× 10−15 2.24× 10−16

3 1.04× 10−15 3.35× 10−16

4 2.45 1.41

を考えると，これらのGCDは (t− 1)(t− 2)であり，その次数は 2である．これ故に

S(c) = fSyl2(p
(n)) =


1 0 −1 0

−3 1 2 −1
2 −3 1 2

0 2 −2 1

0 0 0 −2

 , x =


1

1

1

0

 (5.5)

に対して3 S(c)x = 0であり，さらに i 6= 4に対して xi 6= 0であるため

S(i)x(i) = si (5.6)

は解を持つ．この線形方程式の解x(i)から ϕi(x(i)) を構成すると，これらは理想的には
スカラ倍を除いてxと一致するはずである．ϕi(x(i))たちをノルムが 1になるように正
規化し，同様に正規化した真値 xとの誤差を比較した結果を表 5.1の第 3列に示した．
また，i 6= 4に対して si ∈ S(i)であることから，ベクトルS(i)x(i) − siも 0になること
が望ましい．この誤差についても表 5.1の第 2列に示した．
fSyl2(p

(n))の第 4列を右辺に移動した場合の誤差がどちらも 0から大きく離れてい
る. そのためこの例において明らかに第 4初期方程式に対する求解は意味をなさない．
誤差が大きくなる原因としては，先も述べた通り xの第 4成分が 0であり，第 4初期
方程式が解を持たないことに起因する．

例 4 (xに零要素が存在しない場合). 次に，xi 6= 0であるような iが複数ある場合にも，

3第 2.2節で定めた，複数の多項式に対する記法を使用している．
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5.1STLN-SLRAにおける問題点

表 5.2: 線形方程式 (5.6) の解に基づく誤差の比較 (xに零要素が存在しない場合)

: Error Comparison Based on Solutions of the Linear Equation (5.6) (w/o zero in

x)[113].

列番号 ‖S(i)x(i) − si‖2 ‖x− ϕi(x(i))‖ |xi|
1 4.55× 10−9 5.06× 10−11 1

2 4.70× 10−9 1.73× 10−11 102

3 1.25× 10−10 3.59× 10−13 103

4 1.24× 10−7 1.76× 10−12 1

5 1.34× 10−8 1.47× 10−11 20

6 2.06× 10−9 1.44× 10−12 102

選択する初期方程式によって数値的に良い結果を得ることを説明する．具体例として
p(1)(t) = (t+ 2)(t2 + 100t+ 1000) = t3 + 102t2 + 1200t+ 2000

p(2)(t) = (t+ 2)(t2 + 20t+ 100) = t3 + 22t2 + 140t+ 200

を考える．これら 2つの多項式のGCDは (t+2)であり，その次数は 1であることから，

S(c) = fSyl1(p
(n)) =



1 0 0 −1 0 0

22 1 0 −102 −1 0

140 22 1 −1200 −102 −1
200 140 22 −2000 −1200 −102
0 200 140 0 −2000 −1200
0 0 200 0 0 −2000


, x =



1

100

1000

1

20

100


に対してS(c)x = 0を満たす．例 3と同様に初期方程式の求解に関連する誤差を表 5.2

に示した．なお，この例では零空間の真値との誤差および初期方程式の残差を最小と
する列番号は xの絶対値最大の要素番号に一致している．

上記の表 5.1及び表 5.2の第 2列目で評価した残差ベクトル

S(i)x(i) − si = (S(i)S†
(i) − IK)si (5.7)

は siの Im(S(i))の直交補空間への直交射影であり，厳密に si ∈ Im(S(i))であれば 0に
なる．そのため

min
x(i)

‖S(i)x(i) − si‖2 = ‖(S(i)S†
(i) − IK)si‖2 (5.8)

が大きいベクトル siを，以後線形従属度の低いベクトルと表現する．
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5.1.2 S(c)が雑音を含む場合

改めてAffine構造化行列S(c)がパラメータベクトル cの摂動の影響でフルランク行
列となっている場合，つまり全ての列が線形独立となっている状況を考える．S(c)の
摂動成分を STLN法によって補償し SLRAを行うとき，フルランク行列S(c)から第 i

列ベクトル siを抜き出し，

(si +∆si(∆c)) ∈ Im(S(i) +∆S(i)(∆c)) (5.9)

を満たす最小の修正差分∆c によって計算されるS(c+∆c)がS(c)に対する近似結果
となる．ただし

∆si(∆c) := (S(∆c)− S0) ei (5.10)

∆S(i)(∆c) := (S(∆c)− S0) Ĩi (5.11)

である．この操作はフルランク行列S(c)のいずれかの列ベクトルを，その他の列ベク
トルたちに対して線形従属にしているとも捉えることができる．最初期のSTLN-SLRA

では，そのような列ベクトルとして s1あるいは sLを用いていたが，残りの列ベクトル
たちとの線形従属度が低い場合，それらが線形従属となるように矯正する労力が余分
にかかることになる．また，先に確認したように，線形従属度が低い列ベクトルを右
辺に移動した場合，その初期方程式の解x(i) = S†

(i)siから構成される ϕi(x(i))は，真の
値 xから大きく乖離する．STLN-SLRAでは cのみならず xについても最適化を局所
的に行うが，このように乖離の大きい ϕi(x(i))はその初期値として不適切であり，それ
を導く初期方程式もまた望ましくない．したがって，STLN-SLRAの実行にあたって
は，適切な初期方程式を選択するための基準が必要である．

5.2 従来手法
文献 [25]では, Algorithm 5 の手順 3において初期方程式を選択する基準として次の
二つが提案された．
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5.2従来手法

図 5.1: 選択基準 1 及び 2 の幾何的解釈
: Geometric Interpretation of Selection Criterion 1 and 2.

選択基準 1� �
iresidual := arg min

i
distresidual(S(i), si) (5.12)

distresidual(S(i), si) := ‖S(i)(S†
(i)si)− si‖2 = ‖(IK − S(i)S†

(i))si‖
2 (5.13)� �

選択基準 2� �
iangle := arg min

i
distangle(S(i), si) (5.14)

distangle(S(i), s1) := cos−1

(
s⊤i S(i)S†

(i)si

‖si‖ · ‖S(i)S†
(i)si‖

)
(5.15)

� �
選択基準 1 は，‖r(0,x(i))‖2 を最小化することに基づいており，これは Algorithm 5

の手順 4 で指定されている内容と同じである．この基準は，x(i) に対する誤差が最小
になるように初期方程式を選択することを目的としている．
一方，選択基準 2 は，図 5.1に表されるように，部分空間 Im(S(i)) と Im(si) の間の
主要角（principal angle)を最小化することに基づいている．STLN の目的は，適切な
修正差分を加えることで si を Im(S(i)) に含めることであるため，この基準はその目
的に整合している．
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しかし，これらの基準によって選択された初期方程式 (5.2) が，元の近似式 (5.1) の
妥当な近似となるかどうかは自明ではない．特に，選択基準 1 や 選択基準 2 で選ばれ
た初期方程式が，元の問題設定に対してどの程度適切であるかについての理論的な保
証が不足している．
さらに，これらの基準には計算量が大きいという問題も存在する．具体的には，各

i = 1, . . . , L について初期方程式を選択するために，擬似逆行列 S†
(i) を計算する必要

があり，この計算の計算量はO(L3) である．そのため，全体としての計算量は O(L4)

となり，大規模な問題に対しては計算負荷が非常に高くなる．したがって，実用的な
観点からは，これらの基準をそのまま用いるのではなく，計算量を抑えつつ有効な初
期方程式を選択するための新たな手法の導入が求められる．

5.3 提案法 [4]

本節では，新たに初期方程式の選択基準を提案する．そのような基準の構築にあたっ
て，式 (5.1)における ‘近似’の解釈を改めて行うことから始める. 式 (5.1) の解を

x̂ = arg min
∥x∥≥1

‖S(c)x‖2, (5.16)

によって表す．これより，式 (5.16)と同一の解を持つという意味で同等な線型方程式
を探す．
σ を S(c) の最小特異値とし，u および v をそれに対応する正規化された左および
右特異ベクトルとする．このとき，式 (5.16) の解は，明らかに次式を満たす:

S(c)v = σu. (5.17)

このため，初期方程式の選択は，式 (5.17)を元にして行うべきである．
式 (5.17) と 式 (5.2) の差異を解析するために，式 (5.17) において S(c) の第 i 列を
左辺から右辺へ移項する:

S(c)(ĨiĨ
⊤
i + eie

⊤
i )v = σu ⇐⇒ S(c)ĨiĨ

⊤
i v = σu− S(c)eie

⊤
i v

⇐⇒ − 1

vi
S(i)Ĩ

⊤
i v = si −

σ

vi
u. (5.18)
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次にΠsi =
sis

⊤
i

∥si∥2 を Im(si) への直交射影子とし，u 次のように分解する:

u = Πsiu+ (IK −Πsi)u.

この時，(IK −Πsi) も直交射影子である．ここで，直交射影子は冪等な対称行列であ
ることを付記する．すなわち

Π⊤
si
= Πsi , (5.19)

Π2
si
= Πsi , (5.20)

(IK −Πsi)
⊤ = (IK −Πsi), (5.21)

(IK −Πsi)
2 = (IK −Πsi). (5.22)

式 (5.18) は次のように変形可能である:

− 1

vi
S(i)Ĩ

⊤
i v =

(
si −

σ

vi
Πsiu

)
− σ

vi
(IK −Πsi)u

=

(
1− σ

vi

s⊤i u

‖si‖2

)
si −

σ

vi
(IK −Πsi)u. (5.23)

上式の両辺を siの係数で除すことで，さらに次式を得る:

− 1

vi

1− σ

vi

s⊤i u

‖si‖2

S(i)Ĩ
⊤
i v = si −

σ

vi

1− σ

vi

s⊤i u

‖si‖2

(IK −Πsi)u. (5.24)

続いて

x(i) = −

1

vi

1− σ

vi

s⊤i u

‖si‖2

Ĩ⊤
i v (5.25)

とおくことで，式 (5.24)を第 i初期方程式に類似する形式に整理可能である:

S(i)x(i) = si −

σ

vi

1− σ

vi

s⊤i u

∥si∥2

(IK −Πsi)u

= si −
(
vi
σ
− s⊤i u

‖si‖2

)−1

(IK −Πsi)u. (5.26)

式 (5.26) は，式 (5.17) と同一であることに注意されたい．ここで，式 (5.26) の右辺第
2項を h とする．式 (5.2) が式 (5.26) を良好に近似するためには，h のノルムが十分
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小さいことが望ましい．そこで，‖h‖2 と ‖si‖2 の比に着目し，以下のように定義する．

κi :=
1

‖si‖2

(
vi
σ
− s⊤i u

‖si‖2

)−2

‖(IK −Πsi)u‖2. (5.27)

続いて式 (5.27) に現れるいくつかの因子に対し変形を施す:(
vi
σ
− s⊤i u

‖si‖2

)−2

=
σ2

v2i

‖si‖4

(‖si‖2 − σ2)2
, (5.28)∥∥∥(IK −Πsi)u

∥∥∥2 = u⊤(IK −Πsi)u

= u⊤u− u⊤sis
⊤
i u

‖si‖2

= 1− σ2v2i
‖si‖2

. (5.29)

ここでは，式 (5.17) から S(c)⊤u = σv が導かれ，s⊤i u = σvi が成立することを利用
した．上式 (5.28)及び式 (5.29)を受けて，κiは次の形式に縮約される:

κi =
‖si‖2 − (s⊤i u)

2(vi
σ
‖si‖2 − s⊤i u

)2 =
σ2

v2i
· ‖si‖

2 − σ2v2i
(‖si‖2 − σ2)2

. (5.30)

最終的に，κiより定数因子 σ2 を取り除いたものとして，初期方程式の新たな選択基準
を次に提案する．
提案選択基準� �

iproposed = arg min
i

‖si‖2

v2i
− σ2

(‖si‖2 − σ2)2
(5.31)

� �
S(c)の全ての列ベクトルのノルムが等しい，つまり ‖s1‖ = ‖s2‖ = · · · = ‖sn‖ とな
る場合は，提案選択基準はさらに次の単純な形式に帰着する:

iproposed = arg max
i

|vi|. (5.32)

5.3.1 本手法の計算量

提案した基準の計算量は容易に O(L3) であると確認できるのに対し，従来の基準の
計算量は O(L4) となる．この差は，式 (5.31)の計算量が主にS(c)† で占められており，
その計算量が O(L3) であることに起因する．
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5.4 数値実験
本節では，数値例を用いて，提案する選択基準を用いた STLN-SLRAが従来法より
も計算時間を削減できることを確認する．提案基準が初期方程式の選択にかかる計算
量を削減することは自明であるが，提案基準が全体の実行時間も削減するかどうかは
明らかではないためである．また，提案基準を用いた STLN-SLRAが従来法と同等の
精度を維持していること，並びに SLRAを介した各種推定問題における推定性能を検
証する．本章で行ったすべての数値実験は 2.3 GHz CPUを搭載した計算機で行い，す
べてのアルゴリズムは MATLAB R2022b [114] で実装した．

5.4.1 近似GCD計算への適用例

ここでは，STLN-SLRAを用いて近似GCDを計算することにより，2つの多項式に
対するGCDの推定問題 18を解く．
真の多項式を次のように設定する：

p̄(1)(t) = ḡ(1)(t)w̄(t) ∈ Rn1 [t],

p̄(2)(t) = ḡ(2)(t)w̄(t) ∈ Rn2 [t],
(5.33)

ただし，ḡ(1)(t) ∈ Rn1−d[t]及び ḡ(2)(t) ∈ Rn2−d[t]，w̄(t) ∈ Rd[t] の係数は，いずれも標
準正規分布に従って独立に生成し，ḡ(1)(t) と ḡ(2)(t)が互いに疎であることを確認した．
この時

deg gcd(p̄(n)(t) = d ≥ 1

である．さらに，p̄(1) 及び p̄(2) はそれぞれ ‖p̄(1)‖ = ‖p̄(2)‖ = 1 となるよう正規化する．
雑音項は係数が標準正規分布に従う多項式 η(1)(t)及び η(2)を用いてαη(1)(t) と αη(2)(t)

とし，α は雑音の標準偏差を表す．観測多項式は次のように与えられる：
p(1)(t) = p̄(1)(t) + αη(1)(t)

p(2)(t) = p̄(2)(t) + αη(2)(t).
(5.34)

この観測多項式に対して，次の SLRA問題を STLN-SLRAで解き，真の多項式の係数
ベクトル p̄(n) に対する推定値 p̂

(n)
∗ を得る：

p̂(n)
∗ := arg min

p̂(n)

‖ĉ− c‖22

subject to rank fSyld(p̂
(n)) ≤ L− 1.

(5.35)
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実験では，p̄(n)及びη(n) をランダムに生成し，これを異なる値の α に対して各 1000

回繰り返した．上述の設定では ‖p(1)‖ ≈ ‖p(2)‖ であることに着目し，提案選択基準の
計算には，式 (5.32)を使用した．

計算精度の評価

まず，提案選択基準を採用した STLN-SLRAの挙動と性能を調査し，従来の選択基
準を採用したものと比較した．SLRAアルゴリズムの出力の妥当性を，次の 3つの指
標により評価した．

(a) 結果の低ランク性

(b) 修正差分の大きさ

(c) アルゴリズムでの反復計算回数

近似の結果得られる行列 fSyld(p̂
(n)
∗ ) は，その最小特異値が 10−15 未満である場合に，

低ランク性を有するとみなす．指標 (a) は，1000 回の試行のうち，この条件を満たし
て低ランク性が得られた試行の割合である．指標 (b) は，‖p(1)− p̂

(1)
∗ ‖2+ ‖p(2)− p̂

(2)
∗ ‖2

により計算され，式 (4.2) における ‖∆c‖2 に対応する．指標 (c) は，初期方程式の選
択より後に実行される部分の計算コストを評価する目的で採用した．
加えて，真のGCDの推定問題における性能評価を，以下の 2 つの指標に基づいて
行った．

(d) 真の多項式の推定誤差

(e) 零空間基底の推定誤差

指標 (d)は，‖p̄(1) − p̂
(1)
∗ ‖2 + ‖p̄(2) − p̂

(2)
∗ ‖2 により計算される．零空間基底の推定誤差

を示す指標 (e)は，cos−1(|v̄⊤v̂∗|) により定義され，真の商多項式の推定精度を表す．こ
こで，v̄ および v̂∗ は，それぞれ fSyld(p̄

(n)) および fSyld(p̂
(n)
∗ ) の零特異値に対応する

右特異ベクトルであり，これは商多項式の係数ベクトル ḡ(n) の推定精度を評価するも
のである．本評価では，n1 = n2 = 28，d = 19 に設定した．
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表 5.3: 指標 (a) から (e) の比較 (α = 0.001)

: Comparison of Measures (a) to (e) for α = 0.001.

選択なし (i = 1) 選択基準 1 選択基準 2 提案選択基準
(a) 0.99 0.99 0.99 0.98

(b) 3.1× 10−5 1.9× 10−5 1.9× 10−5 1.9× 10−5

(c) 23 23 23 24

(d) 5.1× 10−5 3.9× 10−5 3.9× 10−5 3.9× 10−5

(e) 0.19 0.17 0.17 0.17

表 5.4: 指標 (a) から (e) の比較 (α = 0.02)

: Comparison of Measures (a) to (e) for α = 0.03.

選択なし (i = 1) 選択基準 1 選択基準 2 提案選択基準
(a) 0.87 0.87 0.87 0.87

(b) 9.7× 10−3 7.7× 10−3 7.7× 10−3 7.6× 10−3

(c) 166 165 164 163

(d) 2.0× 10−2 1.8× 10−2 1.8× 10−2 1.8× 10−2

(e) 0.62 0.62 0.63 0.62

表 5.3 には，各選択基準を採用した際の指標 (a)～(e)の結果を示す．この表により，
いずれの基準においても，ほぼ同等の結果が得られたことが確認された．実際，多く
の場合で各基準で同じ初期方程式が選択された．
表 5.4に示すように，α = 0.02の場合にも類似する結果を得た．この結果のα = 0.01

の場合との差異は，反復計算回数の増加である．具体的には，提案基準を用いた STLN-

SLRA は，ノイズの分散が大きい場合に，従来のものを用いた場合よりも多くの反復
計算を必要とする可能性がある．しかし，このような状況では，STLN を低ランク近
似の手段として使用することは適切ではないと言える．なぜなら，STLN-SLRA の結
果の行列が低ランク性を十分に満たさないケースが多くなるためである．

実行時間の評価

図 5.2は，α = 0.001での各基準を採用した場合の STLN-SLRAの実行時間を示す箱
ひげ図であり，提案選択基準が最も短い平均実行時間を達成することを示す．この例
では前節と同じように，多項式の次数は n1 = n2 = 28，d = 19に設定した．これらの
結果は，指標 (e) が比較的小さく，すべての基準間でほぼ同一であることから，全体
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図 5.2: 実行時間の対数の箱ひげ図 (α = 0.001)

: Box-and-Whisker Plots of the Logarithm of the Execution Times for α = 0.001. [4]

の実行時間は列選択の計算時間に大きく依存していることを示している．
表 5.5 は，雑音強度 α に対する提案基準と従来の基準の実行時間の比較である．こ
の結果から，提案基準は雑音強度が低い場合，実行時間の短縮に貢献したと結論づけら
れる．雑音強度が高いほど，STLNの反復計算回数が増加し，全体の実行時間は STLN

の実行時間に大きく依存するためである．

拡張性の評価

次に，提案手法の多項式の次数に関する拡張性を確認するために，GCDの次数 dを
19に固定したまま，p(1)(t)の次数n1とp(2)(t)の次数n2を増加させる例を考える．言い
換えれば，ḡ(1)(t)と ḡ(2)(t)の次数を増加させることになる．ここで雑音強度αは 0.001

に設定した．
図 5.3は，提案基準と従来の基準を用いた STLN-SLRAの実行時間を比較したもの
である．この結果では，提案選択基準を採用した STLN-SLRAのアルゴリズム全体で
の実行時間は，従来の基準を使用したものと比較して短縮された．その一方ですべて
の選択基準で推定精度が同程度であったことは注目に値する．選択基準 1と選択基準
2の計算量はO(L4)であるのに対し，提案された選択基準はO(L3)であったことから，
高次多項式を扱う場合は，提案された選択基準が他の 2つの基準と比較して計算時間
の点で有利であると言える．
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表 5.5: Sylvester行列に対する STLN-SLRAの実行時間（秒）の，雑音強度 αに関す
る提案基準と従来の基準との比較
: Comparison of Execution Time (sec) of STLN-SLRA for Sylvester Matrices between

Proposed and Conventional Rriteria with respect to Noise Level α. [4]

α 選択基準 1 選択基準 2 提案選択基準
0.6 8.8× 10−2 8.7× 10−2 8.5× 10−2

0.4 8.4× 10−2 8.5× 10−2 8.4× 10−2

0.2 8.1× 10−2 8.4× 10−2 8.0× 10−2

0.1 6.9× 10−2 6.9× 10−2 7.0× 10−2

0.01 4.3× 10−2 4.3× 10−2 4.1× 10−2

0.02 2.8× 10−2 2.7× 10−2 2.7× 10−2

10−3 8.1× 10−3 8.0× 10−3 6.6× 10−3

10−4 3.6× 10−3 3.6× 10−3 2.3× 10−3

その他の近似GCD計算手法との比較

本節では，提案選択基準を採用する STLN-SLRAと，STLNを使用しない次の三つ
の近似GCD 計算手法とを比較する:

• UVGCD - Numerical Algebraic Computing Toolbox (NAClab) [115] に含まれ
る uvGCDfixedDegree 関数

• ODE - 文献 [116]で提案された，常微分方程式に基づく方法（著者による実装を
使用）

• VP-SLRA - 第 2.2.5節に記載した手法．実装は SLRA toolbox [57]に含まれる
gcd nls 関数を使用

表 5.6は，第 5.4.1節と同じ実験条件を使用し，評価項目 (a)，(b)，(d)，(e)，および実
行時間を測定した際の，複数の近似GCD計算手法の比較を示す．測定項目ごとに最良
の結果を太字で強調した．他の 3つの近似GCD計算手法とは異なり，UVGCDは，近
似GCDと商多項式を直接計算し，p̂

(n)
∗ (t) を出力しないため，それらをGCDに商を掛

けたものとして計算した．したがって，UVGCDの測定 (a)は必然的に 1となる．ODE

では，の最小特異値のしきい値を 10−16に設定したにもかかわらず，ODEの評価項目
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図 5.3: 商多項式の次数ごとの実行時間比較
: Comparison of Execution Time with respect to the Degree of Quotient Polynomials.

[4]

表 5.6: 近似GCD計算方法の比較
: Comparison of Approximate GCD Computation Methods. [4]

Proposal UVGCD ODE VP-SLRA

(a) 0.98 1.0 0 1.0

(b) 2.0× 10−5 3.7× 10−2 9.3× 10−1 7.0× 10−5

time 6.7× 10−3 1.5× 10−3 1.6× 100 1.1× 10−2

(d) 4.0× 10−5 3.7× 10−2 9.3× 10−1 9.0× 10−5

(e) 1.7× 10−1 7.6× 10−1 5.0× 10−1 7.7× 10−1

(a)は 0に留まった．この結果は，今回の実験条件下でODEが望ましくない局所最適
解に収束する傾向に起因する可能性が考慮される．
近似結果の低ランク性という点では，指標 (a)が 1であることから，VP-SLRAが
最良の手法であると言える．最短の計算時間は UVGCDによって達成された．一方，
STLN-SLRAは修正差分が最小であるだけでなく近似GCD計算精度の点でも最良の結
果を示した．各手法は異なる性能指標においてそれぞれの強みを有していることが分
かる．

5.4.2 雑音除去への適用例

本節では，Hankel行列の SLRAにおける提案手法の性能を検証する．第 2.1.6節で
述べたように，この種の SLRAは雑音除去に応用可能である．ここでは信号を実信号
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に限定し，ランク 2qの真の信号 c̄ ∈ Rnpを次式で生成する：

c̄t =

q∑
j=1

aj sin(2πωjk + ϕj), for t = 0, 1, . . . , np − 1,

where aj 6= 0, 0 < ωj < 1 for j = 1, . . . , q. (5.36)

これは，式 (2.2)において，tを変数とした多項式 p(j)(t)を tによらない定数 aj とし，
減衰率を dj = 0とした場合に相当する．この真の信号 c̄に雑音 αηを重畳した信号

c = c̄+ αη ∈ Rnp (5.37)

を観測信号とする．ここで η は平均 0，分散 1の白色Gauss性雑音であり，αは雑音の
強度を表す正の実数である．この設定の下，次式に示すHankel行列の SLRAを STLN-

SLRAによって計算し，真の信号 c̄の推定を行う：
ĉ∗ := arg min

ĉ

‖ĉ− c‖22

subject to rankH2q(ĉ) ≤ 2q − 1.
(5.38)

例 5. 式 (5.38)において q = 2及び np = 50, α = 0.01, a1 = 1, a2 = 3
10
，ω1 = 4

50
，

ω2 =
3
50
，ϕ1 = ϕ2 = 0とする．この時，真の信号 c̄は次の形をとる：

c̄t = sin(
4

50
2πt) +

3

10
cos(

3

50
2πt) for t = 0, 1, . . . , np − 1. (5.39)

図 5.4 は，信号の推定誤差 ‖c̄− ĉ∗‖2/‖c̄‖2 と 100 回の試行における全体的な実行時
間の箱ひげ図を示す．参考までに，第 5.4.1節の 近似GCD 問題の例で良好な性能を示
した SLRA 法である VP-SLRA の結果も含めた．

例 6. より多くの正弦波の和で表される信号に対しても同様の検証を行う．式 (5.38)に
おいて q = 3及び np = 100, α = 0.01, a1 =

4
5
, a2 =

6
10
，a3 = 7

10
，ω1 =

4
100
，ω2 =

7
100
，

1
100
，ϕ1 = 0，ϕ2 = 1，ϕ2 =

π
2
とする．この時，真の信号 c̄は次の形をとる：

c̄t =
4

5
sin(

4

100
2πt) +

6

10
sin(

7

100
2πt+ 1) +

7

10
cos(

1

100
2πt)

for t = 0, 1, . . . , np − 1, (5.40)

図 5.5 は，信号の推定誤差 ‖c̄− ĉ∗‖2/‖c̄‖2 と 100 回の試行にわたる全体的な実行時
間の箱ひげ図を示す．この図には，例 5 と同様，VP-SLRA を使用した計算結果も含
めた．
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図 5.4: 例 5: 信号推定誤差（上段）と実行時間（秒）（下段）の比較
: Example 5: Comparison of Signal Estimation Error (upper row) and Execution Time

in sec (lower row.) [4]
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図 5.5: 例 6: 信号推定誤差（上段）と実行時間（秒）（下段）の比較
: Example 6: Comparison of Signal Estimation Error (upper row) and Execution Time

in sec (lower row.) [4]
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考察

上記の 2つの例で，提案された選択基準を持つSTLN-SLRAは，Hankel行列のSLRA

においても，他の初期方程式選択基準を使用した STLN-SLRAと比較して，精度を損
なうことなく計算時間を短縮した．さらに，上記の STLN-SLRAの信号推定精度は，
VP-SLRAと同等程度であった．実際，提案法がVP-SLRAよりも優れている状況も存
在した．しかし，ここで検討されている応用例に現れる Hankel行列は列数が少なく，
選択基準を計算するために必要な時間がアルゴリズム全体の計算時間に占める割合が
ごく僅かであるため，計算時間を短縮する効果は限定的である．提案法は，列数が多
いHankel行列を扱う状況，つまり次数が高い LRRを扱う場面でより効果的であると
期待される．

5.5 本章のまとめ
この章では，STLN-SLRAの初期方程式を詳細に分析し，その方程式の新しい選択
基準を提案した．従来の基準の計算量がO(L4)であるのに対し，提案選択基準の計算
量はO(L3)に改善された．さらに数値例を用いて，提案された基準が STLN-SLRAに
必要な計算量を削減することを確認した．
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第6章 低ランク性の零空間表現を使用
するSLRA手法の初期化戦略

6.1 はじめに
行列の低ランク性を零空間表現するアルゴリズム群においては，零空間の基底ベク
トルも最適化変数として扱われている．SLRA問題はランク制約が非凸であるが，実
用上凸最適化手法が多く用いられている．非凸な問題に対して凸最適化手法を用いる
ため，そのようなアルゴリズムは初期値依存性が高いことに注意が必要である．多く
の先行研究では，零空間の基底の初期値として，所与の行列の最小特異値に対応する
右特異ベクトルが使用される．この初期化戦略のもとでは，所望の SLRAの零空間の
基底が観測された行列の最小特異値に対応する右特異ベクトルと高い類似性を示すと
仮定できる場合に所望の近似結果へのアルゴリズムの収束が期待される．
本章1では，後述する「特異値の交代」という現象により，上述の二つのベクトルが
整合しない，つまり従来の初期化戦略が想定通りに機能しないことがあり得ることを
指摘し，当該問題への対処が必要であることを明確にする．続いて，行列の低ランク
性を零空間表現するアルゴリズムとしてVP-SLRAを取り上げ，VP-SLRA にて特異値
の交代現象に対処するための初期化戦略を提案するとととに，数値実験により当該初
期化戦略が実用上有益であることを示す．

6.2 特異値の交代
行列に摂動が加わると，その特異値にも変化が生じる．このとき，最小特異値は相対
的に摂動の影響を受けやすいことが知られている．このため，摂動後の行列では，元

1本章は，著者らによる研究成果 [32] (Copyright(C)2025 IEICE),及び [31] (Copyright(C)2025 IEEE)
に基づいている．
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6章 - 低ランク性の零空間表現を使用する SLRA手法の初期化戦略

の最小特異値に対応していた特異ベクトルに対して類似度の高いベクトルが，最小で
はない特異値に対応し，別のベクトルが新たな最小特異値に対応する可能性がある．
この現象を数式で整理する．ある行列構造Sおよびそのパラメータベクトル c̄と，それ
に対して何らかの摂動が加算されたベクトルc = c̄+ηを考える．S(c̄) ∈ RK×L (K ≥ L)

の特異値を，小さい順に 0 ≤ σ̄1 ≤ σ̄2 ≤ · · · ≤ σ̄L，とする．また，S(c) ∈ RK×Lの特異
値を σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σL とし，σ̄i及び σiに対応する右特異ベクトルをそれぞれ v̄i, vi

とする．構造化パラメータに加えられた摂動ηによって引き起こされる σ̄iの摂動を δσ̄i

とすると，i 6= jに対して一般に次のような大小関係

σi ' δσ̄i + σ̄i ≤ δσ̄i+1 + σ̄i+1 ' σi+1

が成立する保証はない．このように，摂動によって特異値の大小関係が入れ替わる現
象を，本研究では特異値の交代（singular value switching）と呼称する．図 6.1は
特異値の交代現象の模式図である．特に，σ̄1 = 0 の場合に

σ1 > σj ' σ̄1 + δσ̄1

なる j, (2 ≤ j ≤ L)が存在する（零特異値の交代が発生している）場合，真の右特異ベ
クトル v̄1 に対してより高い類似度をもつのは v1 ではなく vj である可能性が生じる2．
特異値の交代に着目する理由は，実用上重要な問題に関係している．第 2章に述べた
ように，多くの工学的応用において，ある行列が一次元の零空間を持ち，その零空間
の非零元に信号やシステムのパラメータが格納されているという構造を仮定したモデ
ルが用いられる．このような場面では，元の行列がランク欠落していること，すなわ
ち零特異値を持っていることが前提となっている．しかし，実際の観測では雑音の影
響を完全に排除することはほぼ不可能であり，雑音の影響により特異値の交代が生じ
る可能性がある．このとき，本来零空間に含まれるはずのパラメータベクトルが，直
感的に対応する最小特異値にはもはや対応しなくなるという現象が起こる．
このように，特異値の交代は，零空間からモデルパラメータを抽出する手法の信頼
性や頑健性に直接関わる現象である．本研究が対象とする，低ランク性の零空間表現

2行列の摂動は特異値だけでなく特異ベクトルにも影響を及ぼす．このため摂動が加わった結果，真
の右特異ベクトル v̄1 と高い類似度をもつベクトル vj , (j = 1, 2, . . . , L)が存在しない場合も十分考えら
れる．
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6.2特異値の交代

に基づくを行う SLRA手法においては，零空間に属するベクトルを暗に推定する構造
を持つため，同様にこの問題の影響を受ける．したがって，特異値の交代に対する適
切な理解と対応が必要不可欠である．
特異値の交代が及ぼす具体的な影響として，変数射影法による SLRA計算における
初期値選定の問題が挙げられる．xの初期値は，S(c)の（重みを考慮しない）非構造
化低ランク近似の結果，つまりS(c)の最小特異値に対応する右特異ベクトルが用いら
れる場合が多い．しかしながら，S(c)で零特異値の交代が発生した場合，v1よりも v̄1

と高い類似度をもつ vjが存在する可能性があり，v1をxの初期値とすることは不適当
となる．その場合，xの初期値としてより適切な，最小ではない特異値に対応する右
特異ベクトル vjの存在が期待される．
より具体的に，SLRAによる近似GCD計算において特異値の交代現象が持つ意味を
示すために，真の多項式 p̄(n)(x) に摂動が加えられた多項式の組 p(n)(x) に対する 近
似 GCD 問題を考える．ここでは，変数射影法により得られる 近似 GCD が，（未知
の）真のGCDに一致，あるいは非常に近いと仮定する3．前述のように，文献 [1]では，
fSylNd (p

(n)) の最小特異値に対応する右特異ベクトル v1 を商多項式の初期推定値 ĝ
(n)
ini

として用いている．しかし，真の多項式から構成される行列 fSylNd (p̄
(n)) と，摂動後の

行列 fSylNd (p
(n)) の間で零特異値の交代が生じた場合，v1 よりも ḡ(n) に近い特異ベク

トル vj（j 6= 1）が存在する可能性がある．このような場合，v = v1 として Algorithm

1を実行することは，大域的最適解への収束を妨げ，意図しない多項式を出力する原因
となり得る．実際に，摂動の前後でフル・Sylvester行列における零特異値の交代が発
生することを，次の予備実験にて確認した．

6.2.1 予備実験

第 5.4.1節と同様の多項式の組を考える．次数 d = 10のGCDを持つように真の多
項式 p̄(n)(x)を生成し，さらにそれに雑音を加えた多項式 p(n)(x)を生成する．それぞ
れのフル・Sylvester行列 fSylNd (p

(n))および fSylNd (p̄
(n))の特異値分解を行い，右特異

ベクトルの類似度を比較することで特異値の交代が実際に発生することを確認する．
3実際，次章の数値実験結果は，雑音強度が比較的低い場合にこの仮定が成立することを支持してい

る．
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(a) 特異値が大小関係を保存したまま対応する場合
: When Singular Values Correspond while Preserving Their Order of Magnitude

(b) 特異値の交代が発生した場合: When the Singular Value Switching Happens

図 6.1: 行列に対して摂動が加わる前後での特異値特異ベクトルの対応関係の模式図
: Correspondence between Singular Values and Singular Vectors before and after a

Perturbation [31]
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6.2特異値の交代

n1 = n2 = 30とし，ḡ(1) ∈ R21，ḡ(2) ∈ R21，h̄ ∈ R11 の各要素を，標準正規分布より
独立にサンプリングし設定する．この時，ḡ(1)(x)と ḡ(2)(x) が互いに素であることを確
認する．次に p̄(i)(x) = h̄(x) · ḡ(i)(x) とし，係数に対する正規化：p̄(i) ← p̄(i)/‖p̄(i)‖を
行う．これに η(i)(x)を加えた p(n)(x) = p̄(n)(x) + ση(n)(x)を生成する．ただし，η(i)の
個々の要素は平均 0のGauss性雑音であり，ベクトルのノルムが 1となるように正規
化を行なっている．fSylNd (p

(n))に対しては，小さい順に 5つの特異値に対応する右特
異ベクトル v1, . . . , v5を抽出し，fSylNd (p̄)に対しては，唯一の零特異値に対応する右特
異ベクトル v̄1を取得した．各試行において，v̄1と vj（j = 1, . . . , 5）の類似度を以下
の類似度指標

ψ(a, b) :=
|a⊤b|
‖a‖ · ‖b‖

(6.1)

により評価し，最も類似度が高いベクトルを特定した．この類似度が 0.75以上である
場合を有意な一致とみなし，その回数をカウントした．上記回数のうち特に，v1以外の
ベクトルが最も高い類似度を示した場合には，特異値の交代が発生したと判断される．
この操作を雑音強度 σ = 0.01, 0.05, 0.1に対してそれぞれ 100回の試行で実施し，得
た結果を表 6.1に示す．比較的雑音の影響が小さい σ = 0.01においても，100回中 4回
の交代が確認された．σ = 0.05では交代の発生回数が 18回に増加し，雑音強度の上昇
に伴い交代の頻度が高まる傾向が見られた．一方，さらに雑音を強めた σ = 0.1では交
代の回数が 16回とやや減少したが，この条件下では，v̄1と有意な一致を示すベクトル
vj（j = 1, . . . , 5）自体が少なくなっており，そもそも一致が成立しにくい状況である
ことに留意すべきである．有意な一致を示すベクトルが {v1, . . . , v5}内に存在しない要
因としては，真のGCDである h̄(x)とは大きく異なる近似GCDが存在した結果，最
小特異値に対応する特異ベクトルが真の商多項式の係数ベクトルとの類似性を持たな
くなった可能性や，特異ベクトル自体が大きく摂動され，いずれの vjとも整合しない
状況が生じた可能性が考えられる．
以上の予備実験から，フル・Sylvester行列における零特異値の交代が実際に発生し，
さらに雑音強度が高い状況においては特異ベクトル自体も比較的大きな摂動を受ける
ことが確認された．このような不安定性は，計算結果に重大な影響を及ぼす可能性が
あるため，計算量が定数倍程度増加する場合であっても，この問題を回避する価値が

- 101 -



6章 - 低ランク性の零空間表現を使用する SLRA手法の初期化戦略

表 6.1: 特異値の交代の発生回数: Count of the number of Singular Value Switching[32]

σ v1 v2 v3 v4 v5

0.01 94 4 0 0 0

0.05 55 16 2 0 0

0.1 29 10 6 0 0

あると考える．次節 6.3及び第 6.4節ではこの現象に着目し，雑音に対して頑健な初期
値構成法を与える．なお，実験結果より，零特異値との交代が起こり得るものとして，
少なくとも 3番目に小さい特異値までを考慮することが妥当であると判断した．より
次数の大きい多項式を扱う場合など，本実験では検討していない条件下における交代
現象については，今後の詳細な調査が必要である．
以降では，行列の低ランク性を零空間で表現する SLRAアルゴリズムの具体例とし
て，変数射影法に基づく手法（VP-SLRA）を用いる．これは議論の対象を明確化する
ことを目的としたものであり，同様の議論は他のアルゴリズムにも適用可能である．

6.3 提案法1：特異ベクトルの選択
一般に，大域的最適解に近い初期値を用いて最適化を行うことで，大域的最適解へ
の収束確率が高まると期待される．前節の実験結果に加え，この知見を踏まえると，ア
ルゴリズムに与える初期値として，v1 のみを考えるのではなく，大域的最適化におい
て広く用いられるマルチスタート法 [117] に着想を得て，α個の複数の右特異ベクトル
vi，i = 1, . . . , αを初期値の候補とし，その中からより適切な初期ベクトルx を何らか
の基準に従って選定するという戦略が考えられる．
選定のための基準としては，各候補 vi (i = 1, . . . , α)を初期値として用いた場合に得
られる SLRA 問題の局所最適解に対して，目的関数 (4.56) を評価し，その値が最小と
なるものを選択する:

i1 := arg min
i∈{1,...,α}

L(VP)(vi).

ただし，L(VP)(v) := L(c(VP)
∗ (v))は，vをxの初期値としてVP法により計算したSLRA

問題の最適関数値であり，c
(VP)
∗ (v)は，対応する局所最適解である．
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6.4提案法 2：特異ベクトルの線型結合

この基準は 近似GCD の定義に直接基づくものであり，より小さな修正差分によっ
て所与のパラメータベクトルに対する近似が行われることが期待される点で，計算結
果の妥当性を保証する指標となる．なお，応用的な立場においては，SLRAの目的関
数値がある程度小さければ十分とみなし，それよりも重要視する値を最小化の基準と
して設けることも有用な指針となりうる．それらの基準と区別するため，以後，この
ように SLRA問題本来の目的関数の大きさを（基準A）と呼称する．

6.4 提案法2：特異ベクトルの線型結合
実際には，摂動は特異値のみならず特異ベクトルにも影響を及ぼす．これらの摂動
の大きさや方向によっては，S(c) の右特異ベクトル vi (i = 1, . . . , L) のいずれも，真
の特異ベクトル v̄1 と十分に整合しない可能性がある．このような場合に，単一の特異
ベクトルを x の初期推定値として用いることは，性能の劣化を招くおそれがある．こ
のような摂動による影響を緩和するために，提案法 1の初期値の候補となるベクトル
の集合を拡張する方法を提案する．具体的には，追加する候補ベクトルの本数を βと
し，以下の形式

x(i) =

{
vi for i = 1, . . . , α

Bc(i−α) for i = α + 1, . . . , γ,
(6.2)

で構成される γ := α+β 個の初期ベクトルを用いる．ここで，B := [v1, . . . , vα] ∈ RL×α

は候補特異ベクトルの集合を表し，c(i) ∈ Rα は区間 [−1, 1] 上の一様分布から独立にサ
ンプリングされた係数ベクトルである．各候補 x(i), (i = 1, . . . , γ) に対して VP-SLRA

の目的関数 L(VP)(x(i)) を評価し，その値が最小となるものを選択する:

i2 := arg min
i∈{1,...,γ}

L(VP)(x(i)). (6.3)

6.5 数値実験
6.5.1 数値例：雑音除去性能の評価

提案する初期化戦略の，第 2.1.6に示したHankel行列の SLRAを介した雑音除去で
の有効性を評価する．ここでは信号を実数（式 (2.2)で生成される低ランク信号）に限
定する．本実験では，pj(k) = 1 と設定することで，モデルは指数減衰型サイン波の和
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に簡略化される．パラメータは α = 3，β = 15 に設定し，重み行列W には単位行列
を用いた．数値実験には MATLAB [118]を使用し，最適化問題 (4.56)の解法としては，
計算パッケージ [57] にて提供されている実装を既定のパラメータ設定のまま用いた．
信号モデル (2.2)に従って，R = 5，np = 40 の設定のもと，クリーンな信号 p̄ ∈ Rnp

を生成した．この際，減衰率 dj は区間 [0.9, 1.1] 上の一様分布から，周波数 ωj は
[10−6, 1− 10−6] から，位相 ϕj は [0, π] からそれぞれランダムにサンプリングした．観
測信号 p は，以下のようにGauss性雑音を加えることで構成した：

p = p̄+ ξ.

ここで，雑音項 ξ は標準偏差 η をもつ白色Gauss分布に従うものとする4．本実験で
は，基準手法である VP-SLRA（C）と，提案手法 1及び 2（以降，M1・M2と呼称）の
性能を以下の 2つの指標に基づいて比較した：

1. 推定誤差：‖p(VP)(x(i))− p̄‖，

2. 正規化目的関数値： (
L(VP)(x(i))

) 1
2 /‖p‖．

これらの指標はそれぞれ，信号の推定精度および VP-SLRAの目的関数に基づく解の
品質を定量的に評価するものである．図 6.2 は各手法に対する推定誤差および正規化目
的関数値の箱ひげ図を，100回の試行に基づいて示したものである．提案手法により，
目的関数値をより小さくする (図 6.2右) とともに，極端な推定誤差の発生頻度が大幅
に低減されていることが確認できる (図 6.2左) ．特に，誤差のばらつきは M1 におい
て縮小し，M2 ではさらに顕著に抑制されており，初期化の不適切さに対する頑健性の
向上を示している．この改善をさらに定量的に評価するために，推定誤差が加えた雑
音の標準偏差を超える試行回数を数えた．すなわち，復元された信号が真の信号より
も雑音付き観測信号から遠ざかっている場合である．このような試行は，C で 15 回，
M1 で 6 回，M2 では 2 回であった．これらの結果は，提案する初期化戦略が，雑音
環境下における VP-SLRA の信頼性向上に有効であることを明確に示している．
提案手法の頑健性をさらに評価するために，雑音強度 η = 0.02, 0.04, . . . , 0.2 にわ
たって性能を検証した．評価には，前節で導入した指標のうち二つ (推定誤差が雑音の

4雑音がGauss性のものであるため，SLRAが真の信号に対する最尤推定になっていることを付記す
る．
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6.5数値実験

C M1 M2
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図 6.2: 雑音強度 η = 0.1 における C，M1，M2 の性能比較．左側のグラフでは破線が
雑音の標準偏差を表している．
Performance Comparison of C, M1, and M2 at Noise Level η = 0.1. In the left pannel,

the ashed horizontal line indicates the noise standard deviation. [31]

標準偏差を超える試行回数及び正規化目的関数値) を用いた．図 6.3 は，これら 2つの
指標に基づく評価結果をまとめたものである．上段のグラフは，推定誤差が，雑音強
度を上回った試行回数を示しており，推定された信号が元の観測信号よりも不正確で
ある事例を可視化している．図 6.3 に示された結果では，復元誤差が雑音強度を超え
るような，明らかに復元に失敗した試行回数は，C から M1，さらに M2 へと大幅に
減少している．これは，提案手法が大きな推定誤差の抑制に有効であることを示して
いる5．下段のグラフは，VP-SLRAの目的関数の正規化値を示しており，ここでも M1

および M2 は基準手法 C を上回る性能を示している．特に M2 は，全ての雑音強度に
おいて最も低い目的関数値を達成している．これらの結果は，提案する初期化戦略が，
雑音環境下における VP-SLRA の頑健性を向上させることを明確に示している．
信号長の変化に伴う推定性能を検証するため，雑音強度を η = 0.02 に固定し，指数
減衰による数値的不安定性を避けるために，5つの正弦波から構成される合成信号の復
元を考える．各信号長 N = 50, 100, 200, 400, 800 に対して，信号および雑音をランダ
ムに 100回生成し，前節と同様の 2つの指標 (平均推定誤差および推定誤差が雑音の標
準偏差を超えた試行回数) を評価した．結果を表 6.2 に示す．M1 および M2 はいずれ

5大きな誤差の発生頻度を低減するだけでなく，M1 および M2 は平均推定誤差においても，C と同
等またはそれ以下の値を安定して達成していることを確認した．
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図 6.3: 雑音強度 η = 0.02, 0.04, . . . , 0.2 における C，M1，M2 の性能比較．上段：復
元誤差が雑音標準偏差を超えた試行回数．下段：正規化した目的関数値
Performance comparison of C, M1, and M2 under varying noise levels η =

0.02, 0.04, . . . , 0.2. Upper: Number of Trials where the Reconstruction Error Exceeds

the Noise Standard Deviation. Lower: Normalized VP Objective Function Value. [31]

も基準手法 C より優れた性能を示し，特に M2 はすべての信号長において復元誤差を
最も小さく抑えるだけでなく，明らかに復元に失敗した回数もほぼ 0に押さえ込むこ
とに成功した．

6.5.2 VP-SLRAによる近似GCD計算での数値例

VP-SLRAを介して近似GCD計算を行う場合，先に述べた（基準A）だけではなく，
この計算方法の構造的性質に着目することで，もう一つの選択/最適化基準を考えるこ
とができる．VP-SLRAを介した近似GCD計算では，命題 20にて示されている関係
性を利用することで，近似GCD問題の目的関数を直接最小化するのではなく，モザイ
ク型Hankel行列に対する SLRA問題へと帰着させて解を求めている．このようなアプ
ローチでは，近似GCD 問題において本来常に満たされるべき制約である式 (2.57) が，
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表 6.2: まざまな信号長にわたる推定性能: Reconstruction Performance across Varying

Signal Lengths (η = 0.02). [31]

N 50 100 200 400 800

Mean Estimation Error

C 0.031 0.043 0.039 0.049 0.091

M1 0.025 0.016 0.011 0.014 0.036

M2 0.013 0.009 0.006 0.005 0.003

Error Above Noise Threshold: Count

C 14 16 10 10 18

M1 9 8 1 3 9

M2 0 0 0 1 0

数値的には厳密に成立しない可能性がある．すなわち，式 (2.57) が満たされない場合，
得られた解が本来の近似GCD問題とは異なる最適化問題の解となっている可能性を否
定できない．この観点から，得られた解が本来の問題設定に対してどの程度整合して
いるかを評価する指標として，次に示す式 (2.57) の残差ノルムを用いることは有効で
あると考えられる．

(基準B) 式 (2.57)に対する残差ノルム:∥∥(Π∗(vj)− Inp

)
p̂(n)
∗ (vj)

∥∥ . (6.4)

（基準A）を採用する場合，より小さい修正差分により所与の多項式に対する近似を行
うことが期待できるという点で計算結果に妥当性がある一方で，（基準 B）を採用する
場合は，結果的に得られる ĥ∗(x)と ĝ

(n)
∗ (x)の積が p̂

(n)
∗ (x)と数値的に整合するという点

で，計算結果に正当性があると言える．なお，（基準 B）は変数射影法の目的関数であ
る修正差分の大きさと直接の関係を持たないが，応用的な立場においては，修正差分
がある程度小さければ十分とみなし，修正差分の最小性よりも式 (2.57)の数値的整合
性を重視する選択が合理的で有用な指針となりうる．
本節では，提案法 2を拡張し，特異ベクトルの線型結合係数を粒子群最適化（Particle

Swarm Optimization: PSO[119]）により最適化するものを，提案法 2の代わりに用い
る．この手法は，次の最小化問題

a⋆ := argmin
a
L(VP)(Ba). (6.5)
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を PSOにより解くものであり，ランダムな線型結合からの選択方式と区別するため，
提案法 2(PSO)と呼ぶ．
提案法 1は同一の近似GCD問題に対して異なる α個の商多項式の初期推定値を与
え，それぞれを個別に解くため，計算量はAlgorithm 1のα倍程度である．一方提案法
2(PSO)では，PSOによる最適化の過程で，初期集団生成時及び集団の更新の度に，全
ての粒子の位置に対しAlgorithm 1を実行する必要がある．このため，関数値が収束せ
ず，集団の更新の回数が事前に設定した上限に達するような場合，1回の提案法 2(PSO)

の実行中に評価回数の上限である（集団の更新回数の上限+ 1)×（集団内の粒子数）回
Algorithm 1が実行される．
（基準A/B）に関する選択，及び最適化により得る計算結果が，それらに期待される

（第 6.3節で述べた）正当性を有することを数値実験により検証する（検証項目 1）．さら
に，本実験では，近似GCD計算を真のGCDの推定問題 18に応用した場合の提案手法
の性能（検証項目 2）も併せて評価する．実験に使用した計算機は，プロセッサが Intel

Xeon CPU E5-2697 v4@2.30GHz (18コア)，メモリが128GBであり，OSがWindows10

という構成のものである．本実験には，科学技術計算ソフトウェアMATLAB[118]を使
用し，PSOの実装は，MATLABの particleswarm関数 [120]を使用する．PSOのパ
ラメータは，SwarmSizeを 5× α，InitialSwarmSpanを 2，FunctionToleranceを 10−2，
MaxIterationsを 5と設定し，言及していないものはデフォルトのものを使用する．商
多項式の初期推定値の候補となるベクトルの本数 αは 3とする．以降（基準A/B）を
採用した際の提案法 1を SEL(A/B)，提案法 2(PSO)を PSO(A/B) と呼称する．

6.5.3 異なる次数の多項式に対する提案法の有効性

問題 (18)において，真の多項式として [71, §4.6]に類似する多項式を考え，

ḡ(1)(t) = (tkl1 − 1)(tkl2 − 2)(tkl3 − 3),

ḡ(2)(t) = (tkl1 + 1)(tkl2 + 5)(tkl3 + 2)

とし，h̄(t) = t4 + 10t2 + t− 1とする．

p̄(1)(t) = ḡ(1)(t) · h̄(t), p̄(2)(t) = ḡ(2)(t) · h̄(t)
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とし，係数のノルムによって正規化を行う．これ対し，雑音 η(n)(x)を加えた p(n)(x) =

p̄(n)(x) + 10−2η(n)(x)の近似GCDを，ξ = ĥとした提案法 1，2でそれぞれ計算したも
のを h̄(x)に対する推定値とし，解の性質を以下の項目

Ja :=
L1

(
ĥ∗(v⋆)

)
‖p(n)‖2

(6.6)

Jb :=

∥∥∥∥∥(Π∗(v⋆)− Inp

) p̂(n)
∗ (v⋆)

‖p(n)‖

∥∥∥∥∥ (6.7)

Jc :=ψ
(
h̄, ĥ∗(v⋆)

)
(6.8)

Jd :=ψ
(
ḡ(n), ĝ(n)

∗ (v⋆)
)

(6.9)

Je := cond (M k,l(ξ∗(v⋆))) (6.10)

により評価する．ここで cond(·)は所与の行列の条件数である．なお，η(i) (i = 1, . . . , α)

は標準正規分布に従う各要素を持つベクトルとしてサンプリングされ，そのノルムが
1になるように正規化されている．
評価項目 Ja は正規化した修正差分の 2乗ノルムであり，上記評価項目のうち，近似

GCDの定義本来の基準を評価する唯一の項目である．Jbは正規化した残差ノルム，Je
はアルゴリズムの出力 p̂

(n)
∗ (v⋆), ξ∗(v⋆)に対し定まる y∗についての方程式 (2.57)の悪

条件度合を表し，これら二つは得られた解が本来満たすべき式 (2.57)にどの程度整合
しているかを評価する．以上 Ja, Jb, Jeは検証項目 1のための指標である．
評価項目 Jcと Jdは，近似GCD問題を通じて推定される真のGCD及び商多項式に
対する推定精度6を，係数ベクトルのコサイン類似度により評価するものであり，検証
項目 2のための指標である．多項式同士の類似度は零点集合の近接性により比較する
ことも可能であるが，零点の計算は数値的に不安定であり，本実験のように雑音の影
響が大きい場合には適さないと考えられる．また，画像復元 [10]や残響除去 [121]への
近似GCDの応用では，推定対象は多項式の係数そのものである．係数ベクトルの類似
度を測る方法としては，正規化後の差分ノルムなども考えられるが，向きやスケール
の任意性に影響されない指標が好ましい．これらの理由によりコサイン類似度を用い
ている．

6注 17で述べたように，この条件では，近似GCD問題は真のGCDに対する最尤推定として機能す
る．
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比較のため，v1を商多項式の初期値とするAlgorithm 1 （従来法）でも計算を行う．
v⋆は従来法に対しては v1を表す．
k = 1, 2, . . . , 5に対して以上の計算を 50の異なる雑音に対して行った際の，Jaから

Jeの平均値と標準偏差を表 6.3に示した．なお，上記の計算において，PSOを用いる
手法はいずれも 90回（関数評価回数の上限）のAlogorithm 1の計算を必要とした．
（基準 A）を用いる手法は，他手法と比較して多項式の次数に依存せず，より微小
な修正差分を与えた．特に，提案法 2(PSO)により（基準A）を最小化することで，他
の手法と比べて顕著に小さな修正差分を得た．また，Jbや Jeが従来法と比べて著しく
悪化することはなく，数値的整合性や安定性の観点でも一定の信頼性が保たれている．
（基準B）を用いる手法は，修正差分をある程度小さく保ちつつ，数値的整合性を重
視する基準に基づいて初期値を選定した．実際，Jaは従来法より平均的に大きくなっ
たものの，加えられた雑音ノルムと比較して十分に小さい値であり，（基準 B）の設計
意図に沿った結果と評価できる．また，PSO(B)はGCD及び商多項式の推定精度が高
く，特に k ≥ 3においては他の手法と比較して顕著に良好な結果を示した．

6.5.4 異なる雑音強度に対する提案法の有効性

3つの多項式（N = 3）に対する真のGCDの推定を，近似GCD計算により行う．真
の多項式 ḡ(1)(t), ḡ(2)(t), ḡ(3)(t) ∈P20及び h̄(t) ∈P10の各要素を，範囲が−1から 1の
連続一様乱数により決定する．p̄(n)(t) =

(
ḡ(n) · h̄

)
(t) とし，係数のノルムによる正規

化を行う．これ対し，η(i)が平均が 0で標準偏差が αのGauss性雑音 η(i)(t)を加えた
p(n)(t) = p̄(n)(t) + η(n)(t)の近似GCD問題を，ξ = ĝ(n)とした提案法 1，2(PSO)でそ
れぞれ計算し，最適性及びGCDの推定精度を第 6.5.3節と同様の指標により評価する．
以上の計算を異なる雑音の標準偏差 α = 0.4, 0.2, 0.1, 0.05に対しそれぞれ 50回計算
した際の，JaからJeの平均及び標準偏差を表 6.4に示した．この実験においても，PSO
を用いる手法はいずれも 90回のAlogorithm 1の計算を必要とした．

- 110 -



6.5数値実験

表
6.
3:
異
な
る
次
数
の
多
項
式
に
対
す
る
計
算
結
果
.
各
評
価
項
目
を（
平
均
）±
（
標
準
偏
差
）の
形
式
で
表
示
（
太
字
は
各
評
価
項
目
の
平
均
値
の
最

良
）．

R
es
u
lt
s
ob

ta
in
ed

fo
r
d
iff
er
en
t
d
eg
re
es

of
p
ol
y
n
om

ia
ls
.
E
ac
h
ev
al
u
at
io
n
m
ea
su
re

is
d
is
p
la
ye
d
as

(m
ea
n
)
±
(s
ta
n
d
ar
d
d
ev
ia
ti
on

).

T
h
e
b
es
t
m
ea
n
va
lu
e
fo
r
ea
ch

m
ea
su
re

is
h
ig
h
li
gh

te
d
.
[3
2]

k
従
来
法

S
E
L
(A

)
P
S
O
(A

)
S
E
L
(B

)
P
S
O
(B

)

1

J
a

2.
42
×

10
−
4
±
4.
14
×

10
−
4

1.
70
×

10
−
4
±

1.
23
×
10

−
4

1
.6
5
×

1
0
−
4
±
1.
23
×

10
−
4

1.
10
×

10
−
3
±
1.
77
×
10

−
3

2.
27
×
10

−
3
±
2.
28
×
10

−
3

J
b

2.
91
×

10
−
1
6
±
7.
91
×
10

−
1
7

2.
96
×

10
−
1
6
±

8.
16
×

10
−
1
7

3.
17
×

10
−
1
6
±

9.
15
×

10
−
1
7

2.
38
×

10
−
1
6
±

4.
88
×
10

−
1
7

1
.4
6
×

1
0
−
1
6
±
1.
73
×
10

−
1
7

J
c

0.
78
±

0.
21

0.
78
±

0.
22

0.
77
±

0.
23

0.
74
±
0.
33

0
.8
7
±
0.
29

J
d

0.
62
±

0.
32

0.
64
±

0.
32

0.
62
±

0.
34

0.
66
±
0.
36

0
.8
4
±
0.
29

J
e

2.
10
×

10
0
±

1.
28
×

10
0

2.
49
×

10
0
±

1.
68
×

10
0

2.
79
×

10
0
±

1.
94
×

10
0

1.
73
×

10
0
±
8.
59
×

10
−
1

1
.3
9
×

1
0
0
±
3.
58
×
10

−
1

2

J
a

6.
26
×

10
−
4
±
1.
25
×

10
−
3

1.
55
×

10
−
4
±

1.
88
×
10

−
4

1
.2
2
×

1
0
−
4
±
9.
28
×

10
−
5

8.
58
×

10
−
4
±
1.
51
×
10

−
3

2.
14
×
10

−
3
±
2.
18
×
10

−
3

J
b

3.
88
×

10
−
1
6
±
1.
03
×
10

−
1
6

4.
17
×

10
−
1
6
±

1.
29
×

10
−
1
6

4.
08
×

10
−
1
6
±

9.
71
×

10
−
1
7

3.
08
×

10
−
1
6
±

6.
92
×
10

−
1
7

2
.1
5
×

1
0
−
1
6
±
2.
67
×
10

−
1
7

J
c

0.
66
±

0.
40

0.
69
±

0.
34

0.
73
±

0.
29

0.
87
±
0.
28

0
.9
9
±
0.
01

J
d

0.
63
±

0.
38

0.
56
±

0.
42

0.
58
±

0.
40

0.
83
±
0.
29

0
.9
5
±
0.
01

J
e

2.
77
×

10
0
±

1.
54
×

10
0

2.
86
×

10
0
±

1.
53
×

10
0

2.
99
×

10
0
±

1.
33
×

10
0

1.
88
×
10

0
±
1.
12
×
10

0
1
.4
1
×

1
0
0
±
1.
93
×
10

−
1

3

J
a

4.
00
×

10
−
4
±
9.
18
×

10
−
4

1.
24
×

10
−
4
±

9.
85
×
10

−
5

1
.0
2
×

1
0
−
4
±
8.
88
×

10
−
5

5.
12
×

10
−
4
±
1.
24
×
10

−
3

1.
07
×
10

−
3
±
1.
87
×
10

−
3

J
b

5.
33
×

10
−
1
6
±
1.
66
×
10

−
1
6

4.
96
×

10
−
1
6
±

1.
71
×

10
−
1
6

5.
76
×

10
−
1
6
±

1.
82
×

10
−
1
6

4.
01
×

10
−
1
6
±

1.
04
×
10

−
1
6

2
.7
4
×

1
0
−
1
6
±
7.
90
×
10

−
1
7

J
c

0.
67
±

0.
29

0.
70
±

0.
30

0.
58
±

0.
30

0.
73
±
0.
35

0
.7
5
±
0.
41

J
d

0.
43
±

0.
34

0.
50
±

0.
39

0.
36
±

0.
33

0.
62
±
0.
37

0
.7
3
±
0.
39

J
e

5.
92
×

10
0
±

5.
32
×

10
0

5.
53
×

10
0
±

5.
29
×

10
0

8.
30
×

10
0
±

6.
16
×

10
0

3.
04
×
10

0
±
2.
03
×
10

0
1
.9
5
×

1
0
0
±
1.
04
×
10

0

4

J
a

4.
73
×

10
−
4
±
1.
00
×

10
−
3

1.
08
×

10
−
4
±

7.
15
×
10

−
5

8
.1
9
×

1
0
−
5
±
5.
90
×

10
−
5

8.
32
×

10
−
4
±
1.
62
×
10

−
3

1.
26
×
10

−
3
±
1.
95
×
10

−
3

J
b

7.
12
×

10
−
1
6
±
3.
37
×
10

−
1
6

7.
19
×

10
−
1
6
±

3.
04
×

10
−
1
6

8.
55
×

10
−
1
6
±

2.
67
×

10
−
1
6

4.
18
×

10
−
1
6
±

1.
53
×
10

−
1
6

2
.6
3
×

1
0
−
1
6
±
6.
59
×
10

−
1
7

J
c

0.
70
±

0.
25

0.
55
±

0.
32

0.
49
±

0.
24

0.
79
±
0.
36

0
.8
4
±
0.
35

J
d

0.
39
±

0.
40

0.
32
±

0.
38

0.
26
±

0.
25

0.
71
±
0.
39

0
.8
1
±
0.
32

J
e

1.
01
×

10
1
±

8.
44
×

10
0

1.
11
×

10
1
±

8.
56
×

10
0

1.
36
×

10
1
±

7.
04
×

10
0

3.
08
×
10

0
±
4.
24
×
10

0
1
.7
0
×

1
0
0
±
8.
79
×
10

−
1

5

J
a

5.
85
×

10
−
4
±
1.
13
×

10
−
3

1.
85
×

10
−
4
±

5.
07
×
10

−
4

7
.1
0
×

1
0
−
5
±
5.
05
×

10
−
5

1.
31
×

10
−
3
±
1.
87
×
10

−
3

1.
66
×
10

−
3
±
2.
02
×
10

−
3

J
b

7.
62
×

10
−
1
6
±
3.
29
×
10

−
1
6

7.
16
×

10
−
1
6
±

3.
27
×

10
−
1
6

8.
55
×

10
−
1
6
±

3.
37
×

10
−
1
6

4.
61
×

10
−
1
6
±

2.
21
×
10

−
1
6

2
.8
3
×

1
0
−
1
6
±
1.
98
×
10

−
1
6

J
c

0.
64
±

0.
24

0.
69
±

0.
21

0.
56
±

0.
19

0.
81
±
0.
23

0
.8
4
±
0.
28

J
d

0.
29
±

0.
33

0.
33
±

0.
36

0.
21
±

0.
22

0.
56
±
0.
39

0
.7
1
±
0.
37

J
e

1.
28
×

10
1
±

8.
89
×

10
0

1.
28
×

10
1
±

9.
87
×

10
0

1.
65
×

10
1
±

1.
15
×

10
1

5.
72
×
10

0
±
4.
61
×
10

0
3
.6
2
×

1
0
0
±
3.
76
×
10

0

- 111 -



6章 - 低ランク性の零空間表現を使用する SLRA手法の初期化戦略

表
6.
4:
異
な
る
雑
音
強
度
に
対
す
る
計
算
結
果
.
各
評
価
項
目
を（
平
均
）±
（
標
準
偏
差
）の
形
式
で
表
示
（
太
字
は
各
評
価
項
目
の
平
均
値
の
最
良
）
.

R
es
u
lt
s
ob

ta
in
ed

fo
r
d
iff
er
en
t
n
oi
se

le
ve
l.

E
ac
h
ev
al
u
at
io
n
m
ea
su
re

is
d
is
p
la
ye
d
as

(m
ea
n
)
±

(s
ta
n
d
ar
d
d
ev
ia
ti
on

).
T
h
e
b
es
t
m
ea
n

va
lu
e
fo
r
ea
ch

m
ea
su
re

is
h
ig
h
li
gh

te
d
.
[3
2]

σ
従
来
法

S
E
L
(A

)
P
S
O
(A

)
S
E
L
(B

)
P
S
O
(B

)

0.
4

J
a

2.
52
×

10
−
2
±
9.
96
×

10
−
3

2.
20
×

10
−
2
±

5.
53
×
10

−
3

1
.8
6
×

1
0
−
2
±

4.
90
×
10

−
3

2.
71
×

10
−
2
±
7.
74
×
10

−
3

2.
82
×
10

−
2
±
9.
92
×
10

−
3

J
b

7.
35
×

10
−
1
6
±

4.
52
×
10

−
1
6

1.
42
×

10
−
1
5
±

4.
21
×

10
−
1
5

1.
71
×

10
−
1
5
±

3.
80
×

10
−
1
5

4.
83
×

10
−
1
6
±
1.
24
×
10

−
1
6

4
.5
4
×

1
0
−
1
6
±
8.
53
×
10

−
1
7

J
c

0.
56
±

0.
31

0.
55
±

0.
30

0.
43
±

0.
30

0.
64
±
0.
26

0
.6
6
±
0.
28

J
d

0.
46
±

0.
26

0.
42
±

0.
27

0.
33
±

0.
24

0
.5
5
±
0.
21

0.
54
±
0.
26

J
e

2.
15
×

10
1
±

2.
31
×
10

1
7.
30
×

10
1
±

3.
35
×

10
2

9.
14
×
10

1
±

3.
36
×

10
2

9.
73
×
10

0
±
9.
06
×
10

0
6
.7
3
×

1
0
0
±
4.
73
×
10

0

0.
2

J
a

8.
91
×

10
−
3
±
3.
82
×

10
−
3

8.
01
×

10
−
3
±

2.
80
×
10

−
3

7
.2
1
×

1
0
−
3
±

1.
90
×
10

−
3

1.
02
×

10
−
2
±
6.
36
×
10

−
3

9.
52
×
10

−
3
±
4.
78
×
10

−
3

J
b

5.
27
×

10
−
1
6
±

3.
18
×
10

−
1
6

5.
31
×

10
−
1
6
±

2.
92
×

10
−
1
6

7.
12
×

10
−
1
6
±

5.
09
×

10
−
1
6

4.
20
×

10
−
1
6
±
7.
58
×
10

−
1
7

4
.0
0
×

1
0
−
1
6
±
5.
83
×
10

−
1
7

J
c

0.
79
±

0.
26

0.
78
±

0.
25

0.
76
±

0.
25

0.
80
±
0.
26

0
.8
9
±
0.
17

J
d

0.
72
±

0.
28

0.
71
±

0.
29

0.
61
±

0.
33

0.
75
±
0.
25

0
.8
3
±
0.
18

J
e

1.
18
×

10
1
±

1.
91
×
10

1
1.
51
×

10
1
±

2.
47
×

10
1

2.
43
×
10

1
±

4.
27
×

10
1

7.
23
×
10

0
±
4.
57
×
10

0
5
.9
9
×

1
0
0
±
2.
73
×
10

0

0.
1

J
a

2.
44
×

10
−
3
±
1.
61
×

10
−
3

2.
37
×

10
−
3
±

1.
58
×
10

−
3

2
.1
1
×

1
0
−
3
±

5.
46
×
10

−
4

5.
16
×

10
−
3
±
9.
89
×
10

−
3

3.
97
×
10

−
3
±
4.
34
×
10

−
3

J
b

4.
50
×

10
−
1
6
±

2.
67
×
10

−
1
6

5.
14
×

10
−
1
6
±

4.
14
×

10
−
1
6

4.
92
×

10
−
1
6
±

3.
27
×

10
−
1
6

3.
91
×

10
−
1
6
±
4.
81
×
10

−
1
7

3.
89
×
10

−
1
6
±
5.
12
×
10

−
1
7

J
c

0
.9
3
±
0.
19

0.
92
±

0.
20

0.
92
±

0.
22

0.
91
±

0.
22

0.
89
±
0.
23

J
d

0
.9
0
±
0.
20

0.
88
±

0.
25

0.
89
±

0.
25

0.
87
±

0.
25

0.
89
±
0.
17

J
e

9.
93
×

10
0
±

2.
01
×
10

1
1.
14
×

10
1
±

2.
21
×

10
1

1.
10
×
10

1
±

2.
14
×

10
1

6.
06
×
10

0
±
4.
06
×
10

0
5
.8
9
×

1
0
0
±
2.
51
×
10

0

0.
05

J
a

5.
81
×

10
−
4
±
2.
54
×

10
−
4

5.
81
×

10
−
4
±

2.
54
×
10

−
4

5
.4
5
×

1
0
−
4
±

1.
41
×
10

−
4

1.
52
×

10
−
3
±
5.
27
×
10

−
3

3.
47
×
10

−
3
±
8.
30
×
10

−
3

J
b

4.
62
×

10
−
1
6
±

3.
59
×
10

−
1
6

4.
48
×

10
−
1
6
±

3.
51
×

10
−
1
6

4.
35
×

10
−
1
6
±

2.
95
×

10
−
1
6

3.
93
×

10
−
1
6
±
3.
68
×
10

−
1
7

3
.9
5
×

1
0
−
1
6
±
4.
59
×
10

−
1
7

J
c

0.
96
±

0.
16

0.
97
±

0.
13

0
.9
8
±

0.
13

0.
94
±

0.
19

0.
91
±
0.
21

J
d

0.
95
±

0.
17

0.
97
±

0.
12

0
.9
8
±

0.
12

0.
94
±

0.
17

0.
90
±
0.
19

J
e

8.
15
×

10
0
±

1.
78
×
10

1
7.
88
×

10
0
±

1.
78
×

10
1

7.
93
×
10

0
±

1.
78
×

10
1

5.
37
×
10

0
±
2.
32
×
10

0
5
.3
6
×

1
0
0
±
2.
32
×
10

0

- 112 -



6.5数値実験

（基準 A）を用いる手法は雑音の強度によらず，他手法と比べて微小な修正差分を
計算した．特に雑音強度が低い場合には，PSO(A)はGCD及び商多項式の推定精度に
おいて従来法を上回る性能を示し，SEL(A)もPSO(A)には及ばないものの，従来法よ
り良好な結果を示した．しかしながら，雑音強度が高い場合（σ = 0.4, 0.2）にアルゴ
リズムの出力 p̂

(n)
∗ (v⋆), ξ∗(v⋆) に対し定まる式 (2.57)が悪条件であったことに注意が必

要である．
（基準 B）を用いる手法は，アルゴリズムの出力により定まる式 (2.57)が悪条件と
なることを回避した．特に，PSO(B)は雑音強度が高い場合（σ = 0.4, 0.2）に，他手法
と比べて高い精度でGCD及び商多項式を推定した．しかしながら雑音強度が低い場合
に，従来法と比較してそれらの推定精度がむしろ悪化した．

6.5.5 考察

検証項目 1については，上記の二つの数値実験で（基準A/B）双方が，それぞれに
期待される正当性を有することを確認した．
検証項目 2に関しては，（基準B）を用いた手法が，第 6.5.3節及び第 6.5.4節における
いくつかの設定において，推定精度の向上に寄与する結果を示した．このことは，「修正
差分がある程度小さければ十分とみなし，修正差分の最小性よりも式 (2.57)の数値的
整合性を重視する」という（基準B）に基づく選択が，雑音に対し平均 0の白色Gauss

性が仮定される真のGCDの推定精度に何らかの影響を与えている可能性を示唆して
いる．一方，第 6.5.4節における雑音強度の低い設定では，（基準B）を用いた手法が従
来法と比較して推定精度を悪化させる傾向が見られた．しかしながら，これをもって
（基準 B）が低雑音環境に不適であると結論づけることはできない．実際，第 6.5.3節
における k = 3 のケースは，第 6.5.3節で扱う多項式の次数に近く，また設定された雑
音強度は 0.01 と第 6.5.4節よりも小さいにもかかわらず，（基準 B）を用いた手法が従
来法よりも推定精度を悪化させる結果にはなっていない．このような傾向の違いを生
む要因として，例えば第 6.5.3節では重根を多く含む設定であるのに対し，第 6.5.4節
ではそのような構造を持たないなど，多項式の構造的な違いが影響している可能性が
考えられる．しかしながら，これらは現時点では著者の推測の域を出るものではなく，
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今後の詳細な検討が必要である．加えて，式 (2.57) の整合性と推定精度との間に理論
的な因果関係が存在するかどうかについても，現時点では明らかになっておらず，今
後の理論的及び実証的な検証が求められる．

6.6 本章のまとめ
本章では，行列のランクを零空間で表現する SLRAアルゴリズムにおける初期化戦
略の重要性を明確化し，従来法の脆弱性を引き起こす要因として「特異値の交代」現
象を指摘した．従来の初期化戦略は，観測行列の最小特異値に対応する右特異ベクト
ルを初期値として用いることを前提としていたが，雑音や摂動の影響によりこの仮定
が成立しない場合があることを示した．この問題に対処するため，本章ではVP-SLRA

を対象として，次の二つの戦略を提案した．

1. 複数の候補ベクトルを評価し，最良のものを選択する方法．

2. 特異ベクトルの最良な線形結合係数を探索する方法．これはさらに，ランダムに
生成した係数から最良を選ぶ方法と，PSO（Particle Swarm Optimization）によ
り係数を最適化する方法の二つに分かれる．

さらに，修正差分のノルムおよび数値的整合性に基づく選択・最適化基準を導入し，
SLRA計算を介した真値推定問題に関する数値実験により，提案手法が従来法に比べ
て推定精度を改善する場合があることを確認した．特に，SLRAにより計算される近
似最大公約多項式を用いて真の最大公約多項式を推定する問題において，雑音が平均 0

の白色Gauss性を持つ場合に，提案戦略が性能向上に寄与することを示した．一方で，
提案手法は計算コストが高くなる傾向があり，今後は効率的な探索アルゴリズムの導
入や計算量削減が課題として残されている．また，初期値候補ベクトルの選択基準と
推定精度との理論的関係については未解明であり，さらなる解析が望まれる．
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多くの工学の問題において，データベクトルに線形モデルを仮定した場合，その要
素間の関係が，モデルに対応する行列構造を持つデータ行列と係数行列による線形方
程式で表現される．言い換えると，データ行列の構造はモデルのクラスに対応し，そ
のランクがモデルの複雑さを決定する．一般論として，モデルの複雑さと精度のバラ
ンスは重要であり，工学的応用では単純な近似モデルが有用である．このため，所与
のデータを所望のモデルに適合させる近似が必要となり，問題は構造化低ランク近似
（SLRA）として定式化される．

SLRA問題を解くために，これまで多様なアルゴリズムが提案されてきた．しかし，
現実の問題を SLRAに帰着させる場合，行列構造，計算時間の制約，要求精度，計算
資源などの条件に応じて適切なアルゴリズムは異なる．本論文では，以下の二点に焦
点を当て，理論的妥当性の検討と改善手法を提案した．

1. 構造化全最小ノルム法に基づくアルゴリズム（STLN-SLRA）の定式化

2. 低ランク性の零空間表現を使用する SLRAアルゴリズムにおける初期化戦略

STLN-SLRAの定式化に関する改善 STLN-SLRAでは，SLRA問題を構造化された
初期方程式の近似求解問題へと変形する．初期方程式はいくつかの選択の余地がある
が，従来は，初期方程式の選択に関する明確な基準がなく，全ての候補を構成した上
で残差ノルム最小のものを選択する方法が採用されていた．この方法は計算量が近似
対象の行列の列数Lに対し O(L4)と大きく，妥当性の検証も不十分であった．本論文
では，従来の定式化を解析し，計算誤差を最小化する初期方程式の選択基準を導出し
た．この基準に基づく計算量は O(L3)であり，従来法に比べて大幅な効率化を達成し
た．さらに，数値実験により，提案基準が計算時間を短縮しつつ精度を維持できるこ
とを確認した．特に，変数の数が多い場合に高い効率性を示すことが明らかとなった．
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零空間基底の初期化戦略に関する改善 零空間表現を用いる SLRAアルゴリズムでは，
零空間基底ベクトルも最適化変数として扱われる．ランク制約は非凸であるため，実
用上は凸最適化手法が多く用いられるが，この場合，初期値依存性が高いことが問題
となる．従来は，観測行列の最小特異値に対応する右特異ベクトルを初期値として使
用する戦略が一般的であった．しかし，本論文では，雑音による特異値および特異ベ
クトルの摂動により，零特異値に対応すべきベクトルが最小特異値に対応しなくなる
「特異値の交代」現象を指摘し，この戦略の脆弱性を明確化した．
この問題に対処するため，(1)複数の右特異ベクトルから初期値を選択する方法と，(2)
それらの最良な線形結合係数を探索する方法の二つを提案した．二つ目の方法は，ラン
ダムに生成した係数から最良を選択する手法と，PSO（Particle Swarm Optimization）
により係数を最適化する手法に分かれる．さらに，両戦略に対して，修正差分のノル
ムと数値的整合性に基づく選択・最適化基準を導入した．数値実験では，雑音が平均 0

の白色Gauss性を持つと仮定される近似最大公約多項式計算において，提案手法が従
来法に比べて推定精度を向上させる場面があることを確認した．一方で，最適化手法
は計算コストが高くなる傾向があり，今後は計算量の削減や効率的な探索アルゴリズ
ムの導入が課題として残されている．また，近似最大公約多項式計算に適用した際の
式 (2.57)に基づく整合性と推定精度との理論的因果関係については未解明であり，さ
らなる検討が望まれる．

総括と今後の課題 本論文の成果は，SLRAアルゴリズムの理論的妥当性を向上させ
るとともに，実用上の性能改善に寄与するものである．今後は，提案手法の計算効率
化，より広範な行列構造への適用，ならびに理論的解析の深化が重要な課題となる．

- 116 -



謝辞

本研究を行うにあたって，多忙な中，指導教員として多くの御指導，御助言を頂きま
した，情報数理学研究室教授 田中章先生，副指導教員として貴重なご助言をいただき
ました知能情報学研究室教授 杉本雅則先生，同准教授 中村将成先生，情報解析学研究
室教授 今井英幸先生，構造化知能研究室教授 松原崇先生 に深く感謝いたします．ま
た，研究，論文作成を行うにあたり御協力頂いた情報数理学研究室の皆様に感謝いた
します．
中学からの同期の三田村拓磨様，徳山芳樹様と共に実施した，「Tu 多様体」をはじめ
とする，数学書の輪読ゼミを通して得られた数学的な知見や刺激が本研究に与えた影
響はとても大きいものであり，ここに感謝します．北大オーケストラのヴィオラパー
トにおいて，共に苦楽を分かち合った同期の榎聡美様，杉山優様，高橋秀彦様，谷口諒
様，森本珠美様，中田ももこ様に深く感謝申し上げます．また，札幌西高校オーケスト
ラ部から北大オーケストラまで長きにわたり共に活動し，「優斗を追い出す曲」の演奏
に関わってくださった田中優斗様，野呂菜々子様，樋口彼方様，南佐京様，米田菜乃様
に心より御礼申し上げます．さらに，コロナ禍という困難な時期を『Monster Hunter

World: Iceborne』と共に乗り越える中で，サークル「まろぉの囲い」の皆様に多大な
る支えをいただきましたことに深く感謝いたします．特に，長い時間を共に過ごした
キエ氏，シロン氏，ダイオウイカ氏，Dione氏，マイケル氏，夜々氏に謝意を表し，今
後のご活躍に幸多からんことを心よりお祈り申し上げます．また，サークル「嘘と虚
無の木漏れ日」において旗下かける氏との音楽制作活動を通じて，研究に新たなイン
スピレーションを得ることができました．ここに深甚なる感謝の意を表します．これ
らの方々と過ごした時間は，大学院での研究生活において欠くことのできないもので
あり，本論文の完成に大きく寄与したと確信しております．
最後に，大学私生活を長年にわたりサポートしてくれていた，父 吉野巌様，母 吉野

117



7章 - 結論

聖子様，妹 吉野美桜様，祖母 吉野昌子様・櫻井宏子様，祖父 吉野幸男様・櫻井善介
様，叔父 荒川靖夫様・加賀屋安章様，叔母 荒川真美様・加賀屋道子様にも感謝します．

- 118 -



参考文献

[1] K. Usevich and I. Markovsky: “Variable projection methods for approximate

(greatest) common divisor computations”, Theoretical Computer Science, 681,

pp. 176–198 (2017).

[2] I. Markovsky: “Low Rank Approximation: Algorithms, Implementation, Appli-

cations”, Springer, London, 2nd edition (2018).

[3] M. Ishteva, K. Usevich and I. Markovsky: “Factorization approach to structured

low-rank approximation with applications”, SIAM Journal on Matrix Analysis

and Applications, 35, pp. 1180–1204 (2014).

[4] N. Yoshino and A. Tanaka: “Computationally efficient selection criterion of ini-

tial equation in STLN-based structured low-rank approximation”, Journal of

Computational and Applied Mathematics, 470, p. 116703 (2025).

[5] I. Markovsky, J. Goos, K. Usevich and R. Pintelon: “Realization and identifica-

tion of autonomous linear periodically time-varying systems”, Automatica, 50,

pp. 1632–1640 (2014).

[6] A. Fazzi, N. Guglielmi and I. Markovsky: “An ODE-based method for com-

puting the approximate greatest common divisor of polynomials”, Numerical

Algorithms, 81, pp. 719–740 (2019).

[7] E. Kaltofen, Z. Yang and L. Zhi: “Structured low rank approximation of a

Sylvester matrix”, Trends in Mathematics, 41, pp. 69–83 (2007).

119



参考文献

[8] J. R. Winkler and J. D. Allan: “Structured total least norm and approximate

GCDs of inexact polynomials”, Journal of Computational and Applied Mathe-

matics, 215, pp. 1–13 (2008).

[9] E. J. Candès and C. Fernandez-Granda: “Super-resolution from noisy data”,

Journal of Fourier Analysis and Applications, 19, pp. 1229–1254 (2013).

[10] J. R. Winkler: “Polynomial computations for blind image deconvolution”, Linear

Algebra and its Applications, 502, pp. 77–103 (2016).

[11] I. Markovsky and P. L. Dragotti: “Using Hankel structured low-rank approxi-

mation for sparse signal recovery”, Latent Variable Analysis and Signal Separa-

tion (Eds. by Y. Deville, S. Gannot, R. Mason, M. D. Plumbley and D. Ward),

Springer International Publishing, pp. 479–487 (2018).

[12] J. Gillard and K. Usevich: “Structured low-rank matrix completion for forecast-

ing in time series analysis”, International Journal of Forecasting, 34, pp. 582–597

(2018).

[13] X. Zhang, H. Lu, D. Guo, Z. Lai, H. Ye, X. Peng, B. Zhao and X. Qu: “Acceler-

ated MRI reconstruction with separable and enhanced low-rank hankel regular-

ization”, IEEE Transactions on Medical Imaging, 41, pp. 2486–2498 (2022).

[14] J. He, Y. Wang and Y. Zhou: “Three dimensional seismic data reconstruction

based on truncated nuclear norm”, Journal of Applied Geophysics, 214, p. 105049

(2023).

[15] E. J. Candes and Y. Plan: “Matrix completion with noise”, Proceedings of the

IEEE, 98, 6, pp. 925–936 (2010).

[16] E. J. Candès, Y. C. Eldar, T. Strohmer and V. Voroninski: “Phase retrieval via

matrix completion”, SIAM Journal on Imaging Sciences, 6, pp. 199–225 (2013).

- 120 -



参考文献

[17] I. Markovsky: “Structured low-rank approximation and its applications”, Auto-

matica, 44, 4, pp. 891–909 (2008).

[18] Z. Liu and L. Vandenberghe: “Interior-point method for nuclear norm approxima-

tion with application to system identification”, SIAM Journal on Matrix Analysis

and Applications, 31, pp. 1235–1256 (2010).
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