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演習問題 8の解答例

この通信路では 2元対称通信路と異なり, 入力空間と出力空間の対称性が無いところに注意する.

まずは 2元対称消失通信路の通信路容量を計算しておく. 入力をある特定の値に固定した場合の条件付
きエントロピーは

H(Y |X = 0) = −
∑

y=0,1,x

PY |X(y|0) log PX|Y (y|0)

= −p log p − q log q − (1 − p − q) log(1 − p − q) = H(Y |X = 1) ≡ h(p, q) (233)

となるので, 条件付きエントロピーは

H(Y |X) =
∑

x=0,1

PX(x)H(Y |X = x) = h(p, q)
∑

x=0,1

PX(x) = h(p, q) (234)

であり, 2元対称通信路の場合と同様に入力分布 PX(x)に依らない. 従って, 通信路容量を求めるには, 出
力のエントロピーを入力分布に対して最大化すればよい. 例によって, PX(0) = t, PX(1) = 1 − tとおくと

PY (0) = (1 − p − q)t + p(1 − t) (235)

PY (1) = pt + (1 − p − q)(1 − t) (236)

PY (x) = q (237)

であるから

H(Y ) = −[(1 − p − q)t + p(1 − t)] log[(1 − p − q)t + p(1 − t)]

− [pt + (1 − p − q)(1 − t)] log[pt + (1 − p − q)(1 − t)]

− q log q (238)
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を最大化する tの値は t = 1/2であり, このときの最大値は

max
t

H(Y ) = 1 − q − (1 − q) log(1 − q) − q log q (239)

であることがわかる. 従って, 通信路容量は

C = 1 − q − (1 − q) log(1 − q) − q log q − h(p, q) (240)

で与えられる. ここで, この通信路は q = 0で 2元対称通信路と一致するが, 上式で q = 0 と置けば, 前回
学んだ 2元対称通信路の通信路容量 : C = 1 − h(p)となることは確認しておくべきであろう.
さて, 次に転送によって受信系列の広がる大きさ, 通信路出力の典型列の大きさ wを評価しておこう. こ

れは

w = nCnp × n(1−p)Cnq (241)

で与えられるので, この両辺の対数をとって, スターリングの公式 : log n! � n log n−nを用いると直ちに

log w = n {−p log p − q log q − (1 − p − q) log(1 − p − q)} = nh(p, q) (242)

すなわち

w = 2nh(p,q) (243)

のように評価できる. これは先ほどの h(p, q)の導出と重ね合わせて考えると, w = 2H(Y |X) のように書き

直すことができる.
ところで今までとは逆に, ある一つの受信系列を受取ったときに, それはどの程度の範囲の送信系列から

やってきたものとみなせるであろうか ? (図 26参照) この答えは w
′
= 2H(X|Y ) で与えられる. 前回見た 2

X Y

2nh(p)

図 26: ある一つの受信系列を受取ったときに, それはどの程度の範囲の送信系列からやってきたものか, を評価する.

元対称通信路の場合には, この大きさ w
′
はH(X |Y ) = H(Y |X) = h(p)で与えられたので, w

′
= wであっ

た. しかし, 今の場合入力と出力の間の対称性は無いので, H(X |Y )をまじめに評価しなければならない.
しかし, これはさほど難しく無く

H(X |Y ) = H(X) − H(Y ) + H(Y |X)

= n {1 − (1 − q) + (1 − q) log(1 − q) + q log q + h(p, q)} (244)

のように求めることができる. 従って, 復号によって誤りが生じるのは, 入力の空間において (M − 1)/2n

の確率で選び出された該当符号語以外の符号語が選び出され, これが w
′
= 2H(X|Y )の大きさの領域に落ち
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る場合であるから

PE =
M − 1

2n
× 2n{1−(1−q)+(1−q) log(1−q)+q log q+h(p,q)}

� 2n{R−((1−q)−(1−q) log(1−q)−q log q−h(p,q))} = 2n(R−C) (245)

C = 1 − q − (1 − q) log(1 − q) − q log q − h(p, q) (246)

つまり, R < C であれば, n → ∞で PE → 0となる (もちろん, 伝送速度の定義はこの 2元対称消失通信路
でも変わらないので, M も変化せずにM = 2nRである). これで (i)の証明は終わった.
次は (ii)であるが, これは簡単で, この通信路の場合の箱のサイズ zは

z = nCnq × n(1−q)Cn(1−q)/2

M
(247)

であるから, 例に n → ∞の場合にスターリングの公式を用いて分子を評価すれば, 簡単に

z =
2n{(1−q)−(1−q) log(1−q)−q log q}

M
(248)

となる. ここで, 上式で q = 0とすると, 前回見た 2元対称通信路の場合の「箱」のサイズ z = 2n/M とな

ることを確認しておくべきである.
さて, z > wでなければならないので, この条件を書き下してみると

2n(R−C) < 1 (249)

であり, 明らかに R > C では成立しない. 従って, (ii)が証明された.

7.5 線形符号

ここからは具体的な符号化と復号化法について見ていく.

7.5.1 2進線形符号

次の 2つの条件を満たす {0, 1}nの線形部分空間 C を 2進線形符号と呼ぶ.

✤

✣

✜

✢
2進線形符号の条件 :

(1) x, y ∈ C ならば x + y ∈ C

(2) λ ∈ {0, 1}, x ∈ C ならば λx ∈ C

C は {0, 1}nの部分空間なので, 独立な基底ベクトル x1, x2, · · · , xk ∈ C (k ≤ n)を選べる. よって, C は

C = {u1x1 + · · · + ukxk |ui ∈ {0, 1}, i = 1, · · · , k}
=

{
uG |u = {u1, · · · , uk} ∈ {0, 1}k

}
(250)

のように書ける. ここで, Gは xi (i = 1, · · · , k)を縦にならべた行列 :

G =




x1

· · ·
· · ·
xk


 (251)
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であり, 生成行列と呼ばれる.

(例)

C =

{
(00000), (01100), (00110), (01010)
(11111), (10011), (11001), (10101)

}
(252)

とすれば, C のどの元どうしの和も C に属しているので, 線形符号の条件 (1)を満たしている. 条件 (2)を
満たすことも明らか.

どの 2つの和でももう一つを表せない基底ベクトルとして (01100), (00110), (11111)をとれる. この基底
ベクトル間の最小距離は 2である. 従って, 生成行列は

G =




x1

x2

x3


 =




0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
1 1 1 1 1


 (253)

ここで, この行列の行を 1 → 3, 2 → 1, 2 → 3 のように並びかえ, その行列の 1行目と 2行目, 2行目と 3行
目を足す基本変形を行うと

G∗ =




1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0


 = (I3 : G1) (254)

と書き直すことができる. ここで

I3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , G1 =




1 1
1 0
1 0


 (255)

である.

7.5.2 パリティ検査行列

今後, A
′
のように記号の右肩に「ダッシュ」「プライム」をつけることによって行列の転値を表すことに

する. このとき, 線形符号 C はパリティ検査行列と呼ばれる行列H を用いて

C =
{

x ∈ {0, 1}n |Hx
′
= 0

′}
(256)

のように表すことができる. H はそのランクが rank(H) = n − k, サイズが (n − k) × nの行列である.
xi (i = 1, · · · , k)に対してもHx

′
i = 0が成り立つので, 明らかに

GH
′

= 0 (257)

が成り立つ. 特に, G∗ = (Ik, G1) のように書き換えた生成行列に対し, パリティ検査行列も H∗ = (G1

′
:

In−k)と書き換えることができて

G∗H∗′
= (Ik : G1)

(
G1

In−k

)
= IkG1 + G1In−k = G1 + G1 = 0 (258)
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が成り立つ.

(例)

G∗ =




1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0


 (259)

に対して

H∗ =

(
1 1 1 1 0
1 0 0 0 1

)
(260)

であり, このとき確かに

G∗H∗′
=




1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0







1 1
1 0
1 0
1 0
0 1




=




0 0
0 0
0 0


 = 0 (261)

が成立する.
このパリティ検査行列に対し, x = (x1, x2, x3, x4, x5) とすると

H∗x
′

=

(
1 1 1 1 0
1 0 0 0 1

)



x1

x2

x3

x4

x5




= 0 (262)

より, x4, x5 は x1, x2, x3を用いて

x4 = x1 + x2 + x3 (263)

x5 = x1 (264)

と書ける. 従って, (x1, x2, x3) = (000)(001)(010)(100)(011)(101)(110)(111) と選ぶと (x1, x2, x3, x4, x5) =
(00000)(00110)(10110)(10011)(01100)(10101)(11001)(11111) のように線形符号 C が得られる.

7.5.3 パリティ検査行列と最小距離

パリティ検査行列 :

H =




1 1 0 1 1
0 1 1 1 0
1 0 1 1 0


 (265)

に対して, Hx
′
= 0は

x1




1
0
1


+ x2




1
1
0


+ x3




0
1
1


+ x4




1
1
1


+ x5




1
0
0


 = 0 (266)
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と書き下すことができる. この方程式の自明な解は x = (00000) であり, この解のハミング重み, つまり,
ゼロでないビット数は w(x) = 0である. w(x) = 1, 2となる (266)式の解はなく, w(x) = 3となる x は

x = (11100)である (C の最小重み (最小距離)は 3である).

✛

✚

✘

✙
定理 5・3 :

線形符号のパリティ検査行列H = (h1, · · · , hn) のどの t個の列ベクトルも線形独立で, ある t + 1
個の列ベクトルが線形従属のとき, C の最小距離 d は t + 1である.

7.5.4 線形符号の符号化

パリティ検査行列 :

H =




1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
0 1 0 0 1


 , C = {x ∈ {0, 1}5 |Hx

′
= 0

′} (267)

に対し, Hx
′
= 0

′
を書き出してみると

x3 = x1 (268)

x4 = x1 + x2 (269)

x5 = x2 (270)

となり, x1, x2 (情報ビット)を決めると, x3, x4, x5 (パリティ検査ビット)が決まる. (x1, x2) = (00)(01)(10)(11)
とすると (x3, x4, x5) = (000)(011)(110)(101)なので, 線形符号は

C = {(00000), (01011), (10110), (11101)} (271)

のように作ることができる.

7.5.5 線形符号の復号化

受信データを y, 送信データを x, 誤りベクトルを eとすると

y = x + e (272)

であり, この両辺に左からパリティ検査行列H をかけると

Hy
′

= Hx
′
+ He

′
= He

′
(273)

となる. ここで, s
′
= He

′
を誤りベクトル (コセットリーダ) eのシンドロームと呼ぶ.

このとき, 線形符号の復号化法としては, s
′
= Hy

′
を計算し, この sに対応するコセットリーダを y に

加えれば良い.

次の例題を見てみよう.
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✬

✫

✩

✪

例題 9
成分が 0,1である任意のベクトル u = (u1, u2, · · · , un),v = (v1, v2, · · · , vn) に対し, 和を u + v =
(u1 ⊕ v1, u2 ⊕ v2, · · · , un ⊕ vn)で定義する. ここで, 記号⊕は排他的論理和を表し, 交換則 u+v =
v + u が成り立つ. また, ベクトルにスカラー a ∈ {0, 1}をかける演算を au = (au1, au2, · · · , aun)
で定義し, 2つのスカラーの積は 00 = 01 = 10 = 0, 11 = 1とする. つまり, a = 0のとき au = 0,
a = 1のとき au = uである. ここに 0 = (0, 0, 0, · · · , 0)はゼロベクトルである. これらの演算が
成り立つベクトルに対して以下の問に答えよ.

(1)任意のベクトル vに対し, v + e = v となるような eは何か.
(2)任意のベクトル v に対し, v + f = 0 となるような f は何か.
(3)任意のベクトル uの成分中 ui �= 0となる iの個数をハミング重みと呼び w(u)で表す. この
とき任意のベクトル u, v に対し, 不等式 :

w(u) + w(v) ≥ w(u + v)

が成り立つことを示せ.

(4)パリティ検査行列 :

H =




0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1




を持つ線形符号に対し, 1ビット誤りベクトルの復号表を作成せよ. つまり, 1ビット誤りベ
クトル z = (1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), · · · , (0, 0, 0, 0, 0, 1) に対して, z と

sz ≡ zHT の対応表を作れ. ここにHT はH の転置である. また, この復号表から, この線
形符号が 1ビット誤り訂正符号であるか判定せよ.

(5)送信ベクトル uが通信路を通過後, 1ビットノイズ zが加わり, r = u + z として受信された.
受信ベクトル rに対し, sr ≡ rHT を計算し, (4)で作成した復号表から sz = sr となる zを

求めると, 送信ベクトルは u = r + z として復元できる. この方法を用いて受信ベクトルが
r = (0, 1, 0, 1, 1, 0)のとき, u及び zを求めよ.

(6)この符号を誤り率 pの 2元対称通信路で用いたときの誤り確率 pz を求めよ.

(解答例)

(1) e = 0.
(2) f = v.
(3)任意のベクトル x, y, z に対し, ハミング距離 dは次の三角不等式 :

d(x,y) + d(y, z) ≥ d(x,z) (274)

を満たす. ここで

d(x,y) = w(x − y)
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= w(x + y) (275)

d(y, z) = w(y − z)

= w(y + z) (276)

d(x, z) = w(x − z)

= w(x + z) (277)

(278)

が成り立つ. 従って (1)式の三角不等式はハミング重みを用いて

w(x + y) + w(y + z) ≥ w(x + z) (279)

と書き直すことができる. ところで

x + y = u (280)

y + z = v (281)

とおき, (7)(8)式の辺々を足してみると

x + z + (y + y) = u + v (282)

つまり

x + z = u + v (283)

が得られるから, 結局 (6)の不等式は

w(u) + w(v) ≥ w(u + v) (284)

となり, 題意が示された.
(4)例えば 1ビット誤りベクトル z = (1, 0, 0, 0, 0, 0) に対し, sz = zHT を計算すると

sz = zHT

= (1, 0, 0, 0, 0, 0)




0 1 1
1 0 1
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1




= (0, 1, 1) (285)

となるから, 1ビット誤りベクトルの復号表は

z (1ビット誤りベクトル) sz = zHT

(1,0,0,0,0,0) (0,1,1)

(0,1,0,0,0,0) (1,0,1)

(0,0,1,0,0,0) (1,1,0)

(0,0,0,1,0,0) (1,0,0)

(0,0,0,0,1,0) (0,1,0)

(0,0,0,0,0,1) (0,0,1)
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となる. また, 上記表から全ての 1ビット誤りベクトルには異なる sz が対応しているので, この線形
符号は 1ビット誤り訂正符号である.

(5)送信ベクトル r = (0, 1, 0, 1, 1, 0)に対し sr = rHT は

sr = rHT

= (0, 1, 0, 1, 1, 0)




0 1 1
1 0 1
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1




= (0, 1, 1) (286)

となる. 従って, 問題 (4)で求めた復号表から該当する 1ビット誤りベクトルを探すと, これは z =
(1, 0, 0, 0, 0, 0)であり, 送信ベクトルの 1ビット目に誤りがあることがわかる. また, 送信ベクトル uは

u = r + z

= (1, 1, 0, 1, 1, 0) (287)

である. よって求める答えは

u = (1, 1, 0, 1, 1, 0) (288)

z = (1, 0, 0, 0, 0, 0) (289)

である.

(6)誤りなし確率は全ビットが誤りなしに送られる場合と, 1ビット誤りが全 6ビットの中の何処か 1箇所
にある場合であるから, これと余事象の確率を考えれば誤り確率 pz は

pz = 1 − (1 − p)6 − 6p(1 − p)5 (290)

となる.

演習問題 9

定理 5・3 を証明せよ.
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